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SUR LA NATURE ANALYTI(IUE D'UNE FONCTION C0NSIDt~Rt~E 

PAR P. DU BOIS-REYMOND 

PAR 

M. LERCH 
F R I B O U R G  (SUISSE). 

[ E x t r a i t  d e s  , M o n a t s h e f t e  f( i r  M a t h e m a t i k  u n d  P h y s i k ,  8~me a n n i e . ]  

T r a d u i t  p a r  L. L a u g e l .  

Dans le tome 2I des M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  PAUL DU BoIs- 
]~EYI~OND parle de s~ries infinies de la forme 

oo 

p~l/.~p sin~x 

dont les coefficients remplissent des conditions infinitaires d~termin~es, et 
il cite notamment le cas /~  ~ e -r Cette s~rie poss~de des d~riv~es de 
tous les ordres et d'apr~s DU BOIS-REYMOND elle ne peut ~tre prolong~e 
dans le domaine de l'imaginaire. 

I1 en r~sulterait que la s~rie infinie de puissances 

aurait sa r~gion de convergence - -  le cercle de rayon unit~ d~crit autour 
de l'origine comme centre - -  aussi pour r~gion d'existence. Cela est en 
tout cas bizarre e t a  ~t~ contest~ par M. P2INGSHEI~ (Math. A n n a l e n ,  
t. 44); ce g~om~tre s'est content~ de presenter quelques observations 
ce sujet, sans r~soudre la question m~me, bien qu'il soit possible de le 
faire d'une mani~re excessivement simple, comme nous voulons ici le 
faire voir. 

A~ta ~nathsmaliva. 22, Imprim6 le 5 juln 1899. 
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Soit d'abord u une variable eomplexe dont la valeur absolue est 
plus petite que z, et soit a une grandeur r6elle positive; alors la s6rie 
infinie 

est absolument convergente. Pour voir comment elle se  comporte sur Ie 
contour du cercle de convergence ] u ] ~  I, et, d'une mani&re g~n6rale, 
pour reconnaltre la nature analytique de cette transcendante, nous em- 
ploierons la formule int~grale 

J ~ = ~  , 
o 

nous ne nous attarderons pas ici ~ la v6rification de l'6quation 

o o 

mais nous passerons ~ la consid6ration du r6sultat 

oo a 

(~) r - 6 e~. 

o 

Nous obtenons ainsi pour la fonction analytique 

une representation int6grale 

(3) ~(~)= [ ~ x  
o 

dont le prolongement nous est foumi directement. 
En efl:et eette intfigrale existe pour toutes les valeurs u, qui, sur le 

plan de la variable complexe, sour" repr6sent6es par des points en dehors 
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de la coupure ( I . . .  cx~) pratiqu6e le long de l'axe des grandeurs r~elles, 
et dans cette r6gion l'int~grale a 6videmment le caract6re d'une fonetion 
enti~re. 

I1 s'ensuit que notre fonction (2) peut 6tre prolong6e dans tout Ie 
plan des u, k l'exception, faite provisoirement, de la coupure (I ... cx3). 

Son d6veloppement en s6rie de puissances dans le domaine du point 
u ~--i s'obtieng au moyen de la formule (3), et l'on a 

Ou 

A~ 

V ~ 0  

F . e - ~  d ~  

0 

On a 6videmment 

0 

j ~ 

dz = e ~  ~/~ V a  

et la s6rie converge pour l u - - i  I < I, comme c'6tait clair de prime abord. 
Nous nous proposons maintenant de d6montrer que la fonction ~(u) 

se comporte aussi d'une mani~re r6guli~re le long de la coupure (I . . .  co), 
exception faite du seul point u ~ i. 

En effet soit /_, une ligne issue de Forigine et s,6tendant dans le 
v.oisinage de 1'axe des grandeurs r6elles sur le plan de la variable com- 
plexe x, jusqu's 1,infini. Alors la fonction 

ar 
e d~ 

se comporte r6guli~rement dans la r~,gion qui a pour contour la courbe 
L et l'axe des grandeurs r6elles, et l'int6grale 

_a_ 
x e e/a~ 

L 
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qui correspond au ehemin d'int6gration 2~ est 6gale ~ l'int6grale ~(u). 
Mais celle.ci exige pour la fixation pr6cise de sa r6giorr de convergence 
une coupure (d6finie par les points u = e ~) tout ~ fait diff6rente de la 
pr6c6dente et elle se cornporte r6guli4rement en tous les  points de la 
ligne ( I . . . ~ ) ,  b~ rexception seule de u = I. 

I1 n'est pas difficile de reconnaitre le mode de discontinuit6 de ~(u) 
au point u-----I. Soit de nouveau O(u) l'int6grale (3) et soit v > i une 
grandeur r6elle et s', e" deux petites grandeurs positives; si l'on pose 

u' -~ v + ~'i, u" = v - -  , " i  

il est facile de d6montrer ~ l'aide d'une m6thode de raisonnement in- 
vent6e par M. H~,RmTE et simplifi6e par M. Gouas.~T 1 que 

a 

log u 

l i r a  = ~ 

,'ffio, ~"ffio ~ (log ~)~- 

I1 r6sulte de l~ eomme cons6quence que la fonction 
a 

(4) r + e -~~ log(u--.,)__ ge(u) 

u (log ~)~ 

reste uniforme dans le domaine du point u-----x, et ainsi est d6veloppable 
suivant les puissances positives et n6gatives de ( u - - I ) .  

Le nombre des puissances n6gatives qui se pr6sentent dans ee d6- 
veloppement est n6eessairement infiniment grand. En effet s i r  d6signe 
une grandeur positive infiniment petite, 4videmment ~(I ~ z ) e s t  alors 
infiniment grand, puisque ~0(i ~ z )  reste fini et que le second terme 
dans (4) au premier membre devient irrfiniment grand, et d'autre part  
~(I + r) reste finie pour z infiniment petit. Pour d6montrer ce dernier 
point il suffit de faire voir que rint6grale 

/ -  0 x d $  

1 Voir A c t a  m a t h e m a t i c a ~  tome I~ p. I 8 9 - - I 9 2 :  Lettre de M. Hermite et A c t a  
m a t h e m a t i e a ~  tome Io~ Table: GouxsAT, oh se trouve la liste des travaux de M. H~R- 
roTE sur les sujets de la Let t re  de M. GOURS/LT. 
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reste finie pour u---- I + e; c'est ce que l'on volt clairement en la ra- 
menant k la forme 

a _  

�9 

Maintenant, eomme les expressions ~F(u+e) ne sont ni toutes les deux 
finies, ni toutes les deux infiniment grandes, alors u-----I est un point 
singulier essentiel de la fonction qP(u) et dans le d6veloppement en s6rie 
de puissances 

r 

le hombre des puissances n6gatives qui se pr6sentent effectivement est 
n6cessairement infiniment grand, ainsi qu'il a 6t6 affirm& 

))La fonction O(u) d6finie par la s6rie (2) se comporte r6guli4re- 
ment en tous les points de la circonf6rence du cercle ]u]----I, 
l'exception du point u = I. Ce dernier point est un point singulier 
et la mani~re dent la fonction se comporte dans le domaine du point 
u -~  I peut se d6finir par la formule suivante 

r - - - - -  - -  e ~ o g ~  log (~ - -  ~) . + X 

u (log U): 

La construction d'exemples de fonctions ~ lignes singuliSres ne peut 
avoir aprSs les travaux de WEIERSTRASS qu'un but p6dagogique. A c e  
point de rue, il y a dix ans, j 'ai 6tudi6 un grand hombre d'expressions; 
mais par suite du hombre restreint de lecteurs des publications de la 
Soci6t6 royale des Sciences de Prague mes recherches sent rest6es tr~s 
peu connues, et m~me men m6moire sur l'impossibilit6 de diff~rentier 
certaines fonctions, qui a 6t6 publi6 dans le J o u r n a l  de Cre l le ,  tome 
IO3, n'a pas attir6 l'attention de M. MITTAG-LEFYLER. 1 

t S u r  une transcendante remarquable trouvde p a r  M. FREDHOLM~ A c t a  m a t h e -  
mat iea~ t. 15. La sgrie trait6e ~ la fin de men m6moire fournit ~videmment u n e  

fonetion de la m6me propri6t6 que ]a s6rie de 1~i. FREDHOLM. 
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l~otamment dans mon m6moire Sur les fonctions d rggion d'existence 
born~e ~ sont indiqu6es de nombreuses expressions de cette catdgorie, ainsi 
que de nouvelles m6thodes de d6monstration et de nouvelles gdn6ralisa- 
tions. Par  exemple, il y est d6montr6 que la s6rie ~ double entree 

ne peut ~tre prolong6e au delb~ de sa r6gion de convergence l u l <  I, 
I x [ <  i, lorsque les constantes m,  n ne sont pas des nombres entiers 
positifs, et lorsque la eonstante a a pour valeur absolue 1'unit6 mais 
n'est pas une racine de 1'unit6. 

De ce qui se trouve clans ce m6moire beaucoup a 6t6 nouvellement 
publi6 par M. PmNaSHEI~ dans les Math. A n n a l e n ,  tomes 42 et5 44, 
par exemple la g6n6ralisation qu'il cite en note au bas de la page I66 
du tome 42, et encore le principe de d6monstration qu'il emploie p. 50 
et p. 51 du tome 44. C'est aussi b, moi que remonte cette remarque 
que l'on peut construire des expressions de la forme 

gg - -  ~v 

qui, en valeur absolue, restent inf6rieures h une constante, lorsque x est 
limit6 ~ une r6gion ~ l'int~rieur de laquelle ne sont pas situ6s des points 
a~, et il en est de m4me aussi pour le contour de la r6gion quand tous 
les points de ce contour sont des points limites [Hdufungsstellen d'apr~s la 
~rminologie de M. G. CASTOR] de l'enscmble (a~). C'est ce que j'ai 
6clairci p. 7 de mon m6moire au moyen de l'exemple 

~ = o  x - - e  ~ 

( H <  I), 

oh a d~signe une grandeur r~elle irrationnelle. M. PRINGSHEIY~ au 
tome 42 des Math.  A n n a l e n  cite beaucoup d'expressions de ce type. 

1 l ~ I d m o i r e s  de  l ' A c a d ,  r o y a l e  d e s  So. de  B o h ~ m e ,  V I I .  Suite. Tome 
II~ I888.  
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M. PRINGSHEIM voulait pousser la question plus loin, et il affirme que 
l'expression 

r(x) = ( :lc l est convergente) 

ne peut dtre prolong~e au del~ du domaine C lorsque tous l e s  points 
a~ sont situ~s en d~hors de C, mais cela de telle sorte cependant que 
leurs points limites forment le contour de C, sous la supposition que les 
a~ ne r~couvrent aucune portion de surface d'une maniSre partout dense. 

En I887, je n'ai pas voulu aller aussi loin que M. PRINGSHEIYs et 
je n'ai pas tent~ de r~soudre la question, car la d~monstration me sembla 
alors et me semble encore aujourd'hui difficile, de sorte que je ne puis 
ici rien fournir en r~ponse ~ la question. Lorsque M. PR~NOSn~IM croit 
en avoir trouv4 la solution au moyen de son th~or~me (p. x68 du t. 42 
des Math.  • nna l en )  il se trompe, car la d6monstration de ce th~or~me 
est fausse et rexactitude de ce thdor~me reste donc ind~eise. 

.4eta matta~atir 22. Imprim~ le 6 jnin 1899. 48 


