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SUR QUELQUES INTI~GRALES AYANT RAPPORTS AVEC LES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES 

PAR 

M. L E R C H  
F R I B O U R G  (SUISSE). 

Dans un m6moire publi6 par l'aead6mie de Prague 1 j'ai 6tabli la 
formule 

f e -"~c~ sin (sate-- ux sin a~r) z'- '  dz ~ 7 t ~  - u  

0 I . ~ a  

en m e  b o r n a n t  a u x  hypoth6ses  o < a < ~ ,  ~t > o. 

En  mul t ip l i an t  les d e u x  m e m b r e s  pa r  e-'~"&t et en in t6grant  de u = o 

k u = cx3, j ' en  ai d6dui t  la su ivante  

w sin salt -1- z sin (s - -  I)a~rzs-ldz ~ra 

o I - l - z  ~ 

de l aque l l e  j 'a i  conclus  que  la  fonct ion  su ivante  

( w  ~ + 2 w ~  cos air + z~) I + z;  
o 

2 me annde, M~moire N ~ 9; I893. 
A ~  ~Jhemat/ca, 22. Imprim6 le 5 juin 189@. 
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jouit de eette propri6t6 remarquable 

w sin sazr.-s , s - -  I ,  a) + s in ( s - -  I )GTd.-L(W , S  , "ff) = - -  
I + w  

J'ai promis de mettre en 6vidence ses relations avee les fonetions ellip- 
tiques et j'y suis revenu en effet l'ann6e derni6re 1 en introduisant la fonetion 

(A) 

0 

~s d:v 

2 w z c o s - + z  (r +z~) 
dr 

qui r6sulte de T en changeant tr en sa r6eiproque; celle-ci a par cons6- 
quent la propr6t6 

(B) wsin(S+ax)rCL(w's'a)+sinSrtL(wa , s +  I ,  a)----a(w+ x)' 

j'ai 6tabli une seconde en observant que la quantit6 

Q =  L(w, s, ~) + L(w , s + ,~, ,,) 

s'exprime par l'int6grale 

2 "4" 2 w ~  c o s -  + x g 

dont la valeur est 
~W s -1  sin szr 

Q ~  G t 

mn - s in 8~ 
O" 

La seconde relation est donc la suivante 

(C) L(w,s ,  ~) + / ; ( w ,  s + ~, ~) = 
~rw s - t  s in  - -  

a 

s in  - s m  8 ~  
o" 

' R o z p r a v y  (de P r a g u @  5 e annde~ N ~ 2 3 ,  1 8 9 5 .  
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Ces deux relations laissent esp~rer que notre transcendante, jouissant des 
propr~t~s assez simples relatives au parall~logramme des p~riodes I et o, 
aura quelques relations avee des fonctions elliptiques. Pour le montrer, 
j 'dtablirai d'abord son d6veloppement, en v~rifiant les propri~t~s (B) et (C) 
sur la fonction d~finie par l'~quation suivante 

s ~  

(D) a(x +w)-1- singL(wa , s , a )  

27/~ Sln - -  
,ws--1 e2sr~ 

I Z e--~-- 
#Tr/ , 

~ e-- ~ 

( 2 =  1 , 3 , 5 , 7 , . . . ; , u = 2 , 4 , 6 , 8 , . . . ) .  

Le calcul ~tant facile, je me borne ~ indiquer le domaine d'existence 
des expressions qu'on vient de consid~rer. Je supposerai que w soit r~eI 
et positif. On voit d'abord que l'int~grale (A) n'existe pas, si la quantit6 
o est purement imaginaire; ensuite, puisque la relation (B) a 6t~ obtenue 
pour o r i e l  et positif, il faut admettre que la partie r~elle de o soit po- 

( sitive. Puis, pour que la fonction w ~ -Jr 2wx  cos- q- x 2 reste finie pendant 
o 

lmtegratmn, il faut que la partie r~elle de i . . . .  - ne soit pas un entier im- 
G 

pair, ce qui nous amine ~ introduire la condition que la partie r~elle de 
x 
- soit entre z~ro et l'unit~. Quant ~, la quantit~ s, la convergence de o 
l'int~grale exige que sa partie r~elle soit plus grande que - - i  et 
moindre que celle de la quantit~ a q-- r. Dans la bande ind~finie pa- 
rall~le k raxe des imaginaires qui est remplie de ces points s, la fonc- 
tion L ( w ,  s ,  a) est analytique et r~guli~re. 

Passons maintenant aux s6ries (D). La convergence de la premiere 
sdrie exige, la partie imaginaire de o 6tant suppos~e positive, que la partie 
imaginaire de s soit dgalement.positive; au contraire, la convergence de 

la deuxi~me s~rie exige que la partie imaginaire du quotient s - - i  soit 
a 

positive. On satisfait k toutcs ces conditions en supposant que s se trouve 
l'int~rieur d'une figure qui ~tant plac6e dans le demi-plan positif est 
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limit~e par le segment de l'axe ( - - I  ... I), puis par la droite (I . . . a - I - I )  
et par les deux lignes verticales aux points s - - - - ~ I  et s = a - ] -  x. Le 
domaine (s) que nous venons de fixer est assez ~tendu pourqu'on puisse 
y placer une infinit4 des parall~logrammes des p~riodes compos~s des cbt~s 
i et~r. 

Cela ~tant, appelons r . s: .sin-- la diff6rence des fonctions Z d& 
G 

finies, l 'une par l'int~grale (A), l'autre par l'expression (D), et observons 

que la fonction sin s~ ne s'annulant que dans un point du parall41o- 
~T 

gramme, la fonction r n'a d'autres singularit~s qu'un seule pble du 
premier degr~ s = ~; elle satisfait ensuite aux ~quations d5duites de (B) 
et (C) 

qui font voir que la fonction est de la forme 

~ ( s ) - - - a .  ~ 7"+--~ - -~ /  ; 

' \7,1 - - J - /  

mais cette fonction-ci ayant aussi le p51e s =  a - - I  oh r reste finie, on 
a n~cessairement a---o, et les deux fonctions L(w,s, a), d~finies par les 
~quations (A) et (D), sont ~gales. Ceei pos6, prenons s---- a dans l'~quation 
{D); il vient 

+ w ~ + ew~cos- + ~ asin~.(!- +w) 
0 

Ensuite, diff~rentions dans l'~quation (D) par rapport ~ s et posons s=-a ;  
nous aurons le d~veloppement 

o O" 

�9 = ? a ( I + w )  + I w~ ~=~ + - a  
sin- " w + e-~-_] 

ff  
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Rempla?ons la parenth6se dans le deuxi6me membre par son ddve- 
loppement 

,amrci Im=l~2,3t "'X 
I ~ . , e ; . m a r i w  ma-1  I t~,m( i ) m - - l w m - - 1  e - a 1/~=2,4, 6,...} 

2a(I + +u,) + a,m + 2, - -  ; ~=~,3,~ 

multiplions par dw et int6grons entre z6ro et w; les sdries qui en r6sultent. 

, , . + +  
. . . .  e G 2+ log (us + i )  + a m a ~,,, 

s'expriment par des logarithmes et on obtient l'6quation 

+, r ( ~ 
2 r , i d  u 7_.t..-- ~ arc tg  e o t ~ +  + 

0 

~r] d x cosec ~) "4- ~ - -  21 

= l o g  t + w 
= 

2m~i 

! + w e  '~ 
I - -  Wa6( 2m-1)a~ri 

Elle fait voir que les transcendantes en 

_ I -al- w e  

oo 

qui ont raxe des quantit6s r6elles pour coupure, ont un quotient qui s'y 
comporte r6guli&ement. Cette relation qui nous paralt int6ressante se 

i 
simplifie en changeant w en - et en ajoutant; oil aura au deuxi6me 

membre l'expression 

log 
I I ( '  +++ ,+r+~ +) 

0o 

]~=~(I - -  w % ( : n - l > ~ ) ( i  - -  w-~e(~'-l} 0"~) 

qu'on peut 6crire d'aprSs les d6finitions bien connues 

eaa t~ I - -  I 
"\  2:ri I 

log 0 [o" log w ' 

Aeta mathemat~ea. 22. Imprim6 le 5 juin 1898. 47 
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ou en faisant usage de la formule de transformation, 

I. 
La formule dont il s'agit sera done 

0 

+ arctg (cot -~ + w~I-- cosec -~]e/ + e-5~e 

= 1o g I V/~ e =---=oog,o)~ ] 

- -  z: I dx 


