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UBER ZWEI NACHGELASSENE ARBEITEN ABEL'S UND DIE SICH DARAN
ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN IN DER THEORIE
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VON

L. FUCHS.!

L

In zwei nachgelassenen Abhandlungen (t. II, N:o VIII und N:o IX
der von Syrow und Lie besorgten Ausgabe der ABkr’schen Werke von 1881)
hat Asern die Sitze Lrcexpre’s iiber Vertauschung von Parameter und
Argument bei den elliptischen Integralen dritter Gattung auf lineare
Differentialgleichungen ausgedehnt.

Diese Arbeiten ABEL’s sind alsdann von Jacosr (Crelle Journal,
B. 32, p. 185) durch eine abweichende Darstellung derselben in ein helles
Licht gestellt worden.

Sind 4, 4,, ..., 4, ganze rationale Functionen von x, so betrachtet
Jacosl neben dem Differentialansdrucke

¥, = Ay + Ay + ...+ 4,9,

! Die Abhandlung, welche wir hier veréffentlichen, ist die letzte, welche aus der
Hand des verewigten Verfassers stammt. Als die Abhandlung schon im Druck war,
wurde der Verfasser am 26. April plotzlich auf der Strasse von der Krankheit betroffen,
welche nach wenigen Minuten seinem ruhmreichen, der mathematischen Wissenschaft mit
so grosser Hingabe und so seltenem Erfolg geweihten Leben ein Ende machte. Die
Zeit und der Platz fehlen uns augenblicklich um eine angemessene Schilderung zu geben
von der Stellung, welche Fucus in der mathematischen Wissenschaft einnimmt, sowie
von dem gewaltigen Einflusse, welchen er auf die Entwickelung der Mathematik in
den letzten 37 Jahren, seit dem Erscheinen seinbr beriihmten Abhandlung Zur Theorie der
linearen Differentialgleichungen ausgeiibt hat. Eine solche Schilderung wird jedoch, wie
wir erfahren, nicht lange ausbleiben. Die Redaklion.

Acla mathematica. 26. Imprimé le G aont 1902,
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wo die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten, den Differential-
ausdruck

ly], = — 4,y + D.(4,9) — Di(4,9) + . .. + Di(4,)
=By+ By +... + By”

welchen wir jetzt als den zu [y], adjungirten’ bezeichnen. Da nach
Laeranee z{y), + y[z], fir willkiirliche Functionen y, z ein vollstindiger
Differentialquotient ist, so setzt Jacosr

J{zly), +yl2), ) de = [y, 2).

Wenn die unabhiingige Variable z in [y],, [¥],, [y, 2] mit einer unab-
hingigen Variablen a vertauscht wird, so sollen diese Ausdriicke mit [y]{*,
(¥, [y, 2], und im Gegensatze hierzu die urspriinglichen auf z beziig-
lichen Ausdriicke mit [y]{, [¥]?, [y, 2] bezeichnet werden.

Sei A, dieselbe Function von a wie A4, von z und

A=W _ p
xr—a
so ist
3P ?°P, P,
U= =Pt 3 =+

eine ganze rationale Function von z und «,
(A) U= XC,a™z",

wo C,, den Coefficienten von f in [z '], bedeutet. Jacosr findet nun

die Beziehung , )
P A P

aus welcher er die andere ableitet:

° . () 9 Y \‘l)_
(B) ag[y,m_a] —a—a[a_x,s] = Uy,

wo y eine Losung der Gleichung [y]){? = 0, j eine Loésung der Gleichung
[3)$? = o bedeutet.

Ist ¥,, ¥y, ..., Y, ein linear unabhingiges System von Losungen der
Gleichung [y], =o0,2,2,,..., 2, ebenso ein linear unabhingiges System

! Vergl. Crelle Journ. B. 76, p. 133.



Uber zwei Arbeiten ABEL’s und die sich anschliessenden Untersuchungen. 321

von Losungen der adjungirten Gleichung [z}, = o, die beiden Systeme so
gewdhlt, dass [y;, 2) = 1, [y;, 2] =0 fir i % k, so folgt aus den Gleich-
ungen

[?/k, z] =7, (k=1,2,...,n)

fiir eine beliebige Function 2z

(x) = A+ Ay A, @=0.1,n)

und ebenso aus den Gleichungen
[y) zk] — Sk k=1,2,..., n)

fiir eine beliebige Function y
(2) YO =ys + ¥ + ..+ yls..
Setzt man mit JAacos1 in r; fiir 2z

g | Ha

z—a’

wo 3 eine Losung der Gleichung [;]5° = o bedeutet, so folgt unter An-

wendung der Gleichungen (B), (1), (2) das Resultat:

~ d N d
(C) H (k) . ZI:AZS') (‘%Akﬂ - H (&) Z" 1)§1k) (aaiiilé:)i+l

=2 Cpy® 2 f a™3,da f 2y, dx,

wo Y, # resp. dieselben Functionen von « sind wie g, , %, von , und wo die
Summation auf der rechten Seite sichauf g=1,2,...,0;kh=1,2,...,n
und auf dieselben Combinationen von m , p wie in Gleichung (A) bezieht.

Fir i=o0,1,...,n—1,k=0,1,...,n—1 stellt (C) »’
Gleichungen dar, welche gestatten die »n? Grossen f %% Jinear durch

(x — a)k‘H

die n® Grossen f peda und umgekehrt auszudriicken.

@+

Sie liefern die vollstindige Liosung des Problems, welches sich ABEL
in der N:o IX der bezeichneten Abhandlungen gestellt hatte.

Acta mathematica. 26. Imprimé le 31 juillet 1902. 41



322 L. Fuchs.

I1.

N:o 1.

Am Schlusse seiner Abhandlung (Crelle Jouarnal, B. 32, p. 196)
sagt JacoBl: »Um das aufgestellte Theorem in ein vollstindiges Licht zu
setzen, und insbesondere die Anfangsgrenzen der Integrale zu bestimmen,
und die nothwendigen Beschrinkungen des Theorems anzugeben, ist es
nothig, den Character der Losungen der linearen Differentialgleichungen,
deren Coefficienten ganze rationale Functionen der Variablen sind, niher
zu ergrimden, wofiir, wenn man die zweite Ordnung iiberschreitet, noch
wenig von den Mathematikern geschehen ist.»

Nachdem mir die Resultate meiner Untersuchungen ober die Natur
dieser Functionen die Mittel hierzu gewihrt hatten, unternahm ich es die
ABEr-JacoBrschen Theoreme zu pricisiren. Es gelang mir gleichzeitig, auf
diese pricisirte Formulirung mich stiitzend, Consequenzen dieser Theoreme
von wie es scheint weittragender Bedeutung zu ziehen. Die Resultate dieser
Untersuchung habe ich im Crelleschen Journal, B. 76, p. 177, ff.
unter dem Titel »itber Relationen, welche fiir die zwischen je zwei singuliren
Punkten erstreckten Integrale der Lésungen linearer Differentialgleichungen
stattfinden» versffentlicht.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf Differentialgleichungen der
Klasse, welche ich in meiner Arbeit (Crelle Journal, B. 66, p. 146, Gl. 12)
dahin characterisirt hatte, dass in den zur Umgebung jedes der singuliren
Punkte gehorigen Entwickelungen nicht unendlich viele negative Potenzen
auftreten, welche also fir jeden singuliren Punkt eine determinirende
Fundamentalgleichung aufweisen.

Nachdem nachgewiesen ist, dass die adjungirte Differentialgleichung
jeder Gleichung dieser Klasse ebenfalls zu derselben Klasse gehért und
dieselben singuliren Punkte besitzt, werden die Beziehungen erortert, welche
zwischen den zu demselben singuliren Punkte gehérigen determinirenden

Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen und ihrer adjungirten
stattfinden.
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Es wird die Differentialgleichung jener besonderen Klasse in die Form
gesetzt:

(D) [y](lz) = ?aF(n—a)(P—l)(x) . F(x)a' y(u) =0,
wo Fi(x) eine ganze rationale Function k'" Grades bedeutet, und

F(z) = @—a)o—ay)...(6—a,)
ist.

Nun wird nachgewiesen, dass bei vorgeschriebenen singuliren Punkten
¢, @,...,a, die Coefficienten der Functionen F,_,, ,(z) so gewihlt
werden konnen, dass die Wurzeln der zu jedem a, gehérigen determini-
renden Fundamentalgleichung der Gleichung (D) von einander verschieden
und ihre realen Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind; was zur

Folge hat, dass auch fir die zu (D) adjungirte Differentialgleichung

n

(E) (21 = Zo(— 1) DO[F ooy (2) F2) 2] = 0

die Wurzeln der zu jedem @, gehérigen determinirenden Fundamental-
gleichung die namliche Eigenschaft haben. Die Coefficienten kénnen
aber so gewihlt werden, dass gleichzeitic die Wurzeln der zu z = 0o ge-
horigen determinirenden Fundamentalgleichung fiir jede der Gleichungen
(D) und (E) von einander verschieden und in ihren realen Theilen positiv
und grosser als Eins werden.

Von der Differentialgleichung (D) wird in der Fortsetzung der Arbeit
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu jedem a, gehérigen determinirenden
Fundamentalgleichung von einander verschieden, und in ihren realen Theilen
negativ und absolut kleiner als Eins sind, wihrend fiir # = co nur ge-
fordert wird, dass die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung
von einander verschieden seien. Nach den daselbst angestellten Erorter-
ungen hat alsdann die zu (D) adjungirte Gleichung (E) dieselbe Eigen-
schaft.
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N:o 2.

Wir setzen (p. 178 der Arbeit), um die durch die Integration in
[y, 2] eingefithrte Constante zu fixiren,

(I) {y,z]—; ?lﬂx,
() H= T D) = Ty 1A D B)

Wenn nun nach Gleichung (D)
(3) 4, = F (). F(a)

gewihlt wird, so wird unter den am Schlusse der N:o 1. erwiihnten Voraus-
setzungen nachgewiesen, dass: '

1 (=)
@) [v 5=

wenn y eine Losung der Gleichung (D), « einer der singuliren Punkte
a,,a,...,a, und a von a verschieden ist. .

Setzt man in Gleichung (E) a an die Stelle der Variablen x, und
bezeichnet dann eine Lésung derselben mit 3, so folgt ebenso

(5) [ : ,a]m = o0,

.’L‘-— o a=a

wenn & von a verschieden ist.

Es werde nunmehr die z Ebene durch einen zusammenhangenden
sich selbst nirgendwo schneidenden Linienzug € zerschnitten, der die Punkte
@, 8y, ...,a, in sich aufnimmt, der aber auch durch @, = co hindurch-
geht, wenn die realen Theile der Wurzeln der zu # = co gehorigen deter-
minirenden Fundamentalgleichung grisser als Eins sind. Es mdge /, den
Theil des Schnittes © bezeichnen, welcher in einer ein fir allemal fest-
gesetzten Richtung von @, nach a,,, fihrt. Wenn a an die Stelle der
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Variablen « gesetzt wird, so soll die a Ebene durch einen mit & sich
deckenden Linienzug zerschnitten werden.

Es wird jetzt, unter Beibehaltung der in (3) festgelegten Bedeutung
von A4, von der ABEL-JAcosI'schen Gleichung {B) ausgegangen, in welcher
mit ¥ eine Losung der Gleichung (D), mit j eine Losung der Gleichung (E)
(nach Vertauschung der Variablen # mit «) bezeichnet wird. Wird diese
Gleichung in Bezug auf z lings /, von a, bis a,,,, und in Bezug auf «
lings I, von @, bis a,,, integrirt, wobei vorausgezetzt wird, dass die Theile
[, und I, nicht zusammenstossen, so erhiilt die linke Seite nach den Gleich-
ungen (4) und (5) den Werth Null, es ist also

LIRS LS|

(F) [z [ daUy;=o
oo

(. e. p. 188, Gl 4; p. 206, Gl. T).

Erheblichere Schwierigkeiten stellten sich in den Weg, als wir die
Gleichung (B) in Bezug auf z und in Bezug auf « resp. lings zweier auf
einander folgender Theile 7,,/,,, zu integriren unternahmen. Es wiirde
mich zu weit fithren, wenn ich die Hiilfsmittel, welche wir (I. c. p. 189
—206) aus einem tieferen Eindringen in die Natur der Lisungen der
linearen Differentialgleichungen schopfen mussten, hier skizziren wollte.
Ich muss mich daher beniigen, das 1. c¢. p. 206 erhaltene Resultat hier
nur zu beschreiben:

Wir bezeichnen mit 7, , »,, ..., 7, das zu £ = co gehorige kanonische
Fundamentalsystem von Lésungen der Gleichung (D), mit §, ¢, ..., &
das zu % = co gehorige kanonische Fundamentalsystem der adjungirten
Gleichung (E), welche so gewihlt sind, dass 7., § adjungirte Elemente
bedeuten (l. c. p. 183). Ferner bedeuten #,,, 7., - .., 7., das zum singuliren
Punkte a,,, gehorige kanonische Fundamentalsystem der Gleichung (D),
$us Gy -5 & das zn demselben singuliren Punkte gehorige kanonische
Fundamentalsystem von Lésungen der adjungirten Gleichung (E), welche
wieder so gewshlt sind, dass w,, und {, adjungirte Elemente bedeuten.
(Vergleiche die Definition des zu einem singuliren Punkte gehérigen
Fundamentalsystems in meinen Arbeiten, Crelle Journal, B. 66, p. 139
und B. 68, p. 364).
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Zwischen diesen Systemen finden die Gleichungen

Y/ zlx bkxmp ’
(6)

n

G = g; Cra C\,L

statt, wo b, , ¢, Constanten sind, fiir deren Berechnung in meiner Arbeit
(Crelle Journal, B. 75, p. 210) ein Weg angegeben worden.

Sind 7, r,, ..., v, die Wurzeln der zu a,,, gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichung der Gleichung (D)
(7) D(r) = o,
so ist

I N = (& — 1) ¢i(2),
| G = (5— )7 ()

wo ¢;(x), ¢,(x) in der Umgebung von # = a,,, holomorph und fiir z = a,,,
von Null verschieden sind.
Es zeigt sich, dass

(9) [771,11 ) Clﬂ] = % (a/t+1> ¢)- (a}l+1) . DI(/’.A)’

wo D'(r) die Ableitung von D(r) nach » hedeutet.

Die in ¢,(x), ¢,(z) auftretenden willkiirlichen Factoren werden nun
so gewihlt, dass die rechte Seite der Gleichung (9) den Werth Eins
annimmt, so dass

(10) > G = 1

(8)

In gleicher Weise lassen sich die unbestimmten Factoren von %, §
50 bestimmen, dass

(10%) (e, &) = 1.

Zwischen den Grossen ¢, und b, finden die Gleichungen statt

;iblic‘zo }21,2,...7?/, A==,
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Nach diesen Erérterungen und Festsetzungen wird das folgende
Resultat erschlossen:

LIRS 342 n

(&) f dx f da Uy = (— 1)"”2“?1‘5_0_’13__72

sin 77,
e %p+1 1

wo 3, dieselbe Function von « ist wie z von z, 1. ¢. p. 206.

[I1.

N:o 1.

Der wahre Sinn und die Wichtigkeit der in den Gleichungen (F), (G)
auftretenden Resultate wird in ein helleres Licht gesetzt durch eine Arbeit,
welche ich spiter in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie (22
December 1892, p. 1113) verdffentlicht habe.

In dieser Arbeit wird auf die Rolle hingewiesen, welche die Coeffi-
cienten der Fundamentalsubstitutionen der Losungen der Differential-
gleichung in jenen Relationen (F), (G) spielen. Zu diesem Ende ist nur
eine etwas verinderte Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G)
erforderlich. Durch diese Schreibweise tritt der Umstand besonders hervor,
dass die rechte Seite lediglich von den Coefficienten der auf a,,, beziig-
lichen Fundamentalsubstitution der Lésungen 7, ,7,, ..., 7, abhdngt. Dieser
Umstand aber bringt es mit sich, dass die Relationen (F), (G) einen in-
varianten Character haben, in dem Sinne, dass sie fiir die gesammte Klasse
von Differentialgleichungen, zu welcher eine vorgelegte Differentialgleichung
gehort, die gleiche Form behalten. Diese Invarianz macht es moglich,
gewisse beschrinkende Voraussetzungen, welche in der Arbeit (Crelle
Journ. B. 76, p. 177 ff.) iiber die Wurzeln der determinirenden Fundamental-
gleichungen gemacht worden sind, aufzuheben. Dieses wird in der in
Rede stehenden Arbeit nachgewiesen; es wird nur, um Complicationen in
der Darstellung zu vermeiden, die Voraussetzung gemacht, dass die Dif-
ferenzen zweier jener Wurzeln, wenn sie nicht simmtlich ganzzahlig sind
aber zum Auftreten von Logarithmen keine Veranlassung geben, nicht
zum Theil ganzzahlig sein sollen.



328 L. Fuchs.

Sei
F(z)=(x—a)(r—a,)...(c—a,)(z—0b)@x—20,)...(—0,)

und

(I) (ﬁ) [y](lz) = o " F(n—n)(r_n(iv) F(x)“y‘“) =0,

(2) ® (]9 = éa(_. 1 D8 (Fiype () F@)'2) = O,
r=p+o,

wo b ,b,,...,b, diejenigen singuliren Punkte bedeuten, bei deren Um-
kreisung simmtliche Integralquotienten ungeiindert bleiben, wihrend mit
a,,@a,,...,a, diejenigen singuliren Punkte bezeichnet werden, fiir welche
die Differenzen der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen
nicht ganze Zahlen sind.

Es werden nun vorliufig noch die Voraussetzungen der Abhandlung
(Crelle Journ. B. 76) festgehalten, dass die Wurzeln der zu a,, a,,..., a,
gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, um die oben erwiihnte
verinderte Schreibweise der rechten Seite der Gl. (G) zu erzielen, die
Substitution

(by) (5. 1I, Nio 2, Gl. (6))
mit B, die Substitution

N,
/A, 0,...,0
(o v Ay, 0 ), =€
\O, O,..., 4
(r,, 7y, ..., 7» die Wurzeln der zu @,,, gehirigen determinirenden Funda-

mentalgleichung) mit L bezeichnet; dann ist
S, = (9.) = BLB™

die dem Umlaufe um @,,, angehérige Fundamentalsubstitution. Setzt man

die Determinante
2A
Ibikl = A und B, = ob’

so ist nach Gl (11) in II, N:o 2.

By
Cyq = -

A
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Alsdann ergiebt sich aus Gl. (G)

Gl Fu42 n A(k,')
(@) [ dz [ daUpyy = (— )y 2mi Y 20,
ala——-l
% %pt1 o
wenn wir
A% ba Bua k=1,2,...,n
a7 A (1:1,?,. ,n)
setzen.

(Vergl. Sitzungsberichte 1. c. p. 1117 Gl (8.

Die vechten Seiten der Gleichungen (") sind lediglich durch die auf a,,,
beziigliche Fundamentalsubstitution des Fundamentalsystems u,, %y, - - ., a
bestimmt. Diese Gleichungen reprdsentiren n® Gleichungen fir die n® Coef}i-
cienten g, dieser Fundamentalsubstitution.

N:o 2.

Wir konnen zunichst durch eine Substitution
(1) y=@@—a)"r—a) ™. .. (t—a)%w,

wo die Grossen a«, , a,, ..., a, Null oder positive ganze Zahlen bedeuten,
die Gleichung (D) in eine Gleichung

(2) Bw+ Bw+ ...+ Buw"=o0

verwandeln, fir welche die zu a,, a,,..., a, gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen positiv sind.

Ist m,— 1 die hochste ganze Zahl, welche in den realen Theilen der
Wurzeln der zu a, gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung der
Gleichung (2) enthalten ist, so werde

I(z) =@ —a)"(@®—a,)™. .. (x—a,)",
(3) {

)= (@—a,) (r—a,) ...(r—a,)

gesetzt. Wir beweisen nun, dass man # ganze rationale Functionen
(), ¢(x),..., ¢,_,(x) derart bestimmen kann, dass, wenn
R | ) £x(0) $(2)

Acta mathematica, 26. Imprimé le 1 aofit 1902, 42
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und

(5) u=P(x)w+ P (z)w + ...+ P, (x)w""
gesetzt wird, die Differentialgleichung, welcher » geniigt,
(6) Cu+Cuw+ ...+ Cu”=o,

itberhaupt dieselben singuliren Punkte wie (2) besitzt, und dass die realen
Theile der Wurzeln der auf a,,«,,..., a, beziiglichen determinirenden
Fundamentalgleichungen von (6) zwischen Null und der negativen Einheit
sich befinden.

Die Gleichung (6) gehort zu derselben HKlasse mit der Gleichung (D),
daher sind die Fundamentalsubstitutionen zu je einem singuldren Punkte fir
beide Gleichungen iibereinstimmend.

Hijeraus fliesst das folgende Resultat:

Wenn die Gleichung (D) in Bezug auf die Wurzeln der determinivenden
Fundamentalgleichungen nicht den Voraussetzungen enispricht auf Grund
deren die Gleichung (&) aufgebaut worden ist, so kann durch rationale
Rechnungsoperationen eine mit (D) zu derselben Ilasse gehirige Differential-
gleichung, wie Gleichung (6), hergeleitet werden, welche den genannten Voraus-
setzungen Gewige leistet. Man hat alsdann in der linken Seite der
Gleichung (') nur fir u.,3,U die auf die Gleichung (6) beziiglichen
entsprechenden Iunctionen zu substituiren, wikrend die rechien Seiten unge-
andert bleiben. Die so erhaltenen n® Gleichungen (Q') liefern alsdann die
Coefficienten g, der zu a, ., gehorigen Fundamentalsubstitution der Glei-
chung (D).

N:o 3.

In derselben Arbeit werden alsdann noch die Relationen discutirt,
welche durch die Gleichungen (F) und (G’) zwischen den bestimmten

Integralen
sl fpt1

1P = [opds, HY=[oGd
% %

und den Coefficienten der zu a,,, gehérigen Fundamentalsubstitutionen
festgestellt sind. Wir heben daraus das Ergebniss hervor: Simmtliche
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Grossen 1% lassen sich durch I, I, ..., 1 ., und simmtliche Gréssen
0y durch HE, HY, ..., HP, ._, linear und homogen darstellen.

Zum Beschluss wird noch die Rechnung fir # =1 und » = 2
durchgefiihrt.

IV.

Wir erwibnen hier noch die sich an die vorhergehenden Untersuch-
ungen anschliessenden Arbeiten der Herren ScBLESINGER und HIrscH.

Auf den Zusammenhang, der zwischen dem Vertauschungssatze und der
Integration linearer Differentialgleichungen durch Quadraturen (bestimmte
Integrale) besteht, hat Herr ScHuEsINGER (Crelle Journ. B. 116, p. 97 ff.
und Handbuch B. IT', 1897, p. 405 ff.) hingewiesen. Bedeutetet D),(y) einen
linearen homogenen Differentialausdruck #'-Ordnung mit der unabhidngigen
Variablen 2 und Coefficienten, die ganze rationale Functionen m'-Grades
sind, so zeigt sich, dass der ABEL'sche Vertauschungssatz als specieller
Fall (¢ = o) in der allgemeinen Identitit (Gl. (C), 1. c¢. p. 102).

D,(z—a" ") = D.(e—2)*"7)

enthalten ist, wo ®, einen linearen Differentialausdruck (m 4 #)-Ordnung
mit der unabhingigen Variabien # darstellt, dessen Coefficienten sich aus
denen von D, (und umgekehrt) in einfacher Weise zusammensetzen lassen
(GL (2), (3), L. e¢. p. 102, 103).

Die Lésungen von D,(y)= o lassen sich auf Grund der angegebenen
Identitit, durch die Lisungen v der zu ®. = o0 adjungirten Differential-
gleichung (der EurEw’'schen Transformirten von D, = 0) in der Form

y= {v(z—=x)"'dz,
/

und umgekehrt die Lésungen von P,(#) = o durch die Losungen w der
zu D, = o adjungirten Differentialgleichung, in der Form

U= fw(z-—x)E—‘dx
A

darstellen, wo L, A geeignet gewihlte geschlossene Integrationswege
bedeuten.
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Herr Hirscm behandelt (Mathem. Annalen, B. 54, p. 202 ff.) die
von mir in den obenerwihnten Arbeiten aufgestellten Relationen (Perioden-
relationen), nachdem er (Mathem. Annalen, B. 52, p. 130 ff.) den Fall
n = 1 vorweg genommen, indem er 1) mit Benutzung der erwihnten
SCHLESINGER 'schen Arbeit diese Relationen in der von mir gegebenen Form
aus dem Vertauschungssatze herleitet (Math. Annalen, B. 54, II* Abschnitt,
p- 249—275), und dann 2) eine andere — der ersten algebraisch aequi-
valente — Form dieser Relationen angiebt, die, in Nachbildung der von
Riemany fiir die analoge Frage der Theorie der ABEL'schen Integrale
angewendeten Methode, durch die Auswerthung eines gewissen Randintegrals
erzielt wird (I ¢. § 15—1%, p. 276—295). Unter der Voraussetzung,
dass die Monodromiegruppe der betrachteten Differentialgleichung eine defi-
nite HErMITE'sche Form in sich selbst transformirt, liefert dieselbe Methode
der Randintegration eine Ungleichung fiir die realen und imaginiren Be-
standtheile der gedachten Integrale (in dem eine aus diesen Integralen
gebildete HermITE'sche Form sich als stets positiv definit erweist), die der
von RieMaNN fiir die Periodicititsmoduln der ABEL’schen Integrale auf-
gestellten Ungleichung analog ist (1. ¢. § 18, p. 295—313; § 20, p.
316—322).

Berlin, 15. Mérz 19o02.



