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UBER ABEL'S VERALLGEMEINERUNG DER BINOMISCHEN FORMEL
VON

A. HURWITZ

in ZURICH.

Bei meinen Untersuchungen iiber Riemann’sche Flichen mit gegebenen
Verzweigungspunkten ' bin ich auf eine Reihe von algebraischen Identi-
titen gefithrt worden, welche die von ABEL gegebene Verallgemeinerung
der binomischen Formel* als einen speciellen Fall enthalten. In der Zeit-
schrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 35, 8. 56, habe ich vor
lingerer Zeit einen Theil dieser Identititen mitgetheilt. Die ibrigen, auf
welche ich nur kurz in der unten citirten Abhandlung hingewiesen habe,
mochte ich in den folgenden Zeilen niher darlegen und begriinden.

Es seien » und s zwei (positive oder negative) ganze Zahlen, ferner
w,0, ,%,...,% unbeschrinkt verinderliche Gréssen.. Ich definire
nun eine Function F,, dieser Grossen durch die Gleichung

y : r+i:.=¢ J+Z-:s'f
(N F,,,—_—Z,(u+elxl+s,x,+...+s,,x,,) S (v4e1Zy+ 3%yt ... FEMT,)

Hier ist & zur Abkiirzung fir 1 — ¢; geschrieben und es soll die Summe
in der Weise gebildet werden, dass ¢, ¢,, ..., &, unabhingig von ein-
ander die beiden Werthe o und 1 erhalten. Indem man in jedem ein-
zelnen der 2" Glieder dieser Summe diejenigen Terme &;z; bez. ¢;z; unter-
driickt, fir welche ¢; bez. ¢ gleich Null ist, erhilt die Gleichung (I)
offenbar die Gestalt

I) F,,=2u+ Ty + T, + ...+ xal)’“(v + x5 + x5+ ...+ xﬁ#)”",

' 8. Mathematische Annalen, Bd. 39, S. 1 ff.
' ABEL, Oeuvres complétes, nouvelle édition, vol. I, p 102.
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wo nun die Summation auf alle Zerlegungen der Variabeln z, ,x,,..., «
in zwei Gruppen =, , %, ..., %, und &, , s, ..., T, auszudehnen ist.

n

Dabei sind auch diejenigen heiden Zerlegungen zu beriicksichtigen, bei
welchen in der einen Gruppe keine, in der andern Gruppe die simmt-
lichen Variabeln stehen.

Wenn es erforderlich ist, die Argumente, von denen F,, abhingt,
niher anzugeben, so werde ich in der Folge diese Funktion mit

F , (u,v|z,2,,...,%,)

bezeichnen.

Offenbar ist F,, eine symmetrische Funktion der Variabeln z,,%,, ..., ,;
sie bleibt ferner ungeindert, wenn gleichzeitig » mit v und » mit s ver-
tauscht wird. Einige weitere Eigenschaften von F,, folgen leicht aus der
Definitionsgleichung (I). Nimmt man auf der rechten Seite dieser Gleichung
diejenigen Glieder, fiir welche e, =1 ist, so bilden dieselben die Funktion
F,,,,u+z,v|x, ..., ), wihrend diejenigen Glieder, fiir welche &, =0
ist, die Funktion F,  ,(,v+ 2, |%,, ..., %, bilden. Daher hat man

(1) Fr,x=Fr+1,s(“+x1)v]x2;-~-axn)+]ﬂr,s+1(u,'v+x1imm---:xn)-

Durch Vertauschung von z, mit #,,z,, ..., z, entstehen hieraus #n — 1
weitere Gleichungen.

Trennt man im allgemeinen Gliede der Summe (I) einen Faktor
u+ ez + e, + ...+ e,2, ab, so gewinnt die Summe die Form:

uX (w4 ez + ... 4 exm) 0 4 ez, + ..+ elm,)
+ a2 ex ... 4 e,x) (0 4w + .. el

Hieraus erkennt man die Richtigkeit der Gleichung

n
(2) Fr,s = uFr—l,x + E] mkFr,:(u + Ty ? | Tyy oo ) Ty v, xl'+1 PR mn)'
Analog ergiebt sich

n
(3) F11',s = Q’Fr,s-l + ‘E T’kFr,s(u') v + '/rl' ‘ ‘TI y oy xk——l ’ ‘Tk+l) M mn)‘
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Fir die nach # und v genommenen Differentialquotienten von F,, findet
man aus (I)

oF e

(4) '3,;’, = rFr—l,s + ElFr,s(u + 'vk) v \ xl) sty xk-—l ) xk+1 Yyttt .’17,,),
oF,, -

(5) T= SFr,s—l+,§‘Fr,x(u;v+xk|xl, oy Ty Ty ...,.'17,,),

Differenziirt man die Gleichung (1) partiell nach z, und benutzt sodann
auf der rechten Seite die Formeln (4) und (5), so ergiebt sich nach kurzer
Rechnung

(6) a-:% =(+0F,  (utz,0|7,. ., 0)+ s+ OF, (0,042, |5, .., 2)

i3
+1§2Fr,:(“,”lx2; e T B T, Ty, -, By

Aus dieser Gleichung erhilt man durch Vertauschung von z, mit x,,2,, ..., 7,
entsprechende Darstellungen der nach diesen Variabeln genommenen Diffe-
rentialquotienten von F,,.

Wenn die Zahl » der Variabelu w, ,x,, ..., z, sich auf 1 reducirt,
s0 ist der Ausdruck der Funktion F,, nach (I) der folgende:

7,8

(7) F (u,v|5)=w+z)" + u (v + z,)*".

Auf Grund der vorstehenden Gleichungen lisst sich nun leicht zeigen,
dass die Funktion Z_,, die sehr einfache Darstellung

(I1) | F_,,0=(u+v+ml+a;,+...+.'1;,,)n£’
zuldsst. In der That ist dieses nach (7) im Falle n=r1 richtig. Nimmt

man nun an, dass die Gleichung (II) fir den Fall von » — 1 Variabeln
T, %y, ..., %, Zilt, so ergiebt sich aus (5) und (6)

9F...1,0 1
__av—=n(u+v+acl +z, + ...+ z) l'l—l«’
9F,],0 a1 L "
S b ot b bz G
” ‘
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Und hieraus folgt durch Integration
I
F-—1,0=(u+”+x1 + 2z, + ...+ xn)n,—b”— C,

wo C von v,z ,x,, ..., 2, unabhiingig ist. Setzt man aber

V= =2, =...=2

1 2 n

so erhilt man auf der rechten Seite von (I) #"™'. Also ist C = o und
damit die Allgemeingilltigkeit der Gleichung (I1) erwiesen. Benutzt man die
Definitionsgleichung (I'), so stellt sich die Gleichung (II) in der Form dar:

(IT) Z(u + z, + 2, + ...+ wal)“‘(v G+, w4+ + 2, )"
= @+o+o, +1, 4.+ a)

Diese vereinfacht sich noch, wenn man v darch v —(z, + =, + ... + =,)
ersetzt. Dadurch erhilt man niimlich

(u + v)".

a 1
(IT") 2(@H—91¢,11+aca,+...—l—:ca/l)‘*‘(v——xa,.—-90(,1-—...—:zc,,}1 fe=o
Fir den ¥all, dass man die n willkiirlichen Gréssen x,,x,..., 2, simmt-
lich gleich ein und derselben Grésse z annimmt, geht die vorstehende

Gleichung in die ABEL’sche Formel

n

Z C{) (0 + Aoy~ (v — dz)"t = ‘:;(u + o)
iiber. e

Setzt man in (3) r=-—1, §=0, so kann man, unter Beriicksichtigung
von (II), aus der entstehenden Gleichung F_, _; bestimmen. Es ergiebt
sich auf diese Weise:

(L) D A SR T o R S S D
=+ v+ + g, +...+x,)"—1(5+1>.

v

Auch dem Falle r = 0, s = 0 entspricht eine einfache Formel, die man
durch Induktion mit Hiilfe der Gleichungen (2) und (II) beweist. Setzt
man zur Abkiirzung

vu+v+2z 4z, +...+x,=s
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und bezeichnet man ferner mit f,,7,, ..., f, die elementar-symmetrischen
Funktionen von z,, 2,, ..., z,:

f] = in) fg = inwb y D ] fn = mlxq LR wn)
so lautet die in Rede stehende Formel:
(IV) D S I S (O S S )

="+ [1f;s" + |2£,87" + ...+ [2f

Schliesslich seien hier noch einige Verallgemeinerungen der vorstehenden
Identititen erwihnt, welche sich aus diesen ableiten oder in #hnlicher
Weise wie diese begriinden lassen. Es sei r> 1 eine positive ganze Zahl.
Man theile die Variabeln z ., x, auf alle moglichen Weisen in r

Gruppen

Ly Ty s -

.’Eal,xaz,...,xal; wﬁl,xﬂz,...,xﬂ#; e xm,)xw,)"')wwg)

wobei auch diejenigen Eintheilungen beriicksichtigt werden sollen, bei
welchen in einer oder mehreren Gruppen keine Variable steht. Dann
hat man:

(V) Xt oo+t o ) U+ 2p .+ D AN U e x,,) "

U Uy . Uy

= +u,+...4+u.+2 42 +...+z)
und
(VD) Z(+ 2+ +2,) " U+ g+ A2, ) (et 2o+ 2,
+1l,+...+u,..

U, Ug + oo Uy

Im Falle » = 2 geht (V) in (IT) und (VI) in (III) iiber.

=(u1+“2+...+u,.+wl+x2+_”+w")n_1u1

Zirich, im November 190T1.



