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SUR LES SERIES DE MAC-LAURIN A PLUSIEURS VARIABLES

PAR

HENRI DULAC

3 GRENOBLE.

1. La théorie des séries de TAYLOR et' de MAc-LAURIN & plusieurs variables
présente, dés ses débuts, une importante lacune qui a été signalée par plusieurs
mathématiciens.? Pour nous borner au cas de deux variables, soit

(1) F(z,y) = (”’ﬁff}(w; ) =" (@n, 02" + Gno1, 12Ny + - + Gg,nY™)

une série de polynomes homogénes. Dans les théories classiques, on sépare
chaque terme f, en ses éléments et 'on considére la serie double:

(2) (p’ﬂzap.qx”?/q .

Si cette série (2) converge absolument pour z=u2,, y=1y,, elle converge
absolument dans le domaine |z|<|#,], ly| <]y,| et represente dans ce domaine,
une fonction analytique et holomorphe de #, y. D’ol une suite de conséquences
classiques.

Mais si on laisse intacts les termes de la série (1), que peut-on dire sur la
convergence d’une telle série et sur la fonction qu’elle représente? En particulier,
st une série (1) converge uniformément pour toutes les valeurs réelles de x, y suf-
fisamment petites, converge-t-elle pour les valeurs imaginaires et représente-t-elle une
fonction analytique de x, y, holomorphe pour x=o0, y=0?2

L’affirmative paraissait trés probable; mais il n’en existait pas de dé-
monstration rigoureuse. J'ai pu établir cette démonstration:® une série dont les

! Voir une Note de M. ParNLeve (Comptes rendus 2e semestre 1899, p. 27).

? En dehors de son intérét général, la question se pose, ainsi que nous le verrons, dans
des applications importantes.

? Comptes Rendus: 3 a0t 1903.
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termes sont des polynomes homogénes, @ un nombre quelcongue de variables, definit une
fonction holomorphe dans le voisinage de Uorigine, a condition que cette série soit uni-
formément convergente dans le domaine D formé par I'ensemble des valeurs des variables
réelles et voisines de zéro. Ce théoréme reste vrai, méme en supposant le domaine
D bien moins étendu. Par exemple, la série (1) définit une fonction holomorphe
pour x=y=o, si cette série converge uniformément pour z et y coordonnées
des différents points d’un arc de courbe (antre qu’une droite possant par I’origine)
tracé dans le plan réel zoy.

2. Lemme. Si un polynome f(x,, x,, ... x,) homogéne ou non, de degré au
plus égal & n par rapport & chacune des variables, reste inférieur en module a un
nombre M, lorsque les affixes des variables z,, x,, ...2x, occupent, chacune dans
son plan, loutes les positions possibles respectivement sur des arcs de courbe
C,, C,,...Cq, les coefficients de ce polynome sont inférieurs en module & MAr;
A me dépend ni des coefficients du polynome, ni de son degré, et ne dépend que des
arcs C,, C,, ... Cq considérés.

Avant d'établir le théoréme dans le cas le plus général, je considére les
deux cas particuliers suivants: 1° un polynome f(z), de degré n, reste inférieur
en module & 1, lorsque x est réel et varie entre o et 1; 2° le module de f(x)
reste inferieur & M lorsque x décrit un arc de courbe C.

1°. Soit f(x) le polynome de degré ». En posant, x = cos®w, on a

by

(1) f(cos?w)=1"b,cos2nw + bpycos2(n—1I)w + --- + 2

avec
+n
bp=’7—1tff(cos’w) cos 2pwdw.
-7
On a par suite:

+=r
|b,,|<;rfde, b, < 2.
—r

D’autre part comme on a

Vz+ Vz—1)¥ + (Va_:—l/x—I)z”,

CO8 2 pw ==
p 2

cos2pw est un polynome en x et la somme des modules des coefficients de ce
polynome sera inférieure &



Sur les séries de Mac-Laurin & plusieurs variables. 97

(T4 V)PP + (x—V2)*?
2

b
ce qui peut s’écrire

B+2V2)P + (3—2V2)?
2

. . . 67 \ oy
Cette quantité est inférieure  oar d’aprés une propriété connue de la

somme des puissances de deux nombres dont la somme est constante, on aug-
mente la somme des deux puissances considérés en remplacant 2V 2 par 3.

La relation (1) nous donne f(x) comme une somme de polynomes et nous
montre que la somme des coefficients de f(r) sera inférieure &

6ntl 1
5

On reconnait facilement que cette somme est inférieure & 77 M.

Chacun des coefficients du polynome f(z) est donc inférieur & 77M.

Au reste la valeur du coefficient numérique élevé & la puissance n n’a pas
grande importance pour I'objet que nous avons en vue; adoption méme d’une
limite supérieure telle que z X 6*M n’entrainerait aucune modification dans les
raisonnements et fournirait au contraire des limites plus avantageuses pour la
convergence des séries que nous voulons considérer.

2°. Montrons d’abord que si un point X décrit un arc de courbe C et si
on considére g points fixes 4,, 4,,... 4, placés d’'une fagon quelconque le
produit

M(6" + 61+ - +6+1) =M

IT=XA4,x X4,% - X X4,

prendra nécessairement des valeurs supérieures d ¢%; ¢ étant un nombre que
nous déterminerons et qui ne dépend que de la forme de I'arc C.

Projettons les points 4,, 4,,...4, en 4, 4, ... A, sur une droite. Un
point X de l'arc C se projettera en X' sur un segment C' projection de €. On
peut supposer la longeur I’ de C' différente de zéro. (Il n’y a qu’a prendre I'axe
de projection paralléle & la plus grande corde inscrite dans Varc C). Le produit
I1 sera supérieur au produit

=X X XA, X XA,

On ne pourra encore que diminuer ce dernier produit si on remplace chacun
des points A4' qui se trouve en dehors du segment ' par un point placé & celle
des extrémités de C' qui est la plus rapprochée de A': nous supposerons donc

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 11 mars 1908. 13
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que tous les points A' sont situés sur le segment C'. 8i nous prenons ensuitet

par rapport a une des extrémités de C', la figure homothétique, dans le rapport :

A
de l'ensemble des points de (' et si nous désignons par b,, b.,...b,, u, les
distances a l'extrémité considérée des homologues des points 4, 4',, ... 4, X

on a
' =T1lu—>b | X|u—>b,| X -+ X|u—by|=l]p(u)].

Je dis qu’il est absurde de supposer que lorsque u varie entre o et 1 le module

de ¢(u) ne prend pas de valeurs supérieures & 7(1—3)6. En effet s’il en était ainsi,
q q
d’aprés 1° les coefficients de ¢ seraient inférieurs a f;q = (i) . En particulier la

. o e I .
somme des racines de ¢ serait inférieure &4 > et comme toutes les racines sont

" . . . I .
positives, toutes les racines seraient comprises entre o et o) i (u) serait alors pour

, . . {1)? . .. .
u =1 supérieur 3 (~) ce qui est en contradiction avec notre hypothése. Le
2

"\e
module de IT' deviendra donc supérieur a (;l;) . On peut toujours trouver un

point X, tel que le module de IT soit supérieur a gq.(gz ;l‘%)

Ceci posé considérons le polynome f(x) dont les racines sont a,, a, ... a,.
Soient 4,, 4,... 4, les affixes de ces racines et X laffixe de . Nous suppo-
sons que, lorsque X décrit un arc C, le module de f(x) reste inférieur & M.
Prenons dans le plan de la variable complexe x et sur I'axe des quantités réelles
le segment (S) dont lorigine et extrémité ont respectivement pour abcisses
o et 1; soit ¢ l'abcisse d’'un point 7 de ce segment. Je puis déterminer un
nombre [ tel que la distance d’un point quelconque de § 4 un point quelconque
de C reste inférieure & 1.

Soient 1, 2, 3, ..., ¢ les indices des racines pour lesquelles la distance X A4;
n’est pas constamment supérieure a [, lorsque X parcourt C, tandis que pour les
indices ¢ + 1, ¢ +2...n, X4, reste supérieur & /. Pour les racines a,, a,, . .. a,,
T A; reste inférieur a 21; en effet soit X; un point de 'arc C' pour lequel on ait
X;4;<l on a

TA;<TX,+ X;4;<21.

On aura donc

TA (20)q

— T Tl T 22 - 79 PO Sl
U=X4,%X4, " *X4, XA XTAx - XXA,
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et si on prend pour X le point X, pour lequel le dénominateur du second membre
. \ . . , a 2 ’ q .y .

est supérieur & o7, on voit que ¢ sera inférieur i (%l) . Considérons le produit

TA‘q.H TAq+z TAn

B = Xy “Xdgs X X4,

On a pour ¢=¢q+ 1, g+ 2,.

TA,'<TX+XA TX
X A4; X4; XA

et comme on a T'X </l et XA4;>1, le rapport considéré sera inférieur & 2 et R
sera inférieur & 27—¢.
En désignant par z, la quantité complexe qui a pour affixe X, nous aurons:

P e e S e B

@ X R<an,

o designant le plus grand des deux nombres 2 et %l

Nous aurons done, pour ¢ variant entre o et 1,
17 @O1<lf(@) e < Man.

La limite supérieure des coefficients du polynome f sera, d’aprés 1°, (7¢)* 1.

3°. Etablissons le theoréme dans le cas général. Le module du polynome
f(x,, ®,,...x,) reste inférieur & M lorsque les g variables décrivent, chacune
dans son plan, respectivement des arcs C,, C, ... C,.

Soit n; le degré du polynome par rapport & x; et 4; le nombre défini d’aprés
2° et tel que les coefficients d’un polynome en #° restent inférieurs & ML, si le
polynome reste, sur arc C;, de module inférieur & M. Considérons f comme un
polynome en =z, dont les coefficients sont des polynomes en z,, z; ...x,. Le
module de chacun de ces coefficients restera inférieur & MA». Chacun de ces
coefficients étant par rapport & x, un polynome de degré au plus egal & n,,
dont les coefficients sont des polynomes en x,, =, ... %, le module de chacun de
ces nouveaux coefficients sera au plus égal & MAmi». En continuant ainsi on
arrive a montrer que les coefficients des divers termes de f(z,, z, ... z,) sont in-
férieurs & MAmA% ... 4?7, Les nombres n,, n,...n, étant supposés au plus
égaux & n les coefficients de f seront inférieurs & M(4,, 4, ... Ay)", car les i sont
supérieurs & un,
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3. Théoreme. La série

(3) F =", 2, ... 2q),

dont les termes sont des polynomes homogénes de degré égal @ Uindice, définit une
fonction holomorphe pour x,=x,= - =17q=0, si lous les termes f. de la série
restent inférieurs en module & un mombre M, lorsque x, ayant une valeur fixe, les
affizes de x,, x,, ... %, , prennent chacune dans son plan toutes les positions pos-
sibles respectivement sur des arcs de courbe C,, C,, ... Cy,.

Le degré de f, par rapport & z,, ,,...%,, étant au plus égal & n, les
coefficients de ce polynome seront d’aprés le lemme inférieurs en module a NI4".
(Certains de ces coefficients seront le produit d’une constante par une puissance
de ;). Soit r le module de la valeur fixe que prend z, dans notre hypothése.
Les termes des différents polynomes f, seront inférieurs en module aux termes
correspondant du développement, suivant les puissances de z,, x,, ... %", ¢, de

Mr
(1—4z,) (1 —Ax,) ... (T1—Awg ) (r—Azg)

En effet soit A, u,,.
lemme

g THEE L. g2 un terme de f,, on a, d’aprés le
1A, s, ..., gl e < M A"
ce qui entraine bien

M
—1 g ARGt o Bq
[ dug,m, ... ng@a ... 2g?wg?] < o |z . .. a2t .

F définira par suite une fonction analytique de z,, ., . .., Zz_;, %q, holomorphe pour

I I I r
Ix1'<19 Ile<z|xq—1|<z, qul<1

4, La méthode qui nous a servi & démontrer le theoréme précedent permet
d’établir des theorémes analogues dans des cas ol les termes fu(x, ,%,, ..., Zg) ne
sont plus des polynomes homogénes, mais sont soumis & des conditions limitant
leur degré. Comme ce sont la des conditions qui se rencontrent peu fréquemment
dans les applications, je me bornerai & donner le théoréme assez général suivant:

La série

F=(")2f,.(a:;, Xyy -y Xq)

dont les termes sont des polynomes en x,, %,, . . ., Ty définit une fonction holomorphe
pour ¥, =, =--- =x4 =0, si les trois hypothéses suivantes sont vérifiées:
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1°. Les divers termes f, restent inférieurs en module & un nombre M, si les
affives de x;, x,, ..., x; occupent chacune dans son plan toutes les positions pos-
sibles respectivement sur des arcs de courbe C,, C,, ..., Cq.

2°. n' designant le degré (par rapport a Uensemble des variables) du terme de
degré le plus élevé de f. et n'" celui du terme de degré le moins élevé, on peut trouver
un nombre k tel que Uon ait quel que soit n

n’gkn”.

3°. Si v designe le degré d’'un terme tel que An, n,, ..., ng®@" 2" . .. %y et st N est
le nombre de termes semblables que Uon rencontre dans les divers polynomes fp, on
peut trouver un nombre positif fixe p tel que Von ait, quelque soit le terme considéré

N<p.

En raisonnant comme dans le cas 3° du lemme, on démontre d’abord qu’un
terme Ay, n, ..., ng@" %" . . . x7? provenant du polynome f, est inférieur en module
a M aman ., 2%,  Comme on a

N+ Ny +ng=v2>7",
on voit que d’aprés hypothése 2° ce terme sera inférieur en module &
2 e
Migmgn | xg?.

Si nous groupons maintenant ensemble les divers termes semblables que I'on
trouve dans les divers polynomes f,, nous aurons un terme inférieur en module &

PP MM gman | agl.
Possons

a=mplk.

La série F définira donc une fonction analytique et holomorphe pour
I .
lx,-|<& t=1,2,...,96.

5. En supposant toujours que z,, @,, ..., ¥, varient dans un domaine D
représenté géométriquement par un systéme de courbes C,, C,, . .. C, tracées dans
les plans respectifs des diverses variables, nous pouvons substituer & I’hypothése:
les termes de la série restent dans le domaine D inférieurs & un nombre M,
I'hypothése: on peut trouver deux nombres M et B (B étant en general supérienr
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a4 un) et tels que f, demeure, quel que soit n, et lorsque z,, 7., ..,, x, varient
dans D, inférieurs en module 3 MB". 1l ne résulte de la substitution d’une
hypothése 4 Pautre qu’'une diminution d’étendue du domaine dans lequel la série
F @éfinit une fonction holomorphe,

Au reste si la nouvelle hypothése est verifiée dans le domaine D les termes
de la série resteront inferieurs 4 M, dans un domaine D,, que nous obtiendrons
en prenant dans le plan de chacune des variables 'homothétique de la courbe C
correspondante, lorigine étant le centre d’homothétie et le rapport d’homothétie

étant »II? ou 7.'%" suivant quele polynome est homogéne ol qu’il satisfait seulement

)

a la condition 2° du théoréme du paragraphe 4. De mé&me si nous nous pré-
occupons seulement du point de vue qualitatif (existence d'un domaine pour lequel
la série définit une fonction holomorphe des ¢ variables) et si nous ne nous
préoccupons pas du point de vue quantitatif (étendue plus ou moins grande de
ce domaine) nous pouvons considérer comme équivalentes les deux hypothéses
1°. Dans le domaine D les termes f,, de la série restent inférieurs & un nombre M
2°. Dans le domaine D la série est uniformément convergente.

En effet, si la série est uniformément convergente au sens étroit du mot,?
on peut évidemment trouver un nombre M supérieur au module des divers termes
de la série F. D’autre part, si les termes de la série restent inférieurs, dans le
domaine D & un nombre M la série sera uniformément convergente dans le
domaine D,, obtenu en prenant, dans leurs plans respectifs, les homothétiques des
courbes C,, C,, ..., €y, Uorigine de chacun de ces plans étant le centre d’homo-
thétie et le rapport d’homothétie étant inférieur a4 un.

6. D’aprés ce qui précéde, pour que la série
(1) F=(")2f,,(.’c, Y)

ol f, est un polynome homogéne de degré n définisse une fonction holomorphe
pour x ==y =o, il suffit que la série converge uniformément dans un domaine D.
Ce domaine D peut étre constitué par la valeur fixe y =1y, et par les diverses
valeurs que prend x lorsque 1'affixe de ce point décrit un arc de courbe C, dans
le plan de la variable complexe z. En prenant pour y, une valeur réelle et pour
C un segment de 'axe des quantités réelles, le domaine D sera réel et representé,

1 On entend par 1i que, & tout nombre & donné, on peut faire correspondre un nombre &
tel que l'inégalité » > N entraine l'inégalité |ra(ry, 22, ..., xg)| < = pour toutes les valeurs de
Xy, &g, ..., xg appartenant au domaine D. Par définition on a

m=F—fi—fi— - —fu.
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dans le plan xoy des variables réelles x et y, par un segment de la droite y =y, .
Le domaine D peut aussi &tre constitué par les valeurs de x et de y coordonnées
des divers points d’un arc de courbe oy (autre qu'un segment de droite) tracé dans
le plan réel xoy. En effet la série sera uniformément convergente & 'intérieur du
secteur oafy; elle le sera en particulier pour tous les points d’un segment compris
4 lintérienr de ce secteur et placé sur unc droite y =y,. On voit également
sans peine qu’on peut supposer le domaine D constitué par Vensemble des valeurs
de x et y données par x =¢(t), y==(t), ¢ étant un paramdtre réel variant entre
t, et t,, ¢ et ¥ étant deux fonctions continues entre f, et ¢,, 'une au moins des
fonctions n’étant pas nulle dans cet intervalle et le quotient (5 n’étant pas con-

7

stant, mais ces deux fonctions pouvant prendre des valeurs imaginaires.
On montrera de méme que la série & 3 variables

F:(mzfn(x) Y, Z)

définit une fonction holomorphe pour x=y=z2=o0, si elle est uniformément
convergente pour x, y, z coordonnées réelles d’une portion de surface.

D’une fagon générale, la série & ¢ variables definit une fonction holomorphe
pour &, =x, == --- =y =0, Si, X, X, ..., ¥y étant les coordonnées d’un point de
lespace 4 ¢ dimensions, la série converge uniformément sur une portion de sur-
face (autre qu’un plan passant par Porigine).

7. Le théoréme général que nous avons démontré fournit des limites assez
restreintes du domaine dans lequel la série (1) définit une fonction holomorphe.
Dans les questions ou il y aurait intérét & avoir un domaine de convergence holo-
morphe le plus étendu possible, il y aurait lieu, en appliquant les procédés de dé-
monstration employés, de se servir des hypothéses oll on est placé dans chaque
cas particulier pour élargir le plus possible ce domaine de convergence. Supposons
par exemple que les termes de la série (1) restent inférieurs & M pour = et y
coordonnées des différents points réels du cercle: z* + y*® = R2

En posant

x=Ru, y=D~Rv, u=-cosf; v=sinb,
on a

fn(Rﬂ, R’L’)an(P(u, v)'
Suivant que n est pair ou impair on a
) . U .
@ (cos w, 8in @) = S + Zap cos pw + bpsin pw (p=2,4,0,...,m)

p{cosw, sinw)= Y a,cospw + b,sinpo (p=1,3,5,...,n).
/4 » p ®
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Ce qui dans le cas de » impair, par exemple, peut s’écrire

’l?}}

Ta

(4) ¢(cos w, sin w) = Z(ajJ €os po + bysin po) (cos*ow + sinfew) 2 .
On montre comme dans le lemme que 'on a

lapl<2M |bpl<2M.
Comme on a
€os P + t8inpw = (u + tv)?

la somme des modules des coefficients de cos pw ou de sin pw considérés comme
polynome en u et v sera inférieur & 27~1. Donc d’aprés (4) la somme des mo-
dules de ¢(u, v) sera dans le cas de »n impair inférieure &

n+l n+3
2M(2”+ 2Pl 4 ZT)=M‘2"+2—~2 2 )<4M2"-

On aura la méme limite supérieure de la somme des modules dans le cas
de n pair. Chacun des coefficients de f.(x, y) sera donc inférieur & 4 M (2 R)".
Il en résulte que cette série définira une fonction holomorphe pour

R R
lzl<T 1<’

8. Dans un mémoire sur les équations différentielles du premier ordre!’
M. PoiNcARE examine le cas ol lorigine étant point singulier d’une équation
différentielle cette équation est de la forme

ly + ¢:(x, y)ldy + [z + Yoo, y)ldz =0,
7, et Y, étant des développements suivants les puissances de x et ¥, commencant

par des termes du second degré au moins.
Dans le cas ou Péquation aux dérivées partielles correspondante

dF oF
est satisfaite formellement par un developpement
F=z*+ 9+ fo(@, ) + fi@, o) + -+ fule, ) + -,

ou les f sont des polynomes homogénes de degré égal & 'indice, M. POINCARE
démontre que la série dont les termes successifs sont x* + %, f;, f, ... fu ... st

! Journal de Mathématiques 1885. Théorie des centres.
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uniformément convergente pour x et y réels et suffisamment petits. Ce résultat
suffit pour établir sans objection possible, les propriétés bien connues des carac-
téristiques de I'équation (5) dans le voisinage du point considéré. Mais on pour-
rait élever des objections si, sans démonstration complémentaire, on voulait
appliquer le développement F & I'étude des intégrales dans le domaine complexe et
si, séparant chaque terme f,(x, y) en ses élements, on voulait considérer la série
double en x et en y.

La démonstration de M. POINCARE permet, & vrai dire, de donner pour la
série F des conditions de convergence moins restrictives que celles énoncées:
F étant toujours considérée comme série simple est convergente, si, en posant
r=gpcosw, y=gsinw, on a

fewi<e  Jol<8,

« et § étant deux limites faciles & calculer pour une équation différentielle donnée.
Mais cela ne suffit pas pour permettre d’employer le développement F & 1’étude
des intégrales dans le domaine complexe. On voit en effet aisément que, si petits
qu'on prenne z et y, la démonstration ne permet pas de dire que F converge
lorsque % est voisin de + ¢ ou de —i. Le développement F ne nous permet done

pas de considérer les intégrales pour lesquelles % tend vers + ¢ ou —3 et en
particulier de dire qu’il y a ou non une infinité de pareilles intégrales. En suppo-
sant méme levée cette restriction relative aux valeurs de % voisines de 47 et —3,

et en supposant démontré que F converge pour z et y suffisamment petits, nous
ne pouvions pas encore affirmer, sans démonstration, que F définit une fonction
analytique, holomorphe pour z==0, y=o0. Toutes ces objections sont immé-
diatement levées par le théoréme que nous avons énoncé. La série F, étant
uniformément convergente pour toutes les valeurs réelles de x et y voisines de
zéro, définit une fonection holomorphe pour z=y=o.

Les remarques formulées au sujet de la démonstration de M. POINCARE
peuvent &tre répétées au sujet de la généralisation remarquable qu’en a donné
M. I. BEnDIXsoN! dans le cas d’'une équation

(6) (0% + (e 9150 = Dby + ¥ 9] 5

* Stockholm, Ofversigt, 1893.
Acta mathematice. 31. Tmprimé le 19 mars 1908. 14
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ol a et b sont des entiers positifs. C’est pour me débarasser des restrictions
relatifs & la convergence d’un développement

F=x”y" + /¢+b+1(x, y) + -+ fa+b+n(xv !/)

satisfaisant 3 (6), lorsque ce développement existe, que j’ai indiqué! une nouvelle
démonstration de la convergence de ce développement.

Ayant rencontré de nouveau les mémes restrictions dans une démonstration
généralisant la théorie des centres? pour une équation

[Yolz, y) + Ypra(z, ) + - 1dy + [Xulz, y) + Xpna(z, 9) + ---1dz =0

ol les X et les Y sont des polynomes homogénes de degré égal & I'indice, j’ai été
amené & établir, pour lever ces restrictions, la théorie développée dans ce mémoire.

1 Journal de I'Kcole Polytechnique, 1904 page 36.
? jb. p. 116




