ZWEI LUCKENSATZE UBER POLYNOME IN ENDLICHEN
PRIMKORPERN MIT ANWENDUNG AUF DIE ENDLICHEN
ABELSCHEN GRUPPEN UND DIE GAUSSISCHEN SUMMEN.

Yox

L. REDEI
in SzEGED (Ungarn).

§ 1. Die zu beweisenden Siitze.

Bezeichne p eine positive Primzahl, P den endlichen Primkérper von der
Charakteristik p (54 2) mit dem Einselement 1. Polynome f(x) (mit Koeffizienten)
in P nennen wir kurz auch P-Polynome. Wir werden folgende zwei Sitze iiber
P-Polynome von der Form «" + yz™ + --- (n>m) beweisen, die also hinter dem

Anfangsglied im allgemeinen eine »Liicke» haben.

Satz 1. Ein P-Polynom von der Form

-1

B

(1) Slx)=ar~ 1 + yxf)z

zerfallt in lauter lineare Faktoren (in P) dann und nur dann, wenn

p—1 p—1 p—1

(2) f@=z2 "xr —1(e? + 1) (l+u+v=2)
gilt.
Satz 2. Ein P-Polynom von der Form
p-1 p—1 —
(3) glxy=a 2 +ya"+ ¥ x 2 t1 (n §£4—I; y#0; g0 # 0)
zerfallt in lauter verschiedene lineare Faktoren (in P) dann und nur dann, wenn
4lp—1 und
p—1 p—1 p—1 p—1

2

(4) gloy=l@t —1)f(z s +1)0@xs —of(x s +o* (*=—nt+tu=v+w=1)

gult.
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Aus Satz 1 gewinnen wir folgenden:
Satz 3. Fiir ein System
(5) li(x) (izo, +1,..., j—_z-)jl)

von p linearen P-Polynomen bezeichne N die Anzahl der x(€ P), fiir die (5) in alle
verschiedenen Elemente von P iibergeht. Dann und nur dann ist

(6) N= ”—;—‘ :
wenn mit passender Rethenfolge

L(z) = L(x) + i*(ex + §) - .
v l_i(x) =1l(x) + 2 (yx + d)} (Z =Ly )

1) ad—By#o0, zley)=o,
2) ed—By=o0, ylay)=—1,
3) e=y=o0, z(88)=—1,

wobei x den quadratischen Charakter fiir P bezeichnet (mit x{(0) = o). Entsprechend ist
(8) N=£—E—I, p—1, bzw. p.

Merkwiirdig ist in diesem Satz, dass es sich um ein »lineares» Problem
handelt und die Losung »quadratisch» ist.

Diese an sich interessanten Sitze lassen Anwendungen zu auf ziemlich ab-
seitsliegenden Gebieten, das sind die Gruppenthecrie und die Theorie der Kreis-

korper.

Fir eine Gruppe @ mit dem Einselement E betrachten wir Produktzer-
legungen
(9) &=9,...9,

wobei wir (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) ein fiir allemal annehmen, dass
(10) r=z2; K€Dy i< E  (i=1,...7)

ist. Fiir gewohnlich beschiftigt man sich nur mit den »klassischen» Fillen,
wobei entweder alle §; Gruppen (Untergruppen von ®) sind oder r =2 und das
eine von 9, H, eine Gruppe, das andere ein Komplex ist (in diesem zweiten Fall
handelt es sich nimlich um die Zerlegung von & in rechts- oder linksseitigen
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Nebengruppen). Wir lassen jetzt fiir die £, beliebige Komplexe zu, selbstver-
stindlich so, dass die ausmultiplizierte rechte Seite von (9) jedes Element von &
einmal darstellt. Uber solche »nichtklassischen» Zerlegungen kenne ich nur den
schonen und wichtigen Satz von Hasés' (s. unten).

Von nun an sei & endlich. Bezeichne dann #; die Elementenzahl von $..
Offenbar ist =, ...n, die Ordnung von ®. Ein besonders einfacher Fall liegt vor,
wenn jedes §; von der Form

(11) 9i=E, Ay, 4F, .., A}

ist. (Da 9; aus verschiedenen Elementen bestehen soll, muss die Ordnung von
A; = n; sein, und »=>» gilt hier dann und nur dann, wenn $; eine Gruppe ist.)
Nun lautet der Satz von Hajés so. Wird in einer Zerlegung (9) einer endlichen
Abelschen Gruppe & (11) angenommen, so muss wenigstens ein ©; eine Gruppe

sein.?

Der Satz liegt sehr tief und der Beweis ist mit unerwarteten Schwierig-
keiten verbunden.

Ein noch ganz bedeutend schwierigerer Fall liegt vor, wenn man auch die
einschriinkende Annahme (11) von Hajés fallen lisst. Dann sind die Zerlegungen
{9) sogar schon im verhiltnismissig einfachen Fall einer endlichen zyklischen
Gruppe & nicht leicht zu beherrschen. Auf diesen, auch fiir die elementare
Zahlentheorie interessanten Fall mochte ich ein andermal zuriickkommen. Lisst
man die zyklischen Gruppen ausser Acht, so steht vor uns als einfachster Fall
eine Abelsche Gruppe von der Ordnung p® (dann kommt in (9) nur r=2 in
Betracht). Es ist nun merkwiirdig, dass dieses »winzig kleine» Problem gar nicht
80 leicht ist, vielmehr bediirfen wir zur Beantwortung nicht nur Satz 1, sondern
auch den auf diesem beruhenden Satz 3 (letzteren allerdings nicht in vollem
Masse). So werden wir beweisen den:

Satz 4. Ist die nichteyklische Abelsche Gruppe & von der Ordnung p® in das
Produkt
(12) B=9H8
von zwei Komplexen ), & mit p Elementen zerlegt (E€9, &), so ist O oder K eine
Gruppe.

! G, HaJOs, Uber einfache und mehrfache Bedeckung des n-dimensionalen Raumes mit einem
Wiirfelgitter, Math. Ztschr. 47 (1941), 427—467.

* Mit wiederholter Anwendung folgt, dass bei passender Reihenfolge der §, alle Produkte
H:...9; i=1,..,7) Gruppen sind, und so sind wir im wesentlichen wieder auf eine »klassische»
Zerlegung gestossen. Mit ohigem Satz bewies Hajos die berithmte Minkowskische Vermutung iiber
lineare Ungleichungssysteme.
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Es steht aus, ob auch fiir jede endliche Abelsche Gruppe & eine der Fak-
toren in (9) eine Gruppe sein muss, wenn alle #; Primzahlen sind. Ohne diese
Einschriinkung gilt das nicht nach folgenden zwei (brieflich mitgeteilten) Bei-
spielen von Hajéds.

Die durch die Basiselemente A, B, C von der Ordnung bzw. 4, 4,2 erzeugte
Abelsche Gruppe ist gleich dem Produkt

(E,A)(E,B)(E,A®*, AB® A®B% C,A*BC, A*B*C, B® C).
Ist auch C von der Ordnung 4, so gilt die Zerlegung
(E,A)(E,B)(E,C)(E,A*B,B*C, C* 4, A’ B%, B C®, C* 4% A*B* C?).

Die zweite Anwendung beruht teils wieder auf Satz 1 (ohne Satze3), teils
auf Satz 2. Bezeichne ¢ eine primitive p-te (komplexe) Einheitswurzel und K den
durch ¢ erzeugten Kreisteilungskorper. Es wird bequem die Potenzen ¢° von ¢
auf zwei Arten zu bezeichnen, so dass wir fiir # nicht nur ganze rationale Zahlen,
sondern auch die Elemente von P zulassen, indem wir P als den Restklassen-
kérper mod p' auffassen und die Restklasse z durch einen (beliebigen) Represen-
tanten ersetzt denken. Wir bezeichnen mit P, die Untergruppe vom Index # in
der (multiplikativen) Gruppe der von o verschiedenen Elemente von P (nur n=1,
2, 4 werden in Betracht kommen). Selbst diese Gruppe ist dann P,. Da sie
zyklisch von der Ordnung p—1 ist, existiert P, nur im Falle #|p — 1, und ist
dann eindeutig bestimmt. Wir wihlen ein erzeugendes Element £ von P,. Dann
besteht die Faktorgruppe P,/P, aus den Elementen (Nebengruppen)

(13) : &P, (t=o0,...,n—1)

Summieren wir ¢® fiir alle Elemente x der Nebengruppe (13) und bezeichnen mit
—1

I die so erhaltene Summe. Offenbar sind diese die sog‘enannten}7 -gliedrigen

Gaussischen Perioden in der Kreisteilungstheorie.?
Bezeichne p das Primideal

(14) p=e¢—1

in K. Es ist wohlbekannt, dass fiir die Gaussische Summe

p
(13) F=I+2I‘2=Zg”
i=1

! Die Restklassen sind dabei im Ring der ganzen rationalen Zahlen zu bilden.
* Insbesondere ist I'S die Summe der g%, wobei k die n-ten Potenzreste mod p mit o<k<p
durchliuft, und #hnlich hingen die iibrigen I'} mit den Nebenklassen der Potenzreste zusammen.
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oder anders

-1,
(16) r—ro— r;:pz(i) o
die Teilbarkeitseigenschaft
(17) v |
gilt. Die angekiindigte (zweite) Anwendung wird zeigen, dass es sich in (17) um

eine bisher unbekannte Maximaleigenschaft von I' handelt.
Wir sehen aus (16), dass I' so entsteht, dass man die Einheitswurzein

o@=1,...,p—1) je mit dem Faktor (%)(= + 1) versehen addiert. Man kénnte
erwarten, dass es unter allen Summen

(18) B=ot "t 1!

(deren Zahl 27-? ist) auch solche gibt, die durch eine hohere Potenz von p als
I teilbar sind. Noch allgemeiner betrachten wir Summen von der Form

(19) Bi=gntout -t o (=1, ptm,.. ., 2 r=p—1)
mit mod p verschiedenen z,, ..., ®r, und dann sind wieder allgemeiner die Sum-
men von der Form

(20) A=0"+ g+ -+ 0% (x,=0)

mit beliebigen x,, ..., x,.2 Uberraschenderweise nimmt I" unter allen diesen
Summen eine extreme Stellung ein nach dem folgenden:

p—-1
Satz 5. Es gilt p 2 || A nur fiir
(21) A=1+2I=T), A=1+2Ty(=—T),

ptiI p+I

2

(22) A= + I (=3p+I), A= + I'i(=31p—10)

p—1
und sonst ist p ¢ + A, wenn man von den trivialen Fillen A =o0, p absieht.®

Insbesondere fiir die B, gilt sogar der:

Satz 6. B, (r <p —1) ist hichstens durch p2 teilbar.*
Noch spezieller ist B unter den B. stark ausgezeichnet durch den folgenden:

! »a*[|b» bezeichnet »a*|b, a*T1 4 b».

* Addiert man nimlich 1+¢ 4 «-+ + p?? =0 zu By, so erscheint letzteres in der Tat in der
Form (20).

® In diesen zwei Fillen sind die x; paarweise inkongruent, bzw. alle kongrueant 0 mod p.

* Hierzu ist zu bemerken, dass trivialerweise p } Br ist, wenn die Anzahl der »+» und »--»
Zeichen in (19) verschieden, insbesondere also wenn 2 4 » ist. Ahnliches bezieht sich auch auf die B,
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p—1
Satz 7. Abgesehen vom Fall B=1T3—Iy(=1) mit p 2 ||B st B hichstens
p—1 p—1
durch p + teilbar. Dann und nur dann ist p « | B, wenn 4|p — 1 und
(23) B=(ri—rijx(ri—rj*

vst.
Endlich geben wir Satz 1 auch folgende diquivalente Formulierung: *

Satz 8. Das System der 2:23 Gleichungen

i i < p—3
(24) i+t X, =0 (z—l,...,—zﬁ)

in den p—1 Unbekannten x,, ..., xp—1 hat tm Korper P (abgesehen von der Rerhen-
Jolge der x;) nur sechs Lisungen, das sind die (mit Multiplizitit gerechneten) Null-
stellen der sechs Polynome (2).

Die Sitze 1, 2, 3, 8 und auch Satz 4 lassen sich leicht durch Kongruenzen
fir den Modul p ausdriicken.

Alle unseren Siitze gestatten wahrscheinlich verschiedene Verallgemeinerungen.

§ 2. Beweis der Siitze 1, 2.

Fir ein P-Polynom
fl@)=ax" + Ba™ + - (@,8#0; n>m=0)

nennen wir »—m die Senkung von f(x). Offenbar ist die Potenz fi(z) (fiir p#:)
und die Ableitung f'(x) (fiir p4#,m; m>0) von derselben Senkung wie f(x).

Wir beweisen Satz 1. Es ist klar, dass die Polynome (2) in lauter lineare
Faktoren zerfallen (in P) und von der Form (1) sind. Nehmen wir umgekehrt an,
dass (1) gilt, und dabei f(x) in lauter lineare Faktoren (in P) zerfillt. Wir haben
zu beweisen, dass f(x) eins der Polynome (2) ist.

Neben f(z) filhren wir das Polynom

vy p+1
(25) f@)=af@=ar +yx2 +
ein und setzen
(26) flo) =2 —z + p(x).
Bezeichne n den Grad von @(z). Dann ist nach (25)
I
(z7) n=< pt1 .
2
! Schreiben wir kurz ¢ fiir I'? und setzen p"|| B, so sehen wir, dass das Maximum 7 =£—;I
p—1

fir B=o0+2—1—3 und das »zweite» Maximum n = fir B=o+1—2—3, 04+ 3—1—2 eintritt.

? Vgl. Fussnote 8. 282.
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Da in den Fillen ¢@(x) =0, = nach (25) f(x) = a? — z, bzw. 27 ist und diese Po-
lynome unter (2) gehdren, so diirfen wir nachher

(28) p(x)# o, x
annehmen.

Nach der Voraussetzung gilt eine Zerlegung
(29) f@)=@—a).. . (@~
wobei z,, ..., x alle verschiedenen Nullstellen von f(x) (in P) bezeichnen. Da
nach (26) /' (x) =— 1 + ¢ (x) ist, so folgt

—.x ,

(30) A A

(x—ay) ... (& —xx
Die rechte Seite ist nach {28) (wegen @(0)=o0) # 0, und so ergibt (30)
(31) p—k=n—1.

Andererseits ist jedes x; nach (26) eine Nullstelle auch von @(z), woraus
(32) (®—a) .. (x—x) @p(x)

folgt. Dies ergibt weiter (wegen (28))

(33) k=n.

Die drei Ungleichungen (27), (31), (33) haben zur Folgerung

pti1
T

(34) n=k="

auch muss in ihnen iiberall »=>» gelten. Dann stehen in (30) und (32) beiderseits
Polynome von gleichem Grade, und so entsteht nach Multiplizieren

af(@)=g)(—1+ ¢ @)
mit irgendeinem Element (> 0) von P. Hieraus erhalten wir nach (26)
(35) 202 — 20z + (2a + 2) p(x) = (@*@).

Da g@(z) nach (32) und (34) wenigstens zwei verschiedene Nulistellen hat, so
enthilt es wenigstens zwei nichtverschwindende Glieder. Fiir solche Polynome

haben wir oben die Senkung definiert. Da ¢(z), ¢*(z), (p*@) von gleicher Sen-
p—I1

“

kung sind und die linke Seite von (35) nach (34) eine Senkung = hat, so

gilt das gleiche auch iiber g(x). Das ergib% nach (23), (26)
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p+1

(36) pla)=yx 2 + 8=
mit einem Element (o) von P. Setzen wir dies in (33) ein:

ptl p¥3
2exP—z2ax + (2e¢ + 2){yx 2 + Bx) = (PPaPti+ 28yx 2 + )

’

Nach Ausfithrung der Differenziation ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung
(wegen y # 0):
2e=9% 2a0+2=38 —a+af+B8=48.

Aus der letzten Gleichung folgt =1 oder §=c. Im ersten Fall ist (2a=1)y*=1,
im zweiten Fall (¢ = 2)y*=4. Immer ist also + y=g8=1, 2, und so haben wir
nach (36)

pt1 p+1
ple)=* 22 +x oder *2z: + 2z

Dies ergibt nach (25) und (26)

—1 p—1

L _—
fle)=art + 2 oder 2P~'% Z2zx 2 + 1.

Diese Polynome gehéren unter (2), womit wir Satz 1 bewiesen haben.

Fiir Satz 2 ist zuniichst klar, dass die Polynome (4) von der Form (3)
sind und in lauter verschiedene lineare Faktoren (in P) zerfallen. Nehmen
wir umgekehrt an, dass ein Polynom g(x) voen der Form (3) in lauter verschie-
dene lineare Faktoren (in P) zerfillt. Offenbar sind alle Nullstellen von g(z)

(deren Zahlp ;I ist) ebenfalls Nullstellen von

p—-1 p-1

(37) @ — @2 — 1) (g@ — @2 + )
Der Grad dieses Produkts ist nach (3) gleich 27 (_S_p—:l) , und so muss

(38) n=fl (4]p—1)

sein, auch kann (37) nur in einem konstanten Faktor von g(x) unterscheiden.

Setzen wir zugleich
p—1
so folgt

(40) @) — 1=y + )
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p—1

Die Senkung der rechten Seite ist » und dann gilt dasselbe tiber §(x). Hier-

aus folgt nach (39)
1

(41) jla)=yz i +a

mit @ 5% 0. Setzen wir dies in (40) ein, so bekommen wir durch Koeffizienten-

vergleichung

|+
N

+
2

Da a=+ ¢ (mit o® =— 1) ist, so ist g(x) von der Form (4), womit wir Satz 2

bewiesen haben.

§ 3. Beweis des Satzes 3.

Dem Beweis von Satz 3 schicken wir folgende Bemerkung voran. Addieren
wir zu den Gliedern des Systems (3) ein (von ¢ unabhiingiges) lineares Polynom I{z),
80 behiilt die Anzahl N auch fiir dieses neue System

Lix) + 1(x) (z’:o, il,...,ipzl)
ihren Wert. Nehmen wir insbesondere !{zx) =—!,(z), so sehen wir, dass man sich
im Satz 3 auf den Fall
(42) lh(@) =0

beschrinken darf.

Vorliufig wollen wir nur beweisen, dass die Annahme (6) die Gleichungen (7)
zur Folgerung hat. Die iibrigen Behauptungen des Satzes werden sich dann leicht
beweisen lassen. Setzen wir fiir die von l,(x) (= o) verschiedenen Glieder von (5):

{43) L) =aix + 8 (z'::il,..., i%i)

Stellen x in alle

Aus der Annahme folgt, dass dieses System an wenigstens !

Elemente (7 o) von P iibergeht. z
Wir werden wiederholt den Kunstgriff anwenden, dass wir z durch = + ¥

ersetzen, wobei y ein beliebiges Element von P ist, und dann gilt das eben ge-

sagte auch fir
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(44) lilx + y) = asx + (uy + B) (i:i—_l,_“, iﬂ:_l_)

statt (43). Hieraus schliessen wir zuniichst so, dass wir ein geeignetes y =y,

withlen, wofiir

(45) o= it + (EETREL S

alle verschiedenen Elemente (£ o) von P sind — ein solches g, gibt es nach dem
iiber (43) gesagten — wir setzen (45) in (44) ein, dann geht

(46) aix + 8 (i=i1,...,ip*’)

2

an wenigstens 2 :3 Stellen (5~ 0) in alle Elemente (7 o) von P iiber. Dasselbe
gilt auch fir

(47) 15’§x+a,- (’i::il,..., i?.;__‘,)

statt (46). (Da.s sieht man so ein, dass man (46) durch x dividiert, was offenbar
gestattet ist, und nachher i durch z ersetzt.) Nach dem obigen Kunstgriff
(mit- 4 :3 statt 1—):—‘) nimmt das System

gix + (Biy + a) (i=i1,...,i£:—l)

Stellen x alle verschiedenen Elemente (#0)

fiir jedes y in P an wenigstens 2 :3

von P an. Das ist dquivalent damit, dass das Gleichungssystem

k=1,...,p—2),
(49) S+ @y +ap=] °© F=roo27

i —1 (k=p—1)
fiir jedes ¥ in P wenigstens r —2—3 Losungen x in P hat.! Fir £ <? :3 ist aber

der Grad von (48) (fiir z) kleiner als P :3 » insbesondere fiir % =£§—§ deshalb,
da wegen (43)
-3
e =o

1 2 (spiiter II) bezeichnet die Summe (das Produkt) iber i = +1,..., + p_:{ — Zu (48) ist
1

1
zu bemerken, dass sich nach den Newtonschen Formeln die elementarsymmetrischen Funktionen

von den Elementen z,,...,2, (n<p) in P und die Potenzsummen :t’f teoootaxkk=1,..,m)
einander gegenseitig bestimmen. (Hiervon ist eine Folgerung die Aquivalenz der Sitze 1, 8). Sind
weiter die x,,..., 4 (n=p — 1) alle verschiedenen Elemente (5 o) von P, so ist diese Potenzsumme
olk<p—1), bzw. —1(k=p—1).
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gilt. Also verschwindet die linke Seite von (48) fiir & égg—:i bei jedem y in P

(and unbestimmtem x) identisch. Insbesondere folgt fiir das konstante Glied

Z(ﬁ:y-&-a.-)"——:o (kzl,_",g:g)

i 2
mit jedem y in P. -Dies ist dquivalent mit dem Verschwinden der ersten 2 :3
elementarsymmetrischen Funktionen der iy + a;, d. h. der Koeffizienten von
p+1
2=l ..,z 2 im Polynom

H(-’E_(ﬂ;y + ai))-———xl’—l.{_.‘.'

)

Da dies in lauter lineare Faktoren in I’ zerfillt, so folgt aus Satz 1 das Bestehen
einer Gleichung

(49) II@~Ww+aM=;?

K3

-1 p—1

t Ay

(@2 —1) @2 + 1) (t+u+v=2)

fir jedes y in P. Wir unterscheiden folgende zwei Fille:
1) Zuerst betrachten wir den Fall, in dem alle ‘%,f gleich sind (wegen (45)

sind die 5 von o verschieden). Dann gibt es ein y, in P mit

(50) a = By, (i=-_|- I, ... j—_%l)

Andererseits konnen wir nach (45) den /;(x) eine solche Reihenfolge geben, dass

(51) B—ite, fa—=1i'g G:n.wp_j

2

gilt (hierzu sind irgendzwei Elemente ¢,8 in P mit y(a) =— z(8) geeignet). Aus
(s0) und (51) folgt noch

(52) ai'—‘—‘iza%, a-i=i2(3yl (i=l,..., p*l).

2

a; . . .
2) Im anderen Fall kommen unter den —; wenigstens zwei verschiedene Werte

i

vor, die wir in der Form —y,, —y, annehmen. Das hat zur Folgerung, dass in
beiden Systemen

(53) M%+a} G=+’ p—v
(54) Biys + i T
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die o vorkommt, und beide haben auch ein von o verschiedenes Element. Aus

I .
von O verschiedene

(49) folgt, dass es in beiden Systemen (53), (54) genau -

Elemente gibt, und diese eben die Nullstellen von dem einen der Polynome
p—1
2 1 1 sind, wobei fiir beide Systeme jedes Vorzeichen moglich ist. Dabei

lassen sich die Nullstellen von jedem dieser Polynome durch 7%« (z =1,... p:I)

angeben mit einem « (3£ 0) in P. Zunichst fiir (53) gilt dann bei passender
Reihenfolge der Ii(x):

(s5) Biys + e =i2“} (z'—r P-I).
(56) Biys + @ =0 ’

(Mit der Reihenfolge der I_;{z) (z =1,..., p ;I) werden wir noch frei verfiigen

kénnen.) Nach (55), (56) geht (54) in
(57) Bi (?/3_‘?/2)+i2“} (i——:x,...,p_l)
(58) B-ilys — us)

iiber. Da (58) aus lauter von o verschiedenen Klementen besteht, muss nach

obiger Bemerkung bei passender Reihenfolge der [-;(x) (z’z I... p—:—l)

(s9) B (ys—y) +’e=o0 ] (7,'—-1 p—l)
(60) b=y =8 2
gelten, wobei B(£ o) ein Element in P ist. Aus (33), (34), (39), (60) folgt mit
der Bezeichnun, =
g Yy P

. ’ « . ’ N . . —1
Bi=—1i ey, di=1 ayy,; B-i=i By, oi=—1 ayy, (z=1,-.-,p2 )

Nach diesen Gleichungen und nach (51), (52) haben wir in beiden Fillen 1),
2) Zusammenhiinge von der Form

61) w=ita, F—i'% =iy, Bi—i®s (izl,...,”;l)

mit festen Elementen &, g, 7,3 in P. Da endlich nach (45) 8 = 8 — ey, ist,
woraus nach (43) li(z) = aix + (6 — aiy,) folgt, so gelten nach (61) in der Tat
Gleichungen von der Form (7), womit wir den ersten Teil des Beweises beendet
haben.
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Den noch iibriggebliebenen Teil des Satzes erledigen wir so, dass wir die
a, B, 7, & bestimmen, fiir die (6) gilt, und zugleich berechnen wir auch den genauen
Wert von N. Offenbar ist nach {7} N=o0, wenn ¢ =8=0 oder y =6 = 0 ist,
und so schliessen wir diese Fiille gleich aus.

Das System (7) geht fiir ein x in P dann und nur dann in alle verschiedenen
Elemente von P iiber, wenn y(ex + 8)x(yx + d) =— 1 ist. Hieraus folgt

(62) Nz—;z,, (I —y(lex + Hlyz + d))),

x

wobei man iiber die z in P mit Ausnahme von

(63) ez + B)yx + d)=0
zu summieren hat. Bezeichnet N, die Anzahl der Losungen von (63), so folgt
aus (62)
1
(64) N=5(p——No——Z'x((ax+ﬂ)(yx+6)).

Sind 4, u, » beliebige Elemente in P mit 4/ =u®— 4 v, so gilt nach Jacobsthal®

—x(4) (A, 4 # 0),
. (p—1)2(2)  (A#0; 4=0)
Ax? =
2nli + uo+) o (1=o0; uxo),
pr() (k=p=o)
Setzen wir hier A=eay, u=ad + 8y, »=80 (4=(@d—89)*) ein, so bekommen wir
—2(ay) (@7 # 0; ad — By 7 0),
(p—1)xley)  (ay#0; ad—Br=0),
&) =

;x((ax+ﬂ)(7x+ ) . @y =0; ad + By #0),
px(89) (@y =0; ad + gy =o).

Entsprechend ist N,= 2, 1, 1, 0, also nach (64) bzw.

v="L(p— YR PP s
N="_(—2+yley) 5 (1—x @), p 2(I 1B).

! E. JACOBSTHAL, Anwendungen einer Formel aus der Theorie der Quadratischen Reste,
Dissertation Berlin 1906, 8. 2go. Im Grunde handelt es sich um die Formel

se=3 (7=, 2
p—1

+c) =(@+c) ? (mod p) bekommt man leicht

2
Ein einfacher Beweis entsteht so. Wegen (mp

Sc=—1 (mod p), Andererseits ist |Sc| = p, und 24 8c(pfec), bzw. 2|Sc(ple)
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Im ersten, zweiten und vierten Fall findet (6) bzw. fiir und nur fiir y(ay) =1,
zley) = —1, x(8d) =— 1 statt, und so sind alle Fille mit erfiilltem (6):

b(p—1) (xl@y)=1; ad — By # 0),
N_‘[ p—1 (x(ep)=—1; ad — By =0),
Tt (@y =0; ad + 8y # o),

l P (ay=o0; x(@dH=—1; ad + gy =o0).

Der erste und dritte Fall ergeben zusammen eben Fall 1) im Satz 3, der zweite
und vierte geht bzw. in Fall 2) und 3) iiber, und so haben wir Satz 3 bewiesen.

§ 4. Beweis des Satzes 4.

Im Fall p==2 ist Satz 4 trivial, deshalb nehmen wir p = 3 an. Wihlen wir
zwei Basiselemente 4, B von &. Dann lisst sich

p—1

(65) =2 A“B"
i=0
p—1

(66) f=2 4" B"
=0

annehmen (hier bezeichnet X nicht die Summe sondern die Vereinigungsmenge),
wobei wir fiir die Exponenten wieder Elemente des Restklassenkorpers P genom-
men haben. Die Gleichung (12) diirfen wir in der Form

p—1 p-1
(E+A+- % 4-Y)(E+ B+ + BrY)= D A% B% D\ A% B"
=0 i=0
schreiben. Ersetzen wir 4, B bzw. durch ¢% ¢, wobei = ein beliebiges Element
von P ist. Dann entsteht eine richtige Gleichung (wobei ¥ wieder das gewohn-
liche Summenzeichen ist). Da der zweite Faktor links verschwindet (fiir x =0
verschwindet nur der zweite Faktor), so folgt

»—1 -1
a; x+(3i . . oYi $+6i = 0.
4 @
=0

i=0

Da x insgesamt p Werte fihig ist, so gibt es Werte von z, fiir die z. B.

der erste Faktor verschwindet, d. h.

(67) o+ 3 (t=0,..., p—1)

pt1
2
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in alle verschiedenen Elemente von P iibergeht. Mit Anwendung von Satz 3
p+1

auf dieses System (67) folgt, da jetzt N =
Reihenfolge) einem System

ist, dass es (abgesehen von der

(68) b L) +itlen+p), b+ itz (i=1... ]’%‘)

gleich ist mit [ (&) = ¢ox + By und fiir die ¢, 8, y, § muss dabei Fall 2) oder 3)
von Satz 3 vorliegen. Hier sind die Koeffizienten von z und die konstanten
Glieder die Exponenten von 4 bzw. B in (65), und so besteht © aus den Ele-
menten

Aw BB Awtie BRtES  factiy Boted (i =1,..., p_;_l) ,
d. h. A—%B—%8§ besteht aus den Elementen

(69) E,(A*Bf)*, (4B (1' =1,..., ”:‘).

Im Fall 2) gilt 8=ax, d =ay mit einem x in P, und dabei ist y(ay)=—T1.
Dann schreibt sich (69) so

E,(AB"*e, (4B (i: ... p;‘).

Die ¢%a, ¢%y durchlaufen alle Elemente (# 0) von P, und so ist dieser Komplex
nichts anderes als die durch A B* erzeugte Gruppe.

Im Fall 3) ist e =y =o0, z(8d)=—1, und dann ist (69) die durch B er-
zeugte Gruppe.

In beiden Fillen ist § eine Nebengruppe einer Untergruppe von ®. Da aber
E€$ ist, muss § eine Untergruppe von ®& sein, Satz 4 ist richtig.

§ 5. Beweis der Siitze b, 6, 7.

Wir schicken voran den:
Hilfssatz. FEs sei p= 3 und

r

(70) P =2 o4 (r > o)

7==1
eine beliebige ganze Zahl des Kreiskirpers K,' wober wir die Exponenten x; als
Elemente des Restklassenkirpers P annehmen. Dann und nur dann gilt

(71) @—1)|P fo<n<p),

! Ist nimlich P =a,+ 6,0+ +++ & ap-, 0P mit ganzen rationalen a;, so addiere man
1+9o+ -+ 4 0 80 oft, bis nur nichtnegative Koeffizienten aunftreten. Dann gilt (70).
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wenn
(72) plr

und

(73) flo)=(x—x).. . @®—a)=a"+ yazr ™+

ist, welches letztere bedeutet, dass f(x) eine Senkung = r hat (oder flx)=z" ist).
Offenbar sind die zwei Bedingungen (72), (73) dquivalent jedem der folgenden
Gleichungssysteme

(74) in.‘:o (k=o0,...,n—1),

(75) 2(“”")=o (k=0,...n—1).
=1 k

Den Beweis dieses Hilfssatzes filhren wir in seiner dritten (mit (75) aus-

gedriickten) Form aus, weiter nehmen wir hierzu die Exponenten x; als positive

ganze Zahlen an, was offenbar gestattet ist, aber dann tritt fir (75) die Kon-

gruenz
r

(76) Z(ii)-so (mod p) (k=o,...,n—1)
=1

ein. Im Fall » =1 ist der Hilfssatz richtig, da dann sowohl (71) als auch (76)

dasselbe ist wie p|r. Im iibrigen Fall # = 2 nehmen wir die Richtigkeit des

Hilfssatzes fiir » — 1 (statt #) an. Dann und nur dann gilt (71), wenn ¢ — 1|P
1
¢—1
bemerkt haben — nichts anderes als p |7, und deshalb lisst sich die zweite wegen

t

n <p durch (o —1)*"! ! I(P — ) ersetzen. Die rechte Seite ist wegen (70)

le—

P ist. Von diesen Bedingungen ist die erste — wie wir schon

und (¢ — I)"‘I{

r =1
22
i=1 j=0
Nach der Induktionsannahme ist also die notwendige und hinreichende Bedingung

von (71): s

p|r,22(£)50(modp) (k=o,...,n—2).

i=1 j=0

Die innere Summe ist ( kffl)’ womit wir den Hilfssatz bewiesen haben.
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Zum Beweis von Satz § nehmen wir an, dass fiir (20) DP‘TIIA gilt. Hieraus
folgt nach dem Hilfssatz fiir die Exponenten a; in (20):
p+1
(x—m) - ([@—ap)=aP +yx 2 + -
mit einem y in P. Wegen z,= o ldsst sich hierfiir
p—1
(r—ay) - (w—ap) =aP T+ yx 2 +--
schreiben. Hieraus folgt nach Satz 1, dass die linke Seite eins der Polynome (2)
sein muss. Entsprechend entstehen eben die im Satz 5 genannten sechs Fille
fiir 4, und so ist die Richtigkeit dieses Satzes klar.
Satz 6 brauchen wir nur fiir den Fall zu beweisen, wo 2|7 und es in (19)
gleichviel » +» und »—» Zeichen gibt.' Addieren wir dann 1+ ¢+ - + ¢?~! (=0)
zu B;, so geht B,, wie schon bemerkt wurde,® in ein .4 iiber, das wir wieder in

der Form (20) annehmen. Dabei gibt es jetzt unter den Exponenten z; genau

p~2 verschiedene. Diese sind Nullstellen von

(77) fl@)=@—a)  (x—axp) =a? +

also auch von
Sl) — 2P + .

Folglich ist dieses Polynom mindestens vom Grade 1)—2: und so hat f(x) eine

Senkung = 72 Hieraus folgt nach dem Hilfssatz die Richtigkeit des Satzes 6.

p—1
Zum Beweis von Satz 7 nehmen wir p ¢+ | B an, woraus folgt,! dass es in

(18) gleichviel » -+ » und »—>» Zeichen gibt. Wieder addieren wir 1+9o+ - - +gP-1
zu B, dann erscheint es als ein 4 in (20). Wir gebrauchen auch jetzt die
Bezeichnung (77). Offenbar hat dann f(x) ausser x, = o lauter zweifache Null-

stellen, und so gilt eine Gleichung

(78) S (&) = zg*(),

wobei g(x) in lauter verschiedene lineare Faktoren (in P) zerfillt. Wegen (18)
p—1

ist g{o) # o, g(1)=o0. Aus letzterem folgt g{x) %2 2 + 1, da weiter im Satz 7

1

oo
der Fall B=1TI" ausgeschlossen wurde, so folgt auch g(x)s¢x 2 —1. Wegen der

Annahme folgt aus dem Hilfssatz, dass f(x) eine Senkung 2]—)—:-1 hat. Dasselbe

! Siehe Fussnote 4, S. 277.
* Siehe I'ussnote 2, S. 277.
19 - 61491112 Acta mathematica. 79
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gilt nach (77) iiber g{x), und so folgt aus Satz 2, dass 4:p—1 und g{z) eins der
Polynome (4) ist. Wegen g(1)=o0 kommt dabei nur {= 1(x=o0) in Betracht,
also ist
p-1 p-1
gle) = (e —1)(x ¢ £ o)
p—1
Hieraus folgt, dass Bin (23) gehort. Fiir diese B gilt bekanntlich p ¢« || B, womit

wir Satz ; bewiesen haben.



