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Einfiihrong.

In dieser Arbeit untersuchen wir Limitierungsverfahren der Form

40

(1) o(ac)-:fa(x, tids(t).

9

Existiert fiir die Funktion o(x), die fiir alle 2 = o sinnvoll sein soll, der endliche
Grenzwert lim o(x) = 0, so ist ¢ der verallgemeinerte Grenzwert, der durch das

T-ro0
Verfahren (1) der Funktion s(f) (fiir # > oo) zugeordnet wird. Das Verfahren (1)
heisst konvergenztreu, falls es jeder konvergenten Funktion s(f) — s aus einer
gewissen Funktionenklasse einen Grenzwert lim o (x) = o zuordnet, und perma-
nent, wenn dabei stets ¢ ==+ ist.

Damit das Integral (1) existiert, muss zunichst das Stieltjes-Integral

(2) f alw, s

fiir jedes endliche ¢ > o vorhanden sein (das Integral (1) ist dann der Grenzwert
dieses letzteren fiir ¢ > o0). Es gibt nun zwei Wege, die Existenz der Integrale (2)

zu sichern, indem man eine der beiden folgenden Annahmen macht:

1. a(w, t) ist fiir jedes feste 2 = o eine stetige Funktion von ¢ und s (f) ist
in jedem Intervall (o, ¢) von beschrinkter Schwankung.
2. Es ist umgekehrt s(t) stetig und a(x, t) ist von beschrinkter Schwankung

in jedem Intervall (o, c).

Zunichst betrachten wir kurz den zweiten Fall. Es ist leicht zu beweisen,

dass das Integral (1) gemau dann fiir jede stetige Funktion s(¢) mit endlichem
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lim s(t) existiert, wenn a(z, t) bei jedem x = 0 im ganzen Intervallo = ¢ < + oo

t—> o0

von beschrinkter Schwankung ist. In diesem Fall verhiilt sich das Integral (1)
im Wesentlichen wie ein Stieltjes-Integral fiir ein endliches Intervall und hat
alle wichtigsten Eigenschaften eines solchen. Insbesondere kann man eine par-

tielle Integration ausfiihren und die Transformation (1) dadurch in die Form

3 o(@) =[50 diblz,d

bringen mit einer passend zu wihlenden Funktion b(x, f), die in 0 £t <+ oo
von beschrinkter Schwankung sein wird. Sitze iiber die Konvergenztreue und
die Permanenz fiir das Verfahren (1) im Falle 2. ergeben sich somit automatisch
aus den entsprechenden Sitzen fiir das duale Verfahren (3). (Wir bezeichnen als
dual zueinander Verfahren, weiche durch eine formale partieile Integration
in (0, +c0) in einander iibergehen.) Diese letzteren Sitze konnen aus einem
Satz von F. Riesz! abgeleitet werden, der die notwendigen und hinreichenden

Bedingungen fiir die Konvergenz einer Folge

+ o o0
lim [ s(f)dba(t) = [s(®)db(2)
n-—> oc 0 0
angibt, wobei b,(f), n=1,2,... und b(f) feste Punktionen von beschrinkter

Schwankung in (0, + o) und s(t) eine beliebige stetige Funktion bedeutet, fiir

die lim s(f) vorhanden ist. Wir wollen uns daher im Falle 2. mit diesen kurzen
t+

Bemerkungen begniigen und ihn dadurch als erledigt ansehen.

Anders liegen die Dinge im Fall 1. Hier lisst sich das Limitierungsver-
fahren (1) im Allgemeinen nicht in die Form (3) bringen, weil das erste Integral
nur als ein uneigentliches Stieltjes-Integral existiert und die Umformung durch
partielle Integration in (1) nicht mehr mdoglich ist.

Man kommt indessen ganz natiirlich aunf die Limitierungsverfahren (1) mit
den Voraussetzungen 1., wenn man eine Transformation fiir die Funktion s(t)

sucht, die die Transformation

! F. RiEsz, Comptes Rendus, Paris 149 (1909), 974—977.

* Dieser Satz von F. Riesz ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes iiber konvergente
Folgen von linearen Funktionalen F, (s} in einem Banachschen Raum S = {s}: die Folge F, {s)
konvergiert genau dann in S gegen ein lineares Funktional F'(s), wenn sie 1) auf einer Menge der
8 gegen F'(s) konvergiert, deren lineare Hiille iiberall dicht in S liegt und wenn 2) die Normen
|| F, | beschrinkt sind. Vgl. etwa S. BANAcH, Théorie des opérations, Warszawa 1932, S. 76— 8o.
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0
(4) On = ) ans thy
=0

der Folge s, = Zu., als Spezialfall enthiilt. Setzt man nimlich

=0

(s) 0 {o fiir ¢ =o,
S —
5 s firvy<tZ=v+1,v=0,1,...
so hat diese Treppenfunktion an den Stellen ¢ = die Spriinge w,, withrend sie

sonst streckenweise konstant ist. Daher ist fiir sie

WK

;& (x) ,}) Uy,
o

alx) = Za(x, Hdslt) =

k4

was der Transformation (4) entspricht mit z statt » als neue Verinderliche.
Unter den Voraussetzungen 2. aber fithrt das Ansetzen der Funktion (5} in (1)
nicht zum Ziel, da die Existenz des Integrals (1) nur fiir stetige Funktionen s(t)
gesichert ist.

Die Hauptaufgabe dieser Arbeit besteht darin, die Bedingungen fiir die Per-
manenz und die Konvergenztreue des Verfahrens (1) unter den Bedingungen 1.
zu finden (§ 1) und dann die Zusammenhinge zwischen den dualen Transforma-
tionen (1) und (3) zu untersuchen (§ 2). Im letzten § 3 bringen wir endlich

einige Anwendungen und Spezialfille.

§ 1. Konvergenztreue und permanente Verfahren.

Es sei &, die Gesamtheit der Funktionen s(f), die fiir { = o definiert und in
jedem endlichen Intervall (0, ¢) von beschrinkter Schwankung sind. Ferner
nehmen wir an, dass in jedem Punkt ¢> o0 der Wert s{¢) zwischen den Grenz-
werten s({ + o) in diesem Punkte liegt, der Einfachheit halber sogar dass er
gleich dem arithmetischen Mittel dieser Grenzwerte ist. Diese Eigenschaft kann
immer durch eine Anderung der Funktion s(f) in hochstens abzihlbare vielen
Punkten erzwungen werden; der Wert der Integrale (1) bleibt dabei ungeindert,
wihrend die totale Schwankung der Funktion s(f) in jedem endlichen Intervall
ihren kleinsten Wert annimmt.

Auf die Frage, unter welchen Bedingungen das Integral (1) fiir ein festes x

existiert, antwortet der
17 - 61491112 Acta mathematica. 79
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Satz 1. Damit das Integral

(6) Ofa, (Hds(t)

fiir alle bei t — oo konvergenten Funktionen s(t) aus &, existiert, ist notwendig und
hinreichend, dass a) a(t) stetig ist und b) eine Zahl ¢ > o existiert, so dass

Vara(f) < + oo

{e, o°)

tst. Es ist dann a(t) in (0, o) beschrdinkt und lim a(t) = a vorhanden.

t—>00

Dem Beweis schicken wir den folgenden bekannten Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 1. Es sei a(f) fir ¢ = ¢=< g stetig und es sei Vara(f) >b=o.
(@ F)

Dann gibt es zu jeder Zahl [> o eine in {a, 8) erklirte Funktion von be-

schrinkter Schwankung, fiir die

B
(7) sle)=s(@) =o0, |s(®)| =1 und fa(t)ds(t)>bl

24
ist.
Beweis. Wir konnen Punkte ¢ < o, < 8, <@a, < --- < 8, < 8 derart angeben,
dass

Zla(ﬁf)—a(ai)l > b

ist. Fiir jedes 7 setzen wir s(f) =1 =1 - sign [a(a;) — a ()] im offenen Intervall
(¢s, 8;) und = o0 in den iibrigen Punkten von (e, 8), so dass s(f) in dem Punkte
a; den Sprung /;, in dem Punkte 8 den Sprung —I; macht. Diese Funktion ist
in {e, 8> von beschrinkter Schwankung, geniigt den beiden ersten Forderungen (7)
und fiir sie ist auch

8 r
Ja@dst)=Sulale)—a@l =12 a(g) = ale)| > bl.
a =1

Beweis des Satzes. Die Bedingung a) ist notwendig. Denn ist a(f) etwa
im Punkt £, unstetig, so existiert das Integral (6) sicher nicht, wenn s(¢) eine
Funktion aus &, ist, die in diesem Punkt {, einen Sprung s(f, + 0) — s(t{,—o0)
macht, der # o ist.

Auch b) ist notwendig. Denn ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es
eine Folge von Intervallen {a, ) ohne gemeinsame Punkte derart, dass ;- oo

strebt fiir 2 —co und dass Var a(f) > %® ist. Nach dem Hilfssatz gibt es dann
{ar: Bry
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in {a, B eine Funktion s(f) von beschrinkter Schwankung wmit |s()] <]l;,
B
s(a) = s(8r) =0, f a(t)ds(f)> k. Wird s(f) ausserhalb der Intervalle (e, 8;) gleich
ay
Null gesetzt, so erhilt man eine gegen o konvergierende Funktion aus &,, fir
die das Integral (6) nicht existiert.
Die Bedingungen sind auch hinreichend. Sie sichern zuniichst die Existenz

des Integrals f a(t)ds(t) bei jedem ¢>o0. Da ferner die Verinderung von s()
0

um eine additive Konstante auf die Existenz des Integrals {6) ohne Einfluss ist,

so darf lim s (f) = 0 angenommen werden und diese Existenz folgt aus

£ g
Jalhdst)=a(@s() —ale)s(e) — [s(f)da(t)

durch eine triviale Abschitzung fiir grosse ¢ und g.

Satz 2. Die Integraltransformation (1) ist dann und nur dann konvergenzireu,
wenn bei jedem x = o die Funktion a(x, t) die im Satz 1 formulierten Eigenschaften
a) und b) hat und wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(N,) Es exustieren endliche positive Zahlen ¢, M und x, derart, dass

Var a(x, t) = M ist fir x = x,.

{e, o)
(No) Es st a(z, t) gleichmdssig beschrinkt fiir x = x,, etwa
la(z, )| = K fiir = x, t=0"

(L) Es st im a{x, t) = a*(t) fiir jedes t = o vorhanden.

T— 0
Sind diese Bedingungen erfillt und ist a*(t) ausserdem stetig, so wird der

Grenzwert lim o (x) = o durch die Formel

- oo

(8) g :joa*(t)ds(t)

geliefert.

* Wegen (¥,) wiirde es hier geniigen, die gleichmissige Beschrinktheit in 0 = ¢t = ¢ zu
fordern.
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Beweis. I. Die Bedingungen sind notwendig. Fiir die Bedingung (L) erkennt
man das sofort mit Hilfe der Funktion

o fir t¢
s(t>={ °

1 fir > 4,.

(o)

Denn fiir sie ist o(2) = a(z, t,). Wir diirfen also weiterhin (L) als erfiillt ansehen.
Die Notwendigkeit von (N,) beweisen wir dadurch, dass wir, wofern sie nicht
erfiillt ist, eine Funktion s(f)€ &, angeben, fiir die das Integral (1) nicht existiert.
Ist ndmlich (N;) nicht erfiillt, so gibt es zu jedem ¢> o0 und M > o beliebig
grosse z, fiur die
CZM alx, ) > M
ausfillt. Wird also ¢, > o0 beliebig gewdhlt, so gibt es ein x, >0 so dass

(Var a(z,, t)> 1 ist und folglich ein d; > ¢,, so dass auch noch Var a(z,, ) > 1*
¢y, %) {er, dy)

ist. Nach Bedingung b) von Satz 1 kann dieses d; zugleich so gross gewihlt
werden, dass
Var a(x;, t) <1
(dy, oo)
ist. Nun setzen wir die Funktion s(f) =o0 in <o, ¢,) und in d, und gemiiss Hilfs-
satz 1 in (¢, d,) so, dass dort |s(f)] < 1 uwnd
dy
[ala, ds) > 1
ausfillt. Sind nun schon die Intervalle (¢, d,), .. ., {tx—1, dr—1) mit ¢, < d; <
< ¢y <--- < dp-1 und die Zahlen x, < x, < --- < xx—1 bestimmt und ist die Funk-
tion s(f) schon in (o, dr—.) erklirt, so wird folgendermassen fortgefahren:
Es seien die Zahlen # und g so gross gewihlt, dass fiir z = &y
dr—1
(10) lfa(x', t)ds(t)légk
0
ausfillt. Solche Zahlen #; und gx gibt es, da das abgeschitzte Integral bei x - oo
einen Grenzwert besitzt.* Weiter wird c; > di—1 beliebig und ax > & so gewihlt,
dass Var a(xi, £) > kgr + k* ist, und schliesslich di > cx so gross dass schon

(ef, o0)

* Denn es ist gleich dem Integral (1), wenn man dort 8(#) fir o S ¢t = d;_; gleich der
obigen Funktion s(f), fiir { > d,_ aber gleick o wihlt.
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(11) Var al(x, t) > kge + k*, aber Var a(x, t) <1
(e, dp) (dy., o)

ist. Die Funktion s(f) setzen wir dann in (dx—1, ¢x) gleich Null und erkliren sie
in {e, dry nach dem Hilfssatz 2 so, dass

(12) sle) =s(dr) =0, |s(t)] =

ESAR ]

g
and fa(xk, Oas()> & (ke + B
93

ist. Die so erklirte Funktion s(f) gehért zu &, und es strebt s(f) — o; es ist aber
o dy ck o
‘a(xk)|=Ua(xk, t)ds(t)lilf!—lfi—lflzyk+k—gk——1=k—~l,
U 4% 0 dy

wie sich aus den Abschitzungen in (12) und (10) und, fiir das dritte Integral,

a
durch eine partielle Integration von f fitr d > oo ergibt. Denn a{zx,?) ist nach
d

(x1) fiir £ = d) beschrinkt und strebt fiir ¢ > co einem Grenzwert zu.

Schliesslich ist auch die Bedingung (N,) notwendig. Man erkennt dies am
einfachsten mit Hilfe des in der Fussnote 2) angefiihrten Satzes. Ersetzt man
nimlich die Werte einer Funktion s(f)€&, durch Null fiir { = ¢, so erhiilt man,
dass fiir eine beliebige Funktion s(¢f), die von beschrinkter Schwankung in
o, ¢) ist,

4

lim | a(x,f)ds(t)

T—0e

vorhanden sein muss. Diese Funktionen s(f) bilden einen Banachschen Raum V,
wenn die Norm des Elementes s =s(f) in ¥V durch [s| = Var s(f) erklirt wird.
(0,¢)

Das Integral
(13) | F(s)= [ a(t)ds(t)

stellt dann bei stetigem a(f) ein lineares Funktional im Raume V dar, und die
Norm von F(s) ist gleich Max |a(f)|.® Aus der Konvergenz der Funktionale

(14) ja(x, Hds(f)

bei # - oo folgt also in der Tat die Bedingung (N,).

® Vgl. z. B. BANACH, a. a. 0., 8. 59 und 189—1I9o,
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II. Die Bedingungen sind hinreichend. Zunichst ist das Integral (14) fiir
jedes ¢>o0 und jedes s({)€S, bei x -~ oo konvergent. Denn ist s(f) monoton
nicht abnehmend, #(s) die zu s(f) inverse Funktion, so ist das Integral (14) gleich

dem Lebesgueschen Integral
glc)

a(z, t@)ds.

{0}

L

Da hier der Integrand bei festem s nach (L) fiir x — oo konvergiert und fiir alle.
in Betracht kommenden x und s dem Betrage nach unter K liegt, so konvergiert
das Integral bei x - oo nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz gegen

8(c) I
(13) fa* (t(s))d.9(=fa* () ds(t), falls a*(¢) stetig ist).

£{0) 0
Dasselbe gilt, wenn s(f) monoton nicht wachsend ist, und deshalb auch fiir jede
Funktion von beschrinkter Schwankung s({).

Um die Existenz des Grenzwertes lim o (x) nachzuweisen, geniigt es nun zu

d r— "
zeigen, dass das Integral f a(xz, t)ds(t), also auch das Integral f alx, t)ds(}) fir
c ¢

hinreichend grosse ¢ und d beliebig klein wird und zwar gleichmiissig fiir alle
hinreichend grossen x. Da nun die Anderung von s(f) um eine additive Konstante
in diesem Integral dessen Wert nicht beeinflusst, so diirfen wir bei diesem Nach-
weis lim s(f) = o annehmen und dieser ergibt sich sofort aus

fa(x, t)ds(t)=alx, d)s(d)— alz, c)s(c)—fds_(t)da(x, t)

durch einfachste Abschiitzung.

Da die Differenz der Integrale in (14) und (15) bei stetigem a*(f) fir hin-
reichend grosse z beliebig klein ist und fiir hinreichend grosse ¢ sich das erste
von o(x), das zweite von dem Integral (8) beliebig wenig unterscheidet, so folgt
schliesslich auch die Richtigkeit der Formel (8). Bei dieser hiingt ¢ natiirlich nicht
von dem Wert lim s(f) =s ab, da, wie schon hervorgehoben, ein Stieltjes-Integral
durch eine Anderung von s(f) um eine additive Konstante nicht beeinflusst wird.

Aus diesem Grunde ist es nicht méglich, ohne weiteres von der Permanenz
der Transformation (1) zu sprechen. Die Lage indert sich jedoch, wenn man
annimmt, dass s(f) etwa durch
(16) sfo)=o

normiert ist. Dann gilt der
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Satz 3. Bei der Normierung (16) von s(t) ¢st die Integraltransformation (1)
genaw dann permanent, wenn ausser den Bedingungen a) und b) von Satz 1 und
den Bedingungen (Ny) und (N,) von Satz 2 noch

(L) lim a(x, ) =1 fiir jedes t =0

erfitllt »st.
Beweis. Dass (L,) notwendig ist, ergibt sich wieder mit Hilfe der Funk-

tion (9). Dass es hinreichend ist in Verbindung mit den iibrigen Bedingungen,
folgt aus der Formel (8), da in diesem Falle

oszd.s'(t)———lim s{t)—s(o)=1s

{— 00

ist.

§ 2. Zusammenhang zwischen den dualen Limitierungsverfahren.

Fiir ein konvergenztreues Verfahren

=3

(1) o(w)zfa(x, tids(f)

1}
existiert nach Satz 2, da (,) erfiillt sein muss, der Grenzwert

lim a(x, t) = a ().

f— o0

Uber den Wert von a(z) lisst sich folgendes sagen. Ist lim o(x) wenigstens

2 00

fiir eine beschrdnkte, bei t - + oo divergente Funktion s(t) vorhanden, so st
{17} lim a{z, §) = o, x = o0.
1= 0

Denn beide Integrale in

o

j‘a(x, t)ds(t)=alx, ¢)s(c) — a(x, o)s(o) — fs(t)dta(x, t)

1]

haben fiir dieses s(f) bei ¢ -> co einen endlichen Grenzwert (das zweite Integral
wegen der Bedingung (NV;) und der Beschrinktheit der Funktion s(#). Daher hat
auch a(z, ¢)s(c) bei ¢ -~ oo einen endlichen Grenzwert, und da a(x, ¢) > a(c) strebt,
muss (17) erfiillt sein.

Wir wollen wieder s(t)€&, in (1) durch die Festsetzung (16) normieren. Ist
noch (17) erfiillt, so geht aus (1) — zuniichst ganz formal — durch eine par-
tielle Integration
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(18) fs dga Z, t
0

hervor, d. h. ein Verfahren vom Typus (3), das wir wieder als dual zu (1) be-
zeichnen.

Wir wollen jetzt genauer den Zusammenhang zwischen (1) und (18) verfolgen.
Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz iiber die Umkehrung eines Stieltjes-

Integrals.
Hilfssatz 2. Es sei a(t) stetig und positiv im Intervall <o, ¢), s(¢) in ihm

von beschriinkter Schwankung und
¥

(19) ely) = [ a(t)ds().

0

Dann ist auch ¢(y) von beschrinkter Schwankung und
" dol)
(20) s(ﬂ)—s(a)———ffm» b=a<g=o).

Beweis. Es geniigt eine monoton nicht abnehmende Funktion s(f) zu be-
trachten. Dann ist auch ¢(y) monoton nicht abnehmend, die Existenz der rechten
Seite von (20} also gesichert. Dieses Integral ist der Grenzwert der Summen

=2t

wenn o =f, <t <---<t,=p eine Zerlegung des Intervalls {e, §) bedeutet, die
7; irgendwie zwischen #-; und ¢ gewihlt sind unc die grésste der Léingen der
Intervalle (#;1, &> gegen Null strebt. Nun ist nach dem Mittelwertsatz

t, — o (ti-1)],

o(t:) — e (ti-1) =) f = a(w) [s(t) — s (-]

Wird in der Summe § speziell 7; = 1; gewihlt, so wird

n

§= 2 [s{t) = s(ti-a)] = 5 (8) — sa)

i=1

und daraus ergibt sich die Behauptung.®

¢ Aligemeiner liefert derselbe Beweis: Es ist unter den angegebenen Bedingungen fiir eine

stetige Funktion b ({) p
fb(t asty=/ %d@(t}.

4
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Satz 4. Es sei a(t) > o und stetig fiir o < ¢ <+ 00, ferner lim a(t) = 0 und

t— 0

schliesslich

(21)

a(

i <
IA

I
ar ——
t=c @ ()

M
o)

mit einem festen M = o fiir alle ¢ > 0. (Diese Bedingung st insbesondere erfillt,
wenn a(t) monoton gegen o abnimmt,) Existiert dann fiir ein s(t)€S,, das durch

o0

(16) normiert ist, das Integral f a(t)ds(t), so existiert auch das Integral f s()da(?)
0 0
und es gqult

(22) faasty=—[s@da(.
Beweis. Es ist
fs(t)da(t)=a(x)s(x)-fza(t)ds(t).

Wird ¢(y) durch (19) erklirt, so ist nach dem Hilfssatz 2
) — o) — i de(t)
sla) = slo) — so)= [ %28
0

Um den Satz zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass fiir jede Funktion
¢ () €&, die fiir { > oo konvergiert, der Ausdruck

z

a(x)sx) = alx) f dag((ti)

fiilr # - oo den Grenzwert o hat, oder also dass die Transformation

d afd)
[ bz, Odo(t) mit b(x, t)———la(t) mnost=z
u l0 fir t>x

die Bedingungen des Satzes 2 erfiillt und lim b{z, {) = o ist fiir jedes t = 0. Das

xT— o0

ist aber offenbar der Fall.
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Satz 5. Es seien

(23) old) = f s(dale, 1
und
(24) E(ac)=—f alx, ) ds(t)

zwer duale Limutierungsverfahren, die fiir die durch (16) normierten s(t)€S, be-
trachtet werden. Es sei a(x, t) fir alle x = 0 und t = 0 positiv, es sei lim a(x,t)=0

t— o0

Jiir jedes x = o und

mit einem von c freien M(x) oder es sei alx, t) fiir jedes x = 0 monoton gegen 0
abnehmend (und dann ist die Beschrinkung a (x, t) > 0 unwesentlich, es darf auch=o0
sein). Dann ist das Verfahren (23) in dem Verfahren (24) enthalten’, es ist sogar
fiir alle x = o ,
olz) =alx).
Der Beweis folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Satz, da der Fall
einer monoton abnehmenden Funktion a(z, ¢), die fiir hinreichend grosse ¢ gleich
o wird, trivial ist.

In der entgegengesetzten Richtung gilt der

Satz 6. Fiir jede& x =0 set a(x, t) in (0, 0) von beschrinkter Schwankung
und es ser fir t=1
(25) la(z, )| = M(@)|alx, t) — ale, t — 1)

Dann ist das Verfahren (24) tn dem Verfahren (23) enthalten, wenn man dabei nur
solche Funktionen s(t)€S, beriicksichtigt, fiir die ausser (16) moch die Bedingung
erfullt ust, dass fiir ein geeignetes K

(26) ls(t) —s(t)| = K st fiir alle t, ' mit |[t—t]|<1.

Es ist dann sogar wieder o(x) = o(x).

Beweis. Wegen

fs(t)da(x, 6= alx, c)s(c)——fca(x, t)ds(t)

* D. h. jede nach dem ersten Verfahren limitierbare Funktion aus ©,, ist auch nach dem zweiten
Verfahren limitierbar und zwar zn demselben Grenzwert.
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und der Existenz des Integrals in (23) geniigt es zu zeigen, dass a(x, c¢)s(c) > o
strebt fiir jedes x = o bei ¢ » oo, Es ist aber

la(z, o)sle)] = M(@)|alz, o) —alz, c— 1)[]s(c)]

= M(@)| [sle)dealz, ]

< u@){] [s(0aale, 0] +| fl[s(c)—s(t)] dalz, )|}

und hier strebt das erste Integral gegen o, weil das Integral (23) existiert, und

das zweite, weil es < K Var a(z, t) ist.
c—1=t=se

§ 3. Anwendungen und Beispiele.

Wir behandeln zunichst das Verfahren der bewichteten Mittel P

rf :
p p—— = - —
() o) =ol) =5 [ 20s@ar, Pl [ plar,
0 0
wobei p(f) — das Gewicht des Verfahrens — fiir { = o positiv und stetig und

die Funktion s(f) in jedem endlichen Intervall L-integrierbar sein soll. Das Ver-
fahren P ist bekanntlich genau dann permanent, wenn lim P(z) = oo ist.

X o0

Satz 7. Es seien (P) und (Q) zwei solche Verfahren mit den Gewichten p(f)
und q(f). Dann ist P in @ enthalten, falls dive Funktion

q(t)/p(1), o<t<+oo

monoton nicht wachsend und das Verfahren @ permanent ist.

Beweis. Wir driicken
: _1 o
oq(m)—W)Jq(t)s(t)dt~Q(x) zf gsdt+ Q(m)qudt

durch o(x)=o?(x) aus. Da q(t)/p(¢) stetig und p(f)s(f) L-integrierbar ist, darf
das letzte Integral als ein Stieltjes-Integral geschrieben werden. Man erhiilt so
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z

ISR T I
o1 (2) = o (1) + mlfp(t)d(m)am)

z

o)+ L (a0 b g,
—o(1) + Q(x)B[q(t)a(t)dt+ Q(x)ljp(t)p(t)d 0.

Hier stellt das zweite Glied rechts eine permanente Transformation von o ()
dar und konvergiert gegen lim o(x)=s. Es ist also nur zu zeigen, dass das
T—+ 0

dritte Glied -> o strebt; o(f) ist dabei von beschrinkter Schwankung im Inter-
vall (0, z) (ja sogar absolut stetig) und fiir ¢ - co konvergent. Wir beweisen den
Satz indem wir dieses Glied in der Form der Transformation (1) schreiben mit
P{tyg(t) ..
——L fir 1Et=x
alz, t) =1 p(t) Q)

o) fir >z

und fiir diese Transformation die Bedingungen des Satzes 2 nachpriifen. Es ist
hier a*(t) = o stetig und also nur noch die Bedingung

(27) lgflél‘z q_(;_)(]t;‘(ﬁ = MQ(x), x=0

nachzupriifen. Fiir ein beliebiges = o wiihlen wir eine Zerlegung 1 = t,<t;<---
- <tp=1x des Intervalls (1, z), die so dicht sein soll, dass |p(z)/p(z')] <1 + ¢,
19(2)/q(z)] < 1 + & ausfillt, sobald 7 und «" demselben Teilintervall der Zerlegung
angehéren. Es sollen 7,, 7, durch

P(t)) — P(tv—1) = p(®) (t. — t,-1),

Q) — Qtv—1) = q (@) (ty — ti-1)
definiert sein. Dann ist die Zerlegungssumme fiir die Schwankung der Funktion
q P/p gleich

i q(t.) P(t.)  q(t—1) P(tv—l)'

y=1 D (tv) P (tw-—l)

S Lid v/ \oy T -1 o 1:) r—1

Die erste Summe rechts ist

S0+0 3 alt) b~ S+ ot D gt — b

v=1

=(1 + &)* @(x).

=3
—
o
N
3
—_

)
<

t

-

=
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Die zweite Summe ist (mit {_; = 1):

= Z P(ty-1) [Q—%-I; — ‘I(tw;]

y=]

2

— Pt ;—g—; + ; g Ei; [P(t) — Plti)]

= (1 + & Q).

M

Also gilt (27) mit M =2(1 + &*

Folgerungen: 1. Ist p(f) monoton nicht abnehmend, so ist P in dem Verfahren
C, der arithmetischen Mittel enthalten: P < C,.

2. Ist p(t) monoton nicht wachsend, so gilt C, < P. Ganz speziell: das Ver-
Sahren der logarithmischen Muttel

x

a(x)*——l— f#dt

- log z
1
enthdlt C,.
Als ein Beispiel der Anwendung der Siitze von § 2 betrachten wir die Reihen-
transformation
(A) On = Z Qnv Uy,
=0

die aus der Transformation (1) entsteht, wenn dort die Funktion s(f) die Treppen-
funktion (g) ist, # durch die ganzzahlige Veriinderliche n ersetzt und a(n, v) = @,
gesetzt wird. Die Funktion a(n, ) denken wir uns fiir jedes 7 linear zwischen
diesen Werten interpoliert. Die duale Transformation hat hier gemiss dem
Formelpaar (23), (24) die Form

o
\
(B) Op = Z b’nv &y, b‘nw = Apv — Qp,v+1-
=0

Aus Satz 5 ergibt sich:

Satz 8. Das Verfahren B ist in dem Verfahren A enthalten, falls an, > 0 ust,

any = O strebt fiir v -~ 00, n=10, 1, 2, ... und falls
»
1 1 M,
(28) | — = =
e=0 |Gng  On,o+1 Qny

gilt mit einem v-freien M, (insbesondere also wenn an, monoton gegen o strebt).
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Dem Satz 6 entspricht hier
Satz 9. Das Verfahren A ist in B enthalten, falls fiir jedes n=o0,1, 2, ...

die Rethe Z bno = any absolut konvergiert und fiir alle v gilt

o=
e

2 bug

o=

(29) < M, | bayl.

Die unangenehme Bedingung (26) des Satzes 6 konnte hier weggelassen wer-
den, weil man im Beweise jenes Satzes im vorliegenden Fall einer Treppenfunk-
tion (9) mit ganzzahligen ¢ auskommt, also die Bedingung (26) nur fiir ¢, ¢’ braucht,
die einem ganzzahligen Intervall (¢, ¢ + 1) angehoren; unter diesen Voraus-
setzungen ist (26) trivialerweise von selbst erfiillt.

Aus Satz 8 und 9 folgt:

Satz 10. Die Verfahren A wund B sind dquivalent, falls es fiir jedes n eine
Zahl o < qn < 1 gibt mit

(30) Oéan,vi—léQrzanv, n,vy=0,1,2,...
Entsprechendes gilt natiirlich auch, wenn » durch einen stetigen Parameter

ersetzt wird. Durch Anwendung dieses Kriteriums erhilt man insbesondere leicht:
Das Abelsche

olr) =D r(1—1)s, o<r<iu, r—>1)
und das Borelsche Verfahren

o(x)= D e *= s, (x > + o0),

die hier die Form B haben, sind den entsprechenden dualen Verfahren A4 dqui-
valent.

Zum Schluss wollen wir zeigen, dass im Allgemeinen, wenn keinerlei zusitz-
liche Voraussetzungen ausser der Permanenz von A oder B gemacht werden,
weder A < B noch B < A zu gelten braucht. Genauer zeigen wir durch Gegen-
beispiele, dass die Bedingungen der Sitze 8 und 9 nicht ausreichen, um die
Aquivalenz der dualen Verfahren zu sichern.

1. Es gibt ein permanentes Verfahren B, das die Eigenschaft (29) hat, das

aber das duale Verfahren A (mit ny = b"e) nicht enthdlt.
o=v



Uber Limitierungsverfahren, die von einem Stieltjes-Integral abhéingen. 271

Wir wihlen
¢, O o, O a, O
» (6] I o o «, O . . . . I
B:(bnv): 1 = . av:-—_az'
o0 I @ O. ... (r+ 1)

(29) ist offenbar erfiillt. Fir die Folge {s,} mit sy, =(— 1)'(v + 1)"*, spsy1=0

(v=o0, 1,...) strebt die zugehorige B-Transformierte
w -4 I
|\ .
S SR YR E
v=n v=n Vo + 1
Dagegen ist fiir jedes n =o0, 1, ... die Reihe Zan, s, divergent, denn es ist bei

jedem n fiir hinreichend grosse »
3 1
N
n, 0y = D)
S le+ 1)
I .
also = 0 (—), 80 dass Qy 2y 82, > 00 strebt fir » - oco.
k4

2. Es gibt ein permanentes Verfahren A, das das duale Verfahren B (mit
buv = Any — @n,v+1) nicht enthdlt, obwohl fiir B die Bedingung (28) erfillt ist.

Es sei

| I 1

i1+1{1 o o - ©o 0 —

I 2 22

1] 1 1

I 1 11+;; o o

B:—.

I 1 R
1 I 11 ==

221 2%
I 1 11 1 1 1 1.

Offenbar gibt es Reihen Zu, mit den Bigenschaften

1
Ugp—2 = O, Z,HSv - + oo

und

1
U Tty F o+ Uzymn T Uz T (I +2—,.)'llav = 0.
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Eine solche Reihe ist A-summierbar zum Wert o. ¢, in (B) dagegen hat fiir sie

keinen Sinn, weil fiir jedes » und v=3n 4+ 1

1 I I
bn.3v+l S3v4+1 — _—.; - 2_v“3" = Z,;uﬁh'

ist, also bu, s, bel » > oo unbeschrinkt bleibt.



