LES FAMILLES DE CONES DE MEME SOMMET QUI POSSEDENT
DES HARMONIQUES.

Par

RENE LAGRANGE

4 DiyoN.

J'ai montré dans un article antérieur’ que les familles orthogonales de sur-
faces de révolution qui possédent des harmoniques sont les cyclides de révolution,
et que les équations différentielles qui fournissent ces harmoniques sont des
équations de Bessel, de Legendre et de Lamé. Lorsqu'on se pose la méme ques-
tion pour les cylindres paralléles, ou pour les cones de méme sommet, on ne
trouve auncune famille qui ne soit classique; ainsi, les seules familles de cylindres
paralléles possédant des harmoniques sont les familles orthogonales de plans
paralléles, de cylindres coaxiaux circulaires associés i leurs plans diamétraux, de
cylindres paraboliques homofocaux, avec l'équation de Weber, et les cylindres
elliptiques et hyperboliques homofocaux, avec l'équation de Mathien. On ne
trouve également que les cdnes homofocaux, mais ce probléme offre la parti-
cularité intéressante de conduire & la résolution d'une équation différentielle
elliptique analogue & celle dont dépendent les familles de surfaces de révolution;
la détermination de ces cOnes résulte, en effet, de la résolution de l'équation

du\® 1 3 2
da) = At +4bud+ 6cu® + 4du + e,

Ia seule différence résidant dans la nature des coefficients constants a, b, ¢, d, e,
qui sont assujettis & la seule condition d'étre réels pour les harmoniques de ré-
volution®, tandis qu'ils sont assujettis ici aux conditions e = &, d———-—i, ¢ réel.
Ces conditions sont d’ailleurs invariantes dans toute rotation autour de l'origine,

ce qui permet de simplifier I'équation, et, en particulier, d’annuler les coefficients

! «Les familles de surfaces de révolution qui poss¢dent des harmonigues », Acta mathematica,

t. 71, 1939, p. 283—315.
® Loe. cit. p. 292.
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extrémes a et e et de supposer que b, ¢, d sont réels comme pour les surfaces

de révolution.

1. Considérons une famille de cdnes dont le sommet commun o est pris

pour origine d'un systéme de coordonnées rectangulaires «x, y, z. Soit

Ew, y, &)= C
V'équation de cette famille, et
n(x, y, 2) = C*

celle des cones orthogonaux. Les coordonnées polaires 7, 6, ¢, de pdle o, d'un
point de l'espace par lequel passe un cone et un seul de chaque famille, sont
des fonctions uniformes de &, #, r, k

0=00E 7, o=¢En r=nr

La condition d’'orthogonalité des deux familles de cones est

(1) — — +sin* -7 - =0,

00
Te = l 0 il
(2) ]d§ sin 0
lﬁﬁ_ sin 00g
day - L 0§

Rapporté aux parameétres &, 7, r, le ds® de l'espace est

d0\* a6\* 1
2 __ 7.2 .211: k) 2 2
ds®=dr® +1 [(05) + 4 ((f—)n)](dg + 12‘“7)’

de sorte que 'équation de Laplace 4V (& 7, r) = o s'éerit

(3) 9 (Lf’?‘]f) + 9 (;,QZ) L I[(ﬁf?)"’ T (19)2] (7,(,,2?1) o
3 aE\L 0t ) T ong\"an) T |\t ag) 1or\" or) ™

On se propose de rechercher dans quels cas cette équation posséde des inté-

grales primitives, de la forme

(4) V=f& g r) ME) Ny R(),
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ou f est une fonction déterminée, tandis que les autres facteurs dépendent cha-

cun d'un ou de plusieurs paramétres. En posant

o316 -2 G) ]

la substitution de V'expression (4) dans (3) donne I'équation

f [d2JtI+ 0 (1 f2) ]l[] +lf[d2 0 (loor,l”)dN] n

578 T dE dr* oy dy

(5) + 9, ")%p[% + %(IOg "gfg)%lg] T g()l 39 T (lzv’;)
e () o

d’ol résulte immédiatement que log (1% f2) doit étre la somme d'une fonction de
r et d'une fonction de & 5; mais alors f est le produit d'une fonction de 7 et
d'une fonction de & 7, de sorte qu'en associant ce premier facteur & R(»), on
peut supposer que f ne dépend que de £ et 7, ce que nous ferons. Il faut en
) 2
outre que 0—t(log J%) soit indépendant de 7, et que % (log 4 f*) soit indépendant
2
de &, donc que " et Af* soient tous deux le produit d'une fonction de & par
une fonction de 7; cette double condition équivaut 4 la condition que f et A
soient eux-mémes le produit d'une fonction de § par une fonction de 7.
r(®)
q(n)

donne aux équations (2) la forme

[_-,L -(z (log tg g) —— QQ,

13\ K (10(, o 4) __ 1 99
gln) on\"= " 2 (&) 0§

donc il suffit de substituer a4 & 7 les variables fp(§)d§ et fq(n) dn pour étre

Or 'égalité A=

ramené au cas A== 1. On peut ainsi, sans restriction de la généralité, se borner

a considérer les familles de cones £ = const., 5= const. pour lesquelles

0 /)
e
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cest 4 dire telles que log tg g et @ soient deux fonctions harmoniques conjugées
des vartables &, .

Enfin les denx facteurs de £ et de 7 respectivement dont se compose f peun-
vent entrer dans M et N, ce qui permet de faire f= 1; 1'équation (5) prend
ainsi la forme simple

1 d°M  1d*N | 4,0fd*R  2dR}
(©) MaF P Nap TR [ **]“’0’

dr? * r dr

et se décompose tout de suite en les deux équations

(7) 1'2(Z’§+ 21’%’1_—2—kR=0,
1d*M 1d°N
(8) ‘]T,Id—gz”!‘l—\;—dF-l-kdle—O,

ol k représente une constante complexe quelconque. (7) est une équation d'Euler,
admettant les intégrales particuliéres R =% ou « est fourni par l'équation
caractéristique a(e + 1)==%. En posant Z=m(m + 1), ol m est un paramétre

complexe quelconque, 'intégrale générale de (7) est
(9) BR=C, ™+ Cyr—m"1,

Il faut ensuite que (8) soit résoluble quel que soit ce paramétre %, donc. que
4,0 soit la somme d'une fonction de § et d'une fonction de 7, soit

(10) 4,0 =g (&) + h(n).
Cela suffit, car (8) se décompose alors en les deux équations

d* M

I + [mm + 1)gE)+ C] M=o,
L d§
(13) aA:*N

At + [m(m + 1)h(n) — C] N =o,

ou C est une constante quelconque. On peut d'ailleurs annuler C, sauf pour
k=0, car on a encore

Nous avons ainsi démontré le
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Théoréme. Les cones orthogonaux, de sommet o, § = const., n = const., pour
lesquels U'équation 4V = 0 admet des intégrales primetrves de la forme

V=f& n r) ME N R(),
ou f est une fonction convenable, et M, N, R des intégrales d'équations différentielles
C o 0 . .
lendaires, sont ceux pour lesquels log tg 5 est une fonction harmonigue de &, 1, telle que

02

%67}410:0.

. . o 0
p(&n) est une fonction harmonique conjuguée de log tg . On peut supposer f=1,

et, st
4,0 =g(&) + hin),

les harmoniques primitifs sont de la forme

rm
pm—1 ’

V= M(&) Nn)

oit M et N sont les intégrales générales des deux équations (11).

Observons que M(§), N(n) sont homogénes de degré o en z, y, 2, puisque
£ = const. et 7= const. représentent des cOnes, de sorte que M () N(n) ™ est
un harmonique homogéne de degré m; on sait que son quotient par #27*! con-

serve 1'harmonicité, ce qui donne l'autre harmonique M Ny~™"1
2. Pour déterminer la fonction (&, 5), posons
e=E5+zy, B=EF—in;

g .
tg ;e“l’ est une fonction analytigne de la variable complexe «, soit
6 .
ol =—
tg €7 =u(a),
0 _. . . .
et tg 5 *? est une fonction analytique de 8, soit
6 .
tg e =v(8).

0
On peut supposer que &, 7n prennent des valeurs complexes sans que log tg;

cesse d'étre harmonique, ce qui permet de considérer «, # comme deux variables

complexes indépendantes. L’expression
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(12) tg*®

6
5= u(a) v(8)

6
qu'on en déduit est bien la solution générale de o log tg 5 =0 si u(e), v(9)

sont deux fonctions analytiques arbitraires de « et de 8. Il vient alors

0_.0——0 29_ t‘ ’ Q_B—- Q tg ,
5o, = cos® —cot —u'v, 98 cos® , oot —ut,
donc
06\* 76\2 06 96 .0 , 0
410—(0—§> +(%) ——4%@ 4 cos* ;cot ;mu@
ou, compte tenu de (12) lui-méme,
4,0 — 4u' (@) v'(8)
(1 + uv)

Cette expression est analogue 4 celle rencontrée dans le mémoire concernant

les surfaces coaxiales de révolution', et n’en différe que par le changement de

¥ en —3 On a vu, a cette oceasion, que, pour que 55—0—7] 4,8 =o0, il faut et
il suffit que u(e) et — z%ﬂ) vérifient les deux équations® différentielles elliptiques
aux mémes coefficients constants a, b, ¢, d, ¢
2
(gi;) =au®+ 4bud+ 6cu® + 4du + e,

1 2
d(_;) —1\* —1)\3 —1)\? — 1
*’dfﬁ’“" =a(—v—) +4b(—;‘) +6C(T) T4d—v+€,
ou enfin
(13)

{u'(a)gzau“ + 4bud + 6cud + 4du + e,
v (B)2 = ev* — 4dv® + 6¢cv®— 4bv + a.

Il ne reste plus qu's choisir les coefficients constants de maniére que u, v
soient conjugués harmoniques en méme temps que ¢, 8; « () et v/ {8)® le sont
aussi, donc il fant que ¢ et — d soient imaginaires conjugués de a et b, respec-
tivement, et que ¢ soit réel; ¢a suffit évidemment, en prenant soin de choisir les va-

leurs initiales 8, v(8,), v’ (8,) imaginaires conjugués de «,, u (a,), #’(a,) respectivement.

! Loc. cit. p. 2go.
? Loe. cit. p. 292.
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Nous avons ainsi démontré que u = tg ;e“” est Uintégrale générale de I'équation
différentielle & coefficients constants

d/% 2 4 3 @ T - 2
(14) da) =2 +4bu® + 6cu’ — 4bu+ a ¢ réel.

3. Les coefficients de cette équation dépendent non seulement de la famille
des cOnes en question, maijs encore des axes de coordonnées auxquels elle est

rapportée. La demi-droite de colatitude 6 et longitude ¢ perce la sphére

2+ 9y +22=1 au point x =sin 6 cos ¢, y =sin @ sin ¢, z = cos 6, auquel on
L. . . 0 8 .
associe sa projection stéréographique X = tg; cos ¢, ¥ =tg L sin g, Z=o, et

I'on sait que la rotation réelle la plus générale du premier se traduit, pour le
second, par la transformation homographique
AU —a : 0 .
u= v H u=X+:1Y =tg €&,
pU+ 2 2

oti 4, u sont deux nombres complexes queleconques, et 2, & leurs imaginaires con-
jugués. Aprés une telle rotation, (14) est remplacé par

2
(14) (%%)=AU4+4BU3+6CU‘=‘—4BU+A,

avec
A+ pp)PAd=alt+402%u + 6elu® — 4bAud + aut,
(Ah+palB=—aldp + bAt(AA — 31 i) +3edul—ua) —bul(3hi—un) +

_ B +alub,
AL+ pa)lC=al®@®—2bdaAl—pi)+ (22 —42dua+ u* i

2 22y
—2bdu(lh—pa) + aiint
On peut alors choisir 4 et x de maniére a annuler 4; il faut et il suffit que
j_z soit un zéro #, du second membre de (14), ce qui correspond bien au fait que
U = oo est un zéro du second membre de (14’). On peut alors écrire

(ug it + 1)2B=g[— awd + bl (g ity — 3) + 3 cuy(ugitg — 1) — (3 g Gy — 1) + @ i),
(o ity + 12 C=aul + aas— 2(buy + biy) (up ity — 1) + i — 4y ity + 1);

si C est bien déterminé par le choix de u, B dépend en outre du facteur f_i,
I
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de module 1, qui permet de rendre B réel. Observons d'ailleurs que la rotation
autour de l'axe oz se traduit par la transformation homographique

ce qui donne

de sorte que le facteur % de l'expression générale de B correspond i une rota-

tion autour de oz, qui laisse invariants ¢ et 1'égalité a = 0. En résumé, les fa-
melles de cones cherchées se déduisent, & ume rotation prés autour de lewr sommet,

. 0 . : .
des tntégrales u = tg ;e"l’ de l'équation différentielle

2
(18) (%)=4bus+6cue—4bu

ot b et ¢ sont deux constantes réelles.

4. Discussion. Les deux coefficients b, ¢ ne peuvent étre simultanément nuls,
car u(e) = C* définit une droite réelle § = Ct*, ¢ = (', et non un coéne. Supposons
donc tout d’abord b=o0, ¢ 0. Il vient tout de suite

u = eVbcla—a);

8i ¢ > 0, ceci donne

YN

= gVécli-§,), Q= Vée (n —mo),

tg

tandis que ¢ < o donne

0 L B
tg P e=Y—6cin~n), Q= V—6c(E— &)

Les cOnes correspondants sont les cénes 8 = (', de révolution autour de oz, et
leurs plans diamétraux ¢ = (C**. En permutant au besoin £ et — 7, on peut sup-
poser ¢ >0, et méme réduire ¥'6¢ & 'unité en remplacant § et 7 par des quan-
tités proportionnelles. On peut aussi supposer & = 7n,=o0. Il suffit donc de

considérer la solution

° = e§+l'"l, tg ; = eE, @ =1.
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Les harmoniques correspondants sont les harmoniques sphériques, comme on le
vérifie d'ailleurs aisément. On a effectivement v == ¢$~7%, done

44’ 4es i

(1 +uv) (145 ChiE

I

de sorte que les équations (11), ol l'on fait g(§)= h{n) =o0, et ou l'on

© Ch’
pose C =—n? s'écrivent
M fmm+1)
i Mg ] ar=e
N

2 = =
dn!+nN——o n=g.

Compte tenu des égalités Ch§ = 'giTIl—B—, d@=sin 8d%, la premiére de ces équa-
tions se transforme en l'équation de Legendre de P™(cos 6)

M aM n®
D +cot0W+ [m(m+ 1)-—si112 O]M——o,

ce qui donne bien les harmoniques

uN rm P (cos 6) cos rm
pm=1" Qm (cos 6) sin ") —m-1

5. Etudions maintenant le cas général oi b 7 0. Le changement de variable

,,_I_( J_)
“h\PT 2
transforme (13) en ,

, dp\®

(16) (d—g) = 40" =90 — s,

\

ol
gs =3¢+ 40% gy=—c*—2b%c

sont réels; de plus, g, est positif. Les zéros du second membre de (16) sont

eglz——cngcg-i- 16 H*
e) 4

donc réels et distinets. p est la fonction elliptique de Weierstrass p (¢ —ay; 95, 93),

d’invariants réels, et
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—c 1 . —c¢ 1
M:_z”b_“'*'gp(a — Qo; Y g3)7 vz?b_+gp(ﬂ—‘80’ 9293)

oy, 3, doivent étre imaginaires conjugués; on peut méme les annuler, ce qui
donne enfin

_Pp (@; 95, 95) 6 e — ﬂﬁ» g2 9s) .
(17) e R
La projection stéréographique B3, de coordonnées X, Y, Z = o0, du point courant
x, 9, z) de la famille des cOnes, déerit done le résean £ = Ct, n = Ct des courbes
Y n

planes définies par les équations

— b —C L patpB

X—tgzcosq)—— 2b+ 20 )
(18) 0 pa—p8

Y—tgzsm¢—— Py

Z =o,

avec a =&+ 479, B=£&5—1¢7n (e sont les équations rencontrées dans le mémoire
cité!, aux notations prés. Le réseau décrit par M se compose donc de deux
familles de Cartésiennes homofocales, d'axe ox, admettant sur cet axe trois foyers

réels dont les abscisses sont les racines de l'équation

c’est & dire

ou enfin
X,| _—3ct Vo + 164

X, =o, =
! X,/ 4b

L’équation cartésienne de ces familles est
4 2 c q 2
(19) [(bX+—)+b2Y2—2§(Z)X+—)+i—2§2] —
2 2 4
¢
—ar—at—aw |z (px+ %)+ | =0

ou les valeurs { = p(2§) et { = p(2¢7) du paramétre déterminent les deux Carté-
siennes qui passent par le point (18). Ces Cartésiennes ne dépendent que des

! Loc. cit. p. 299—302.
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deux paramétres Z et %, leurs familles sont donec les familles des Cartésiennes

homofocales d’axe ox, dont les foyers sur cet axe ont les abscisses X, = o, X,,
—;(:I- Nous avons ainsi établi que les comes correspondant & [I'épuation (15) ol
b0 sont ceuxr dont Uintersection avec la sphére r = 1 est la projection stéréogra-
phique de la Cartésienne la plus générale du plan x oy, admettant powr foyers
Uorigine et deux points véels inverses par rapport & la sphére r = 1.

L'intersection avec la sphére est donc une biquadratique sphérique (eyclique)
ayant pour foyers le péle 2z =-—1 de la projection, et les inverses des foyers de
la Cartésienne, c'est & dire le point (0, 0, 1) et deux points de la sphére diamé-
tralement opposés. Réeiproquement, toute cyclique de la sphére r =1, ayant
quatre foyers réels diamétralement opposés, est la projection stéréographique, par
rapport & l'un de ses foyers, d'une Cartésienne ayant pour foyers le centre de
la sphére et deux points réels inverses par rapport i la sphére »=:. On peut
donc encore dire que les cOnes en question sont ceux dont l'intersection avec
la sphére » =1 est la famille des cycliques homofocales ayant quatre foyers réels
diamétralement opposés. Ce sont donc des cones ayant sculement quatre dirottes
Jocales, dont deux réelles, c'est it dire des cones homofocaux du second degré.

6. Effectivement, posons

de sorte que

2P+ el—=1g, 4l —gi—0,=1{lg—20;
(19) s’écrit
| (6 (X* + Y*) = bl X —(lg — 01 — 1(lg — 2 V%) (20 X + g) = 0.

Le cone qui s’appuie sur la projection stéréographique de cette Cartésienne s’en
déduit par la transformation

F__x r— ¥ 2 2 8 e
(20) Xo= X R e o i
ce qui donne
P+ y))—blalz+7r)—lg— ) (e + )t —

—l{lqg~28)(+ 1220z + q(z + 1] =o0.

2

En remplacant z* + y* par r*®—2? le facteur (z + r)*® est en évidence, et il reste
le cone
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bl +lgz+(lg— 207> —1{lqg—2b%) (e +7)(2bx + g2z + q7) =0,

ou le terme du premier degré en » disparait, done

B+ qz2) —1(lq—2b)z(2bx + g2) —2b%(lg —20%) (2 + * + 28) =0
aprés simplification, et retour aux paramétres { et ¢, on a enfin
(21)  (6el—g)uf+ 2028+ cC—c*—2bYy — 4022 —4b(2L—c)xz=o0.

Les droites focales réelles de ces cénes quadratiques sont les transformées
par (20) des foyers de la Cartésienne, c’est & dire l'axe oz et la droite z =

4b
Y

Z 2 . . ¥ -
=5 30 L’équation canonique s'obtient en prenant pour nouveaux axes ox’

et 02" les bissectrices de ces droites focales, c’est & dire les paralléles aux droites
joignant le centre (0, 0, — 1) de la projection stéréographique aux foyers de la
Cartésienne, d'abscisses X, et X;. Les équations de ces nouveaux axes sont

y=o0, x—X;z=0, =23,
ou
y=0, bx—(e,—e)z=0 i=2,3.

En observant que b*=—(e, —¢)(e; — ¢,), et en choisissant e, < e, <e; on est

ainsi conduit a poser

{bx—(es —e)z

bx + (e, — ey 2

V(ea —e){eg— &),

’

V(e1 —es)(es — €))7,

ou
Vei—ed +Ve,—e 2
= P ——— b
sgn bVe\,;——e2
—Ve,—e o + Ve, —e2
7= L .
V€3*—82

L’'équation (21), qui s’écrit encore

(3 elc—%)wz +E—e)l—e)y’— 022" —2b(— ez =0,

prend alors la forme

(22) (e, —e) (& — es) x4 (L —ey) (C—e) .’q,2 + (e, —e) (§ — 92)3’2 =0
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ot y =y. Il suffit enfin de poser

(23) {—e = — b? = (e, — e5) (e, — eq)

@ —é e—&

pour obtenir 1'équation canonique cherchée

’2 9 9
A -
@ —€6 0—6 06

(24) =o,

qui met en évidence la nature homofocale de la famille.
7. Les harmoniques correspondants sont bien connus. Parmi eux, sont parti-

culiérement intéressants les polynémes homogénes de la forme

(25) g/if’z 2 2 +
Qs € O0s— € Q0s— €3

1+& 1+4e 1+e P ( 7/'2 22 x'z )
1 i 1t f
b

§=1

ou les ¢, sont les zéros d'un polynéme en ¢, de degré p, vérifiant 1'équation
différentielle de Lamé

dzP
(e —e)lo—e)lo— &) o
2+e&, . dP . 281) ] .
+[ 2 (9 es) (o 83)](10‘ [p(p-r--+—~2 ¢+ h|P=o,

dont le parameétre h a p + 1 valeurs réelles bien déterminées lorsque le nombre

entier p =0 et les valeurs & 1 des ¢ sont données; les symboles Z se rappor-

tent 4 la permutation circulaire des indices 1, 2, 3.
Montrons comment ces résultats peuvent se déduire du théoréme général du

BN
<

paragraphe 1. On est conduit & former tout d’abord 4,6, dont la valeur, d’apres
(17), est

g — 4w 4 pap’8 .
! (1 +uv)? b2[1+(pa—ﬁ(pﬁ—el)]2
b2

il est a priori de la forme g (&) + h(z), donc 5 =0 donne

_ a4l g8 2
g(&) + h(o)= (& —e) + b2 [(ggg— e,)* — (e, — es) (e, — 93)]

’

ou, grice & une formule classique,
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08 + hio) = AT
de méme, £ =0 donne
— b
g(o) +h(’7)= P(zin)__el’
enfin ¢(0) + h{o) = o, donc
. i . 1 '
o) @0=90 + o =av'| g, — e

Les équations (11), od 'on pose ¢ =4Fkb? prennent alors la méme forme?

—igg———e—e e m(m + 1) _
d{z EF (e; — es) (e, 3)[9(2§)___é1+k]M o,

A2 N mim + 1)
d(ziﬁ)” — (e, —e5) (e, — &) [go—(Zin)— e

(27)

+k]N=o.

Ce sont des équations de Lamé du type généralisé, identiques, aux notations
prés, i celles qui fournissent les harmoniques des cyclides de révolution.? Rap-

pelons que la forme algébrique de I'équation

i _ m(m + 1) ] _
(28) Az’ (e; — &) (e, 93)[Px__P1 +k}A4=o0,

ol lon prend pax ={ comme variable, est

(20) 4(C_31)(C—’62)(C'*63)%+2(3§2—i—’)%_
m{m + 1)

—(el—{a._,)(e,——eg)[ I e -{-Ic]/j:o.

Si donc EE () et FE ({) sont deux intégrales distinctes de (29), les harmoniques
des cones (21) sont

m Lt (p2b) E(pzip)
(30) p—m—1 X an(p(z g)) ﬁwfn (P (2 Z’l?))

Mais au lieu d'étudier directement 1'’équation (29), ce qui ne présente pas plus
de difficultés que pour l'éguation ordinaire de Lamé, les observations faites au
paragraphe 6 suggérent d'effectuer le nouveau changement de variable (23). 11

vient ainsi

! On a fait g(o)=h(0)=o0.
® loc, cit. p. 314.



Les familles de cones de méme sommet qui possédent des harmoniques. 15

- e—e 0—e
— _ , o } 3 .. o
{—e 0 —e, C—ey=(e,—e) 0— e L —e3= (e 3) 0o— e,

b

de sorte que ce changement de variable permute entre eux les quatre points

singuliers e, e,, €5, o de I'équation {2¢). On a d’autre part

d4 _ ¥ d4a_(e—e)da

df  ({—e) de v de

d“’_/{Jg:ﬁE[ &4 MJ

dgz" X ( l)d92+2d9 ’
3:2—%=2(c~e2>(c~es>=

___b2

= eple—elle—e) +la—ele—el + (el o,

de sorte que (29) devient

sle—edle—e)le—e) 5 + 2 [3(e—e)le—e)—ler—e) lo—e) (e sy e—e) 5% -

92
—[m(m + 1)(0e —e,) — kb%] 4 = 0;

le coefficient de % est encore de la forme 2 (3 ot ——gf), ce qui donne enfin
I'équation ordinaire de Lamé
d? 4
(31) (0 — e} (o —e) (o —es) d ot +
1 d.A m{m + 1) kbg]
+ - o—ello—e)|———1——(e—¢)———}A=0.
S e—adte—e] 4 =0 — e - 22

Sans qu'il soit utile de refaire le caleul classique qui permet de former les
harmoniques ellipsoidaux?, il nous suffira d'indiquer, pour terminer, que les
harmoniques (25) se déduisent de (30) en utilisant les intégrales de (31) qui sont
de la forme

s jac %
A(o) = (e — ;)2 (e — )2 (0 — e3)2 Plo),
o P(g) est un polyndme en ¢; les exposants caractéristiques des e; étant o et

I . .
> les seules intégrales de cette forme sont fournies par les valeurs o ou 1 des «;.

! Une application détaillée de ce caleul, relative aux cyclides de révolution, est exposde dans
l'article « Sur une classe d’harmoniques associés aux cyclides de révolution », Bull. Soc. math., t.
72, 1944, p. 169.
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