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UBER DEN FUNDAMENTAI.SATZ IN DER TEORIE DER FUNKTI0blEbl E,~(x) 

VON 

A. WIMAN 
in  U P S A L A .  

Erst neuerdings ist dutch Herrn MITTAG-L~rrL~ die Aufmerksam- 
keit auf die Funktion 

E (x) = + i) 
n = 0  

gelenkt worden. 1 Von diesem Forscher sind abet aueh sogleieh die h6chst 
interessanten Eigenschaften der Funktion klargelegt, auf denen die Rolle 
beruht, welehe die Funktion bei der Herstellung in m6glichst ausgedehnten 
Bereichen konverg[erender Ausdriicke fiir analytisehe Funktionen spielen 
wird. Man gelangt in der Tat zur naturgem{issen Erweiterung der yon 
Herrn BO~r gegebenen exponen~iellen Summationsmetode, 2 welche als 
spezieller Fall fiir a = I eintritt. Ftir den Hauptsatz in der Teorie der 
Funktionen E~(x)  habe ieh nun einen neuen Beweis gefunden, welehen 
ich auf der freundliehen Aufforderung des Herrn 1VIITTAG-LEF~'LER hier 
ver6ffentliche. Derselbe nimmt seinen Ausgangspunkt in den linearen 
Differentialgleiehungen erster Ordnung, denen die Funktionen E ~ ( x ) f t i r  
rationale a geniigen. 

1 Comptes Rendus (2 mars, I 2  octobre I903). 
~an sehe etwa die Darstellung bei :BOREL, Ler sur les sdries divergentes, 

chapitre III, IV (Paris I9OI); 
Avta mathamat{ea. 29. Imprimfi le 2 fgvrier 1905. 
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I 
Es sei zun~ichst a----~, wo k eine ganze rationale Zahl bedeutet.  Die 

Funk t ion  Ev- , ( x )  geniigt  der Differentialgleichung 

k--1 

d yy _~ E ~,-I 

~qach der gew6hnlichen Integrat ionsmetode erhtilt man hieraus 

[ / - zl (2) y = e  ~" c +  ke ~ dz . 

0 

Soll nun  insbesondere y - ~ E k - l ( X )  sein, so ha t  man fiir x :--o,  y - - I ,  

wodurch die Konstunte  c ~ I bes t immt wird. E s  besteht mi th in  die Identit(it  

[ / (3) Sk'-I ( ~ ) ~ 0  ~"~ ) ~-~ ( ~n ,~Y--1 - - e  ~ i T ke - ~  dz . 
= i ~  Tb 0 I v = l  

Die Reihe E k - , ( x )  l~sst sich in eine Summe yon k Partialreihen E ~ , ( x )  

fiir ~ - - o ,  I , . . . , k ~ i  zerlegen, so dass 

E ? _ ) , ( ~ )  = 
~u~-kn 

(4) 
~=o F n + ~ +  I, 

Offenbar hat  man E ~ , ( x ) =  e ~ und ffir ~-= I , . . . ,  k - - x  

(s) 
gu--I 

E(~, ( x ) ---- e ~ ke -~' dz . 

. 

Es ist der in (3) gegebene Ausdruck fiir Ek-,(x), welchen wit  hier 

diskutieren wollen. Dabei sind fiir x--~ re' .r die folgenden drei Hau/pt.fdlle 

zu unterscheiden- 
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2k__9 '<~;  

2) 4/~--I ~ k  I 2]~ ~ ' s  ~9 s 7t; (~=1, ..., k--l) 

3) 4 ~ +  x < 4 , . + 5  
2 ~  = < 9' 2----if- ~r. o,-o,~,...,~-~) 

Der Hauptsatz, welchen wir beweisen wollen, besag~ nun, dass im Falle I) 

lim E~-~ (x) ~- ke ~, 
~mm 

dagegon in don Fgllon 2) und 3) 

lira Z~ ,(x)=o. 
af==m 

Es sei also zuniichst 

2. 

:Liegt nun x auf der posi~iven reellen Axe, so ergiebt sich fiir v > o un- 
miL~elbar 

(6) zv__l f zv~i ~ , ~ , ( x )  = e ~' k e - " - - d z - - e  ~ k e - "  dz 

o . 

= ~ ' ~ e  ~ /~ ~ dz. 

Es handel~ sich also um fden Wert  yon 

~v--1 
(7) F~),(~) = e' k ~ - " ~ a ~  

.,JoSa matlum'~/m. 29. Imprim6 le 6 f6,wl~ 11~5. 25 
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Dureh wiederholte partielle Integration bekommen wir 

(8) F~ , (x )  = Z ~-'~+~ + e~" ke-~' ~-"~+~-~ dz. (- ) (-o, 
Fiir 
halbkonvergente l~eihe 

F~,(x) erhalt man demnach einen asymptotisehen Ausdruck durch die 

(9) Z z-nk+" 
n>0 F ( - - ~  + v~+ I ) ' 

welche in formaler Hinsicht  als eine For~setzung der Reihe E(~, (x) f f i r  
negative Potenzen yon x aufzufassen ist. Bezfiglich der hierbei erreiehten 
Genauigkeit, so finder man naeh der gewShnliehen Metode, dass, fails man 
die Reihe (9) mit dem kleinsten Gliede abbrieht, so hat  man den Betrag 

k 
yon F(~(x), abgesehen yon einem t~estgliede yon der G-r6ssenordnung x~ e -~'. 

Beri~cksichtigen wir die so erhaltenen Resultate fi~r v = i , . . . ,  k - - i ,  
so ergiebt sich 

k- -1  

(io) E~_.(~) = ke ~ -  Z F~)~(x)= ke~-- F,_.(x). V=I 
k 

wo ti'k_,(x) sich mit einer Genauigkeit yon der Gr6ssenordnung x~ e -~" durch 
die halbconvergente Reihe 

(xi) 

abschgtzen Msst. Es liefert 

Z ~--n 

n>O F - - ~  + I 

dabei (I I) die formale Fortsetzung der Reihe 
E,_~(x) fiir negativen _Potenzen yon x. 

.Diese Tatsache gilt abet nicht nur fi~r die positive reelle Axe, sondern 
TC 

fi~r jede Stelle x = rd~, wenn - -  z--k ~ ~c___< ~-~. Wir  setzen X = Re ~ und 

beachten, dass 

(x2) / k e  -~' "v---i-' 
r ( ; )  d " = ~  

falls man fiber einen gesehlossenen Weg integriert, welcher sieh folgender- 
massen zusammensetzen i~isst: 
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I) aus der positiven reellen Axe yon 0 his R; 

2) aus dem innerhalb unseres Bereiches verlaufenden Kreisbogen RX; 
3) aus der geraden Linie XO. 
:Nimmt man R = cx9, so versehwindet das ln tegral  fiber RX. Die 

beiden anderen sind also einander entgegengesetzt gleieh. Man bekommt 
mithin 

(I3) lim / k e  -~ z~-' - - d z ~  I .  1 

Also wird 

X X 

- -  dz  = e x ~ -  l i m  e ~ ke - ~  - -d z .Z~- '  

Da man fiir letzteres Integral  aueh in dem hier betrachteten allgemeineren 
Falls einen asymptotischen Ausdruek dureh die halbkonvergente Reihe (9) 

finder, so ist unsere Behauptung erwiesen. 

w 

In  g a n z  anderer Weiss gestalten sieh die Verh~ltnisse in einem der 

k - -  I Bereiehe, fiir welche 4~- -  ~ < 4/~ + i 

Zuerst lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die halbierendo Gerade 
2/~ 

-~ -~- ~r. Betrachten wir also sine Stelle x auf dieser Gemden und unter- 

suchen, wie sieh die Formel (6) um~nder*, wenn fiir don Integrationsweg 

1 Ffir ~ ~ 4- ~-~ konvergiert zwar dieses Integral nicht absolut. ]~an finder aber 

leicht, dass, falls man dasselbs in einen reellen und einen imagin~ren Bestandteil auflSst, 
diese sich wie Reihen yon absolut abnehmenden, abwechselnd positiven und negativen 
Gliedern verhalten. 
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die in Rede stehende Gerade dieselbe Rolle wie im vorigen Falle die po- 
sitive reelle Axe spielt. Es ergiebt sich 

/~  . I z l v - - I  e k : ZI'--I (6') =: lke-I'l. dl,l--:jk+-+--d: 

Summieren wir je~zt die E~_),(x) fiir v = o ,  I , . . . ,  k - - I ,  so erhal~en wlr 

E,_, ( x ) = e ~ I + e -i- ~' - -  e ~" e - :  dz . 
Y~l v~O 

ar 

BTach sehr bekannten S~tzen fiber Einheitswurzeln ist aber 

SO dass  

k-- I  2/J.V . 

I + Z e - Z - ' =  o, 

k_ x Zv--1 
( I 5 ' )  .E,_, ( x ) ~ - ~ - - - e  x' e -z '  --Tv-~v~dz=--Fk_x(x~). 

lr 

Far F~_~(x) hat man abet bier genau wie im vorigen _Paragraphen einen 
asymptotischen Ausdruck dutch die halbkonvergente Reihe (I i). Der Unter- 
schied ist also, dass im Ausdruck (io) f a r  E~_,(x) das Hauptglied ke ~ bier 
weggefallen ist. Das kommt daher, dass im dor~igen Bereiche die E~)~,(x) 
sich zu einander mit ihren Hauptglieclern wie positive Einhei~en verhal~en, 
hier aber wie die Potenzen einer anderen k un Einhei~swurzel als I. 

Diese Bedeutung der Reihe (x i) als asymptotischer Ausdruck yon 

- -Ek- , (x)  behalf abet i~berhau_pt im Bereiche, fi~r welche 

4 / ~ I  r < . . , 1 4 , u +  I 
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ihre Giiltigkeit. Dies ersieht man, indem man, ebenso wie am Ende des 
vorigen Paragraphen, ein geschlossenes Integral betrachtet; nur soll der 
Integrationsweg bier in derselben Weise in Bezug auf die halbierende 
Gerade orientiert sein, wie dorr in Bezug auf die positive reelle Axo. 
Das wesentliche ist also, dass das Integral (I3), falls als Integrationsweg 
irgend eine Gerade in dem bier betrachteten Bereiche gewdhlt wird, zwar 

invariant bleibt, abet einen anderen konstanten Weft als i, namlich e ~'~ 
annimmt. 

w 
Es eriibrigt noch die Verhiiltnisse zu untersuchen in den k Gebieten, 

fiir welche 4u + x < 4~ + 3 2---k- ~r < 9' 2 ~  ~r (p ---= o ,  I ,  . . . ,  k ~ I). Dass fiir ein 

solches Argument  f l i m E k _ , ( x ) = o ,  ist sehr leieht aus (3) zu :ersehen. 

Doeh ist die genauere Bestimmung yon Ev, (x )  hier nicht ohne Schwierig- 
keit. Zu dem Ende wollen wir auf ein Verfahren einsehlagen, welches 
auch in den vorigen Paragraphen anwendbar wiire. Den Integrationsweg 
zwischen o und x setzen wir aus zwei Stiicken zusammen, niimlich aus 
der Geraden Ox o und dem Kreisbogen xox , wo wir den Punkt  x• in 
solcher Weise w~ihlen, dass der Modul Ix01 = ]x I und das Argument  

____= 2/~, a" wird; die ganze Zahl /h bestimmen wit so, dass f ----k-- zr so 
k 

klein wie mSglieh ausfiillt, 1 wenn f nach dem Modul 2zr genommen wird. 
Es sind jetzt zwei Fiille zu unterscheiden. 

:) = o .  

Man bekommt dann nach w 2. 

(I6) Ek-,(x) = ke ~" + e" ke-*" - - d z  + ke-*" dz 

~0 

= k e ' - -  

t Durch diese Wahl von [lI bekommt man die sch~rfste obere Grenze fiir das Resg- 
integral in (I7) bet der asymptotischen Darstellung. Ist aber jener kleinste Wert 

r ,  
= 2--k' so hat man fiir/~ zwei 3~5ghchkeiten, welche gleich vorteilhaft sind. 
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Durch partielle Integration finder man 

['/ z 
#1 k 

(i7) F,_,(x) = ke-" dz 
.=, r ( - ~  + ,) ,=1 r -~ 'k  +~ 

~) 

Nach w 3 hat man jetzt 

] + 
_ _ _ _ m  d , ~  . 

1 

xo 

~l >0 .  

(I6') Ek_,(X) e "~ ke -~  z~-I z~-I " = - - d z  + ke -'~ dz 

v=, F(k  ) vffii 

= - - ~ ' , _ , ( x ) ,  

2,u, 
wo wir in ersteren Integral  die untere Grenze oo in dot Richtung --k-7r 

zu verstehen haben. Offenbar gestai~et auch hier F ~ , ( x ) e i n e  Umformung 

wie (17). Wil l  man nun das Restintegral in (17) absch~tzen, so ist es 

yon Bedeutung, dass die Funkt ion unter dora Integra~ionszeichen ffir die 
obere Grenze z ~---x ihren gr6ssten absoluten Betrag annimmt, falls man 
n~mlich die Glieder in dem zugehSrigen Polynome durch ihre Moduln 

ersetzt. Vermittels~ Betraehtungen, welche, well das Integral  hier komplex 
ist, yon etwas komplizierterer Ar t  als in dem entsprechenden Fallo in w 2 

sind, finder man, dass n~ sich so w~hlen ls dass das in Rede stehendo 

Wir machen darauf aufmerksam, dass die rationale Funktion 
k ~--nl-t-v--1 

E,~ + ') 
in Wirklichkeit blos k -  I Glieder enthMt, weft ftir n t --  v = eine durch k teilbare 

Zahl der BTenner p(--n.k + v) unendlich gross wird. 
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Restglied yon der Gr6ssenordnung x ~ e -I~1' wird. Eine solche Gr6sse be- 

zeichnen wir mlt Ix ~- e-I~l~]. 
Wir diirfen also sagen, dass die Funktion E,_.,(x) sich in wesentlich 

verschiedener Weise verhalt, jenachdem ~ zwischen den Grenzen w ~  und 

eingeschlossen liegt oder nicht. Diese Tatsache findet ihren Ausdruck in den 
folgenden zwei tlelationen, wo man n I in geeigneter Weise zu wghlen hat. 

i) Hat man - - ~  < ~, < ~, so gilt 

(~8) E,_,(x) + n•l ~--n ~ n~_~ i 

= 

2) In den restierenden Fallen, also fiir ~ <_~ ~, <~ 2rc--k '  hat man dagegen 

(,8') E._,(x) + 
n l  ** k 

Man beachte, dass fiir die Grenzf~lle ~o ~ 4-~ die Bedeutungen yon 

(, 8) und (x 8') identisch sin& 
Aus der Gestalt der Formeln (,8) und ( ,8 ' ) lassen sich unmittelbar 

Satze i~ber die mit den Ev-,(x) analogen Funktionen 

E,_, ,(x) = 
~n 

ablesen, wo 2 eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann. 
Durch eine blosse Umformung der genannten Formeln bekommen wir: 

und zwar in Abh~inglgkeit yon [x ]. 
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( '9)  

,) fiir re 

E~-,,~(~:) + 
n~+,l 

-- Z = kx-'e,'..{.. [x-~'+~ e-,,,,]; 

2) fiir ~ < ~ 2 7 r - - T :  

(I9') E,_.,a(x)+ 

n~-Fi 

Entsprechende S~itze gelten abet noch fiir den Fall, dass 2 keine yanze 
Zahl ist; Zwar folgen sie dann nicht als Korollare aus (I8) und (I8'), 
abet man kann leicht unsero nur auf die Funktionen E~_,(x) bezugnehmea- 
den Rechnungen fiir die aUgemeinere Funktionenklasse E~_,,z(x)durch- 
fiihren. 

h 
Die Teorie der Funktionen E,(x),  wo a eine rationale Zahl ~ ist, lasst 

sich auf  den .Fall, dass a =  k - t  ist, ~uruckf~hr~. Es besteht ja die 
Iden~itii~ () ( )  ( 1)] 

- - |  - - I  . �9 �9 ) 

I E~(x) =h 

2:rr 1 

w o w  ---- e -~ Offenbar is~ es erlaub~ das Argumen~ ~ fiir x ~ so zu fixieren, 

dass die Ungleichtmgen 
21r 

o < ~ <  T 
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bes~ehen. In (20) kann man nun fiir jedes Glied Ek-, eo~a: ~ einen Aus- 
druek aus (18) oder (i8') substituieren, and zwar aus (18), falls en~weder 

2 z K  z 
f' + < - ; ~, + 2~cK < arc ---Z-- k 

oder auch 

-{- 27 r (K- -h )> - - aTr .  

Hiernach bekommt man die Darstellung 

(2i) x e-"l 
a K 

wo die Summation i~ber die positiven und negativen ganzen ZaMen J~ aus- 
gefiihrt wird, f i ir welche 

- - a r c < ~  + 2~rK<arc. 

Um diesen bier nur fiir rationale Zahlen a bewiesenen Satz auf reelle irra- 
tionale Zahlen zu erweitern, ist man auf Grenzbetrachtungen hingewiesen. 
Doch woUen wit um so weniger auf die hierzu nStigen ErSrterungen ein- 
gehen, als wit keine iVISglichkeit sehen yon unserem Ausgangspunkte eine 
allgemeine Teorie der Funktionen Ea(x)  aufzubauen. Es ist uns in der 
Tat bekannt, dass Herr ~ITTAG-LEFFLER seine vielleicht interessantesten 
und iiberraschendsten Resultate eben fiir imagin~re ~ gewonnen hat. 

.,dct~ m ~ J m z ~ .  29. Impr im6 le 6 f~vrler 1905. 


