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NACHWEIS DES ZUSAMMENHANGES ZWISCHEN DEN VIER DREHUNGS-
AXEN EINER LAGENANDERUNG EINES ORTHOGONALEN SYSTEMS
UND EINEM MAXIMUMSTETRAEDER
VoN

R. LIPSCHITZ

in BONN,

Wenn ein System von drei durch einen Punkt laufenden zu einander
senkrechten halb unendlichen geraden Linien, deren Reihenfolge auf irgend
eine Art festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben Punkt laufendes,
eben solches von dem ersten verschiedenes System gegeben ist, und wenn
das zweite System mit dem ersten unter Correspondenz der jedesmal ge-
wihlten Reihenfolge durch eine Drehung zur Deckung gebracht werden
soll, so muss bekanntlich fir die Losbarkeit der Aufgabe die Bedingung
der Ubereinstimmung zwischen den beiden Reihenfolgen erfiillt sein; in
diesem Fall ist dann die zu der Auflosung gehérende Drehungsaxe voll-
stindig bestimmt.

Wenn dagegen verlangt wird, dass ein System von drei durch einen
Punkt gehenden zu einander senkrechten ganz unendlichen geraden Linien,
deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben
Punkt gehendes, in gleicher Weise definirtes, von dem ersten verschiedenes
System durch eine Drehung entsprechend der Reihenfolge zur Deckung ge-
bracht werden soll, so leuchtet ein, dass diese Aufgabe immer moglich ist,
dass sie vier Auflésungen zulisst, und dass zu jeder derselben eine voll-
staindig bestimmte Drehungsaxe gehort. In der gegenwirtigen Arbeit wird
die Bezichung aufgezeigt werden, in welcher die Gruppe der beschriebenen
vier Drehungsaxen zu dem Quaternion steht, welches mit der Bestimmung
der gegenseitigen Lage der betreffenden orthogonalen Systeme correspondirt.

Es wird ferner nachgewiesen werden, dass, wenn von dem gemeinsamen
4cla mathematica. 24. Imprimé le 12 juin 1900.
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Durchschnittspunkt aus auf jeder der vier Drehungsaxen nach einer festen
nur von dem beziiglichen Drehungswinkel abhingenden Regel eine Strecke
abgeschnitten wird, die Endpunkte der Strecken die vier Ecken eines Tetra-
eders bilden, welches die Beschaffenheit eines Maximumstetraeders hat. Der
gemeinsame Durchschnittspunkt der beiden orthogonalen Systeme ist der ge-
meinsame Durchschnittspunkt der vier Hoéhen des Maximumstetraeders und
liegt innerhalb desselben; die vier Drehungsaxen sind die Hohen des Tetra-
eders. Umgekehrt wird dann ein geometrisches Verfahren aus einander ge-
setzt werden, um fir jedes gegebene Maximumstetraeder, bei dem der ge-
meinsame Durchschnittspunkt der vier Hohen innerhalb desselben liegt,
zwel in dem gemeinsamen Durchschnittspunkte der Hohen zusammentreffende
Systeme von je drei ganz unendlichen gegen einander senkrechten geraden
Linien so zu bestimmen, dass das eine System auf das andere durch eine
Drehung um eine von vier Axen zuriickgefithrt werden kann, die bezie-
hungsweise mit den Hohen des Tetraeders iitbereinstimmen.

Schliesslich werde ich eine Verallgemeinerung des Begriffs der Gruppe
der vier Drehungsaxen auf eine ebene Mannigfaltickeit von beliebig vielen
Dimensionen entwickeln, und dabei erirtern, wie sich die hierfiir gebrauchte
Definition einer Axe zu der von SCHLAFLI angewendeten Definition verhilt.

L.

Es mogen die Coordinaten eines Punktes fiir ein in dem Raume festes

rechtwinkliges Axensystem mit z,, x,, x,, die Coordinaten desselben Punktes

»
fiir ein zweites von dem ersten verschiedenes bewegliches rechtwinkliges
Axensystem mit y,,y,,y, bezeichnet werden. Dann bestehen die drei
mit den constanten Coefficienten «

o ., a,, gebildeten Gleichungen

11 120 7

xl = a“yl + a12y2 + a13y3
(1) T, = oy, + aY, + 2.,
Ty = a5l + 2,9, + a5,

bei welchen die Quadratsumme 2% + z} + z} gleich der Quadratsumme
¥i 4 92 + y: ist. Hierbei wird angenommen, dass das zweite System auf



Zusaminenhang zwischen Drehungsaxen und Maximumnstetraeder. 125

das erste durch eine Drehung zuriickgefithrt werden kann; deshalb muss
die Determinante der Substitution gleich der positiven Einheit sein. Weil
nun, wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen werden, der
Punkt (z, , z,, ;) bei der Bewegung des zweiten in die Lage des ersten
Systems in den Punkt (y,,y,,y,) ibergeht, so gilt fiir jeden von dem
Anfangspunkte verschiedenen Punkt (o, , p,, p,) der Axe, um welche das
zweite System gedreht werden muss, damit die angegebene Lageninderung
erfolge, die Gileichung

(2) P12, + P2y + i, = p Yy + Py, + PV

welche ausdriickt, dass die Cosinus der Winkel, die von der Drehungsaxe
mit den von dem Anfangspunkte nach (x,, x,, »,) und nach (y,,¥,,¥,)
gezogenen Strahlen gebildet werden, einander gleich sind. Um hingegen
festzustellen, auf welche Weise, wenn die Axensysteme als Systeme von
ganz unendlichen Linien betrachtet werden, das zweite System mit dem
ersten der Reihenfolge der Linien entsprechend in Coincidenz gebracht
werden kann, erkennt man leicht, dass dies moglich ist, indem das eine
System ungeéindert bleibt, dagegen fiir eine gerade Anzahl von Axen des
anderen die eine Seite mit der entgegengesetzten vertauscht wird. KEs moge
das erste System ungeiindert bleiben, und bei dem zweiten die Vertauschung
der Seiten der betreffenden Axen vorgenommen werden. Dann lisst sich
offenbar nur so zu neuen Auflésungen gelangen, dass entweder die erste
oder zweite oder dritte Axe des zweiten Systems unberithrt bleibt, wihrend
an den jedesmaligen iibrigen beiden Axen die angegebene Vertauschung be-
werkstelligt wird. Wofern nun fiir diese erste, zweite oder dritte Voraus-
setzung ein von dem Anfangspunkt verschiedener Punkt der aufzusuchen-
den Drehungsaxe respective mit (o{”, o, pi") oder (p{?, o, p§?), oder
(0, o5, p) bezeichnet wird, erhilt man auf dieselbe Weise, wie (2) ent-
standen ist, beziehungsweise die drei Gleichungen

(3) o5 + 08, + o2, = ey — pys — oy,
oder
(4) 0% 4 pPx, + pP 2y = — o0y, + pPy. — o0y,
oder

(5) oPm + 002 + 0Pz, = — 6Py, — 08y, + 65
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Aus (2), (3), (4), (5) folgen unmittelbar die vier Systeme von Gleichungen

(an - 1)101 + an 0, + a50, = O

(6)

I

a0 + <a22 - I)P2 + x3,0; o

a0+ a0, + (ass — I)/);; = 0,

¢ . .
(a“ — ])1011) + aznole) + %1,0;’) = O
(7) — appl? + (— oy — 1)) —aypl =0
- aliﬂo(ll) - a23p(21) + <__‘ a33 —_— I)pg) == O’

('—— al] - 1)10(12) - a2110(22) - a31/0(3‘2) = Q
(8) a1710(12) + (2 — 1)10‘(22) + aypf’ =0

? (

— a0l — ayp + (—ay — 1)pf? = o,

(— 2y — 1)pf?

(9> - al?p(13> + (_ agg - I)pgd) —_— 132‘01(&3) = O

3 3
— a0y — ay pf = 0O

o + anpl) + (a — I)Pga) = 0.

Die Systeme (7), (8), (9) gehen aus (6) hervor, indem in der orthogo-
nalen Substitution (1) bezichungsweise die Coefficienten der zweiten und
dritten, oder der dritten und ersten, oder der ersten und zweiten Vertical-
reihe mit der negativen Einheit multiplicirt werden. In der Schrift Unter-
suchungen ber die Summe wvon Quadraten, Bonn 1886, habe ich in I,
Art. 3, S. 24 nachgewiesen, dass von den Determinanten, welche auf eine
der angegebenen Arten aus dem Schema

all + I 3 al? ) al3
a?l ) a?? + I ) a23
32 ) a33 + I

entstehen, die urspriingliche Determinante mitgerechnet, wenigstens eine

a a

31 )

von Null verschieden sein muss, und dass man deshalb voraussetzen darf,
dass bei der zu Anfang angenommenen orthogonalen Substitution diese Be-
dingung erfiillt, also der halbe Werth jener Determinante, 1 + a;, + ay, + a5,
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nicht gleich Null sei. Indem diese Annahme gemacht wird, werden fiir
eine beliebige von Null verschiedene reelle Grésse die reellen Grossen
Ays, A1y A, durch die Gleichungen (7), 1. ¢. 8. 23, wie folgt, bestimmt

_ Agg — Uz, — Ay, T Gy, —
I+ a, + a, + a, 232 L4 o, + a, + o, 3D
(IO) )‘23 + )32 = 0, Asl + Al3 = 0,
Qg — Oy, = ]
I + al‘ + a?? + a33 1%
Ay + 4, =o.

Mit Hilfe derselben ergeben sich die Gleichungen (9) und (10), 1. c. S. 25,
welche so zusammengefasst werden konnen

(A 2, + A2y + A, = Ay, + ALY, + ALY,

ALz, + Az, + ALx, = Ay, A Yy + AYs

Ay + Az, + A, = ALy, ALy, + A Y,

A2 + Ay, - ALx, = Ay, - AW, ALY,

Durch die Benutzung der Symbole i,,, i,,,%,,, die mit den Symbolen
Hawmivron's, 7, %, der Reihe nach iibereinstimmen, folgt dann 1. c. S. 27
fiir die obige orthogonale Substitution (1) die Zusammenfassung

(r1)

(12) AX = YA,
WO
iy + 15, = O, iy, + %4, = O, t, + 4, = O, ‘
A=A F 44, + i,A, + i,,4,, A = A — i A, — A, + i,h,,
X =, + 1,2, + 14,7, Y=y, + 4,9 + 4.9

gesetzt ist.

In dem Awufsatze Bemerkungen diber die Differentiale von symbolischen
Ausdriicken, Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 16. Februar
1899 ist gezeigt, dass statt der obigen Gleichung (12) auch die Gleichung

(12’) A(i?Bml + islxe t imxa) = (inayx + 4,9, + il‘zya)A
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gesetzt werden darf, in welcher nur das Quaternion
A= 2y + iy dyy + 1A, F+ 4,4,

auftritt. In Folge der Einfihrung der reellen Bestandtheile A}, 4,,, A, 4,,
des Quaternions A erhalten die Substitutionscoefficienten die folgenden,
zuerst von KuLEr ermittelten Ausdriicke, welche in der Schrift iiber die
Summe von Quadraten I, Art. 3, S. 28 angegeben sind,

o — 13”2%2_1314'/23_1 o _ 20(»]12_‘113 2_21)_ a — _2(}0}13‘*'112 /\ﬂ)
1 N ) f1e ™ N ? 13 N4
(I ) a — 2(—10212_‘113232 a . )g—"ﬁ)z‘}' '{f‘s—ﬁj o —_ 2(;‘0]23_/{1221_32
3) % N(D U L B 7Y P £ N
o o 2("/‘")/\-13‘1‘)‘12223) P . 2\/—2(.223‘_‘/112'213} a — /1\2.+)~32—/~3°ng3
s N S N SEREE N(CD

Der gemeinsame Nenner ist die Norm des Quaternions A,
(14) N(A) =X + & + A + A

Zu dem System der Coefficienten in den Gleichungen (6) gehirt das System
der adjungirten Elemente

all_—ai?__—a33+l’ a?1+a17? a31+a13
<15) I %yq +a21’ '_a|1+an—a33+l! a39+a23
a13+a31! a23+a32: —all_a22+ass+l5

die entsprechende Determinante hat den Werth Null, wie es sein muss,
damit die Gleichungen (6) zusammen bestehen konnen. Durch Anwendung
von (13) geht (15) in die folgende Gestalt iber

4'@3 4"23'2‘31 4'123)‘12
N ' N’ N(D

( I 6) 4231223 4'251 413'1112
) N > N(A) > N

4'212)‘23 4'111)‘31 4;‘?2
N(A) * N(A) * N4’

In Folge der Voraussetzung, dass das ursprimnglich angenommene zweite
orthogonale System von dem ersten verschieden sei, darf (1) nicht die
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identische Substitution sein, folglich diirfen 4, A,,, 4, nicht simmtlich
verschwinden. Aus diesem Grunde konnen auch nicht alle in (16) ent-
haltenen adjungirten Elemente gleich Null sein. Deshalb sind die Ver-
hiiltnisse der Grossen p, , p,, p, durch (6) eindeutig bestimmt, und konnen
aus (16) entnommen werden. Durch Weglassung des gemeinsamen Factors
in emer der drei Horizontalreihen erhilt man fiir die Gréssen p, , p,, o,
die Proportion

(17) 0Py Py = Ayt A A,
Auf genau dieselbe Weise finden sich aus (7), (8}, (9) die Proportionen

(18) oV o oW = Ao At A,
(IQ) I[’<l?): /‘-(2?>: IOSI?) = }‘12 : )‘o : ’;‘39»
(20) O pP 0P = A, A, A

Weil A, nothwendig von Null verschieden ist, kimnen in keiner der drei
Proportionen alle Glieder auf der rechten Seite verschwinden, und somit
ist die Gruppe der vier Drehungsaxen, welche zu der vorhandenen Lagen-
inderung des gegebenen rechtwinkligen Axensvstems gehiren, unzweifel-
haft bestimmt.

An dieser Stelle méchte ich eine Bemerkung einschalten. Wenn fiir
jedes der Systeme (6), (7), (8), (9) festgestellt ist, dass die bezigliche
Determinante verschwindet, ohne dass alle adjungirten Elemente verschwin-
den, so ist der Beweis geliefert, dass durch die Systeme (6), (7), (8), (9)
die Verhéltnisse der jedesmaligen drei Unbekannten

m (3)

. .02 2 2) . (3 &)
015 00, 055 00, 08, 0805 07, 68 85 0P, pS

» O3
vollstindig bestimmt sind. Nun fallen aber die Gleichungen (2), (3), (4), (5),
aus denen (6), (7), (8), (9) entstanden sind, in ihrer Geestalt respective mit
der vierten, ersten, zweiten, dritten Gleichung des obigen Systems (11)
zusammen. Hieraus darf der Schluss gezogen werden, dass die Verhiltnisse
der jedesmaligen drei Unbekannten mit den Verhiltnissen der Grossen

AQS’A;sl’AQQ;AQ)Aﬂ)A;ﬂ;A]zaAoaA32;A13>A23>AO

der Reihe nach zusammenfallen miissen. Darin besteht aber der Inhalt
der vier Proportionen (17), (18), (19), (20).

Acta mathematiea, 24. Imprimeé le 11 juin 1900, 17
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2.

Man gelangt zu einer Bestimmung der Drehungswinkel, welche zu
den vier definirten Drehungsaxen gehiren, indem man in dem System (11)
des vorigen Artikels beziehungsweise die erste, zweite, dritte Gleichung
mit z, , z,, z,, oder die zweite, dritte, vierte Gleichung mit —z,, z,, o,
oder die erste, dritte, vierte mit x,, — z,, z,, oder die erste, zweite, vierte
mit — x,, z,, , multiplicirt, und die Resultate jedes Mal addirt. Die
hervorgehenden Relationen sind die folgenden

(I) Az} + 23 + xg) = )‘o(xlyx + 2y, + x3ys) + Aog (225 — xa?/-z)
+ ABl(xayl - x]?/,g) + )‘12(‘%1?/2 - xyyx);

(2) 133(x¥ + x; + xz) - Azza(_ ?"’1?/1 + xgya + xgys) + Ao(xiya - xsyﬁ)
+ A?l (_ rYy, — x1y3> + )‘31 (aﬂqu + .’U?y]),

@) Al + 23+ 2h) = — (oY, — 2y, + 7y, + Ay, + oy
+ Ao(wsyl - x1y3> + )‘32("— Y, — xﬂyl))

(4) AW(x? + xg + x§) - - Al?(xlyl + TolYy — 933.7/3) + )‘13(_ PP —“xay‘x)

+ )“-’3(x3y1 + m13/3) + )‘o(xb% - x?:lll)'
Vermége der Gleichung =z} + z; 4+ 22 = y; + v; + y; nehmen dieselben
respective die Gestalt an
(5) Ao((xl’_%)g + (@, —y,)" + (xa"_ys)?) = 2123(352'?/3 _xsy‘z)
+ 2A3‘(563y1 —x1y3) + 2'}‘12(9;1?/2 Mx')yl)’
(6) Ass ((1;1 —y1)2 + (z, + y~:)2 + (r; + 3/2)2) = — 210(—' z,Y, + x3y2)
- z'l?l(xsyl + xlyz)ﬁ 2131(—x1y2 - xayl))
(7) Ag ((xl + u) + (@, —yo)* + (x5 + 3/3)2) = — 2,(— 2,9, —xz.%)
- 210(_ Y, + xlyz)_ 2)32(551?/2 + x?yl))
(8) Al?((xl + ¥) + (x, + ¥)' + (xs—ya)z) = — 2113(‘%,’/;; + x;;?/a)
- 2/123(_ Y, —xlys) + 2/10(_ Y, + x2yl)'
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Die Gleichungen (1), (2), (3), (4) konnen in der Weise gleichzeitig er-
halten werden, dass die beiden Seiten der Gleichung (12’) des vorigen Art.
rechts mit dem Factor (i,,x, + i,,x, + i,,7,) multiplicirt werden, und dass
in der hervorgehenden Gleichung

(9) - A(x% + x; + xg) = (i23y1 + islyn + il?y:i)A(i?le + ’1:31322 + Z.nx?.)

i, , 4, respective ein-

auf beiden Seiten die reellen Factoren von 1, ¢, i, , i,

ander gleich gesetzt werden.

In Betreff der Gleichung (5) ist zu erwiigen, dass fiir die von dem
Nullpunkt nach dem Punkte (4,,,
Nullpunkt nach dem Punkte (z,,z,, «,) oder (y,, ,, y,) laufenden Strecken
beziehungsweise die Projection

23

Ay > A,) gezogene Axe die von dem

Aoty + Ay, + /121
Vi + 2 + 2%

)

oder

Ay + AuYs + Al
Vi + & + A

hat, wo die Quadratwurzelgrisse, wie iiberhaupt im Folgenden, positiv
zu verstehen ist. Nach der letzten Gleichung in (11) des vorigen Art.
sind die beiden Projectionen stets einander gleich, so dass die Endpunkte
der projicirten Strecken zusammenfallen. Der Winkel, den die projicirten
Strecken mit einander bilden, ist der aufzusuchende Drehungswinkel w.

Ich werde von hier ab voraussetzen, dass durch die Wahl des Punktes
(x,, »,, r,) der Werth ¢ der zugehorigen einander gleichen Projectionen
positiv sei. Nun wird der Inhalt des Tetraeders, dessen Ecken die Punkte

(o,o,o),(xl,a;.z,xg),(yl,y,,y.s),

( Aot Ayt At

G ATR e ATE VBT AT

sind, durch ein Sechstel des absoluten Werthes des Productes der Deter-
minante

xl y x? b xS
yl b y? b y;;
Ay Ay A,
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. .. 14 .
in den positiven Factor ;/m/f dargestellt, und ist daher nach (5)

gleich einem Sechstel des absoluten Werthes des Products aus dem Ausdruck

A (@, — ) + (2 — )" + (3 — )7

in den positiven Factor

I 14

EN
Das Vorzeichen von A, giebt die Entscheidung dariiber, ob die drei von
dem Nullpunkt verschiedenen Ecken des Tetraeders in ihrer obigen Reihen-
folge mit den positiven Halbaxen z, , z,, z, iibereinstimmen oder nicht.

Andrerseits ist der Inhalt des bezeichneten Tetraeders gleich einem

Drittel des Products aus dem Flicheninhalt des Dreiecks, dessen Fcken
(x,, 2, 2,), (,, ¥y, ¥,), und der gemeinsame Endpunkt der projicirten
Strecken sind, und der Hohe des Tetraeders ¢. Mithin wird der Inhalt
des bezeichneten Dreiecks durch den absoluten Werth des Ausdrucks

}‘o(<'v1 - .l/l)2 + ('172 T -’/2)2 + Wy — ~"1D
A+ 2+ &

gemessen. Weil aber der Inhalt dieses Dreiecks gleich der Hilfte des
Products ist, das aus der Verbindungslinie zwischen den Ecken (z,, z,, z,)
und (y,, ¥,,y,) und der zugehérigen Hohe erhalten wird, so ist die be-
ziigliche Hohe gleich dem absoluten Werth des Ausdrucks

- I 5 , 2 , ;7
Ay Vv, — 00" e, )t ey — )
2y + Ay AL

)

und deshalb hat die Cotangente der Hilfte des zu bestimmenden Drehungs-
winkels @ die Bestimmung

)"0

«w
10 COt( Pl
(10) 52 VA o+ A A

Aus (5) entstehen beziehungsweise die Gleichungen (6), (7), (8) dadurch,
dass, wihrend #,,z,,, ungeindert bleiben, mit den iibrigen auftretenden
Bestandtheilen die folgenden Vertauschungen vorgenommen werden

( ) ] !/1 ’ !/9 ) ]/3 ) A0 s "123 ’ )‘;51 ’ 112
11 l

m y,, —312) — Y 133) __Ao’ _Azl ) A—Azl)
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yl ’ y'l 3 yx ) )‘u ’ /‘73 3 A.H ’ /‘1‘2

=Y Yy, —_!/:MA:“ ’ *)‘12’ ——Ao: _A;n’

y] ) y, [} !/3 ’ Ao ’ Aas ’ A.‘H ’ /‘12

(13)

m —¥, —Y, ¥, )‘nv — A '—123’ _)‘o‘

Es finden daher genau die entsprechenden Schlitsse Anwendung, und die
beziiglichen Drehungswinkel w,, w,, o, sind folgendermassen definirt

(14) cotg &t = — ho
S Tt a
(15) cotg %t = L

Th N we -
2 VA + 4 + A,

(16 cotg 22 — w_"f. .
) 572 Vi + i + &

Fiir den Fall, dass eine oder die andere der Grossen Ay, A, , A, ver
schwindet, wird offenbar der Inhalt des zugehorigen zu betrachtenden Te-
traeders gleich Null, und der entsprechende Drehungswinkel gleich zwei
Rechten.

Nachdem die vier Drehungsaxen und die zugehorigen Drehungswinkel
fiir alle Fille bestimmt sind, werde ich von jetzt ab die Voraussetzung
eintreten lassen, dass keiner der vier Drehungswinkel gleich zwei Rechten,
oder keine der entsprechenden vier Grissen A, A,,, 4;,, 4, gleich Null
sei. Hs moége dann auf der zuerst bestimmten Drehungsaxe von dem
Nullpunkt O aus eine Strecke abgeschnitten werden, die, wenn ¢ eine be-
liebige reelle Grosse bedeutet, durch den absoluten Werth des Ausdrucks

Vs + ;:z. +

0

dargestellt wird, so dass der Endpunkt E, die Coordinaten

-
™
>

(17) 2957971

3 1 2
0 [\ 0
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erhilt. Ebenso werde mit den iibrigen Drehungsaxen verfahren, wobei
die Endpunkte der abzuschneidenden Strecken respective die folgenden
Coordinaten bekommen

A.O )“31 _/:'4_1
(18) _Eq’ '—fnq, ——}“q,

Am A, 'ig
(‘9) _EQ) _}:q) —_’.)"mg)

i Ag A
(20) —5Mg, —e, T

12 e

Dann sind die Gleichungen der vier Ebenen, welche respective durch die

Punkte E , E,, E, oder E, E,, E, oder E,, E,, E, oder E,, E,, E,

3

hindurchgehen, fir einen beweglichen Punkt y,, 1,, &, die folgenden

(21) Aty + Ar, 4 A, = — 4 4,
(22) Aty + 20 + A = Ay,
(23) Anty + 4 5, + ALt = A,
(24) Asty + 2,1, + A, = ALg

Nun leuchtet ein, dass die von O nach E,, E | E,, E, gezogenen Linien,
in der entsprechenden Reihenfolge genommen, auf den vier Ebenen, deren
Gleichungen aufgestellt sind, senkrecht stehen. Fir das mit den Ecken
E , E , E, , E, gebildete Tetraeder ist also E,0, E 0, E,O0, E O be-
ziehungsweise ‘immer ein Theil der von E , E,, E,| E, auf die gegeniiber
liegende Seitenfliche herabgelassene Hohe, und es schneiden sich die be-
treffenden vier H¢éhen in dem Punkte O. Nach einer Bemerkung, die
KRrONECKER in einer, die algebraische Theorie der quadratischen Formen
betreffenden Mittheilung, Monatsbericht der Berliner Akademie vom
24 Juli 1872, S. 499, gemacht hat, ist aber ein Tetraeder, dessen Hohen
in demselben Punkte zusammentreffen, gleichzeitic ein Tetraeder, das
bei gegebemer Grosse der Seitenflichen den grossten Inhalt hat, oder ein
Maximumstetraeder, und umgekehrt. Daher ist das mit den Ecken E,
E, , E,, E; gebildete Tetraeder in der That ein Maximumstetraeder.
Sucht man jetzt die Coordinaten der Punkte F,, F,, F,, F, auf, in
welchen die von E , E,, E,, E, auf die entsprechenden gegeniiber ste-
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henden Seitenflichen herabgelassenen Lothe diese treffen, so finden sich die
Werthe

Aoz g Andy Ay
(25) _"T_T——z—q y T 54, T a1
Ay + A+ 240 loy + Ay A oy + A+ AL
Ay b Aoy Ao Jii A
(26) TR/ A T L 4, T e 1
A(\ + /‘21 + /‘RL /«o + A-n + Ly I + /“_n + /‘;11
(2 7) Fighay p Ao gy p gz h q
T T = — o — 7 1
Fo+ A+ A 77 VA P S Ao+ 2+ A
;‘13212 /.\23;\12 ;“u /.‘12
(28) /A q-

K+ Ly + 4 A A N ]
Aus denselben geht hervor, dass die Fusspunkte F,, F,, F,, F, stets aut
der entgegengesetzten Seite von O liegen als die correspondirenden Punkte
E,, E , E,, E, dass sich also der gemeinsame Durchschnittspunkt der
Hohen innerhalb des Tetraeders befindet. Ferner ergiebt sich, dass fir
die erste Drehungsaxe die Strecken E, O oder F,O erhalten werden, indem
man respective die Tangente oder Cotangente des zugehdrigen halben Dre-
hungswinkels mit dem Werth der beliebig angenommenen Grisse g multi-
plicirt, und dass fiir jede der iibrigen Drehungsaxen das gleiche gilt. Das
Maximumstetraeder E,, E,, E,, E, enthilt also als die einzigen Bestimmungs-
stiicke seiner Glestalt und Lage die vier Drehungsaxen und die zugehorigen
Drehungswinkel. Der Werth ¢ liefert bei der Construction des Maximums-
tetraeders den anzuwendenden Mass-stab der Grosse.

3.

In der angefithrten Schrift, Untersuchungen tber die Summen von Qua-
draten, 11, zweite Abtheilung, Art. 11, S. 112, ist nachgewiesen, dass bei
einem Maximumstetraeder, fiir welches der gemeinsame Durchschnittspunkt
der Hohen innerhalb desselben liegt, und das dort ein Tetraeder der ersten
Art genannt worden ist, die Quadrate der Lingen der sechs Kanten stets
durch vier positive Grissen v, »,, v,, v, ausgedriickt werden konnen, indem
man die Aggregate der sechs vorhandenen Paare bildet,

(1) v+vl,v+vg,v+v3,va+vx,vg+vl,vl+v,.
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Aus den Coordinaten der Eckpunkte E,, E,, E,, E, in (17), (18), (19),
(20) des vorigen Art. folgen dagegen fiir die Quadrate der Lingen der
sechs Kanten, sobald von (10) des Art. 1 Gebrauch gemacht wird, die Dar-
stellungen

]MM¢¢+1),MM¢G+%),MM¢@+£)

( ) 0 }‘33 ~/‘u 11 Ay /‘l‘l
2
2/ 1 I 1 I , I I
| vae(h 4+ 4) N+ 2) Nang( )

Es dienen also zu der Bestimmung von A}, A, A5, 4, die vier Glei-
chungen

I
Mg g =v, N =,
(3) : 1
| 1\’(/1)9["?3—l = v,, N(A)q’/.?q = v,.
Aus denselben folgt sogleich das System
S I 1
AR A
I
o v
N 1 [ 1’
S —
1 v, vy v,
Zis v,
N 1 I 1’
(@ 2t tuts
L
A _ v, o
N 1 1 1 1’
g
v v, v, CA
B _ v,
NA 1 1 1 I
Sk — o —
v v v v
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Durch diese Gleichungen sind ¢ und die Verhiltnisse der vier Grossen
iy My, A5, A, eindeutig bestimmt, und zwar ist die Determination mit
derjenigen im Kinklange, welche 1. ¢. Art. 12, 8. 122 angegeben ist.
Nachdem nun fur jedes Maximumstetraeder, fir welches der gemein-
same Durchschnittspunkt der Hohen innerhalb des Tetraeders liegt, das
zugehorige Svstem von reellen Gréossen 2y, A, , 4}, , 4j, ermittelt ist, von
denen keine verschwindet, werde ich die beiden Svsteme von drei gegen
einander rechtwinklicen Geraden aufsuchen, von denen das eine auf das
andere durch Drehung um eine von vier Axen zuriickgefithrt werden kann,
die respective mit den vier Hohen des Tetraeders zusammenfallen. Ein zu
diesem Zweck geeignetes Hilfsmittel besteht darin, die Punkte zu be-
sttimmen, in denen die Kanten des Tetraeders von den Coordinatenebenen
des ersten Systems z,, z,, z, oder des zweiten Svstems y,,¥,,y, getroffen
werden. Die Coordinaten der Ecken E, , E, |, E,, E, in (17), (18), (19),
(20) und die Gleichungen der Seitenflichen des Tetraeders in (21); (22),
(23), (24) des vorigen Art. beziehen sich auf das erste Svstem. Wenn
der indefinite Punkt (x,, 1,, 1,) des ersten Svstems in dem zweiten die Co-
ordinaten vy, ,v,,y, hat, so folgen vermittelst (11) des Art. 1 aus den
zuletzt genannten Gleichungen die folgenden Gleichungen der vier Seiten-

flichen

(5) 39, A, ALY, = — A ¢,
(6) 2B A, A = A,
(7) Ay, + Ay, + ALy, = AL,
(8) Ay, Ay, + A0, = AL

Daher haben die Ecken E,, I, E,, I, in dem zweiten Svstem bezie-

hungsweise die Coordinaten

A / A

23 31 12

- { e L/
(9> 2 7, /, q, /) 9,
; S A A,
(10) —q, =g, —3y,

Ays Ays Aya

/.‘-11 /. /"1
(ll) — 4, — =, #([7

£ 31 Ay

4 /

3L 12 n
(l2) T{I v TS, _'__/ Vi

1 /‘w 12

dcla mathematica. 24, Imprimé le 12 juin 1900, 18
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Es wird nun die Kante E,E, in dem einen oder anderen der beiden
Coordinatensysteme durch die folgenden Systeme von Gleichungen dargestellt

23 o 23
z, —-2Bg=|—=—2)¢q¢
BN o e
/ Z /
81, fan _ fn
([3) x2~——Q—<— )q/on
AO 23 /0
A / AN
7, — g = (==t
i /\0 q N /"23 /'0 QOI’
oder
Aoy 4 4,4
v — g = (— ),
/‘o N /'23 0
? XO /:23 )'0 o
yi ' A
12 _ 13 12
Y — 59 = (—~_——~_>q“01'
L, L Ay Ay

Der Durchschnittspunkt der Kante FE E, mit der Ebene z, = o liefert
daher den Werth
Az

PRSP
0 TR+ Ay

mithin

In derselben Weise giebt der Durchschnittspunkt der Kante E E| mit
der Ebene y, = o die Bestimmung

" Azs
TR+ A
folglich
I —u, 2

Nachdem die Durchschnittspunkte der Kante £ E, mit den iibrigen Co-
ordinatenebenen ermittelt sind, ergiebt sich die Zusammenstellung
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t i
Kante E E, o1 o
’ 1-— tol I —uy,
Ais
.231 = O %
)
| . X
_ | A3y Ay,
I B
‘o 19
A
. 12 "23
r, = O ] 3
0 "'31
|
I <2
y, = o0 ek
1 2
Y, = o 451 448
g — —
AO/XZ
Yy, = O | ___/‘nl‘ia
3 ! W
: Yo

den Bezeichnungen an, so erhiilt man die folgenden Schemata

(16)

t . ‘ 2
Kante E E NS S B ——C IR
0772 11—t | 1 — u
ng l 02
A23ASI
H=0 4, 7
‘0 12
P
.’52 = 0O —/7
Q0
—_ /‘IQASI
r, = O 4
0 23
A‘Z?)ﬂl
Yy, = O —
1 Ay Ag
£
Y, = O T
: ]
AL A
— 0 LM
Y A2
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den iibrigen Kanten, und wendet die entsprechen-
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R. Lipschitz.

Kante E E, e2 .
I—1,, I — 2,
T |
Ao P
T] — O ?3.12 ‘
Yo
r. — O ).\3“.{1!2 }
A 2 - . -
/‘0 /‘23 1
r = O A 1
1
:'/ — O ‘ A?S /'12
1 : B
: "‘o /‘31
| ..
y j— O A.’!l Al‘)
2 | A A
| 0 '23
E P
; | ikl
Yy, = O I vy
| G
t u
Kante E E, 22 23
I— fax I — oy,
A
7, = o o
/'31
X = O L /‘n /‘12
9 -
}‘31 493
x —_ O /'23 /'I‘Z
3 S
Ay Ao
A
y =o
A5
y —_ O /‘n /‘1‘2
N —
/'31 223
Yy, =0 STEITY
3 R
/'31 Aﬂ
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t u
(19) Kante E E u i
37
I—1,, 1— uy,
T
Z, =0 fartan |
, /‘l’l/()
A
T, = 0 =
Ais
r, = 0O — \/‘" /?3
/12/'111
| i /‘31 ‘23
y =0 | ' =
| Aahy
‘ ‘\ .
! A3q
y‘z = O : /-z
12
1
.
. ‘o M2
« s =0 | Fa
. i ‘12 731
. t ",
(20) Kante F E, — 12
11—, I —u,
A2
x, =0 —
A?S /1?
z, =0 ! ATkl
i Ayz ty
. " /34
x, =0 = '
23
|
|
y1 = 0 ‘
Y, = O T
/‘13/‘0
Y3 = O ‘ =
23

Nach den Gleichungen (13) ist der Ausdruck “for fiir einen be-

I—t,

liebigen Punkt P der durch F und %, laufenden geraden Linie gleich
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dem Quotienten der Strecken —g—"%, und zwar positiv oder negativ genom-
1

men, je nachdem P zwischen den Punkten E, und E, oder ausserhalb

,"'nl

der beziiglichen Strecke liegt. Fiir den Ausdruck gilt in Folge

L—u,,

. . " . . . tas u .
von (14) die gleiche Definition, fir die Ausdriicke . : ; oder : "bl , die
T tad — Uap

aus den angegebenen durch Einsetzung anderer Paare von Zahlen entstehen,

die entsprechende. Sobald deshalb o und - ”": denselben Werth
— lab T Uab

annehmen, so fallen die zugehorigen Punkte zusammen. Aus diesem Grunde
werden die Kanten E E, und E,E, von den Ebenen z, =o, y, = o, die
Kanten F E, und E,L, von den Ebenen x, =o, y, = 0, die Kanten
E E, und E E, von den Ebenen z, = 0, y, == 0 in denselben Punkten
getroffen.

Es ist leicht zu erkennen, dass die definirten Durchschnittspunkte
mit denjenigen Punkten iibereinstimmen, in welchen fiir jede Seitenfliche
des Tetraeders eine Dreiecksseite durch das von der gegeniiber liegenden
Ecke herabgelassene IL.oth getheilt wird. Daraus folgt dann weiter, dass
der den Ebenen z, = o und y, = o gemeinsame, durch den Punkt O ge-
hende Strahl auf den beiden Kanten E E, und E,FE, senkrecht steht,
und dass fir die beiden iibrigen Paare sich nicht schneidender Kanten die
gleiche Beziehung besteht.

Die iibrigen 24 Werthe der Ausdriicke o ypd e welche

I —las T — vy’
in den sechs Zusammenstellangen (15), (16), (17), (18), (19), (20) vor-
kommen, werden erhalten, indem man die Elemente A , 4, , A, 4, auf
alle méglichen Arten in je zwei Paare abtheilt, immer das Product des
einen Paares durch das Product des zugeordneten dividirt und jeden Quoti-
enten mit der positiven oder negativen Einheit multiplicirt. In der obigen
Darstellung haben offenbar die Werthe aller Quotienten, denen kein Zeichen
vorgesetzt ist, dasselbe Vorzeichen, alle diejenigen, die mit dem Minus-

zeichen versehen sind, das entgegengesetzte Vorzeichen. Zwei Punkte der

Uap

unbegrenzt verlingerten Kante E,E,, fur welche '@ und

aleiche
I — tab I — Uqp o

und entgegengesetzte Werthe annehmen, bilden mit dem festen Paar E,, E,
vier harmonische Punkte. Deshalb zeigt die beziigliche Zusammenstellung
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dass auf jeder unbegrenzt verlingerten Kante zwei Paare von Punkten auf-

treten, die mit den beiden KEcken vier harmonische Punkte liefern, so dass

die zusammengehiorigen drei Paare eine Involution bilden. Aus den 24
. t "

gegebenen Werthen von —“— und ——2

I — llab I — ug

durch eine elementare geometrische Construction gefunden.

werden die zugehorigen Punkte

Hebt man alle diejenigen Punkte heraus, fiir welche die Ausdriicke

ab

tas " " . . . . .
- und T positiv sind, so liegen dieselben immer zwischen den
i e <

betreffenden Ecken K, und I,. Indem die Punkte, welche derselben Coor-
dinatenebene angehoren, durch einen in dieser Ebene in sich zuriickkehrenden
Zug von geraden in den Seitenflichen des Tetraeders liegenden Linien ver-
bunden werden, erhilt man fiir alle sechs Coordinatenebenen z, = o,

r, =0, T, =0, ¥y, =0, y, = 0, ¥, = O die geradlinigen Begrenzungen
derjenigen Theile, welche innerhalb des Maximumstetraeders eingeschlossen
sind; durch diese Spuren sind die Coordinatenebenen selbst geometrisch be-
stimmt.

Die im Vorhergehenden abgeleiteten Resultate erlauben eine unmittel-
bare Anwendung auf die Bewegung eines beliebigen Svstems von starr mit
einander verbundenen Massenpunkten. Sobald der Schwerpunkt des Mas-
sensystems und das rechtwinklige Svstem der zugehorigen Haupttrigheits-
axen bestimmt ist, kann bei jeder Bewegung des Svstems die Drehung der
Haupttrigheitsaxen um den Schwerpunkt verfolgt werden. Wenn man
jetzt die im Laufe der Zeit geschehende Lageniinderung der um den Schwer-
punkt rotirenden Haupttrigheitsaxen in Bezug auf irgend ein in dem
Raume festes System von rechtwinkligen Axen als bekannt annimmt, so
lassen sich nach der vorhin entwickelten Methode fur jeden Zeitmoment
die entsprechenden vier Drehungsaxen und zugehirigen Drehungswinkel
ableiten. Aus diesen Daten ergiebt sich, nachdem der anzuwendende Mass-
stab der Grosse gewihlt worden ist, ein der Gestalt, Grosse und Lage nach
vollstindig bestimmtes Maximumstetraeder. Dasselbe bildat fiir die beob-
achtete drehende Bewegung einen bestindigen Begleiter.

Das Maximumstetraeder enthilt aber die Merkzeichen sowohl des in
dem Raume festen zur Ortsbestimmung eingefithrten wie auch des beweg-
lichen Systems der Hauptaxen. Sowohl diese Spuren als die zu den vier
Drehungsaxen gehorenden Drehungswinkel lassen sich vermittelst des aus-
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einandergesetzten Verfahrens auffinden. Es besteht daher die Moglichkeit,
aus der festen Gestalt und Lage des Maximumstetraeders riickwiirts auf
die Natur der drehenden Bewecung zu schliessen, aus deren Betrachtung
die Definition des Maximumstetraeders hervorgegangen 1st.

4.

Mit der Ausdehnung des Begriffs der Drehungsaxe auf eine ebene
Mannigfaltickeit von 2 Dimensionen beschliftigt sich die im 65" Bande
des Journais fiir Mathematik S. 185 veriffentlichte Abhandlung von
SceurirnLt Uler invariantive Elemente einer orthogonalen Substitution, wenn
dieselbe als Ausdruck der Bewegung jeder Gruppe von Werthen der Variabeln
aus dem identischen Zustande in den transformirien gefusst wird.

Man kann das hier untersuchte Problem so ausdriicken, dass ein Svstem

von 7 Variabeln =z , =z durch eine lineare Substitution m ein

Uy Ty
System von # Variabeln 4, , ¥,, ....y, transformirt wird

X

n

x] == a]]!/] + a]g"/? + e + alnyu

<l\ '7"2 = a‘)]!/l + agg!/l‘ + M + a‘.’n.’/n

'T'n == anl.l,ll + an‘.’.’/? + s + anu!/n)
welche die Gleichung
(2) e+l .+l =r4+u+ ...+

erfilllt, und deren Determinante gleich 4+ 1 ist, und dass nach solchen

Systemen von Variabeln z, , z,, ....x, gefragt wird, fiir welche der
Ausdruck
(3) vy, + gy, + ...+ 2.,

ein Maximum oder Minimum wird, withrend das Aggregat a2} + x5+ ...+ @,
einen festen Werth behiilt. Es konnen nun in einer ebenen Mannigfaltig-

keit von n Dimensionen z,, x r, als die Coordinaten eines Punktes

gy - -
in einem festen orthogonalen Svstem, ferner y,,¥,, ...y, als die Coor-
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dinaten desselben Punktes in einem zweiten beweglichen orthogonalen System
aufgefasst werden. Wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen
werden, so geht bei der Bewegung des zweitens Systems in die Lage des
ersten der Punkt (z,,x,,....2,) in den Punkt (v, ,y,,....y,) uber.
Ferner stellt dann der Ausdruck (3) den in die feste Grosse o A SR B 1
multiplicirten Cosinus des Winkels zweier Strahlen dar, die von dem ge-
meinsamen Nullpunkt nach den Punkten (z,z,,....x,) und {y,, y; y oo Yn)
gezogen werden. Die erwiihnte Aufgabe de maximis et minimis bezieht
sich jetzt nach dem von ScHLirLl angewendeten Sprachgebrauch auf die
Ermittelung des Maximums oder Minimums der angularen Verschiebung.
Um bei dem Problem de maximis et minimis die Grossen z,, x,, .... Z,
als die unabhiingigen Variabeln zu haben, werde das System (1) nach den
Variabeln ¥, , %,, .. ..y, aufgelést, wodurch das System entsteht

Y, = a2 e,y . A,
1y, = a,% + oa,r .+ 2,

.?/3 = alnx] + a2nx2 + L + amzxn'
Bildet man nun mit Zuziehung eines unbestimmten Factors o den Ausdruck

(5) vy, +xy, + ...+ ry, —a@ + 2+ ...+ 1),

und setzt die » partiellen Derivirten desselben nach z,, z,, ..., @, gleich
Null, so ergiebt sich das zu dem Problem gehirende System von Glei-
chungen

20,7, 4 (2, + ay,)2, + ... F (2. + @)z, = 202,

(6) (@, + 2,,)7, + 2a,,7T, + o (2 T+ )2, = 207,

(anl + aln)xl + (au2 + a?n)x-) + R + Qan,,x,, = 20.1',‘..

Auf Grund desselben gilt die Bedingung, dass die Determinante der » ho-
mogenen Functionen verschwinden muss; mithin kommt fiir ¢ die Glei-

chung des »#*" Grades
Acta mathematica. 24, Imprimé le 13 juin 1800. 19
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20, — 20, a, + a,, , O, Ay
a,, + a 2a 20 oy, + a
21 12 » 22 ) b 2n n2
(7) = 0,
an + @iy Ko + Lyp 5+ ooy 204, 20 1

Gleichzeitig folgt aus (6), indem man die Gleichungen der Reihe nach mit
x, ., %y, ..., x, multiplicirt und addirt, die Relation
e S e . L
(8) 2 2 2 -
2, + 2+ ...+ 2

Es wird also der Werth des Cosinus, der zu einem Maximum oder Mini-
mum gemacht werden soll, durch ¢ dargestellt, und die Gleichung ¢ = 1
bedeutet, dass die von dem Nullpunkt nach den Punkten (z,,z,,....z,)
und (,,9,,....¥, gezogenen Strahlen zusammenfallen. Es muss nun
unterschieden werden, ob die Anzahl n der Dimensionen der Mannigfaltig-
keit ungerade oder gerade ist.

Zuerst werde = ungerade vorausgesetzt. Dann zeigt ScuLirLI, dass
die Gleichung (7) stets durch den Werth g=1 so erfiillt wird, dass dabei
nicht alle adjungirten Elemente verschwinden. Es sind dann durch (6)
die Verhiltnisse der Grissen z,, x
von dem Nullpunkte nach (x
zusuchende Drehungsaxe.

2y - -+ . @, vollstindig bestimmt, und der

x x,) gezogene Strahl wird die auf-

19 Lgy =00

Man gelangt zu einem iibereinstimmenden Resultat, wenn man die
vorhin in Art. 1. zur Definition der Drehungsaxe benutzte Forderung auf
die vorliegende Mannigfaltigkeit von » Dimensionen ausdehnt.

Es handelt sich hier um die Aufgabe, einen Punkt (p,, p,, ..., p.)
so zu bestimmen, dass der von dem Nullpunkte nach demsellen gezogene
Strahl mit dem nach einem beliebigen Punkte (z,,r,,....z,) gezogenen
Strahle und mit dem nach dem zugehorigen Punkte (y,,y,, ....y.) ge-
zogenen Strahle Winkel von gleichen Cosinus bildet, oder dass die Gleichung

(9) £1T 0%, + - puTn =Y oY+ Y

erfilllt ist. Aus derselben ergiebt sich das System von Gleichungen



Zusammenhang zwischen Drehungsaxen und Maximumstetraeder. 147
[ o F o0, F ot Anp, = 0

(ro) a0, + a0, + ..o F app, = p,

almox + a271p2 + LR + annlon = IOn'

Durch Anuflésen nach den links befindlichen Gréssen p,, 0,, ..., p, folgt
aber das System

Ja“‘ol +f1”,0., +"'+a‘“p"=p\
9101 + %3904 + .t = O3

(1)

Uyt Hap, F o X = o
und durch Addition der entsprechenden Gleichungen erhilt man
2a,,0,  F (2, + 2,00, + .-+ (2 F 2a)o. = 20,
(12) l (2, + a0, + 2250, A+ oA (2, + 2. = 2p,

(%1 + a ,.)Pl + (51,.2 + Otg,,),o2 + ..+ 2,0, = 2p0,.
Dieses System geht aber aus dem obigen (6) hervor, indem z, , x,,.... o,
respective durch p,,p0,,....p, und ¢ durch die positive Kinheit er-

setzt wird.

Es kann jetzt die Frage nach der Drehungsaxe fir alle Systeme auf-
geworfen werden, die aus (1) entstehen, indem auf alle moglichen Arten
statt einer geraden Anzahl von Gréssen y, die Grossen — y, gesetzt werden.
Die angegebene Verinderung ist dieselbe, als wenn in der orthogonalen
Substitution a,, , a,,, ..., a,, die entsprechende gerade Anzahl von Vertical-
reihen mit der negativen Einheit multiplicirt wiirde. Die resultirenden
Substitutionen bleiben orthogonale und behalten die Determinante + 1.
In der Schrift Uber die Summen von Quadraten, 11, Art. 1, S. 62, ist
bewiesen, dass unter den Determinanten, die aus der Gestalt

a, + 1, o, 4, ..., A

(13) Uyy  , By + T, o, Ay
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in der angegebenen Weise entstehen, wenigstens eine einen von Null ver-
schiedenen Werth haben muss. Weil nun zwischen den beziiglichen ortho-
gonalen Systemen kein wesentlicher Unterschied besteht, darf angenommen
werden, dass fir die von Hause aus gewiihlte Substitution diese Bedingung
erfullt ist. Die betreffende Determinante werde mit D bezeichnet, und
nach den Elementen a,, so partiell differentiirt, als ob diese von einander
unabhiingig wiren, dann konnen vermoge der l. c. mit (9) bezeichneten
Gleichungen, unter Benutzung einer beliebigen reellen von Null ver-
schiedenen Grosse 2, die Elemente 4, wie folgt definirt werden

y J—

- / D Dtgp

0

3D Aaa 2 3D
) = = = )'ab)

1
(14) 5<D—29a“
und es zeigt sich, dass die Grossen 2, simmtlich verschwinden, fir die
tibrigen aber A, -+ 2,, = O sein muss.

Um die Frage nach der definirten Gruppe von Drehungsaxen ana-
Ivtisch zu formuliren, mdogen die Indices, fiir welche in einem einzelnen
Falle die Groéssen y ungeiindert bleiben, mit @, b, .... e, die iibrigen
Indices indefinite mit / bezeichnet werden. Weil nach der gegenwiirtigen
Annahme » eine ungerade Zahl bedeutet, / eine gerade Reihe von Zahlen
durchliuft, so ist die Anzahl der Indices @, b, .... e nothwendig ungerade.
Es kommt jetzt darauf an, » Grossen

a,b,....e a,h,....e

ab,....e g
P P L, P

so zu bestimmen, dass die aus (9) abgeleitete Gleichung
(IS) Ioz,b,..‘.exa +p¢bz,b.....exb + L _+_ gp?,b,....exf

— p:,b,....eya + pz,b,....eyb + R— ;p?,b,....ez/f

befriedigt ist. Hieraus folgt, wie oben das System (10) aus (9), das System
von Gleichungen

a,b,.... € a,b,.... ,0,....8 a,b,....e

a1 P1 + an 2+ .+ anpen — &,01 =0
yBy.ene a,b,....e a,b,....e a,b,....e

U 00"+ dge 0 + ...+ a,p0n — &0 =0

. . . . .

a,b,....e N NN R Pt
Ain Py + a?np; ¢ + e + ann/oz T &, 04 = 0,
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wo die Zeichen ¢,, ¢,,....¢s, durch -+ 1, die Zeichen &, durch — 1 zun
ersetzen sind. Die Anzahl von Verbindungen, die in der angegebenen Weise
aus den Zeigern 1, 2, 3,....n erhalten werden kinnen, betrigt
[+ nn —1) + n(n — 1)(n — 2}Xn — 3) +
1.2 1.2.3.4 T

n—1

oder 2"7'. Die Gruppe der definirten Drehungsaxen besteht also aus 2
Individuen. Sobald festgestellt ist, dass die Determinante des Systems (16)
verschwindet, ohne dass die simmtlichen adjungirten Elemente verschwinden,
sind die Verhiiltnisse der zu suchenden Grissen

ah,....e
1

a,b,....e ab,....e
Iy y P2 ' Yottty /0" '

bestimmt und kénnen in der folgenden Weise gefunden werden.

Bs ist 1. e II, Art. 1, S. 67 angegeben, wie aus den vorhin defi-
nirten Grossen A, und A,, nachdem 2v beliebige Zahlen @, b, .... faus
der Reihe von 1 bis # ausgewilhlt sind, eine Grisse 2,, ., abgeleitet wird,
die gleich einem Bruche mit dem Nenner ;' ist, dessen Zihler erhalten
wird, indem man mit den Zahlen «, b, ..., f alle Permutationen der
ersten Classe vornimmt, hierauf diese Zahlen in der gegebenen Reihenfolge,
zu zweien gepaart, an den Buchstaben A als Zeiger vertheilt, von den Pro-
ducten, die unter einander gleich sind, nur ein einziges withlt und von
allen verschiedenen die Summe nimmt. Alsdann lisst sich das obige System
(1) zuniichst durch das Svstem von » Gleichungen ersetzen, das 1l c. S. 63
aufgestellt ist

/\‘0 xl + )\21./,132 + . + );,,193,1 == )\0 3/1 "‘I’" )\1.2!/2 + . e + )‘lnyn
bty + A 2, A+ Aam = Ay, Ay, o A

|

(17)
Al”'xl + )‘2"x2 + s + )‘0 In - /‘m!/l + )‘n‘lyg + LR + )‘O yny

und aus diesem wird mit Einrechnung von ihm selbst ein System von
2"! Gleichungen erhalten, das nach Art. 2, S. 69 die folgende Gestalt hat

([8) Abc...ema + )‘c,..eaxb + o + )‘ab...dme + ;)‘[ab...ex/'

== Abc...eya + )‘c...eayb + EEEE + Aab,..dye — ’Z)‘fab...eyf;
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hier haben a@,d,....e,f die vorhin angegebene Bedeutung; bei dem
Fortfallen aller Zeiger tritt die Null an ihre Stelle. Eine Vergleichung
von (18) und (15) zeigt, dass die beiden Relationen in genau derselben
Weise gebildet sind. Ebenso wie (16) aus (15) abgeleitet ist, folgt aus
(18) ein System, das aus (16) hervorgeht, indem respective statt

- sby e R
(19) pIE L it pf
die Grossen

(20,) /‘br...e y oo /‘ab.,.d ) /‘/'ab.,.e

substituirt werden. Weil nun die Verhiiltnisse der Grossen (19) unter der
angegebenen Voraussetzung eindeutig bestimmt sind, und weil die Grossen
{20} denselben Gleichungen geniigen, so werden die Verhiltnisse der ge-
suchten Grossen (19) durch die Verhiltnisse der Grossen (20) beziehungs-
weise dargestellt, und sind auf diese Weise als rationale Verbhindungen der
Grossen 4, , A, ausgedrickt. Zur Untersuchung der Determinante des Systems
(16) eignet sich ein Satz, der 1. ¢. Art. 8, 8. 94 mitgetheilt ist, und fol-
gendermassen ausgesprochen werden kann.

Wenn in der obigen Determinante (13) die in der Diagonale stehenden
additiven Einheiten der Reihe nach durch n unbestimmte Grossen s, s,,....s

ersetzt werden, so entsteht die Determinante

n

% +51) Ay y e %in
a A, + 8 %, .
(21) 21 b 22 2 2n =‘—D(81,82,....S").
%, , - N

Ferner erhiilt- man aus den Elementen 4,, 4, die Determinante

N T

i

N T

(22) = ATN();
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hier ist
(23) Ny =2+ Pyt A Bt

wo bei den Gréssen 4 zuerst alle Verbindungen der Zeiger von 1 bis »
za je zwelen, dann zu je vieren, u. s. f. zu nehmen sind. Alsdann be-

steht der erwihnte Satz in der folgenden Darstellung der Determinante
Dis, , s, Cee 8,

19 72 ¢

X - , o, (=18, —1) s,
(24) NMND(s;,8,,...8)=_(,+1)s,+1)...(5,+ 1)</A0+ (s1+1)(s2T1_)/‘”+'”

+ (81—1>(’93_1>(s3—1>(84—1)
EDOEIREDOED

\
A?ea4+~~);

die auf der rechten Seite angedeuteten Aggregate werden in derselben
Weise gebildet, wie fir (23) angegeben ist’

Setzt man die simmtlichen Gréssen s, ,s,,....s, gleich einer ein-
zigen s, so wird die linke Seite von (24) gleich dem Product des noth-

wendig von Null verschiedenen Aggregats N(A) in die Determinante

a, + s, - a,
Qgy 5 Py + S, ... Uy
(25) ¥
29 ’ Ana y v Hug + s I

gleichzeitig gehen die auf der rechten Seite von (24) vorhandenen Producte
in Potenzen iiber. Da gegenwirtig n ungerade angenommen ist, so steigen
die in den Nennern vorkommenden Potenzen von (s+ 1) bis zu der (n — 1)
Potenz, und man kann der rechten Seite von (24) die folgende Gestalt geben

(26) (s (s 4+ A+ (5 0 s — 1)+ )
4 s+ 1) s — DA + )+ )

Die Darstellung der linken durch die rechte Seite bringt dann den Satz
in Evidenz, der zuerst von Brroscur in der Note Sur un théoréme relatif
aur déterminants gauches, LiouviLLE’s Journal de mathématiques,
tome 19, S. 253 aufgestellt und bewiesen ist, dass niamlich (26) bei einem
ungeraden n fir s = — 1 gleich Null wird, und ausserdem fiir keinen
reellen Werth von s verschwinden kann. Es folgt hieraus, dass die De-
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terminante des Syvstems, das aus (10) hervorgeht, indem die Ausdricke
rechts, mit der negativen Einheit multiplicirt, auf die linke Seite gebracht
werden, verschwinden muss. Wenn bei dem beziiglichen Schema alle ad-
jungirten Elemente gleich Null wiirden, so miisste der nach s genommene
Differentialquotient von (25) fiir s = — 1 ebenfalls verschwinden, oder es
miisste die Function (25) von s nicht nur durch (s 4 1) sondern auch
durch (s 4 1)? theilbar sein. Damit aber in (26) die mit (s 4 1) multi-
plicirte  Function durch (s 4 1) aufgehen kann, muss sie gleichfalls fiir
§ = — 1 gleich Null werden, und dies kann nur geschehen, wenn der letzte
in (s — 1)""' multiplicirte Bestandtheil oder das Aggregat der Quadrate
der Grossen A, welche mit » — 1 Indices versehen sind, verschwinden. Es
wird daher der Fall, dass (25) durch (s + 1)* aufgeht, durch die Voraus-
setzung ausgeschlossen, dass die Verbindungen 2, bei denen die Zahl der
Indices gleich # — 1 ist, nicht alle gleich Null sind. Sobald diese Vor-
aussetzung gilt, ist es sicher, dass die Verhiltnisse der Grossen p,, p,,.... 0,
durch das Svstem (10) vollstindig bestimmt sind.

Hier kann die Bemerkung hinzugefiigt werden, dass das System (10)
aus (16) entsteht, indem die Zeiger a,b,c,....e die Werthe 1,2,3,....n
erhalten, und der Zeiger f fortfillt. Dem entsprechend fallen auch in (18)
die nach [ laufenden Summen fort, und fir die in (19) aufgefiihrten
Grossen, die mit p,,p,,.... p, coincidiren, folgt aus (20), dass ihre Ver-
hiiltnisse durch die Verhiltnisse der Grossen A bestimmt sind, welche n — 1
Zeiger haben. Die oben erniittelte Bedingung, dass nicht alle Gréssen 2,

die n — 1 Zeiger haben, verschwinden diirfen, bezieht sich hiernach auf
diejenigen Gréssen 2, denen die gesuchten Gréssen p,,p,, .... o, propor-
tional sein miissen.

Die Determinante des Systems (16) wird aus D(s, s,, ....s,) erhalten,
in dem man statt s,,s,,....s, dic negative, statt s, die positive Einheit
substituirt. Ich werde jetzt die Verinderung betrachten, welche mit der
rechten Seite von (24) vor sich geht, wenn die Gréssen s,,s,,.... s, un-
geindert bleiben, dagegen fiir jede Grosse s, respective — s, eingesetzt

wird. Die rechte Seite von (24) ist ein Aggregat von Summanden, die
aus zwel Iactoren bestehen. Der eine Factor geht aus dem Produet
(s, 4+ 1)(s, 4+ 1)...(s, + 1) hervor, indem auf alle moglichen Arten eine
gerade Anzahl unter den Grissen s, ,s,,....s, durch ihren negativ genom-
menen Werth ersetzt wird. Der andere Factor ist das Quadrat derjenigen
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Grossen 4, deren Indices mit den Indices der negativ genommen Gréssen
81,8y, .- S, Ubereinstimmen. Wofern nun fir eine gerade Anzahl von
Grossen s, immer — s, substituirt wird, so geht der Inbegriff der ersten
Factoren in sich selbst iiber. Weil aber die zweiten Factoren unberithrt
bleiben, so ist der Erfolg kein anderer, als dass die letzteren in einer regel-
missig bestimmten aber anderen Reihenfolge mit den ersten Factoren zu-
sammentreten. Wird nun, nachdem dies geschehen ist, statt s,,s,,....s,
dieselbe Grosse gesetzt, so ergiebt sich die Determinante von (16) durch
die Annahme s = — 1. Die iiber die Determinante (23) angestellten Er-
orterungen erlauben jetzt in Bezug auf die Determinante des Svstems (16)
den Schluss, dass diese verschwindet, und dass gleichzeitig nicht alle ad-
Jungirten KElemente verschwinden konnen, vorausgesetzt, dass von einer be-
stimmten Gruppe von # Grossen A nicht alle Individuen verschwinden.
Kine genaue Erorterung lisst erkennen, dass die beziiglichen Grissen 2
dieselben sind, welche in (20) erscheinen, und denen die aufzusuchenden
Grossen (19) proportional werden.

Will man die Grossen pP»° ..., p%»° deren Verhiltnisse durch
das System (16) bestimmt sind, vermittelst eines Problems definiren, dass
dem von ScHLAFLI aufgestellten Problem entspricht, so kann man fordern,
dass der Ausdruck

(27) xaya + xbyb + e + x?.ye —”;x/.'/,

zu einem Maximum oder Minimum gemacht werde, withrend die Summe
w7 + o3 + ... 4 ) einen festen Werth hat, und dass der fiir (27) resul-
tirende Werth, durch die Summe #} + ... 4+ 2} dividirt, gleich der Ein-
heit sei.

Ich komme jetzt zu der Untersuchung des Falles, dass n gerade ist,
Fir denselben betrachtet Scurirnt das auf den obigen Ausdruck (5) be-
ziigliche Problem de maximis et minimis. FEr giebt an, dass die obige
Gleichung des n*" Grades (7) alsdann durch den Werth o= 1 nicht erfiillt
wird, dass deshalb das zugehérige Svstem (6) keine Auflosung zulisst, und
zieht hieraus den richtigen Schluss, dass fiir eine cbene Mannigfaltigkeit
emer geraden Ordnung die von ihm aufgesuchte Verallgemeinerung einer
Drehungsaxe nicht vorhanden ist. Man kann indessen fiir eine ebene

Mannigfaltigkeit einer geraden Ordnung eine andere Forderung aufstellen,
Acta mathematica. 24, Imprimé le 3 juillet 1500, 20
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welche immer Iosbar ist, und in anderer Weise eine Verallgemeinerung
einer Drehungsaxe liefert.

Der angegebene Zweck wird. erreicht, indem fiir die vorliegende Man-
nigfaltigkeit der #** Ordnung die Bestimmung eines Punktes (g, p,, .... p.)
verlangt wird, fir welchen die Gleichung befriedigt ist, die aus (9) dadurch
hervorgeht, dass auf alle moglichen Arten statt einer wngeraden Zahl von

Grossen y, respective die Gréssen — y, substituirt werden. Es bezeichne
a,b,....e einen Complex einer ungeraden Anzahl von Zeigern aus der
Reihe 1,2,....n; die ibrigen Zeiger moégen mit / bezeichnet werden,

und zwar durchliuft f, weil n jetzt gerade ist, eine ungerade Anzahl von

by, e

Werthen. Dann handelt es sich darum, n Grossen p™, o3>, .... p2*
i der Weise zu bestimmen, dass die mit (15) gleichlautende Gleichung

(28) p:,b,....exa + o + lo:,b ..... eze + ;p}x,b,. ..exf

— p:,b,....eya + o + p:,b ..... eye . /Zpt;,b,....ey/

erfilllt ist. Daraus folgt das der Form nach mit (16) ibereinstimmende
System

l

a,b,.... - Byt @,b,....6 ___
‘aupl' s - PT0 s IR S Y - £;01 o

- WByen T e _
A 077 a3 L @ et —— Py = O
(29)
1By00ne Byees ® 1 —
alnlotll ¢ + a2ﬂp; ¢ + CEEE + ann‘o: §— Sn/); ¢ == Q5
die Zeichen ¢,, ¢,,....¢, sind durch + 1, die Zeichen &, durch — 1 zu
ersetzen. Die Anzahl von Verbindungen, die in der angegebenen Weise
aus den Zeigern 1, 2, ....n erhalten werden, betrigt

n(n — 1Xn — 2)
1.2.3

n + + ...,

und diese Summe ist wieder gleich 2"~'. Die Gruppe der von dem Null-
punkte nach den Punkten (o}*¢,....p%*") gezogenen Axen besteht
daher ebenfalls aus 2"~' Individuen. Wofern nun nachgewiesen wird, dass
die Determinante des Systems (29) gleich Null ist, ohne dass alle ad-
Jungirten Elemente gleich Null werden, so sind die Verhiltnisse der auf-
zusuchenden Grossen pf*¢ .... po** bestimmt, und kénnen in ganz
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derselben Weise gefunden werden, wie fiir einer ungeraden Werth von n
geschehen ist. Die oben mit (17) und (18) bezeichneten Gleichungen. be-
stehen, wie 1. c. gezeigt worden ist, ohne Unterschied fiir ungerade oder
gerade Werthe von n. Es folgt also genau, wie vorhin, dass unter der
erwihnten Voraussetzung die gesuchten Grossen

(30) p:,b,....e, o p:,b,....e’ p;,b ,,,,, e
den Grossen
(31) Mvoe's - -+« Aaboa s A/’ab...e

respective proportional sind. Nachdem somit die Gruppe von 2"~ Punkten
Ghee L p%%) vollstindig bestimmt ist, bleibt nur ubrig, die ange-
gebenen Eigenschaften der Determinante des Systems (29) zu beweisen.

Dies geschieht mit Hiilfe der obfgen Gleichung (24), welche 1. c.
ebensowohl fiir gerade als fiir ungerade Werthe von 7 begriindet worden
ist. Gegenwiirtig kommt es darauf an, die Verinderung zu erdrtern, welche
bei geradem n mit der rechten Seite von (24) erfolgt, sobald die Grdssen
Sa) 85, . ..8 ungeindert bleiben, dagegen fiir jede der Grossen s;, deren
Anzahl jetzt ungerade ist, — s, substituirt wird.

In den Summanden, aus denen die rechte Seite von (24) besteht, ist,
wie oben bemerkt, der eine Factor ein Product, das aus dem Ausdruck
(s, 4 1)(s, 4+ 1)...(s, + 1) hervorgeht, in dem auf alle méglichen Arten
fir eine gerade Anzahl von Zeigern die betreffende Grosse s, durch die
mit der negativen Einheit multiplicirte Grosse s, ersetzt wird. Wendet man
die vorgeschriebene Vertauschung auf alle Grossen s, mit Ausnahme einer
einzigen an, so ist die Vertauschung fiir eine gerade Anzahl von Grdssen
erfolgt. Dadurch geht der Inbegriff der erwihnten ersten Factoren nach
dem obigen in sich selbst itber. In jedem dieser Factoren giebt es, weil
n gerade ist, eine gerade Anzahl einfacher Factoren von der Gestalt s,+1
wie auch von der Gestalt —s, + 1. Das Product der einen wie der anderen
einfachen Factoren moge ein Theilproduct genannt werden. Nimmt man
jetzt mit der unter den s, zuletzt gelassenen Grosse die Verwandlung in
ihren negativen Werth vor, so ist die Wirkung nothwendig die, dass von
den beiden Theilproducten das eine einen einfache Factor verliert, das andere
einen Factor gewinnt. Es verwandelt sich also die rechte Seite von (24)
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m ein Aggregat, bei dem der erste Factor aus zwei Theilproducten besteht,
deren jedes eine ungerade Anzahl von cinfachen Factoren enthiilt.

Die zu untersuchende Determinante des Svstems (29 geht aus
D(s
s; die positive Kinheit eingesetzt wird. Nachdem also auf der rechten

Seite von (24) s,,8,,....s, nicht geiindert sind, s, aber durch — s; er-

S, +...8,) hervor, in dem statt s,,s,,....s, die negative, statt

€

1

setzt ist, kann man s, s, , ... s, gleich derselben Grosse s nehmen, und
hat zu zeigen, dass der beziigliche Ausdruck, der bis auf einen von Null
verschiedenen Factor durch die Substitution s = — 1 in diec Determinante
des Systems (29) iibergeht, verschwindet. Weil aber nach der angestellten
KErorterung die rechte Seite von (24) gleich einem Aggregat von Summanden
wird, deren erster Factor aus zwei Theilproducten von ungerader Anzahl ein-
facher Factoren gebildet ist, so geht durch die Annahme s,=s,=...5,=s5
das erste oder zweite der beiden Theilproducte in cinen Potenz von (s 1)
oder (— s -+ 1) von ungeradem Exponenten iiber. Weil aber die kleinste
ungerade Zahl die Einheit selbst ist, so enthilt jeder erste Factor den
Ausdruck (s + 1) mindestens ein Mal. Deshalh ist der ganze Ausdruck
durch (s 4 1) theilbar, oder verschwindet fir s = — 1, wie hehauptet
worden war.

Die Voraussetzung, dass in dem Svstem (29) nicht alle adjungirten
Elemente verschwinden, muss aus dem oben angegebenen Grunde erfiillt
sein, wenn die zuletzt betrachtete Function von s zwar durch s 4 1 aber
nicht durch (s 4+ 1)® theilbar ist. Zuniichst werde ich die Bedingung fiir
das Eintreten dieses Umstandes fur dic Annahme ableiten, dass die Zeiger
a,b,....e, welche ungeiindert bleiben sollen, sich auf einen reduciren,
und dass @ = 1 sei. Das Zeichen f durchliuft alsdann die Reihe von
Zahlen 2,3 ,...,n. Man hat daher in D(s,,s,,....s,) die Grossen
Sy .. .8, respective durch — s, ... — s, zu ersetzen, und hierauf

Sl'-_:S?::‘..:Sn:S

zu nehmen. Die resultirende Function von s ist dann gleich einem Aggregat,
dessen Summanden durch (s + 1), (s + 1)’ ... aufgehen. Damit die
Function nicht durch (s 4 1)* theilbar sei, darf der Factor von (s + 1)

nicht verschwinden. Es zeigt sich aber, dass in demselben als Factor das
Aggregat

(32) ‘33...71 + )‘g...n‘z + L + }‘:‘23...(71—1) + )323...71
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enthalten ist, und daraus ist zu schliessen, dass die zu untersuchende Func-
tion von s niemals durch (s 4 1)* aufgehen kann, wenn nicht jede ein-
zelne der obigen Grossen A gleich Null wird.

Wenn, wie in dem allgemeinen Falle, ein beliebiger Complex von

Zeigern a,b,....e vorliegt, so gilt die gleiche Uberlegung und man
findet an der Stelle von (32) das folgende Aggregat
(3 3) Agc...e + R + A(zb...d + Ef:l?hb...e'

Die entsprechende Function von s kann dann niemals durch (s + 1)’ auf-
gehen, wenn nicht alle in (33) erscheinenden Grossen A gleich Null sind.
Diese fallen aber mit den in (31) angegebenen Grissen zusammen, welchen
die in (30) enthaltenen Grossen p&*, .... p&"* p?** proportional sind.

Somit ist fir jeden geraden Werth von n eine Gruppe von 2"~' Punkten

v o pt), die der gestellten Aufgabe geniigen, unzweifelhaft
bestimmt.

Eine Forderung, welche dem von ScuLArrI formulirten Problem analog
ist, und zu dem entwickelten Krgebniss fithrt, besteht darin, fiir das jedes
Mal ausgewdhlte System von Zeigern zu verlangen, dass der Ausdruck

(34) Lola + e + Xl — Efxf?/f

zu einem Maximum oder Minimum gemacht werde, withrend die Summe
©} 4 ... + =z, ihren Werth nicht indert, und der Ausdruck (34), durch
die Summe 27 + ... 4 2% dividirt, den Werth Eins annimmt.

Die Aufgabe welche fir jeden geraden Werth von 7 ausgesprochen
und geldst ist, erhalt fiir den Fall n = 2 eine anschauliche Bedeutung,
insofern die betrachtete Mannigfaltickeit der zweiten Ordnung durch eine
Ebene reprisentirt wird. Hier sind z,, z, die rechtwinkligen Coordinaten
eines Punktes in einem festen, ferner y, , y, die rechtwinkligen Coordinaten
desselben Punktes in einem beweglichen Coordinatensystem, das denselben
Nullpunkt hat. Wird das zweite System in die Lage des ersten gedreht
und jeder Punkt auf das erste System bezogen, so geht der Punkt (z,, z,)
in den Punkt (y,,y,) tiber. Wenn nun der Punkt (y,,y,) durch eine
der beiden Axen des festen Systems abgespiegelt wird, so entsteht als sein
Spiegelbild respective der Punkt (y,, — y,) oder der Punkt (— y,, y,). Die
oben gestellte Aufgabe fordert einen Punkt (o{", pi”), fiir welchen

1 1 1
p% + oz, = pPy, — Py,
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oder beziehungsweise einen Punkt (o{, p), fiir den

pT + Pz, = — oy, + oy,
wird. Der von dem Nullpunkt nach dem Punkte (o{”, p{") gezogene Strahl
soll mit den nach den Punkten (z,,z,) und (y,, —y,) gezogenen Strahlen
gleiche Winkel, der nach dem Punkte (o, p?) gezogene Strahl mit den
nach den Punkten (z,, ,) und (—y,, y,) gezogenen Strahlen gleiche Winkel
bilden. Sowohl der eine wie auch der andere gesuchte Strahl ist daher
eine Symmetrieaxe fiir die Lage des Punktes (z,,,) in Bezug auf den
Punkt, der aus (y,,y,) durch die eine oder die andere der bezeichneten
Spiegelungen entstanden ist. Es tritt deshalb an die Stelle der Gruppe
von Drehungsaxen fiir n == 2 eine Gruppe von zwei Symmetrieaxen, und
fiar jeden beliebigen geraden Werth von n eine Gruppe von 2"~ Axen,
die als Symmetrieaxen aufgefasst werden konnen.

Bonn, d. 24. October 189g9.




