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NOTE SUR UbIE INTI~GRALE DI~FINIE 

PAR 

S. P I N C H E R L E  
BOLOGNE. 

I. Soient A(z ) ,  ~(z )  deux sdries de LAURENT, la premi6re con. 
vergente darts l 'anneau circulaire, que j'indiquerai par ([p~[, I), con, pris 
entre deux circonf6rences ayant le centre k rorigine et les rayons ]p~] 
et I respectivement, e t  Ip[ < i;  la seconde convergente dans ranneau 
circulaire (R, Ri). Je consid6re l'intdgrale 

(,) z(~) ' .  ['a dy = ( ~ ) ~ ( y )  , 
(p) 

prise Ie long d'une circonfSrence eoneentrique et interne k l'anneau ( R ,  R1) 
et de rayon p. Cette int6grale repr6sente aussi une s6rie de LAURENT,. 
et si l'on pose 

an  
A ( z )  = a o a.z" -4- , 

e t  

il vient 

V(z)  = c o + c.z" + 

�9 t t 

1 

si i'on . r e  ~ tandis que ~(y) est une s6rie de LAUREI~T queleonque, 

on pcut regarder l'expression (I) comme un algorithme appliqu6 k l'objet 
4eta ~ thr  7. Imprim~ Iv 29 Septembrr lS845, 
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~(y), et dont le rdsaltat est de mdlne esp6ee que l'objet, c'est-k-dire une 
nouvelle s6rie de LXURENT. I1 est k remarquer  que l 'anneau de con- 
vergence de cette nouvelle s6rie contient toujours l 'anneau (Ip'le, a). 

En sp6cialisant la forme de la fonction A(z) , .on trouvera des rela- 
tions plus on moins remarquables entre la fonction objet et la fonction 
r6sultat. J e  me propose de revenir plus en d6tail sur ce sujet dans un 
autre travail ;  pour le moment  je me bornerai k un cas particulier qui 
me semble assez int6ressant. 

z. Soit 
I l I 

a 0 = ~, a,, - -  ~ ,  a,', = -2~ ; 
z ~ p  i - - P  

il vient 

Co ~ ( Cn ~n 
(3) I ( r  = 3  + ,- 

! 7 / I  

Y"P ~ = f(x) ,  (, -l,~")~": 

et cette s6rie est convergente dana l 'anneau (Ip=l ~, RI), qui contient 
(Ip~lp, p). I1 s'ensuit que la s6rie f(p~x) est convergente dans l 'anneau 

R, R, [~-i-i/, ct par cons6quent la difference 

A f(x)  = f (x)  - f (p 'x )  

est une s6rie de LAURE.Vr eonvergente darts l 'anneau commun (R, R1); 
et l'on trouve imm6diatement que 

(4) zxf(x) = r  

Donc, l 'op6ration I ( f )  donne, dans ce cas, l'int6grale de l'6quation 
aux diff6rences finies (4); en d'autres termes, si l'on pose 

(5) s ( z )  = ~ + ~. + 
x - - p  I 

et que la fonction f (y)  soit donn6e par une s6rie de LAURE~T dans 
ranneau (Ip21R, R1) qui comprend l 'anneau (]p21p, p), on aura 

(6) 2~ [f(y) - -  f(p'y)]s y 7 =  f(x).  
(p) 

Or cette formule peat  s'6tendre comme il suit au cas oh f (y)  n'est plus 
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r6guli6re dans tout l 'anneau (Ip lR, R,), mais a un hombre quelconque 
de singularit6s dans l 'anneau int6rieur ( I l i a ,  P)" 

3. A cet effet, je remarque que la fonction s(z), repr6sent6e par 
la formule (5) dans l 'anneau eirculaire (]p2],  I), peut dtre d6finie dans 
tout le plan de la fa(;gn suivante: 

Je pars de la fonction ~ 
uO 

r6guli6re dans tout le plan, except6 aux points z--~ o et z----c~. Si 
l 'on pose 

d 
s(z) = - -  z ~ log { ~,--~r](-- pz)}, 

l 'on trouve sans difficult6 les propri6tds suivantes pour la fonetion s(z): 
a) s(z) est repr6sent6e par la formule (5) dans l 'anneau (]p2[, I); 
b) s(z) est r6guli6re pour tous les points du plan, except6 z = o 

et z ~ axe, qui sont des points singuliers essentiels, et les points z = p2. 
qui sont. des p61es du premier ordre avec les r6sidus respectifs - - p : " ;  

c) la fonction s(z) satisfait aux dquations fonctionnelles: 

Actuellement, je consid@e l'expression 

y s f ( y )  y 

(P) (P~P) 

1 Cette fonction joue dans la thdorie des fonctions ~ pdriode multiplieatoire~ c'est 
dire telles que ~ ( p ~ x ) ~  ~(x) ,  le m~me rSle que la fonction O(x)  dans la th~urie 

des fonetions doublemcnt pdriodiques. Je  remarque ~ eette occasion qu'ou peut substituer 

avec avantage ~ l'dtude de ees derni~res fonetions eeile des fonetions /L pdriode multipli- 
catoire~ comme je l'ai ddj~ indiqud dans mon Mdmoire ~gopra una classe importante di 
fu~zioni monodrome publid en I879 dans le G i o r n a l e  de M. BATTAOLISI. M. RAUSI~N- 
m~ROER, sans avoir eu connaissanee de mon travail, a cu la marne id6e qu'il a d6veloppde 

dans son intdressant ouvrage Lehrbuch d,r periodiscken Fu~ctio~es, Leipzig I884.  J 'em- 

ploie iei la notation r](z) de M. RAUSENB~aoER. 
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oh f (y)  est une fonction donn6e dans l'a,,neau (Ip'l R, n , ) q u i  comprend 
(Ip~ip,  p). Je suppose que la fonction f (y)  n'ait, dans cet anneau, 
d'autres singularit6s que les points a, intdrieurs k (Ip2ip, p), pour lesquels 
la fonction devient singuli6re respectivement-comme les fonctions 

= ( y  - -  a,)" 
( i= l ,  2, 3, ..., m) 

et oh y est compris dans l'anneau (l~'lp, p). 
L'expression I e s t  6gale, par le th6or6me de CAucHy, k la somme 

des r6sidus ~ l'int6rieur de l'anneau (]p2ip, p), c'est-~-dire ~ la somme 

aux points ai et all point y : x  o~1 la fonction s(y) des r6sidus relatifs 

est infinie, on a donc: 

I 

1 =  - - f (x ) - -~ i=1 I,*=O Ai'i+' Dai[-~iS(~i)]~ 
D'autre part, on a, k cause de la relation (7): 

oh l'on a pos6 

I---- s [f(y)-- f(p2y)]-7;--  4- C 
e 
(p) 

2~ 
! 

c = ~ f f ( p ' p e ' ~ ) d O ;  
0 

d'oh, en ~galant les deux expressions de I ,  et en tenant compte de la 
formule (8), il vient enfin: 

8 S ~ 
' " ' ~' , = , . . ,  I_~ ,D, (2 ]  + ~  r ~.  (~)~r(,)-r(,,)~-~ : r r 1 6 3 1 6 3  ' 

(p) 

Cette formule donne l'extension de la formule (5) au cas oh la fonction 
f (x )  admet des singularit6s en nombre tint dans l'anneau (Ip~lp, p). 
La fonction du second membre est r6guli~re dans tout l'anneau et peut 
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par consequent s'exprimer par une s~rie de LAURENT; et si l'on indique 
cette fonction par F(x), on a par la formule (7) 

A~,,+I D~{I' ] 
,=, .=o f• k~d 

OU 

a,( ') (~o) A F ( x )  = A f ( x ) - -  - - - g  
i = l  

De sorte que si l'on pose 

Af(x) = ~(y), 

on peut conclure de ce qui precede que l'op4ration I ( F ) d o n n e  pour 
r~sultat une int4grale, r4guli~re dana tout l'anneau, de l'(~quation aux 
differences finies 

h F = ~ ( x )  - -  eonst. 

La constante est nulle si les points singuliers de la fonction f( x) satisfont 
la condition 

(,,) 
4. Si l'on a 

- G  I 
i= I  qi i - -  ~ O. 

h f ( x )  = O ,  

ce qui exige que la condition (t x) soit satisfaite, la fonction f(x) a une 
p6riode multiplicatoire p~ et la formulc (9) devient 

qui donne l'expression analytique d'une fonction k pdriode multiplicatoire 
qui a m points singuliers essentiels d'esp6ce donn~c, k l'intdrieur de chaquc 
anneau ~ldmentaire. Cette formule est analogue ~ celle donnde par M. 
APrELL (Acts  M a t h e m a t i c s ,  T. i, p. I38 ) et qui fait connaltre l'ex- 
pression analytique d'une fonction doublement p6riodique, ayant un 
nombre fini de points singuliers essentiels. On obtiendrait sans peine, 
d'une faqon analogue, l'expression d'une fonction ayant un nombre infini 
de points singuliers, ou m~me un espace lacunaire, k l'int6rieur de l'an- 

Acts  mathematics,  7. I m p r i m ~  l e  28 S e p t e m b r e  1885, 4 9  
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neau ( I l i a ,  p). si, en particulier, les points singuliers ~t, se r6duisent 
b~ des pbles de l'ordre r~ respectivement, la formule (I z) devient. 

f (x)  = Z 
i = 1  

qui est, pour les fonctions & pdriode multipllcatoire, ce qu'est la formule 
bien connue de M. HERMITE pour les fonctions doublement pdriodiques. 


