PERIODISCHE FUNKTIONEN UND SYSTEME VON UNENDLICH
VIELEN LINEAREN GLEICHUNGEN.

Von
OSKAR PERRON

in TUBINGEN,

(Auszug aus einem Schreiben an Herrn STickEL)

...... In § 3 Threr soeben in den Acta*Mathematica, Band 37, 8. §9 ff.
erschienenen Arbeit fragen Sie nach denjenigen Losungen a,,a,,a,, ... des Glei-
chungssystems

& ct*l
(5) zan+t7=0 (n=o0,1,2,-"),

Lol
welche zugleich einer Differenzengleichung r*r Ordnung
(Q) Apgr = loan““l; Anp1+ - +lr~1an+r——l (n=I, 2, 3:)

geniigen, wo dann die 1, als Unbekannte anzusehen sind. Natiirlich soll die Zahl
r so gewdhlt sein, dass @, nicht schon einer Differenzengleichung von geringerer
als der st Ordnung mit konstanten Coefficienten geniigt; insbesondere ist also
Ay # 0.

Diese Frage lasst sich vollstindig beantworten, wenn man auf die Differen-
zengleichung (g) die LAGRANGE’ sche Auflosungsmethode anwendet. An_Stelle der
Unbekannten 4,,4,,--4,—; filhre man die Wurzeln ¢,, ¢,, -+ ¢r der Gleichung

(A) ¢ =hytdyot o F g

als neue Unbekannte ein. Wegen 1, o sind diese Wurzeln = o, und wie sich
weiter unten zeigen wird, miissen sie notwendig auch von einander verschieden
sein. Nimmt man das einstweilen als bewiesen an, so erhilt man als Lagrane®’ sche
Losung von (g):
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(9 a) an=20v9:,';

y=]

wo die O, gewiss = o gind, weil sonst @, einer Differenzengleichung von geringerer
als der rte® Ordnung geniigen wiirde.
Fithrt man nun (g a) in Ihre Gleichungen (5) ein, so kommt:

Zr Cvi(’v""-tc‘:;: 0,

vl t=1

oder also

ey —1
1= —— =0 (n=o0,1,2,--).

(5 a) X0, et o

vel

eeve —x

Das sind unendlich viele lineare Gleichungen fiir die r Unbekannten - Die

v

r ersten dieser Gleichungen haben die Determinante

Cio . Cror
Ciei - - - Crer|,
C ;. Cror
welche = o ist; also muss
e —1
—— =0
o e

sein, und dann sind auch die Gleichungen (5 a) sémtlich erfiillt. Daraus folgt nun

_2mik
Oy p

b

wo die &, positive oder negative ganze Zahlen sind. Nach (9 a) ist also

a _:20 (znzkl)n.

y=l

Damit ist die Frage gelost. Setzt man den gefundenen Wert von a, in Ihre
Gleichung (1) ein, so kommt:
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P(z) =a, + 20'» 2:;17 (Z”Zk" z)n
P} n=1

- 2riky 2 - 2aik,z
=a0+20v(e ¢ ——1)=Co+20,,e < .

Vel v=]

Somit hat sich ergeben, dass Ihr Ansatz (g) alle periodischen Funktionen liefert,
welche in der Form

, 2riky,z
P(z)=C,+ XChe ©
yml

enthalten sind, aber auch nur diese. Soll ¢ eine primitive Periode sein, so diir-
fen die %, keinen gemeinsamen Teiler haben, eine Bedingung, die sowohl not-
wendig als hinreichend ist.

Ich muss Ihnen jetzt noch zeigen, dass die Annabme, die Gleichung (A) habe
mehrfache Wurzeln, unzuliissig ist. Nehmen Sie zu dem Zweck an, die von einan-
der verschiedenen Wurzeln seien ¢, ¢,,-- 0%, und dabei sei g, eine r,-fache Wur-
zel, sodass 7, -+ 1, +--- 4, =r ist; speciell mag r, > 1 sein. Dann ergibt die La-
GRANGE’ sche Losung von (g):

b
(9 b) an= 2,02 P, (n),
ymal

wobei P, (n) ein Polynom vom (r,— 1)t Grad ist (nicht von geringerem, sonst
wiirde a, einer Differenzengleichung von geringerer als der rt*» Ordnung geniigen).
Setzt man nun (9 b) in (5) ein, so kommt:

k

® 1

(5 b) 22@2+‘P~u(n+t)cﬁ=o (n=o0,1,2,-).
peml fe=l

Nun ist bekanntlich

P,(n+t)=P,(n) + IL,JP,,(n)ﬁ- ?i‘;i,}—)mm(nH

- I()n—l).’r 2 47—t P, (n).

Fiihrt man das in (5 b) ein, so ldsst sich die Summation nach ¢ ausfiibren, und
man erhalt:
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+JP'V( )'_"*‘*’ +d”v—1P (n)__g:_cly__;e)jv } O(n 0,1, 2’...).

’
P {P ()<

v=1

Das sind unendlich viele lineare Gleichungen fiir die » Unbekannten

e —1 etre goent  (goyvlens e
(B) ec 1/ 27 (ry— 1)/ (v =12, k).
Die r ersten dieser Gleichungen haben die Determinante
e, Py (o) e dPi@) . . . od171 Pi(o) o: P, (o) 0, 4P,(0) . . .
o} P, (1) 4P (1). . . 9’4’!"’1 P, (1) o; P, (1) 0}4P, (1) . . .

..................................

ofPi(r—1) ¢, 4P, (r—I) 9 d’l—lP (r—1) o, P, (1‘—1) 0, 4 P,(r—r1)--

welche = o ist, wie Sie unter Beachtung des Umstandes, dass P, (n) genau vom
(r,—1)*r Grad ist, leicht erkennen. Daher miissen die Unbekannten (B) ver-

schwinden; wegen r, > 1 muss also insbesondere e?;¢ = o sein, was aber unmoglich
ist. W. z b. w.



