UEBER KONVERGENZ UNENDLICHER KETTENBRUCHE MIT
DURCHWEG REELLEN ELEMENTEN.

Vox

OTTO SZASZ

in FrRANKFURT A. M.

Die Konvergenz oder Divergenz einer unendlichen Reithe mit komplexen

Gliedern 21, @y = 2,, (0w + % 8») hiingt in sehr einfacher Weise von dem Verhalten
1 1

der beiden Reihen mit reellen Gliedern ab: iv oy, ?:v B». Ganz anders ist es bei
1 1
Kettenbrichen; man kennt keinen Zusammenhang zwischen dem Verhalten eines
Kettenbruches mit komplexen Elementen und dem Verhalten von Kettenbriichen
mit reellen Elementen. Wenn ein solcher iiberhaupt existiert, so diirfte er sehr
komplizierter Natur sein. Es ist demnach zu erwarten, dass die Beschrinkung
auf nur reelle Elemente einen genaueren Einblick in die Struktur des Ketten-
bruches ermoglichen muss. Spezielle Klassen solcher Kettenbriiche, namentlich
die mit lauter positiven Elementen und alternierende Kettenbriiche, sind schon
eingehend untersucht worden?; in neuerer Zeit hat nun Herr H. TieTzE auf
geometrischem Wege fiir allgemeinere Kettenbriiche einige interessante Konver-

1 Diese Arbeit ist bis auf unwesentliche Anderungen ein Teil meiner Habilitationsschrift,
die im Mai 1914 der Akademie flir Sozial- und Handelswissenschaften (und spiter der Natur-
wissenschaftlichen Fakultit der Universitit) zu Frankfurt a. M. vorgelegen hat. (In ungarischer
Sprache vorgelegt der Ungar. Akad. d. Wissensch. am 19. April 1915.)

* Zur Orientierung verweise ich auf das inhaltsreiche Werk des Herrn O. Prrro¥, Die
Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig, 1913 (vgl. insbesondere §§ 50, 51), im folgenden unter
sPERrRON, Lehrbuch» zitiert.
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genz- und Irrationalititssitze abgeleitet.! Herr PeErrON (Lehrbuch, §§ s1—52)
bewies sodann diese Satze auf arithmetischem Wege mit Anwendung der Eaxten-
sion (PERRON, Lehrbuch, § 44) von Kettenbriichen.

In Weiterverfolgung des von Herrn PERRON eingeschlagenen Weges gebe ich
nun Verallgemeinerungen dieser Konvergenzsitze. Ferner leite ich aus meinen
Séatzen, durch Spezialisierung der darin auftretenden unendlich vielen Parameter,
weitere neue Konvergenzkriterien ab. Dabei ergibt sich die Verallgemeinerung
eines von mir mit Hilfe unendlicher Kettenbruchdeterminanten gegebenen Satzes,?
soweit er sich auf Kettenbriiche mit reellen Elementen bezieht; und zwar han-
delt es sich hierbei um folgendes:

Bekanntlich hat Herr H. v. Kocu® den Satz bewiesen:

a. ®

Der Kettenbruch mit beliebigen (auch komplexen) Elementen [1] kon-
1

o0
vergiert sicherlich, wenn zv la.] < 1 ist. — Herr PRINGSHEIM* hat diesen Satz aus
2

o0
seinem Hauptkriterium abgeleitet und auch auf den Fall zvlavl = 1 erweitert.
2

Ich konnte schliesslich die Konvergenzbedingung: }_‘vlavl <1 durch die folgende
2

ersetzen (a. a. 0.):
o0 o0
Dola]— 2, Rla) <2,
2 2
(bei vorausgesetzter Konvergenz von zvlad),

wo R(a,) den reellen Teil von a, bedeutet.
Offenbar unterwirft man den Kettenbruch durch die Forderung, dass

o0
zvlaﬂ konvergiere, einer starken Einschriankung. Fiir den speziellen Fall lauter
2

! H. Tierze: a) Einige Kettenbruch-Konvergenzkriterien (Monatshefte fiir Mathematik und
Physik, Bd 21, 1910, S. 344—360); b} Uber Kriterien fiir Konvergenz und Irrationalitit unend-
licher Kettenbriche (Mathem. Annalen, Bd 71, 1911, 8. 236—265).

2 (. Szisz, Uber gewisse unendliche Kettenbruchdeterminanten und Kettenbriiche mit
komplexen Elementen (Sitzungsberichte der Akad. d. Wissenschaften, Miinchen, Jahrg. 1912,
8. 323—361), 8. 341,

3 H. vox KocH, Sur un théoréme de Stieltjes et sur les fonctions définies par des fractions
continues (Bull. Soc. Math. de France, t. 23, 1895, p. 33—40).

4 A. Privesuemy, Uber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche mit komplexen
Gliedern (Sitzungsberichte der K. Bayer. Akademie der Wissenschaften (Miinchen), Math.-phys.
Klasse, Bd 35, 1905, S. 359—380).
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reeller @, kann ich nun diese Bedingung, soweit als mdoglich, beseitigen. Es ist
jetzt R (a,) = a.; ferner sei o, folgendermassen definiert: ist a@,4+1> o0, s0 sei g,=0,
ist @,41 <0, 30 bedeute ¢, die Summe der absolut genommenen auf a,,; unmittelbar
folgenden negativen Teilzdhler (a,41 inkl.) bis zum ndchsten positiven (exkl.).
Bedeutet schliesslich

9 ={o fir a, > o

1 fir a, <o,

so lasst sich offenbar ¢, in der Form anschreiben:
o0
g, = Z}Cl Aysk l 194;.4..1 191;.4.2 . es 191;-{.};,
1

wo die Summe mit dem ersten verschwindenden 9 abbricht. Der Satz, der sich
am Schlusse dieser Arbeit ergeben wird, lautet nun folgendermassen:

o0
Der Kettenbruch mit lauter reellen Elementen: [913] (ay = 0) konvergtert, wenn
1

die Bedingungen erfillt sind:

6, X1 (»=2,3,...), lim ¢, < 1.

Y=o

Nur wenn von einem gewissen v an alle 9, verschwinden, ist fiir seine Konvergenz
ausserdem die Divergenz der Reihe

o0
2 (7‘17'3...1'21,_1_*_727'4 .. .rg,,_) (ry—|a D

A (4
1” Toly .o oo T2y Psls « o« Poy4l

erforderlich. (Die ja allemal eine notwendige Bedingung der Konvergenz darstellt,
im Falle unendlich vieler negativer a, aber eo ipso erfiillt ist, wie aus dem Be-
weise hervorgeht.)

Dieser Satz und einige andere Sitze dieser Arbeit bedeuten einen ersten
Schritt zur Erweiterung der Resultate, die ich in einer friilheren Arbeit gab
(a. a. 0.), in dem Sinne, wie ich es daselbst auf Seite 361 andeutete; man
vergleiche auch Satz 4 meiner im Journal fiir Math. Bd. 147 (1917), S. 132—160
erschienenen Arbeit: Uber die Erhaltung der Konvergenz unendlicher Ketten-
briiche bei independenter Verinderlichkeit aller ihrer Elemente.

Noch ein Satz sei hier angefiihrt, welcher dem obigen etwas &hnlich ist und
neben seiner einfachen Formulierung doch auch ziemlich allgemeinen Charakter
hat. Man setze zur Abkiirzung
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bv—l b'u

b0=I) 60=I, 61=I; 6v==|b'v—lbvl (1}=2’37"‘))

(fiir b,—1 b, == o0 sei d,=1)

dann gilt der Satz:

o
Der Kettenbruch mit nur reellen Elementen [bi] konvergiert, wenn
()

121 =20+ 6s) (=123 ...)

und mindestens fiir einen Wert von v (v>o0)

(131 —x + 206, + 8040 | [1Bu] + £ (1 =6y s+ duaa) | >0

ist. Nur wenn von einer gewissen Stelle an durchweg b, b,> o ist, muss ausser-

dem die Divergenz der Reihe 2v|b,,] vorausgesetzt werden. (Vgl. Satz 3.)
1

Es gibt noch kein Analogon dieses Satzes fiir Kettenbriiche mit komplexen
Elementen; einigermassen verwandte Sitze sind in § 6 meiner im Journ. fir
Math. Bd. 147 erschienenen obenzitierten Abhandlung abgeleitet.

Bei Beschrinkung auf reelle Elemente ist obiger Satz eine Verallgemeinerung
des bekannten PringsHEIM’schen Satzes (auf S. zro in Fussn. 4 a. O., 8. 363):

-]
Der Kettenbruch mit komplexen Elementen: [bl] konvergiert sicherlich,
v 1

wenn

blz1, Jbl22 (=23 ...)

ist und mindestens einmal Ungleichheit statthat.

Fiir lauter reelle, negative b, ; b,gehen die beiden Sitze ineinander iiber
(es wird 6,= —1).

Manche Stellen dieser Arbeit kénnte man stark abkiirzen, wollte man fiir die
Teilzihler den Wert Null durchweg ausschliessen. Dies wiirde aber eine erhebliche
Einschrinkung der Allgemeinheit bedeuten; diesist klar, falls die Teilzéhler Funk-
tionen einer Variabeln sind, die auch Nulistellen besitzen. Andererseits hingt
aber die Konvergenzfrage solcher Kettenbriiche mit verschwindenden Teilzéhlern
auch eng mit der Frage zusammen, wann ein endlicher Kettenbruch einen be-
stimmten Wert hat oder sinnlos ist (vgl. PERRON, Lehrbuch § 42, Satz 1, S. 193).
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§ 1.
Yorbereitende Siitze.

Herr PErrON hat in seinem bereits mehrfach zitierten Lehrbuche (§ 44) den
Satz abgeleitet:

Satz A. Sei

ay P _ a,] 41|
5] =5, o F2T)

v i1

ein Kettenbruch mit von Null verschiedenen Teilzédhlern und mit den Naherungs-

briichen: %’1 (¥=0,1,...,k+1); o sei eine beliebige von Null verschiedene

Zahl. Damit der (k + 2)-gliedrige Kettenbruch:
af o] o]

+l—‘8+r,+l?, (a)

x|
| br—1

al,
0t

die Néherungsbriiche:

4,04, e Ae—odin A Ain

B, B, ' By Br—oBii Bi Biu

besitze, sind folgende Bedingungen hinreichend und — bis auf eine &quivalente
Transformation — auch notwendig:

a=az, f=bi—p, a'=¢, f'~1, a”=‘%ﬂ’ ﬂ"=bk+1+%f‘ (1)

Man sagt in diesem Falle nach Perrow, dass der abgeleitete Kettenbruch (a)
aus dem urspriinglichen durch Extension entstanden ist.

Fiir das Folgende wird es niitzlich sein, zu bemerken, dass der Satz — mit
einer geringen Anderung — auch dann noch giiltig bleibt, wenn man fiir die a,
den Wert Null zuldsst; dann sind ndmlich die Gleichungen (1) — wie man sich
aus dem Beweisgange des Herrn PERRON leicht {iberzeugt — noch hinreichend,
aber nicht notwendig.

Der gesuchte Kettenbruch hat also die Form:

a5+

oh_l_|_...+a’k_1| _a”i QJ._M.Q—
|blc+1+g1;Ll

|6, i1 Jbx—e |1
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In meiner Untersuchung werden ferner die folgenden zwei bekannten Sitze!
eine Rolle spielen:

Satz B. Hat der Kettenbruch [%’] lauter positive Elemente, wobei aber
vl

auch ¢, = o zugelassen wird, sofern nur nicht alle gs,41 gleich Null sind, so be-
steht die notwendige und hinreichende Bedingung fiir seine Konvergenz darin,
dass wenigstens eine der beiden Reihen:

PiPy-- - Pro1,, ' P2Pi-- - Pov
= PPy Pav o A PaPs . Prvi

g2v41

divergiert.
Satz C. Der Kettenbruch mit lauter positiven Elementen [&] , wobei
1

v

[}
aber auch ¢, =o zuldssig ist, konvergiert, wenn die Reihe 21, (quq”—“)% diver-
1 v+1

giert. Die Konvergenz ist offenbar eine unbedingte.
Zwecks spiterer Anwendung (Sétze 6 und 10) beweise ich hierzu den folgen-
den einfachen Satz:

o«
Satz D. Der Kettenbruch mit lauter nicht negativen Elementen [&] (also
1

Vv,
Py >0, ¢v>0) konvergiert sicher, wenn mindestens fir einen Wert von v p, gleich
Null ist und die Bedingungen erfiillt sind:

gv+pv+l>0 ("/=I,21---’ k_I)’ (2)
g»>o0 (v=k k+1,...)
fiir ein gewisses k (k> 1).2 (3)

Beweis. Die Naherungsbriiche des Kettenbruches seien:

P

@1 (v=0,1,2,...),
v

dann ist bekanntlich:

Q=1 Q =¢q, @.=¢9 +p
Q”=q1' Qv-—-l + Py Q»-—Z (V =2,3 .. ) (4)

! In bezug auf Quellendaten vgl. Perrox, Lehrbuch, § so.

? Man konnte statt dieser Bedingungen etwas allgemeinere einfiithren; dies wiirde aber
den Beweis komplizieren, und da ich in dieser Arbeit nur den obigen Satz anwenden will,
beschrinke ich mich auf die hier gegebene Formulierung. — Fiir k= 1 fillt Bedingung (2) fort.
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Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, dass die Ungleichung gilt:
Q20 (v=0,1,2,...);

ich beweise nun die Ungleichheit:

Qv+ Quy1>0 (v=o0,1,2,...). (3)

Zunidchst bemerke ich, dass aus den Rekursionsformeln:

Q'u == Qy Qv—l + Pu Q'v—2

(v=2,3,...),
Q1= Qo+1 @ + Duy1 Qw—l}

durch Addition sofort die Beziehung hervorgeht:

Qv + Q'v+1= Gvy1 Qv + (Qv + pv—)-l) Qv-—l + oo Qv—2 (” =2,3 ~); (6)

nun ist fiir » =0, 1 Ungleichheit (5) offenbar richtig; ihre allgemeine Giiltigkeit
gewinnt man leicht mit Hilfe vollstindiger Induktion. Sei also fiir ein 4 > 2
bereits

Ql—l -+ Q}. >0,

so muss entweder ;> o sein, und in diesem Falle ist die Ungleichheit

@+ Qir1>0 #)

auch giiltig, oder es muss Q;—; >o sein und in diesem Falle folgt Ungleichheit
(7) sofort aus den Beziechungen (2) bezw. (3) und (6) fiir » = 4. Somit ist Ungleich-
heit (5) allgemein bewiesen.

Schliesslich leite ich noch die Ungleichheit ab:

Q>0 (v=Fk k+1,...); (8)

wegen (5) ist mindestens eine der Grdssen Qr—1, @z von Null verschieden; nun
folgt (8) durch vollstindige Induktion: sei fiir ein 4 (A>k—12>0) 2> 0, dann
folgt aus (3) und (4) fiir ¥ =21 + 1, dass auch @4, >0 ist. Somit ist auch (8)
allgemein bewiesen.

Nun ist bekanntlich (vgl. PErrON, Lehrbuch, S. 234):

Po]° i BB S (L pa PiPa Py
[qv:ll vl_rl; Qv Qk + 211( I) Q'v--l Qv

k+1

und diese Reihe bricht ab, hat also einen bestimmten endlichen Wert, womit
Satz D bewiesen ist.
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Zusatz. Ist

=0, Dr+1>0, aber pigr—2>o (fir ein k> z), (9)

und im {ibrigen die Bedingungen von Satz D mit eben diesem £ erfiillt, so ist
der Kettenbruch auch noch konvergent. Dabei ist g, =1 zu setzen.
Jetzt wird ndmlich infolge der Beziehungen (g):

Qr = Pr Qr—2; (10)
ich zeige zunichst, dass Qr_2 >0 ist. Fir k=2 ist dies offenbar richtig; sei also
k>2. Aus (2) fiir v=1,2,..., k—1 folgt, wie frither:

Q7+Qv+1>0 (7":0’ ... k—I): (II)

ist nun Qrs==o0, so folgt aus (xx) fir v="k—3, dass Q>0 ist; ist aber
Qi—3>0, so folgt aus (g) und (4) filr vy =k-—2 wiederum, dass Qs— >0 ist.
Nun folgt aus (g9) und (10): Qx>0 und aus (3) fiir » >k ergibt sich wie vorhin,
dass auch die Ungleichheiten gelten:

@, >0 (v=Fk k+1,...)

Hieraus erschliesst man unmittelbar, wie bei Satz D, die Konvergenz des Ketten-
bruches. Es gilt also der

Zusatz zu D. In (2) und (3) darf fir v=Fk Gleichheit gelien, wenn nur
Pk Qr—2> 0 und k> 2 dst,

Schliesslich zitiere ich noch den Satz:

Satz E. Bei einem XKettenbruch mit lauter positiven Elementen, wobei
aber auch ¢, = o0 zugelassen wird, sofern nur nicht alle gz, +; verschwinden, nahern
sich die Naherungsbriiche gerader Ordnung wachsend oder doch nicht abnehmend
einem Grenzwert %, die ungerader Ordnung abnehmend oder doch nicht wachsend
einem Grenzwert K, und es ist o<k < K; nur ist mdglicherweise eine end-
liche Anzahl sinnloser N#herungsbriiche vorhanden. (Vgl. PErroN, Lehrbuch,
8. 239—240.)
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§ 2.
Ein allgemeines Konvergenzkriterium und Folgerungen aus demselben.

Ist allgemein der Kettenbruch vorgelegt:

[—~J —alyml ol (12)
1 12

2

(=

wo die a,, b, beliebige reelle Zahlen sind (die Null zugelassen), so setzen wir:

avzc‘vlav'y bvr"ﬂvlbvl,
wobei
{+Ifiira,,20 + 1 fiir 2> 0
Oy == . - By= .
—1 fiir a, <o, —1 fiir b,<o.

Nun ist leicht einzusehen, dass:

1

% O i
[q_”_]m—l:ﬁl Iall, ﬂv—lﬂvlavl]
by |5, ] | 6] 2
(das Zeichen = bedeutet Aquivalenz); im folgenden benutze ich durchweg diese
transformierte Form des Kettenbruches (12) und setze zur Abkiirzung: ’

o Oy
g, —T-=p v=2,3 ...
ﬁl ! ﬂv—lﬁv Y ( 3 )
(13)
I—é&,
Gy=0, I= (v=2,3,...}; Iav|=17v, |6u‘=9’v~

Ich beweise zunichst den
Satz 1. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) reell sind* — und fiir eine

Folge positiver Zahlen: ¢, =1, ¢, >0 (v =1, 2, 3, . . .) den Ungleichungen geniigen:

p Ty
qv;‘ij—_l' + st""*'l ('V= 1,2, 3, .. ')y (14)

(4

! Dies wird in dieser Arbeit stillschweigend stets vorausgesetzt.
Acta mathematica. 43. Tmprimé le 24 mars 1921, 28
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so erselze man an allen Stellen, an denen 41 =1 (k2> 1) tst, die Gliederfolge

Dr+1
% pel_ pro durch EPEL l + 0| RN L2 i—
7 fgr—or |1 | _ Prat
qr+1 Ec_

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens entsteht ein Kettenbruch mit lauter
nicht-negativen Elementen (das Vorzeichen von ¢ p, spielt im folgenden keine
Rolle). Seine Konvergenz, die nach den Sdtzen B, C und D entschieden werden
kann, ist dann hinreichend fiir die Konvergenz des Kettenbruches (1z). Dabei sind
&, Py @, I» durch die Relationen (13) bestimmt, wo «, und 8, die Charakteri-
stiken® von @, und b, sind.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach und analog dem, von Herrn
PEerRrON fiir einen dhnlichen spezielleren Satz® gegebenen Beweise.

Bezeichnet man den urspriinglichen Kettenbruch abkiirzend mit K, den
abgeinderten mit K', so ist aus den Bedingungen (14) unmittelbar ersichtlich,
dass K' lauter nicht-negative Elemente hat. Nun seien 4,, B, die Néherungs-
zéhler und -nenner von K; aus K geht dann K’ nach S8atz A durch Extension
hervor, wobei die nen hinzugekommenen Néherungsbriiche die Form haben:

Ax—or At

fiir ep41=—T1.
By — o) Br at

Daher ist die Konvergenz von K' hinreichend fiir die von K. W. z. b. w.

1 Nach Herrn PrixesEEIM nennt man o= IZ-I die Charakteristik von «; fiir a = 0 sei
a= 4 1.
? Perrox, Lehrbuch, 8. 242—-244. Dort lauten die Bedingungen in unserer Bezeichnungs-
weise:
Dy, >0, qv;pv-f-ﬁw_l v=1,2,3...)

In etwas anderer Weise hat Herr Tierze (auf dem S. 210 in Fussn. I a)a. O,, Satz 2) unter diesen
Voraussetzungen die Konvergenzbedingungen formuliert. Offenbar sind meine Bedingungen —
und dies ist in Satz 1 das wesentlich Neue — auch wenn durchweg p, =1, p, # 0 gesetzt wird,
allgemeiner. Natiirlich sind auch die Bedingungen (14) zur Konvergenz des Kettenbruches (12)
nicht notwendig; der alternierende zweigliedrig-periodische Kettenbruch z. B.

if 1

YRETEND A
konvergiert sicher fiir 0 < ¢ < I, wovon man sich am leichtesten mit Hilfe eines Perrox’schen
Satzes (vgl. sein Lehrbuch, § 51, Satz 17) oder auch des Konvergenzkriteriums periodischer Ketten-
briche dberzeugt. Damit aber fiir gewisse p, (14) erfiillt sei, miisste jedenfalls ¢, @y =P, 82
sein, und dies ist in unserem Falle fiir kein ungerades v erfiillt.

1]

lq
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Man beachte, dass fiir ein 9,4, = o (also &=+ 1) das zugehdrige ¢, im exten-
dierten Kettenbruch gar nicht vorkommt; es iibt also auf die Konvergenz gar
keinen Einfluss aus und es kann ihm irgend ein nur von Null verschiedener
Wert, etwa der Wert 1, zugeschrieben werden.

Man kann, analog dem Vorgange des Herrn PERRON, zeigen, dass in ge-
wissen Fillen die Konvergenz von K' auch notwendig ist fiir die von K. Dies

ist z. B. der Fall, wenn alle ¢, > o sind und wenn man fiir pz+1>0 ¢r = %’iﬂ setzt,
+1
weil dann:
Ar—or dr—1 _ Arn

Br—ox Bi-i Brn

ist flir &4 = —1.

Diesen speziellen Ansatz machte schon Herr PerroN (Lehrbuch, S. 245—246,
Satz 16).

Ich untersuche nun genauer die Struktur des Kettenbruches X'. Dieser
Kettenbruch besitzt jedenfalls die Teilnenner:

b Iy
Ov—1

Qv - 91' 191/-{-1 (/‘,=I’ 2,3 ');1

fiir 9y41 =0 (#>1) besitzt nun K' die Gliederfolge:

. + ... I + p'u+1 I +
lqv _D Iy I Gv+1— Ov+1 Fv2
Ov—1

ist. hingegen 39,41 =1, 8o besitzt K' die Gliederfolge:

Pr+1
el -
¥ + &0y .
'”‘9’" Vv
qu——%—: - o - lgvsr — 119:4 — Ov+1 Fys2

Wendet man nun Satz C an (unter der Voraussetzung, dass durchweg a, = o
ist), so ist ersichtlich, dass K' konvergiert, wenn mindestens eine der Reihen:

! Aus dem vorhergesagten ist n#mlich klar, dass fiir #;,,=1 der Teilnenner ¢z, —
_ Prn 8141 __,’Pk+1’9k+1

Pr

nach Extension in gz, ~— pg41 Ubergeht, wihrend er fiir &, ., =0 un-

vergndert bleibt.
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2

v
Py 41=0 L

"
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Ov—1

» 19‘1!
—P ) (gv+1—0v+1 3v+2)jF

Pv+1

Dy Fv _
21} i Ov~1 o (v > 0)
Fyp1=1 | 0y -
" _ Prs1 . %
Ev (Qv+1 o Ov+1 3v+2) Ov
"’Av«{—l-l i p'u+1

J

divergiert. Dabei sei p, =1, ¢,=1, J,=0, ¢—1 = 1; man beachte auch, dass
9, = o ist.

Ferner ldsst sich ein spezieller Fall einfach erledigen. Sind nédmlich von
einer gewissen Stelle an alle ¢, p, negativ, so wird durch die Extension von dieser
Stelle an zwischen je zwei aufeinander folgende Naherungsbriiche von K ein neuer
eingeschaltet; die Naherungsbriiche von K sind daher fiir K' von einer gewissen
Stelle an alle von gerader oder alle von ungerader Ordnung. Um also die Kon-
vergenz von K behaupten zu diirfen, hat man sich nach Satz E nur dessen zu
versichern, dass nicht alle Teilnenner ungerader Ordnung von K' verschwinden.
Dies ist sicher der Fall, wenn ¢,—pg, 9,> 0 ist, oder wenn unter den Produkten,
die aus je zwei aufeinander folgenden Teilnennern von K' gebildet werden, we-
nigstens eines von Null verschieden ist; mit diesen Aussagen gleichwertig ist aber
die, dass die obigen Reihen picht alle drei identisch verschwinden.

Schliesslich kann man auch den Wert von K' abschidtzen, denn es ist
offenbar:

oie K"S_Z)l_._-.
=" =¢—o

Durch Zusammenfassung dieser Resultate ist folgender Satz bewiesen:

Satz 2. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) fiir eine Folge positiver
Zahlen ¢, (v=1, 2, 3, ...) den Ungleichungen geniigen:

m>0  (¥=1,2,3...) (15)
1;'!91)
v i%——‘l‘ + Qv3v+l ('V =I1,2,3.- -)) (16)

80 ist jede der folgenden zwei Bedingungen fir die Konvergenz hinreichend:
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1) Von den drei Reihen:

2 (@v—1 9y — Pv ) (gv+1— Ov+1 ‘9""‘2)]% ‘ ()
Byeq = Ov—1 Prv+1 1

2 [Q/y—]_ Qv— Py "‘9’!' — &1 ev]% (’V i O) (ﬂl)
dyen-1 Ov—1 Qv

S [Qv——l v — Pr— 0v—10v 19v+1]% (7))
By=1 P /

ist wenigstens eitne divergent.

2) Von einer gewissen Stelle an sind alle 3, == 1 und es verschwindet nicht eine
jede der Reihen (a,), (8,) und (y,) identisch.

Es ist auch:

0<e Kﬁ—p‘—-—-
=T = —e

Dabei sind p,, ¢y, 3, durch die Gleichungen (13) bestimmt, und es ist p_;=1,
0 =1, J,=0.
Bemerkung 1. Statt zu sagen: es verschwindet nicht eine jede der Reihen

(e), (B.) und (y,) identisch, kann man natiirlich auch sagen: es verschwinden
nicht alle die Zahlen:

(Ov—19v — DPv ) (@os1— Ovs1 Fv42) fiir alle Fpy1=o,
Ov-1qy — Py Iy — @10y fir alle I,,=1,
001Gy — P — Ov—10v 41 fiir alle 9, =1.
Oder auch: es verschwinden nicht alle die Zahlen:
Zy = (Qv~1 Qv — Pv ) (Qu1 — Ovi1 Foi2) (T — 1) + (G190 —
— Py Iy — Ov—10) Iv+1 + (Ov—1 Qv — Pv — @v—1 00 Fva1) I3
(v=0,1,2,...)
wegen Jy41 (1 — Jpy1) = 0 ist offenbar
Z, = (0v—1 v — Dv Iv — 0v—1 0y Iv41) (@41 — Ovs1 Ivs2) (T — 1) +
+ (0v—10v— Do Iy — 0v—1 00 Fvs1) Fn1 + (0019 — Do Ty — Qu—10v Fv41) I
= (Ov—1 Gy — P» I» — 0v—10v I+1) [(v41 — Or41942) (T — 1) + I + D41l

(v=0,1,2,...)
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schliesslich ist klar, dass dieser Ausdruck zugleich mit

(Qv—l Gy — Py Jo == Qv—10v Iv41) {@rs1— Ovs1Fvgz + 9 + Fy+1) (17)

(v=0,1,2,...)

verschwindet oder nicht. Man kann also 2) durch die Aussage ersetzen:
2') Von einer gewissen Stelle an sind alle 3, =1 und fiir mindestens einen
Wert von v (v >0) st (17) von Null verschieden.

Bemerkung 2. Die Bedingungen (15) und (16) sind i. a. zur Konvergenz
nicht hinreichend, selbst wenn darin durchweg Ungleichheit gilt und unendlich
oft 9, =1 ist.! Der alternierende Kettenbruch z. B., in welchem allgemein

foy1=—1I, &ypy=1

I
Q2y—1=9q", qz"=1+q2v’ q>1

v=1,2,3...)

X L T
Pov—1 = q 7 D2y Prrm1 G —1

ist, divergiert immer. Man iiberzeugt sich hiervon leicht mit Hilfe eines PER-
RON’schen Satzes (vgl. PERRON, Lehrbuch, S. 247, Satz 17). Aus demselben folgt

namlich, dass der Kettenbruch [g:—lw]v divergiert, wenn die Bedingungen er-

v 1
fiillt sind:
I (g20—192+ + Dav) Gove1 2> Gov—i P2vti (r=1,2,3...)
I 9,3.6_5_.'_%_':_1 0204'--621'___(1 ) iert,
I Zv (c, Co ... C2y dav + Gy s - Covpr konvergiert
wobei

Cy == Poy~1 P2v 2v—3F2v+1, d,= (92v—1 Qav + pzv) 92v41 — @2u—1 P2v41

ist. Nun lautet jetzt die Bedingung I:

X i I
[qv (I + F') + q2'ﬂq.___;] qv+l =>: qv (¢+1_qv+l) s

! Fir den speziellen Fall: p,=1, p,=1 (v==1,2,3,...) reicht dies sicherlich aus; vgl.
Satz 3.
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und dies ist offenbar erfiillt. Ferner ist

Cy =g’ 1g"+1 = ¢%7, also “ =Xcg,
Cy41 2
. _I_ qv___ v+l __ 2741 E
& b F+¥J+q“—Jq g
. q2’11+—-1-— E q! .
q+q2"—1 +q<q+1+q_1,

hieraus ist ersichtlich, dass auch Bedingung II erfiillt ist. Schliesslich sind auch
die Bedingungen (15) und (16) erfiillt, wenn man durchweg ¢,= 1 setzt. Denn
dieselben lauten jetzt:

@S PR T 2
und es gilt sogar iiberall Ungleichheit.

Fir go=1 (#=1, 2, 3,....) erhilt man aus Satz 2 eine Verallgemeinerung
eines TiETzE'schen Satzes (auf dem 8. 210 in Fussn 1 angefiibrten Orte a), Satz 3;
b) Satz 6; vgl. auch PErroN, Lehrbuch, S. 244—245) selbst dann, wenn man
die Reihe (y,) ausser acht lisst.

Sind von einem gewissen » an alle &, p, positiv, so kann man den Satz 2
noch verschirfen; in diesem Falle sind ndmlich von einem gewissen Gliede an
die Kettenbriiche X' und K identisch und man kann leicht auf den Kettenbruch
K' statt Satz C den allgemeinen Satz B anwenden. Man erhilt so den

Zusatz zu Satz 2. Sind von einer gewissen Stelle an alle 9,= o, so kann die
Bedingung 1) durch die folgende ersetzt werden :

Von den beiden Reihen

PiBs::Poviy, ' P2Pi-- - Pov
1"1’22’4--*1’21' ’ lvpsps---pﬂ“

ist mindestens eine divergent und es verschwindet nichi eine jede der Reihen (a,),
(8,) und (y,) identisch.!

Es sei bemerkt, dass die g, denselben Charakter haben, wie die unendlich
vielen willkiirlichen Parameter p, im PrinesHEIM’schen Hauptkriterium.?

! Fir dies letztere geniigt es jetzt offenbar, wenn von einer gewissen Stelle an alle ¢, > 0
sind. Die im Zusatze enthaltene Konvergenzbedingung ist dann bekanntlich stets eine not-
wendige.

? Vgl die auf S. 210 in Fussn. 4 zitierte Arbeit, insbesondere § 2; den Ubergang von
16s |

den p, zn den p, gewinnt man durch die Substitution: s, = s
k4
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§ 3.
Ein Konvergenzsatz fiir Xettenbriiche der Form [ ib I]l und seine
Yerallgemeinerung.
Fir py==1, o=1 (v=1, 2, 3, ...) erhélt man aus Satz 2 den spezielleren

Satz 2'. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) den Bedingungen ge-
niigen:

D=1
v=1,2,3,...),
Q'vi '9v + 19'u+l} ( 3 )
so ist jede der folgenden zwei Bedingungen fiir die Konvergenz hinreichend:
1) Von den drei Reihen:

S [g— 9.) (qusr — Svan)lE (a)
¥, 41=0

3 lg—9—1 (v>0) (8,)
Ppyr=1

S g — Shar — 11 72)
8, m1

ist mindestens eine divergent.

2) Von einer gewissen Stelle an sind alle 9,=1 und es verschwindet nicht
eine jede der Reihen (a,), (8,) und (y,) identisch.

Es ist auch:

a, 1% I
<g |2 - .
0=£1[bv]l ;lbli—‘(}z

In Satz 2’ ist ein Konvergenzkriterium des Herrn TieTzE (auf dem 8. 210
in Fussn. 1 angefiihrten Orte b), Satz 1) speziell enthalten.

Ich kann, unabhingig von Satz 2 den Satz 2' selbst noch wesentlich ver-
allgemeinern. Zur Herleitung des ersteren Satzes wurde niémlich auf den ex-
tendierten Kettenbruch K' Satz C angewendet; ist nun durchweg p,=1, g,=1,
80 kann man auf K' leicht den weitergehenden Satz B anwenden, weil alle seine
Teilzihler und daher auch ein Produkt solcher Teilziihler gleich 1 ist. Ist ferner
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unendlich oft 9,=—1, so tritt unendlich oft 1 als Teilnenner auf; ist aber nur
endlich oft 9,= 1, so hat K' von einem gewissen Gliede an die Form:

i, |, 1l

i+ +
v | qv+1 I Qv+2

e,

Man gewinnt so bei Beachtung der Bemerkung 1, S. 221 den

Satz 3. Der Ketlenbruch (12) konvergiert, wenn die Bedingungen erfillt sind:

1) Jau]|=1
2) Ibv‘iav‘l' I+l

3) Es ist mindestens fiir einen Wert von v (v >0):

} ve=1,2,3...)

(Qv_' 3v'— ‘941+1) (Qv+l - 191:+2 + 191: + 19v+1) > 0.

Nur wenn von einem gewissen v an alle 9, verschwinden, muss ausserdem die Di-

o0
vergenz der Rethe Zv q» worausgesetzt werden. (Die ja stets eine notwendige Be-
1

dingung der Konvergenz darstellt, im Falle unendlich vieler negativer &, aber
eo ipso erfiillt ist.) Ferner ist:

Fir a,= 1 ist
I bv-—l bv .
=1, &= " = §,_ =}
* & ﬂv—-l p)v (gy ! ﬁv ‘ bv—l bvl

man gelangt so zu dem in der Einleitung zitierten Satze.
Diesen Satz erweitere ich mit Hilfe der dquivalenten Transformation:

a,\® _ axl az' asl a4'

Wl —,. i1 N R »

[bw]l ®Tob, T 15, " Tob, T [0 (e~ 0)
e ¢

Sei ¢>o0; wendet man auf den so transformierten Kettenbruch Satz 3 an, so
erhilt man den allgemeineren
Acta mathematica. 43. Imprimé le 24 mars 1921. 29
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Satz 4. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn fiir ein positives ¢ die Be-
dingungen erfillt sind:

1) |ay|=1

624
0

3) Es ist mindestens fir einen Wert von v entweder

2) Q|b2v-—lli\92v—l + Ja4,

v=1,2,3...)
21921' + 1921'+1 }

(%— Jou — 32v+1) (0 g2v+1 — F2042 + 25 + J2041) >0 (v > o)

oder

(0 @2v—1 — Iz2y—1 — J24) (%’— Javs1 + 20 + 19‘21') >0 (v > 1).

Nur wenn von einem gewissen v an alle 9, verschwinden, muss ausserdem die Di-

00
3 \

vergenz der Reihe Zv g vorausgesetzt werden.
1

Man kann Satz 4 leicht auf Kettenbriiche, deren Teilzéhler beliebige, von
Null verschiedene Werte haben, {ibertragen. Denn es ist ja

o) _ [a ap]”_ [&]
[bv]l =h [41 qv ]2 =P ,:hV]l

wo die h, durch die Gleichungen bestimmt sind:

hoy = PsDs- - -Pov

h,— s v
= P2DPiDs .- P2v o
(r=1,2,3,...). (18)
b, —PaPs---P2v )
2v41 D2 Do+ Povet g2v+1

Wendet man auf den so transformierten Kettenbruch Satz 4 an, so folgt:

Satz 5. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn fiir ein positives ¢ die Be-
dingungen erfillt sind:

I) p»>0

- (r=1,2,3...)
2) ohav—1> J2u_y + J2, o 2920 + d2vi1

3) Es ist mindestens fiir einen Wert von v entweder

hay
—5— — \92v—~92v+1) (0h2y41— Javg2 + I2y + F2vq1) >0 (#20)
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oder

h

(ohzy—1— 201 — F24) (*z—y — 2041 + J2v + ’*92v—1) >0 (r21)

Nur wenn von einem gewissen v an durchweg 9,=o ist, muss ausserdem die

o0
Divergenz der Reihe 24, h, vorausgesetzt werden.
1

Dabei sind die A, p», v, 9y, & durch die Gleichungen (18) und (13) be-
stimmt, und A, = 1 zu setzen.

Wenden wir schliesslich auf den extendierten Kettenbruch K' Satz D an,
so erhalten wir unmittelbar den

Satz 6. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn mindestens fiir einen Wert von
v py=0 tst und fir ein k(k>1) die Ungleichungen erfillt sind:

y Fu
qv——Z—T + Pog1(T—hy) >0 (¥r=1,2,3,...k—1)
y—
(x9)
Doty
q,,———g———l~——g,,«9,,+1>o (v=kk+r1...)

Den Zusatz zu D verwende ich nur fiir den Fall, dass
=1, Fg41=0

ist. Der Kettenbruch XK' hat dann offenbar die Gliederfolge:

i3
e 2n| +9k—~1|+ o1l Pr+1]
[ gt — P—1 Ik—1 |z P a1 — ors1 942

o2 Qi lgx— Ok—1

und man erhilt den
Zusatz. Ist fir ein k (k> 2)

Pr—t Tt

I =1, Ip41=0, Pi Q-1 —
Or—2

-gk—l) >0,

so darf in (19) fir v =1Fk auch Gleichheit gelten.
Wir werden den Satz 6 und seinen Zusatz in § 4 benutzen.
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§ 4

Ableitung neuer Konvergenzkriterien aus den allgemeinen durch

Spezialisierung unendlich vieler Parameter.

Fiir spezielle Werte der g, erhidlt man aus obigen Sitzen einfachere Kon-
vergenzkriterien, éhnlich, wie Herr PrINGSHEIM! aus seinem Hauptkriterium neue
Sitze ableitete. Ks konnen dabei vielfach umstindliche Formeln auftreten, daher
beschrinke ich mich auf die einfachsten bemerkenswerten Fille.

Ich nehme im folgenden an, dass

>0 (v=1,2,3,...)
ist. Setzt man

gv=%”; (v=1,23...),
und zur Abkiirzung
Py Dy
Koy T2 =y, (v==2,3,..
¢ """ g 3

so erhalten die Ungleichungen (16) die Form:

31/-!-1

I2 Up1Ty Iyt
P

(v=1,2,3,.

s

-

(20)

und die Reihen (o), (8,) und (y,) gehen in die folgenden iiber (man kann ohne

Einschrinkung der Allgemeinheit g, = 1, p,=r, setzen):

2 [(I — Uy oy ) (1—;%:{%)]4

'17,‘,+1=0 Tvi1

D w—mauyr, S— it

Fyp1=1

Dot1
2 ‘:I — Uy—1 ¥y — u,
9, =1 Uy—1 Ty

dabei sei: u_; =1, 4, =1, 7, = 1.

()

(8s)

(75)

* Auf dem 8. 210 Fussn. 4 angefiihrten Orte und in seiner fritheren Arbeit: Uber die
Konvergenz unendlicher Kettenbriiche [Sitzungsberichte der K. Bayer. Akad. der Wiss. (Mtinchen),

Math.-phys. Klasse, Bd. 28, 1898, 5. 295—324],
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1. Setzt man nun
=1+ (v=1,2,3...),

so reduziert sich Ungleichung (20) auf

I+ 194:_ 19v+1

V< ~2,3...)
SR G ey B

und man erhilt den

229

(21)

Satz 7. Der Keltenbruch [e"—:ﬂ] (ro> 0, & = + 1) konvergiert, wenn die Un-
1

gleichungen (21) erfillt sind und mindestens eine der Rethen

2 I—7y9 (1 + 1911—1)—%
Tyt+1

(v>20) (9-1=0)

Ty p1= 0y q2=0

2 fr—2(1 4+ 9—) r,,]%“

0v='ﬂ,‘,+1—l
(v22)
g =
2 [I - (I + 1911—1) Yy — ;.H:r
&y=1 Ty

divergiert, oder von einem gewissen v an alle 9,=1 sind und dann die obigen

Rethen mnicht alle drei identisch wverschwinden.
So konvergiert z. B. der Kettenbruch

wobei allgemein
Igp2=0, Jgp1 =1, Jgp=1 (¥=1,2,3,...)

ist, wenn fiir ein ¢
I & 1
§>0, M1 - — 50 fav S wv=1,2,3...)

ist. Die r3,— sind ganz willkiirlich (nur positiv).

(22)
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2. Setzt man
U =1, Uy=1+u u>o (¥=23,...),

so wird die Reihe (8,) sicher divergieren, falls nur fiir unendlich viele Werte von
¥y 9,=0, 9y41=1 ist. Ist dies aber nicht der Fall, so wird von einem gewissen
v an entweder stets 9, =1 oder stets 9, =o sein. Im ersteren Fall ist die
Bedingung 2') (S. 222) sicher erfiillt, wenn fiir ein » > 2 9, — o ist. Aus Satz 2
und seinem Zusatz folgt daher mit Riicksicht auf Bemerkung 1 (S. 221) der

0
et . L
"I "] (ry > 0) konvergiert, wenn fir ein u>o
1

Satz 8. Der Kettenbruch[

Iy
+ u

I+u——19v+]

< 17—
r, 3, <1 @+ u)p

’ rv\‘}vi (7/: 34, ..2) (23)

[

ist. Sind aber 1) von v =2 an alle 9,=1, so muss in (23) mindestens einmal
Ungleichheit gelten; sind 2) von einem gewissen v an, alle 9, = o, so ist ausserdem
die Bedingung:

o0
Py Ty ee  Papd  ToTyos T2 .
zv( 1’3 vl T2 *—) divergiert, (24)
1 TyTg.. .72y T3¥s5 ¢ .72041

erforderlich.
Fiir den Kettenbruch (22) erhélt man hieraus die Konvergenzbedingungen:

k22 I
) 1'3<
I+u 1 +4+u

’ T3v—1§( r3y < (v=2,3,...);

_u
1+ ujt =1+u

342z ist willkiirlich nur positiv.
Speziell fiir u—1 reduzieren sich die Bedingungen (23) auf die folgenden:

19'u+1

3 1
rzﬂzix——;, o9y <= — (y=3,4y...)

2
3. Setzt man

2?1
v v

(v=1,2,3,...),

so erhilt man in ganz éhnlicher Weise den
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o0
Satz 9. Der Kettenbruch [%]1 (rv > 0) konvergiert, wenn

mﬁvi(I—— %9“'1) r—1

2v—1 '2,‘1_3 (/‘}=273’-~') (25)

ist. Sind aber 1) von v =2 an alle 9,=1, so muss in (25) wenigstens einmal
Ungleichheit gelten; sind 2) von einem gewissen v an alle 9, =o, so ist die Zusatz-
bedingung (24) auch noch erforderlich.

4. Sei nun fiir 7, auch der Wert Null zuliissig; ick nehme an, dass die Reihe

0

zv r,J, konvergiert und nicht grosser als 1 ist. Sei ferner die Zahlenfolge
2

%;, Uy, Ug, . . . Niemals abnehmend und insbesondere u, > 1. Dann ist Fp41 < Uy
und daher sind die Ungleichungen (20) sicher erfiillt, wenn die folgenden gelten:

I
< —_ =
ry Iy < s (r=2,3,...). (26)
Nuu setze ich:
I o0
o= > TnIm, (d)

v+1

falls diese Reihe nicht verschwindet; sie kann aber nur dann verschwinden, wenn
Ipn=0 (m=wv+1,v+2...)

ist, und in diesem Falle kénnen u,, u,+1, . . . beliebige Werte haben, welche nur
der vorausgesetzten Bedingung u, > u,—; (n > 2) geniigen, man kann etwa u,=u,_;
(n=w, v+ 1,...) setzen.

Es ist klar, dass jetzt die Ungleichungen (26) erfiillt sind.

Sei zundchst durchweg 7, > o; das allgemeine Glied der Reihe (g;) ist jetzt:

(o — U1 Uy Ty Ty — I)% (fir (9ys1=1),
ferner folgt aus Ungleichung (26):

Uyl Uy Ty Ty < Uy — Uy,
oder

Uy — Up1 Up Ty Fp— I > Up—j — I.
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Gibt es nun unendlich viele 9,,; =1, so ist offenbar lim %, = o, und die Reihe

yv=a 0

(8;) hat unendlich viele iiber alle Schranken wachsende Glieder, daher divergiert
sie. Dies sichert die Konvergenz des Kettenbruches.

Sind aber von einem gewissen » an alle 3, = o, so kann man den Zusatz
zu Satz 2 anwenden; die Reihe (¢;) hat sicher von Null verschiedene Glieder
(sogar unendlich viele), daher ist jetazt fiir die Konvergenz des Kettenbruches
die stets notwendige Bedingung, dass mindestens eine der Reihen:

i .7y Toy1 i ToTy...T2y
’
]”rzn...rv l”r,rs...rg,,ﬂ

divergiere, auch hinreichend.

Um auch den Fall zu erledigen, dass wenigstens eines der p, (oder, was auf
dasselbe hinauskommt, der r,) verschwindet, ist Satz 6 anzuwenden. Die Be-
dingungen dieses Satzes lauten jetzt:

I— Uy Py Iy + o1 (T — Fp1) D> O (v=2,3,...k—1) (27)

Fe1
T — Uy Ty Iy — —F

>0 (v=k k+1,...) fiir ein gewisses k. (28)

Vv

Gibt es erstens unendlich viele 9, = 1, so ist Ungleichheit (27) stets erfiillt, denn
fiir ein » =1 kann die linke Seite von (27) nur so verschwinden, dass

=1, =1, i1 (1 —H41) =0
wird; aus u;—; 7, =1 folgt aber:

9 =0 (v=A4A+1, A+2...)

und dies ist gegen unsere Voraussetzung. Auch Ungleichheit (28) ist jetzt er-
fullt (bei geeigneter Wahl von k), denn man hat:

'9v+1 Uy—1— 1

I
I— Up—1 Ty Iy — éa‘(uv-uv-luvrvgv—l);

v v Uy

und dies ist von einem gewissen » an grdsser als Null, weil lim %, = . Also

Y= 0

der Kettenbruch konvergiert.
Ist zweitens durchweg 9,=o0 (¥>2), so sind die Ungleichheiten (27) und
(28) offenbar schon fiir k= 2 erfiillt; der Kettenbruch konvergiert auch jetzt.
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Gibt es schliesslich drittens endlich viele 9, =1, so sei:
=1, I=1,.., Ip=1 (L2T1)
=0 (v=k,... ku).

Die Bedingung (28) ist auch in diesem Falle erfiillt, etwa fiir b=k, + 1.
Fir v=1#, wird die linke Seite der Ungleichheit (27): 1 —1 + 7% 41; dies ist

grosser als Null, wenn rx,41> 0 ist. Ferner ist fiir » < ky:

7y Fu

Up_1 Ty Hy =
Ty Jdy + Foal Gyp1+ o+ rky’

<I’

daher ist jetzt die Ungleichheit (27) fiir alle » giiltig und man hat Konvergenz
des Kettenbruches.

Es bleibt noch der Unterfall zu erledigen, dass Th,+1 =10 18t Jetzt sind die

Ungleichungen (27) nur fiir » = k, erfillt, es kommt also (laut dem Zusatze zu
Satz 6) noch darauf an, ob der Ausdruck:

Thy—1 k=1 un

1
I — U0 Vk,—1 Iim1 — e e —
e " Uk, ~1 Vi1 k=1 + Tk, “ a1 k1 1, "

verschwindet oder nicht. Im letzteren Falle hat man sicher Konvergenz. Er
verschwindet aber dann und nur dann, wenn die Gl. gilt:

Thy—1 b1 + 1%, = 1. (29)

Ist zundchst g =1, so kann man statt k, einfach k schreiben und da 91 =o0
sein muss, lautet Gl (29) jetzt: 7z=1. Man hat somit den Kettenbruch zu
untersuchen (Tk,+1="T241="0):

ﬁ.‘.}...._,l_l.l_&'..}.ri’:?_'.,.....
|z Iz " |z
Jetzt ist:
Qk= Qk_r—Qk—2=7‘k-1 Qk—a, Qk+1=Qh. Qre2=(1+ 7‘k+2) Q.. .3

Pyp=Pr1— Prs=r1-1Prg, Pry1=Pr, Pryo= (T + r242) Pz, .. .;

also der Kettenbruch konvergent oder divergent, je nachdem r;_; @r—3 ungleich
oder gleich Null ist. Nun ist Q-;=o0 und Q43> o fiir ein k>3, weil &, > 0
fiir ¥ <k —1 ist; also ist fiir rz—y =0 der Kettenbruch wesentlich divergent; fir

k=2, r; <=0 ausserwesentlich divergent, im iibrigen konvergent.
Acta mathematica. 43. Imprimé le 26 mars 1921, 30
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Fiir > 2 ist r, <71, also kann Gl. (29) nur dann bestehen, wenn %, —1 =

=k, 1=y, =1, Tk, + Tk, =1 ist. Dies ist nur so moglich, dass u=2

u—1

ist. Schreibt man statt k, einfach k, so ist also 7341 =1—1r; und man erhilt
den Kettenbruch (r;,yﬂ = fp42=0):

Qs+3|

’l,l+...+_________:__+9_|+ 81
X B

It

Jetzt ist:

Q= Q1 — 14 Qi~2, Qr+r=Qr— (T — 1) Qr—1 = 7% (Qi—1 — Qr—2) = 2 7%—1 Qi—3,

Qrvz = Q1 = 17— Qh—3, Qr+3= (T + 7243) T4 7k—1 Qi—3, . .

Pr=Pi_1— 15 Pr—a, Pry1=Pr— (1 ~1) Pry = 1171 Prs,

Pryo = Prar=137~1 Pz, Prys = (1 + 7%+3) 7% 74— Pr—s, ..

Da nun 7 >o0 ist, so konvergiert oder divergiert der Kettenbruch wiederum, je

nachdem 73—, @i—s ungleich oder gleich Null ist —. Wir konnen diese Resultate
in folgenden Satz zusammenfassen:

&y T

Satz 10. Der Kettenbruch [ .

o0
”] (ry > 0) konvergiert, wenn
1

g= QX mdH <1 (30)
2

ist. Nur wenn durchweg r,>o und von einem gewissen v an 9,= o ust, ist fir
die Konvergenz die weitere Bedingung erforderlich:

00

PiPyeelanol  TyT,...T2 -

Zv (’ 2 2v=l 2 > )dwergzert.
L V2le...T2e TaTseooT2941

Ferner ist in den vier Ausnahmefdllen:

1) I, =1, Gy=0 (¥23), r,=1, r,=0

2) Jr=1, §y=o0 (v=Fk), re1=0, =1, res1=o0, (k>3)

3) 9, =1, I,=1, 9y=0 (#>4), 1, +7=1,7r,=0

4 =1 Jrp1=1, =0 {(v=k, b+ 1), M1 =1"142=0, 1% + M1 =1,
(k2 3),

der Kettenbruch wesentlich divergent; nur wenn vm Falle 1) oder 3) r,==0 ist, diver-
grert er ausserwesentlich.
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Es gilt auch die Beziehung:

§ 5.
Fortsetzung; ein weiterer Konvergenzsatz fiir Kettenbriiche der Form [Z—"]l .

5. Die Bedingung (30) konnen wir durch eine allgemeinere ersetzen, wenn
wir wieder annehmen, dass r,>0 (v=1,2,3,...) ist.
Wir betrachten die Reihe:

0
ry Iyt 11 d I+ e Igr Ipp2 + o= Zk Tork Iy Fut1 .« o o Ipps = Opy; (31)
0

dieselbe besitzt nur dann unendlich viele (nicht verschwindende) Glieder, wenn
von einem gewissen » an alle 9, =1 sind. Ist dies der Fall, so sei die Reihe
konvergent. Nun setze ich:

Uy =TI, Uy—) == Uy fUr =0

_—_— ; (32)
fir 9,=1

Uy—1 == -
fiir 9,=1 ist das erste Glied der Reihe (31) 7,, und sie besteht aus so viel
Gliedern, wie negative Teilzdhler von &7, an (inkl.) bis zum ndchsten positiven
(exkl.) aufeinander folgen; ich nehme an, dass diese Summe den Wert 1 nicht
tibersteigt; dann ist

u"l’=_.>—1 (’/=I» 2,3 .- -)3

daher ist die Bedingung (20) erfiillt, falls 9, =o ist. Ist aber 9, =1, s0 ist sogar
die schiérfere Ungleichung:

1 Fot1 g
< —_—— p—
< P " fir 9, =1 (33)

auch erfiillt, denn fir 3,41=o0 ist dieselbe offenbar richtig und fiir 9,4, = 1 folgt
aus {32) (da auch 3, =1 ist):
1 1

—_—— ==y — 0y =1, Qu. e.d.
Uy—1 Uy
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Ist nun von einem gewissen v an stets 9, =o, so kann man den Zusatz 2
(S. 223) anwenden; ist aber fiir unendlich viele Werte von v: 3,41 = 1, so geniigt
zur Konvergenz des Kettenbruches, dass mindestens eine der Reihen (e;), (#;) und
(y,) divergiert,

Ich untersuche speziell den Fall, dass fiir eine positive Zahl d(d< 1) und
fiir eine positive ganze Zahl N die weiteren Bedingungen erfiillt sind:

0,158 fir v>N (34)
d. h., dass

limo, <1
Y 00

ist und zeige, dass in diesem Falle die Reihe (8,) sicher divergiert.
Sei ndmlich 9,41 =1; fiir 9, =1 folgt nun aus (33):

Uyl Up Ty < Uy — Up—1,
daher ist

Uy — Uy—y Uy Ty — I _.Z_uv-—l_ I,

und mit Riicksicht auf (32) und (34) fiir > N:

I T
Uy — Uy UpFy—T > — — I > < — I.
v y—1 Uy Ty =g =35

Ferner ist fiir 9, <o (»>N):

Up— Uy Up Ty Iy — I =Upy— I > — I;

Qal

die Reihe (8,) divergiert also.
Es gilt daher der

@®

Satz 11. Der Keitenbruch [8" T"] (r, >0) konvergiert, wenn die Bedingungen
1

1
erfullt sind:

ik Tv+k I 19v+l .o 19'M-k == Oy—} i I (V =2,3.. -) (35)
0

lime, < 1. (36)

L
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Nur wenn von einem gewissen v an alle 3, verschwinden, ist fir seine Konvergenz
ausserdem erforderlich, dass die Reihe

) divergiert. (24)

2 (rlrg...rg,,__l T U
1" Pol'y.o .2y Ts¥son . T2pyl

Auf den Zusammenhang dieses Satzes mit anderen Sitzen habe ich bereits
in der Einleitung hingewiesen.

Offenbar ist die Bedingung (24) sicher erfiillt, wenn 2«» -l/—;— divergiert.
1 L4

Die Bedingung (35) selbst ist fiir die Konvergenz des Kettenbruches nicht
notwendig; vgl. hierzu etwa Satz 8.

Schluasbemerkung. Sind die Elemente des Kettenbruches reelle Funktionen
von reellen Variabeln, so kann man analoge Sitze iiber gleichmdssige Konvergenz
aufstellen.



