
UEBER KONVERGENZ UNENDLICHER KETTENBRUCHE MIT 
DURCHWEG REELLEN ELEMENTEN/ 

YON 

OTTO SZ.~SZ 

in FRANKFURT .k.M. 

Die Konvergenz oder Divergenz einer unendliehen Reihe mit komplexen 
oo o0 

Gliedern ~ a~ = ~ (a~ -t- i fir) h~ingt in sehr einfaeher Weise yon dem Verhalten 
1 1 

oo oo 

der beiden Reihen mit reellen Gliedern ab: ~ a~, ~ fir. Ganz anders ist es bei 
1 1 

Kettenbriichen; man kennt keinen Zusammenhang zwischen dem Verhalten eines 
Kettenbruehes mit komplexen Elementen und dem Verhalten von Kettenbriichen 

mit reellen Elementen. Wenn ein solcher iiberhaupt existiert, so diirfte er sehr 
komplizierter Natur sein. Es ist demnach zu erwarten, dass die Besehrgnkung 
auf nur reelle Elemente einen genaueren Einblick in die Struktur des Ketten- 
bruehes ermSglichen muss. Spezielle Klassen solcher Kettenbrfiche, namentlieh 

die mit lauter positiven Elementen und alternierende Kettenbriiehe, sind schon 
eingehend untersucht worden2; in neuerer Zeit hat nun Herr H. TIETz~ auf 

geometrischem Wege fiir allgemeinere Kettenbriiche einige interessante Konver- 

1 Diese Arbei t  ist bis auf unwesent l iche  ~_nderungen ein Teil meiner  Habi l i ta t ionsschrif t ,  
die im Mai I914 der Akademie  ftir Sozial- und Handelswissenschaf ten (und spa~er der  ~qatur- 
wissenschaf t l ichen Fakultfit der  Universiti t t)  zu Frankfur t  a. M. vorgelegen hat. (In ungar ischer  
Sprache vorgelegt  der  Ungar. Akad. d. Wissensch.  am 19. Apri l  1915. ) 

Zur  Orient ierung verweise  ich auf das inhal tsreiche Werk  des Her rn  O. PERRON, Die 
Lehre  yon den Ket tenbr i lchen,  Leipzig,  I9r3 (vgl. insbesondere w167 50, 5I), im folgenden unter  
�9 PERRO~, Lehrbuch~* zitiert .  

Acta mathematica. 43. Imprim6 le 23 mars 1921. ~7 
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genz- und Irrationalit~tss~itze abgeleitet} Herr PERRON (Lehrbuch, w167 5I~52)  
bewies sodann diese SKtze auf arithmetischem Wege mit Anwendung der Exten- 
sion (PERRO~, Lehrbueh, w 44) von Kettenbriichen. 

In Weiterverfolgung des von Herrn PERRO~ eingesehlagenen Weges gebe ich 
nun Verallgemeinerungen dieser KonvergenzsKtze. Ferner leite ich aus meinen 
Sgtzen, dureh Spezialisierung der darin auftretenden unendlich vielen Parameter, 
weitere neue Konvergenzkriterien ab. Dabei ergibt sich die Verallgemeinerung 
eines yon mir mit Hilfe unendlicher Kettenbruchdeterminanten gegebenen Satzes/  
soweit er sieh auf Kettenbriiehe mit reellen Elementen bezieht; und zwar han- 
delt es sich hierbei um folgendes: 

Bekanntlich hat  Herr H. v. Koch  3 den Satz bewiesen: 

Der Kettenbruch mit  beliebigen (aueh komplexen)Elementen  [a~'] ~ kon- 
LIJ1 

o~ 

vergiert sieherlieh, wenn ~ ,  la, I < i ist. ~ Herr PRINGSttEII~I 4 hat  diesen Satz aus 
2 

~0 

seinem Hauptkri terium abgeleitet und auch auf den Fall ~.~la,  l =  I erweitert. 
2 

Ieh konnte sehliesslieh die Konvergenzbedingung: ~'  ] a ~ l < i  durch die folgende 
2 

ersetzen (a. a. 0.):  
~o ar 

2 2 

(bei vorausgesetzter Konvergenz yon ~ [a~]), 

wo R(a~) den reellen Tell yon a~ bedeutet. 
Offenbar unterwirft man den Kettenbrueh durch die Forderung, dass 

~ la~l konvergiere, einer starken Einsehr~nkung. Fiir speziellen den Fall lauter 
2 

1 H. TIETZ~: a) Einige Kettenbruch-Konvergenzkriterien (Monatshefte far Mathematik und 
Physik, Bd 21, I9IO , S. 344--36o); b) Uber Kriterien ftir Konvergenz und Irrationalit~t unend- 
]icher Kettenbrfiche (Mathem. Annalen, Bd 71, I9II, S. 236--255). 

O. Szf, sz, ~Tber gewisse unendliche Kettenbruchdeterminanten und Kettenbrfiche mit 
komplexen Elementen (Sitzungsberichte der Akad. d. Wissenschaften, Miinchen, Jahrg. I912, 
8. 323--36I), S. 34h 

H. vos Koca, Sur un th6or~me de Stielt~es et sur les fonctions d6finies par des fractions 
continues (Bull. Soc. Math. de France, t. 23, I895, p. 33--4o). 

A. I:)RINGSHEI~, Uber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbrfiche mit komplexen 
Gliedern (Sitzungsberichte der K. Bayer. Akadcmie der Wissenschaften (Mfinchen), Math.-phys. 
Klasse, Bd 35, I9~ S. 359--38o). 
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reeller a~ kann ich nun diese Bedingung, soweit als mSglich, beseitigen. Es ist 

jetzt R (a~)=a~,; ferner sei a~ folgendermassen definiert: ist av+l>O, so sei a~=o, 

ist av+l < o, so bedeute a, die Summe der absolut genommenen auf a~+l unmittelbar  
folgenden negativen Teilz~ihler (a~+l inkl.) bis zum niichsten positiven (exkl.). 
Bedeutet  schliesslich 

0 ~ = { ~  fiir a ~ > o  
fiir av < o, 

so l~isst sich offenbar a~ in der Form anschreiben: 

oo 
= a . + k  ! . . . 

1 

wo die Summe mit dem ersten verschwindenden O abbricht. Der Satz, der sich 
am Schlusse dieser Arbeit ergeben wird, lautet  nun folgendermassen: 

~a~] (a~# o) konvergiert, wenn Der Kettenbruch mit lau~er reellen Elemen$en : ]_I-Jl 
die Bedingungen er[i~llt sind: 

(r~,s (v = 2 ,  3 . . . .  ), lim (r~, < i. 
.It ~ O0 

Nur  wenn yon einem gewissen v an alle Or verschwinden, ist /i~r seine Konvergenz 
ausserdem die Divergenz der Reihe 

~ v  rgr 4 r2v r 3 r  5 ~2v + 1 ]  ( r ~ = l a ~ l )  
1 

er/orderlich. (Die ja allemal eine notwendige Bedingung der Konvergenz darstellt, 
im Falle unendlivh vieler negativer a~ aber eo ipso erfiillt ist, wie aus dem Be- 

weise hervorgeht.) 

Dieser Satz und einige andere S~tze dieser Arbeit bedeuten einen ersten 

Schritt  zur Erweiterung der Resultate, die ich in einer friiheren Arbeit gab 
(a. a. O.), in dem Sinne, wie ich es daselbst auf Seite 36I andeutete;  man 

vergleiehe aueh Satz 4 meiner im Journal  fiir Math. Bd. 147 (i917), S. 132--16o 
ersehienenen Arbeit: Uber die :Erhaltung der Konvergenz nnendlieher Ket ten-  

briiche bei independenter Ver~inderlichkeit aller ihrer Elemente. 
Noch ein Satz sei hier angefiihrt, welcher dem obigen etwas ~hnlich ist und 

neben seiner einfachen Formu]ierung doch auch ziemlich allgemeinen Charakter 
hat. Man setze zur Abkiirzung 
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bo = I, O~o ---= I, ~1 ---- I ,  ~v  ----- - -  
by.-1 by 

Ib~-lb~l ( ~  = 2 ,  3 ,  �9 �9 . ) ,  

(fiir b~-lb~ = o sei ~ = I) 

dann gilt der Satz: 

konvergiert, wenn Der Kettenbrueh mit  nut  reellen Elementen ~ i 

I b~ I > : - -  ~ ( ~  + ~,+~) (v  = : ,  2, 3,  �9 �9 .) = 2 

und mindestens [i~r einen Weft  yon v (v > o) 

[, i ][ , ] 
b~, l - - i  + 2(~v + ~v+l) ]bv+ll + 2 ( i - - ~ v - - ~ v + l +  ~v+$) > o  

ist. Nur  wenn yon einer gewissen Stelle an durchweg b~_: b~ > o ist, muss ausser- 

| b dem die Divergenz der Reihe ~ I ~1 vorausgesetzt werden. (Vgl. Satz 3.) 
1 

Es gibt noeh kein Analogon dieses Satzes fiir Kettenbrfiehe mit komplexen 

Elementen;  einigermassen verwandte S~itze sind in w 6 meiner im Journ.  fiir 

Math. Bd. I47 ersehienenen obenzitierten Abhandlung abgeleitet. 
Bei Beschr~nkung auf reelle Elemente ist obiger Satz eine Verallgemeinerung 

des bekannten PRI~OSH~:M'schen Satzes (auf S. 2:o in Fussn. 4 a. 0., S. 363): [I]O 
konvergiert  sicherlich, Der Ket tenbrueh mit komplexen Elementen:  ~ : 

wenn 

] b , [ > I ,  [b~[~2 ( v = 2 ,  3 . . . .  ) 

ist und mindestens einmal Ungleiehheit s tat that .  
Ffir lauter reelle, negative b~-l b~g ehen die beiden S~tze ineinander 'fiber 

(es wird ~ = -  :). 
Manehe Stellen dieser Arbeit kSnnte man stark abkiirzen, wollte man fiir die 

Teilz~h]er den Wert  Null durehweg aussehliessen. Dies wiirde aber eine erhebliehe 
Einschr~nkung der Allgemeinheit bedeuten; diesist klar, falls die Teilz~ihler Funk-  

tionen einer Variabeln sind, die auch Nullstellen besitzen. Andererseits h~ngt 
aber die Konvergenzfrage soleher Kettenbriiehe mit versehwindenden Teilz~hlern 

aueh eng mit der Frage zusammen, wann ein endlicher Ket tenbrueh einen be- 

st immten Wert hat  oder sinnlos ist (vgl. PERSOn, Lehrbuch w 42, Satz I, S. :93). 
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w I, 

Vorberei tende S~tze. 

Herr  PERRON hat in seinem bereits mehrfach zitierten Lehrbuche (w 44)den 
Satz abgeleitet: 

Satz A. Sei 

a~]k+l= al I ak+i ] (k > I) 

ein Ket tenbruch mit yon Null verschiedenen Teilzis und mit den N~herungs- 

A~ ( r = o ,  i, k + i); r sei eine beliebige von Null verschiedene briichen: ~ -  . . . .  

Zahl. Damit  der (k + z).gliedrige Ket tenbruch:  

a ~ l + . . . + a k - l l  al a'l a"l 
Ibl [ ~  + ~ + ~ '  + I~" (a) 

die N~herungsbriiche: 

Ao A~ A~-I Ak--Q Ak_I Ak Ak+l 
Bo' ~' ' ' ' ' -~-k~-i '  Bk--q Bk~----~' ~ '  Bk+i 

besitze, sind folgende Bedingungen hinreichend und - -  bis auf eine ~quivalente 
Transformation - -  aueh notwendig: 

a=ak, fl=bk--q, a'=r fl'=I, a" ak+l, fl,,=bk+l+ak+~ (I) q r 

Man sagt  in diesem Falle nach PERRON, dass der abgeleitete Ket tenbruch (a) 

aus dem urspriinglichen durch Extension entstanden ist. 
Ffir das Folgende wird es niitzlich sein, zu bemerken, dass der Satz - - m i t  

einer geringen .~nderung - -  auch dann noch giiltig bleibt, wenn man fiir die a, 
den Wert Null zul~isst; dann sind n~mlich die Gleichungen (z) - -  wie man sich 
aus dem Beweisgange des Herrn PSRRON leicht fiberzeugt - -  noch hinreichend, 

aber nicht notwendig. 
Der gesuchte Ket tenbruch hat  also die Form: 

ak+l ] 

I b~ + " "  + ~ + ]bk--q IV--ibk+ i_~ ak+l 
Q 
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In  meiner  Un te r suchung  werden ferner  die folgenden zwei bekann ten  Siitze t 

eine Rolle spielen: 

Sa tz  B. H a t  der  K e t t e n b r u e h  I_~.ll l au te r  posi t ive  Elemente ,  wobei aber  

aueh q , =  o zugelassen wird, sofern nur  n ieht  alle q2~+1 gleieh Null sind, so be- 

s teh t  die no twendige  und  h inre iehende  Bedingung  fiir seine K o n v e rg en z  darin,  

dass wenigstens eine der  beiden Reihen:  

p , p , . . . p ~ - l q 2  ~ ~ p ~ p , . . . p 2 ~  
--- - , q 2  v + l  

v P2 P4 P2 v v P3 Pa ~J2v+l 
1 1 

divergier t .  

Sa tz  O. Der  K e t t e n b r u e h  mi t  l au te r  pos i t iven  E lemen ten  r l|p~|| woboi 
[ q~Jl 

| (q~q,+,t�89 aber  auch  q~ = o zul~issig ist, konverg ie r t ,  wenn die Reihe  ~ / ~ - i  ! d iver -  
1 

giert.  Die K o n v e r g e n z  ist o f fenbar  eine unbed ing te .  

Zwecks spi~terer Anwendung  (SRtze 6 und  io)  beweise ieh hierzu den folgen- 

den e infachen Satz:  

~P ' ]~  (also Sa tz  D. Der Kettenbruch mit  lauter nicht negativen Elementen t_~Jl 

p~ > o, q~_> o) konvergiert sicher, wenn mindestens /fir einen Wert yon v p~ gleich 

Nul l  ist und die Bedingungen er/iillt s ind:  

q,, + p,,+l > o (v = ~, 2 . . . . .  k - -  x), (2) 

q ~ > o  ( v = k ,  k + i , . . . )  

/iir ein gewisses Ic ( k > i ) 2  (3) 

Beweis .  Die Ns  des K e t t e n b r u c h e s  seien: 

dann  ist bekannt l ieh :  

P~ (v = o, I, 2 , .  .), 
Q~ 

Qo = I, Q, = q ,  Q~ = q2 ql + p2 

Q~ = q~. Q~-I + p~ Q~-2 (v = 2, 3 . . . .  ). (4) 

t In bezug auf Quellendaten vgl. 1)ERRON, Lehrbuch, w 50. 
Man ktinnte start dieser Bedingungen etwas allgemeinere einfiihren; dies wfirde aber 

don Beweis komplizieren, und da ich in dieser Arbeit nur den obigen Satz anwenden will, 
beschri~nke ich reich auf die hier gegebene Formulierung. - -  Ffir k = I f~llt Bedingung (2) fort. 
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Hieraus ist unmittelbar  ersichtlich, dass die Ungleichung gilt: 

Q , > o  (~ = o ,  I, 2 . . . .  ); 

ich beweise nun die Ungleichheit: 

Q~ + Q,+I > o (~ = o, i ,  ~ . . . .  ). (5) 

Zuniichst bemerke ich, dass aus den Rekursionsformeln: 

Q~ = q, Q~-, + p~ Q,-2 l (~ = 2, 3 . . . .  ), 
Q~+I = qv+l Q, + p v + l  Q,-1 ! 

dutch Addition sofort die Beziehung hervorgeht: 

Q~ + Q,+I = q~+l Q~ + (q~ + pv+l) Q,-1 + p~,Q,-2 (v = 2, 3, �9 �9 .); (6) 

nun ist fiir ~ = o, I Ungleichheit (5) offenbar richtig; ihre allgemeine Giiltigkeit 

gewinnt man leicht mit  Hilfe vollstgndiger Induktion. Sei also fiir ein A ~  2 

bereits 

Q~-l + Q~ > o, 

so muss entweder QA > o sein, und in diesem Falle ist die Ungleichheit 

Q~ + Qz+l > o (7) 

auch giiltig, oder es muss Qx-1 > o sein und in diesem Falle folgt Ungleichheit 

(7) sofort aus den Beziehungen (2) bezw. (3) und (5) fiir r ~ L Somit ist Ungleich- 

heir (5) allgemein bewiesen. 
Schliesslich leite ich noch die Ungleichheit ab: 

Q, > o (~ = k, k + ~ , . . . ) ;  (s) 

wegen (5) ist mindestens eine der GrOssen Qk-1, Qk yon Null verschieden; nun 

folgt (8) durch vollsbEndige Induktion:  sei ffir ein /~ (/~> k - - i ~ o )  Qx> o, dann 

folgt aus (3) und (4) fiir ~=)~  + I, dass auch Q~.+l>o ist. Somit ist auch (8) 

allgemein bewiesen. 
Nun ist bekanntlich (vgl. P~RRO~, Lehrbuch, S. z34): 

[P~'] ~ = lira P~' Pt, "~ ~_  ,,,_,P,P~.==_T~, 
~ h  Q-~=Q~ + 22,( I j Q,_~Q, , 

v--  ~ k + l  

und diese Reihe bricht ab, hat  also einen bestimmten endlichen Wert,  womit 

Satz D bewieson ist. 
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Zusatz. Ist 

qk-~o, pk+l>o,  abet p k g k - 2 > o  (fiir ein k ~ 2 ) ,  (9) 

und im iibrigen die Bedingungen yon Satz D mit eben diesem k erffillt, so ist 
der Ket tenbruch auch noch konvergent.  Dabei ist q0 = x zu setzen. 

Je tz t  wird niimlich infolge der Beziehungen (9): 

Qk -~ pk Qk-2, (IO) 

ich zeige zun~ichst, dass Qk-e > 0 ist. Fiir k =  2 ist dies offenbar richtig; sei also 
k > 2 .  Aus (2) fiir v = i ,  2 , . . . ,  k - - I  folgt, wie friiher: 

Q~ + Q~+I> o ( v = o , i  . . . . .  k - - i ) ;  (is) 

ist nun Qk-3-~o, so folgt aus (II) fiir v ~ k - - 3 ,  dass Qk-e>o ist; ist abet  

Qk-8>o, so folgt aus (9) und (4) ffir v = k - - 2  wiederum, dass Qk-2>o ist. 
Nun folgt aus (9) und (IO): Qk > o und aus (3) fiir v > k ergibt sich wie vorhin, 
dass auch die Ungleichheiten gelten: 

Q~>o (v-----k, k + i  . . . .  ). 

Hieraus ersehliesst man unmittelbar,  wie bei Satz D, die Konvergenz des Ket ten-  
bruches. Es gilt also der 

Zusatz  zu D. I n  (2) und (3) dar/ /iir v ~ I c  Gleichheit gelten, wenn nur  

pk qk_9_ > o und k > 2  ist. 

Schliesslich zitiere ieh noch den Satz: 

Satz E. Bei einem Ket tenbruch mit lauter positivon Elementen, wobei 
aber aueh q~ = o zugelassen wird, sofern nur nicht alle q~+l versehwinden, n~hern 
sich die N~herungsbriiche gerader Ordnung wachsend oder doch nieht abnehmend 
einem Grenzwert k, die ungerader Ordnung abnehmend oder doeh nieht wachsend 
einem Grenzwert K, und es ist o < k ~ K ;  nur  ist mSg]ieherweise eine end- 
liche Anzahl sinnloser N~iherungsbriiche vorhanden. (Vgl. P~RRON, Lehrbuch, 

�9 S. 239~24o.) 
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w 2. 

Ein al lgemeines  K o n v e r g e n z k r i t e r i u m  und Fo lge rungen  aus demselben.  

Ist  allgemein der Ket tenbruch  vorgeleg~: 

[a~ n ~ a~ [ a~ [ 
~-~Jl =at/+ ~.i.. [~a +..., (12) 

wo die a~, b~ beliebige reelle Zahlen sind (die 1%11 zugelassen), so setzen wir: 

a~,--., la~l, k = ~ . l k l ,  
wobei 

{ L I  fiir a ~ > o  f l _ {  
i fiir a~ < o, 

+ I  fiir b , > o  
- - I  fiir br 

Nun  ist leicht einzusehen, dass: 

F q. - I~,I ~_ ,~ la ,  l 
L~J, = L ~ '  I b.I J~ = K  

(das Z e i c h e n = b e d e u t e t  Xquivalenz); im folgenden benutze ich durchweg diese 
transformierte Form des Ket tenbruches  (12) und setze zur Abkiirzung: 

fl--l=el, f l ,_ l f l , - -e~  ( r = 2 , 3  . . . .  ) 

~1=o, ~ ~ - - * ~  (~=2 ,3  . . . .  );  l a~ l=~ ,  Ikl=q~.  2 

(i3) 

Ich beweise z u u b h s t  den 

8atz 1. We~zn die Elemente des Kette~bruches (i2) reell sind 1 - - u n d / i i r  d n e  

Edge  positiver Zahlen: Qo = I, Q~ > o (v = I, 2, 3 . . . .  ) den Ungleichungen geniigen: 

~'v > ~Ov tg~ + ~, tg~,+ 1 ( V =  I, 2, 3, �9 �9 .), (I4) 

i Dies wird in dieser Arbeit stillschweigend stets vorausgesetzt. 
Aeta matheraatlea, 43. Imprim~ 1o 24 mars 192]. ~8 
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so ersetze man an allen Stellen, an denen 01,+1 = x (k > I) ist, die Glieder/olge 

pk+l 

- - ~  ~k Pk I pk+l I dutch ~k 79k I fkl 
I qa I qk+l I ql;-- ek + I I + I W+~ 

qk+~ ~ r 

Dutch wiederholte Anwe~dung dieses Ver/ahrens entsteht ein Kettenbruch mit lauter 
nieht-negativen Elementen (das Vorzeichen yon ~ p~ spielt im folgenden keine 

Rolle). Seine Konvergenz, die nach den Satzen B, C und D entschieden werden 
kann, ist dann hinreiehend /iJr die Konvergenz des Kettenbruches (I2). Dabei sind 

e~, p~, q~, O~ durch die Rolationen (r3) bestimmt, wo a~ und fl~ die Charakteri- 

stiken ~ yon a, und b~ sind. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfaeh und analog dem, yon Herrn 

PE~RO~ fiir einen iihnlichen spezielleren Satz ~ gegebenen Beweise. 

Bezeiehnet man den urspriinglichen Ket tenbrueh abkiirzend mit K, den 

abgeiinderten mit K ~, so ist aus den Bedingungen (x4) unmittelbar ersiehtlieh, 

dass K ~ lauter nieht-negative Elemente hat. Nun seien A~, B, die Niiherungs- 

z~thler und -nenner yon K; aus K geht dann K ~ nach Satz A dureh Extension 

hervor, wobei die neu hinzugekommenen Niiherungsbriiehe die Form haben: 

B k -  r Bk-1 

Daher ist die Konvergenz von K' hinreichend fiir die von K. W. z. b. w. 

a 
Nach Her rn  P~I~eSHE]~ nenn t  man a = [ - ~  die Charakteris t ik yon a; fiir a ~ o  sei 

a== ~r I. 

PgRRO~, Lehrbuch,  S. 242--244. Dort ]auten die Bedingungen in unserer  Bezeiehnungs-  
w else: 

,v~ > o, q~>P~  + ~ + 1  (v = r, 2, ~ , . . . ) .  

In  etwas anderer  Weise  ha t  Her r  TIgTzE (auf dem S. 21o in Fussn. I a) a. 0., Satz 2) unter  diesen 
Voraussetzungen die Konvergenzbed inguagen  formuliert .  Offenbar sind meine  B e d i n g u n g e n - -  
und dies ist in Satz x das wesent l ieh  S e u e - - a u c h  wenn durchweg p , ~  ~,p~ ~ o gesetzt  wird, 

al lgemeiner .  :Yatiirlich sind auch die Bedingungen (I4) zur Konvergenz  des Ket tenbruches  (I2) 
n ieht  notwendig;  der  a l ternierende zweigliedrig-periodische Ket tenbrueh  z. B. 

q - i ~ + [ ~ - i ~ + [ ~ - +  - 
konverg ie r t  s icher f(ir o < q < L wovon man sich am ieichtesten mi t  Hilfe  eines P~aao.~'schen 
Satzes (vgl. sein Lehrbuch,  w 5~, Satz 17) oder auch des Konvergenzkr i te r iums per iodiseher  Ketten- 
brtlehe tiberzeugt. Dami t  aber  ftir gewisse p~ (x4) erftil t t  eel, miisste jedenfal ls  q~--lq~ >-~T~{~ 

sein, und dies ist in unserem Falle ffir kein ungerades ~ erfiillt .  
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Man beaehte ,  dass fiir ein 0~+1 = o (also e~+l= + x) das zugehSrige q~ im exten-  

d ie r t en  K e t t e n b r u c h  gar  n icht  v o r k o m m t ;  es i ibt  also auf die K o n v e rg en z  gar  

ke inen  Einfluss  aus und  es kann  ihm i rgend ein n u t  yon Null  verschiedener  

Wer t ,  e twa  der  Wer t  r, zugesehrieben werden.  

Man kann,  analog dem Vorgange  des H e r r n  P~RRO~r, zeigen, dass in ge- 

wissen F~llen die Konve rgen z  yon  K t aueh no twend ig  ist fiir die yon  K.  Dies 

ist z. B. der  Fall ,  wenn alle q~ > o sind und  wenn man  ffir pk+l > o qk = pk+l setzt ,  
qk+i 

weil dann :  

Ak--qkAk-1 Ak+l ist fiir ek+~ = - - I .  
Bk - -  el, Bk-1  Bk+l 

Diesen speziellen Ansatz  maeh te  sehon H e r r  PERRON (Lehrbuch,  S. 245--246, 

Satz I6). 

Ich  un te r suehe  nun  genauer  die S t r u k t u r  des K e t t e n b r u c h e s  K r. Dieser 

K e t t e n b r u e h  bes i tz t  jedenfal ls  die Tei lnenner :  

~ p~O~ q,, Ov+l ( V = I ,  2, 3 . . . .  );1 

fiir 0 ~ + 1 = o  ( v > I )  bes i tz t  nun  K '  die Gliederfolge:  

�9 . - I  p,+l I �9 - . +  + 
I q ~ - -  p~ 0___~ I q~+l - -  q~+l ,%+2 + ' "  "; 

ist~ hingegen 0~+1 = z, so bes i tz t  K t die Gliederfolge: 

~Ov+l ] 
. . . +  . . . I  + . . . .  

~1.%, ~v ]~v.l.1 P'v-I-1 ~'4-1 ag,v-4-2 
0~-I q" 

W e n d e t  man  nun Satz  C an (unter  der  Voraussetzung,  dass du rchweg  a~ # o 

ist), so ist  ersichtl ich,  dass K r konverg ier t ,  wenn mindes tens  eine der  Re ihen :  

Aus dem vorhergesagten ist n~mlich Mar, dass fiir ~k+2= I der Teilnenner qk+1-- 

Pk+1 {~k+l 2~k+1 ~k+l naeh Extension in qk+l Ok+l tibergeht, w~ihrend er fiir Ok+2 = 0 un- 
Pk Pk 

verandert bleibt. 
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2 v v ~v--1 Ov 
Ov+l=l  ~v 

I 
~'% Qv . 

Ov+l=l  ~Ov+l 

O' >__o) 

divergiert. Dabei sei Po = i, qo----i, Oo = o ,  O-a = i ;  m a n  beachte auch, dass 

O1 = o ist. 

Ferner liisst sich ein spezieller Fall einfach erledigen. Sind niimlich yon 

einer gewissen Stelle an alle e~ p~ negativ, so wird durch die Extension yon dieser 

Stello an zwisehen ie zwei aufeinander fo]gende Ngherungsbrfiche yon K ein neuer 

eingeschaltet; die N/iherungsbriiche yon K sind daher fiir K' yon einer gewissen 

Stelle an alle yon gerader oder alle yon ungerader Ordnung. Um also die Kon- 

vergenz yon K behaupten zu diirfen, hat  man sich nach Satz E nur dessen zu 

versiehern, dass nicht alle Teilnenner ungerader Ordnung yon K' versehwinden. 

Dies ist sieher der Fall, wenn qt--e~ 02 > o ist, oder wenn unter den Produkten, 

die aus je zwei aufeinander folgenden Teilnennern von K' gebildet werden, we- 

nigstens eines yon Null versehieden ist; mit diesen Aussagen gleiehwertig ist aber 

die, dass die obigen Reihen nicht allo drei identiseh verschwinden. 

Sehliesslich kann man aueh den Wert yon K' absehgtzen, denn es ist 

offenbar: 

o < e l K / <  P~ 
= q ,  - -  0 ' 0 ~  " 

Durch Zusammenfassung dieser Resultate ist folgender Satz bewiesen: 

Satz 2. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) /iir eine Folge positiver 
Zahlen 0~ (v ~-- x, 2, 3, . . . )  den Ungleichungen qeniigen: 

~Ov > 0 ('Y = I ,  2, 3 . . . .  ) ( I5 )  

q~' > ~,, 0,,  + Ov # v + l  ('V = I ,  2,  3 . . . .  ), (16) 
- -  O,v__ 1 

so ist #de der /olgenden zwei Bedingungen ]iir die Konvergenz hinreichend: 
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1) Von den drei Reihen: 

t~v+l ~ 0 0 r -1  ~9r 1 

Ov+l=l 
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(~) 

(~,) 

2 [0v--1 qY - -  ~3v - -  Q'--I O" Or'l-l] �89 (r,) 
~v = 1 

ist wenigaens eine divergent. 

2) Von einer gewissen Stelle an eind aUe O, .= x und e8 verschwindet nieht eine 

jede der Reihen (al), (ill) und (71) identiech. 

Es ist auch:  

o < ~1 K < Pl 
= 01 - -  01  02 

Dabei sind p, ,  gv, O~ durch  die Gleichungen (x3) bes t immL und  es isg Q-1-----x, 

Oo = I,  0 o ~ O. 
B e m e r k u n g  1. S ta r t  zu sagen:  es verschwindet  n icht  eine jede der Reihen 

(al), (/~,) und  (71) identisch,  kann  man natiirl ich auch sagen: es verschwinden 

nicht  alle die Zahlen:  

(q~-I q~-- P~ 0~) (q~+t - -  0~+1 0~+,~) fiir alle 0~+1 = o, 

t~_lq~--p~'O,p--~, , . , , - - . . l ( ) ,  v fiir alle O v + l = I ,  

0v--1 ~ - -  p ,  - -  0,--1 q~ Ov+l f i i r  a l l e  O,  = I .  

Oder auch:  es verschwinden nicht  aim die Zahlen:  

(~ = o ,  ~ ,  2 . . . .  ) 

wegen Ov+a ( z -  0~+1)----o ist  offenbar  

Z~ = (0,v--1 q~, - -  p~ ~ ,  - -  ~,--1 0~ Or+l)  (~,+1 - -  0v+1 ~9v+2) (1" - -  Or+l)  + 

(r ev - -  P~ x,Q, - -  ev__ 1 ev 0~+I)  [ (~ ,+I  - -  0"+10,+2)  ( I  - -  ~aqv+l) "~- a~, + 0~+I]  ; 

(~ = o ,  x ,  2 , . . . )  



222 Otto Sz~sz. 

schliesslich ist klar, dass dieser Ausdruck zugleich mit 

(Q,-1 q,. - -  p~ 0,. - -  q~--I Q~ 0,+1) (q,,+l - -  0~+1 0~+2 + O, + 0 ,+ , )  

(v - -o ,  I, 2 , . . . )  

(I7) 

verschwindet oder nicht. Man kann also 2) durch die Aussage ersetzen: 
2') Von einer gewissen SteUe an  s ind  aUe O r =  x u n d  ]iir m indes tens  e inen  

W e f t  yon v ( v >  o) ist (17) yon N u l l  verschieden. 

Bemerkung 2. Die Bedingungen (zS) und (I5) sind i. a. zur Konvergenz 
nicht hinreichend, selbst wenn darin durchweg Ungleichheit gilt und unendlich 
oft 0r = i ist. 1 Der alternierende Kettenbruch z. B., in welchem allgemein 

*2v--I : - - I ,  ~2v : I 

I 
q2v--1  = q " ,  q2 v = I + ~ ' { > I 

7-- 

x q" 

(~---- I ,  2, 3, �9 �9 .) 

ist, divergiert immer. Man iiberzeugt sich hiervon leicht mit Hilfo eines PER- 
RO~'schen Satzes (vgl. PERRO1% Lehrbuch, S. 247, Satz i7). Aus demselben folgt 

n~mlich, dass der Ket tenbruch [ !--I)~ P~-]y divergiert, wenn die Bedingungen er- 
k q~ 

fiillt sind: 

wobei 

I (q2~-1 q2~ + p,~) q2~+1 > q, , -~  p2~+~ (v  ---- I, 2, 3 . . . .  ) 

I I  ~ {c~ c5 �9 . .  c2~-1.1 + c2 c ,  . . . c~, .  d2,+~) k o n v e r g i e r t ,  
~C 4 c  e C 2 U ~ 2 v  C 3c~  . . �9 C 2 v + l  

ist. Nun lautet jetzt die Bedingung I: 

I qv > (~+1~  q~+l) ' 

t Fflr den speziellen Fall: ivy= i, (~--~ (v,~ i, 2, 3 . . . .  ) reicht dies sicherlich aus; vgl. 
Satz 3. 
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und dies ist offenbar erfiillt. Ferner ist 

C~, == q~--I q~-l-1 =~ ~2'v, also c~ I 
C~+I q'~ < I ,  

I q~ z_ 

q2~++l I qZ 
= +-<q+i+ �9 q + q2+--I q q--I' 

hieraus ist ersiehtlieh, dass aueh Bedingung II  erfiillt ist. Schliesslich sind auch 

die Bedingungen (I5) und (I5) erfiillt, wenn man durehweg Q,= I setzt. Denn 

dieselben lauten jetzt:  
I > 

und es gilt sogar iiberall Ungleiehheit. 

F i i r  e ~ =  ~ 0 '  = ~, 2, 3 . . . . .  ) erh~ilt man aus Satz 2 eine Verallgemeinerung 

eines Ti~TZE'sehen Satzes (auf dem S. 2Io in Fussn I angefiihrten Orte a), Satz 3; 

b) Satz 6; vgh aueh P~RRO~, Lehrbueh, S. 244--245)selbst dann, wenn man 

die Reihe (7~) ausser acht l~isst. 

Sind von einem gewissen ~, an alle e+p+ positiv, so kann man den Satz 2 

noeh versch~rfen; in diesem Falle sind n~imlich yon einem gewissen Gliede an 

die Kettenbriiche K' und K identiseh und man kann leicht auf den Kettenbruch 

K ~ s ta t t  Satz C den allgemeinen Satz B anwenden. Man erh~It so den 

Zusatz zu Satz 2. Sind yon einer gewissen Stelle an aUe 0~= o, so kann die 

Bedingung z) dutch die ]olgende ersetzt werden: 

Von den beiden Reihen 

P2 ?4 p.> v q2,, ~ . . . .  1 1 P s P 5 . .  p2~+1 
q2v+l 

ist mindestens eine divergent und es verschwindet nicht eine ]ede der Reihen (al), 

(ill) und (y,) identisch. ~ 

Es sei bemerkt, dass die q~ denselben Charakter haben, wie die unendlich 

vielen willkiirlichen Parameter p~ im Pm~aSHEI~Fschen Hauptkriterium. n 

Ffir dies le tz tore  gentigt  es j e tz t  of fenbar ,  w e n n  yon  e ine r  gewissen  Stel le  an  al le  % > o 

sind. Die im Zusatze  e n t h a l t e n e  K o n v e r g e n z b e d i n g u n g  is t  d a n n  b e k a n n t l i c h  s te ts  e ine  not- 
wendige.  

�9 2 Vgl. die auf  S. 2Io in Fussn .  4 z i t i e r t e  Arbei t ,  i n sbesonde re  w 2; den  U b e r g a n g  yon  

lb~i 
den p~ zn  den  1% g e w i n n t  m a n  du rch  die Subs t i tu t ion :  +o,, = 2~ 
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w  

F• l l ~  Ein Konvergenzsatz  fiir Ket tenbrf iehe  der  Fo rm L b~ ]~ 

Veral lgemeinerung.  

und seine 

Ffir p~= i, Q,= I (v = i, 2, 3 . . . .  ) erh~lt man aus Satz ~ den spezielleren 

Satz 2 ~. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) den Bedingungen ge- 
niigen: 

~,,,= z ~ (v  = z, 2, 3 . . . .  ), 
! 

so ist jede der folgenden zwei Bedingungen ftir die Konvergenz hinreichend: 

i) Von den drei Reihen: 

1 
[ ( g ~ - -  a.~) (q ,+ ,  - a ,+~) ]  ~ 

~,+1-- 0 

o~,+,- ,  ( (,, > o) (# , )  

I 

ist mindestens eine divergent. 

2) Von einer gewissen Stelle an sind nile 0~=  I und es verschwindet nieht 

eine jede der Reihen (a2) , (flz) und (72) identisch. 
Es ist aueh: 

< 
o s ~, I.<,~ j~ = i b, I - -  a ,  

In Satz 2 r ist ein Konvergenzkriterium des Herrn TIETZE (auf dem S. 210 

in Fussn. I angeffihrten 0 r te  b), Satz I) speziell enthalten. 

Ich kann, unabhangig von Satz 2 den Satz 2 r selbst noch wesentlich ver- 

alIgemeinern. Zur Her]eitung des ersteren Satzes wurde n~.mlieh auf den ex- 

tendierten Ket tenbruch E Satz C angewendet;  ist nun durchweg 7~----I, Q~= I, 

so kann man auf K r leicht den weitergehenden Satz B anwenden, well alle seine 

Teilz~ihler und daher auch ein Produkt  solcher Teilz~ihler gleich I ist. Ist ferner 
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unendlich oft O , =  z, so t r i t t  unendlich oft i als Teilnenner auf; ist aber nur 

endlich oft 0 , =  z, so hat  K' yon einem gewissen Gliede an die Form: 

~1 I I  I I  , . . . .  
IqW + ~ + Iq,+~ 

Man gewinnt so bei Beachtung der Bemerkung z, S. 22z den 

S a t z  3. Der Kettenbruch (z2) konvergiert, wenn die Bedingungen er/iiUt sind: 

i )  la, l = I  } (~,=I, 2,3, . . . )  
2) Ib, l=> a,+ a,+, 
3) Es ist mindestens ]is einen Wert von ~ (~ > o ) :  

( ~ -  ~qv-- 0~4-1) (~,+1 - -  "L%'+2 "4- l.,q~ + Or+l)  > O. 

Nur  wenn yon einem gewissen ~, an alle O~ verschwinden, muss ausserdem die Di- 
oo 

vergenz der Reihe ~ q, vorausgesetzt werden. (Die ja stets eine notwendige Be- 
1 

dingung der Konvergenz darstellt, im Falle unendlich vieler negativer e, aber 

eo ipso erfiillt ist.) Ferner ist: 

Fiir a~ == i ist 

= ' L~J1  < 1  b, I - a , "  

I b, , -1 b~ . 
a~,= z, ~ " =  fl,,-1 #,, G~'-l#~'--Ib,,-lb,,l' 

man gelangt so zu dem in der Einleitung zitierten Satze. 

Diesen Satz erweitere ich mit Hilfe der ~quivalenten Transformation: 

[aq ~ ~,1 a~l a~l '~,1 
~Jl-~Q" j~l + ~ + [~3 + 1~ +'''" 

(e ~ o) 

Sei r > o; wendet man auf den so transformierten Ket tenbruch Satz 3 an, so 

erh~lt man den allgemeineren 
A c t a  ma thema t i ca ,  43. Imprim6 le 24 mars 1921. ~9 
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Satz 4. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn ]iir ein positives q die Be- 
dingungen er/iillt sind: 

I) la,  l = ~  t t } 
(v = i, 2, 3 . . . .  ) 

2) r b~_~l_> ,~_~  + o~,, ,b~,, > ,%, + ,%~+1 

3) Es ist mindestens /iir einen Wert yon v entweder 

oder 

+ 0~, + 0~,+1) > o ( v > o )  

(r (q2v--O2v+l + 02v--1 + 02~,) > 0 ('M>_I). 

Nur wenn yon einem gewissen v an alle Or verschwinden, muss ausserdem die Di- 

vergenz der Reihe 2~  q~ vorausgesetzt werden. 
1 

Man kann  Satz 4 leicht auf Kettenbriiche, deren Teilziihler beliebige, yon 
Null vorschiedene Werte haben, iibertragen. Denn es ist ja 

[ av] ~ [e, e~P~l" ., 

wo die h~ dureh die Gleichungen bes t immt  sind: 

h ~ q l '  h2~'=PSP2P4Pn'"Pe...P2~-I'p2~ q2v] 

h2~+l P2P~. . .P2~ "q2~+1 
P3 P5 . . .  p2~+1 

(v = I, 2, 3 . . . .  ). (I8) 

Wendet  man  auf den so t ransformierten Ket tenbruch  Satz 4 an, so folgt: 

Satz 5. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn /iir ein positives r die Be- 
dingungen er/iillt sind: 

I) p~,>o / ( v = I ' 2 ' 3  . . . .  ) 
2) Qh2~,-1 > 02~,-1 + 32~,, h2~, > 32v + ~2,+1 J 
3) Es ist mindestens /iir einen Weft yon v entweder 
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N u r  wenn yon einem gewissen v an dvrchweg Or----o ist, muss  ausserdem die 
oo 

Divergenz der Reihe ~ h~ vorausgesetzt werden. 
1 

Dabei  s ind dio h~, p~, q~, Or, ~ d u t ch  die Gleichungen ( 1 8 ) u n d  ( 1 3 ) b e -  

s t immt,  und  ho = I zu setzen.  

Wenden  wir schliesslich auf  den ex tend ie r t en  K e t t e n b r u c h  K '  Satz D an, 

so e rha l ten  wir  unmi t t e lba r  den  

Sa tz  6. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn mindestens ti2r einen Wert yon 

v p r = o  ist und liar ein k ( k ~ l )  die Ungleichungen er[iillt s ind: 

qr ~v--1 + P~+a (I - -  Or+l) > 0 (v = 1, 2, 3, �9 �9 �9 k - -  I) 

pr Or 
qv e v'-I  ev Ov+l > 0 ( ~ ' =  k,  k '~-  I ,  . . .). 

( i 9 )  

Den Zusatz  zu D ve rwende  ich n u r  fiir den Fall ,  dass 

O k ~  I ,  -Ok+ 1 ~ 0 

ist. Der  K e t t e n b r u c h  K' ha~ d an n  of fenbar  die Gliederfolge: 

. . .  -~- �9 . . I  + 

q~-2 ~k-x I qk-  

uud  man  erh{ilt den 

+ .. . ,  

Zusat$. Ist liar ein k (k >~ 2) 

p~-x Ok-x ) 
O~ ---- I,  0~+1 ----- o, Pk qk-1 Qk-2 Qk-a > o, 

so dar/  in (19) /i~r v = k auch Gleichheit !lelten. 

Wir werden den Satz  6 und  seinen Zusa tz  in w 4 benutzen .  
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w 

Ablei tung neuer  Konvergenzkr i t e r i en  a u s  d e n  al lgemeinen du tch  

Spezial is ierung unendlich vieler  Pa rame te r .  

Fiir spezielle Werte der r erhiilt man aus obigen S~tzen einfachere Kon- 

vergenzkriterien, iihnlieh, wie Herr PmNGSH~.IM 1 aus seinem Hauptkr i ter ium neue 

S/s ableitete. Es kSnnen dabei vielfach umst/indliche Formeln auftreten, daher 

besebr/~nke ieh reich auf die einfachsten bemerkenswerten Fiille. 

Ich nehme im folgenden an, dass 

q~>o ( v = i ,  2,3 . . . .  ) 
ist. Setzt man 

q~ ( v - ~ I ,  2 , 3 , . . ) ,  r  

und zur Abkiirzung 

P-A=-r,, ~-P~---=r~ ( v = 2 , 3 , . . . ) ,  

so  erhalten die Ungleiehungen (16) die Form: 

I > u,-1 r~ 0r + 0~+1 (v = I, 2, 3 . . . .  ), (20) 
Uv 

und  die Re ihen  (al), (fit) und  (Yt) gehen in die fo lgenden fiber (man  k a n n  ohne  

Einsehr f inkung der  Al lgemeinhei t  q . =  i ,  p . =  r.  se tzen) :  

0~+1-o r.+x ~-~+1I ] 

2 [~'v--U~--luvr~Ov--I]�89 
@v+lml 

o,+!T} 

0 v --1 Uv--1 rv  

dabei  sei: u_~ = I ,  uo = I,  re = I .  

( v Z o ) ;  (&) 

1 Auf dem 'S. 2Io Fussn. 4 angeffihrten Orte und in seiner friiheren Arbeit. Uber die 
Konvergenz unendlicher Kettenbriiche [Sitzungsberichte der K. Bayer. Akad. der Wiss. (Mfinchen), 
Math.-phys. Klasse, Bd. 28, 1898 , S. 295--324]. 
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Setzt man nun 

u r =  z + O~ ( * ' = 1 , 2 , 3  . . . .  ), 

so reduziert sioh Ungleiohung (20) auf 

I + Or--Or+l  
r~Or<= (z + Or-i) (z + 0~) 

und man erhiilt den 

Satz 7. Der Kettenbruch ~er rrl| 
L I _II 

gleichungen (21) er/iillt sind und mindestens eine der Reihen 

#r+l-- +2 =0 rr+l 
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(v = 2, 3 . . . .  ), (2I) 

(rr> o, er = + I) bonvergiert, wenn die Un- 

#r =#~+1_1 [I - 2 (I + 0~--1) rr]�89 

~9~1[_i__ (i.~_Or_l, rr 02+1~ { (* '>2'  

J j  

divergiert, oder yon einem gewiasen *" an alle Or = i 

Reihen nicht alle drei identiach verschwinden. 
So konvergiert  z. B, dor Ket tenbruch 

~,1 ~1 ~1 ~,1 ~1 ~.1 
I ~ - [ ~  I~ +1~ I~ I~ + ' ' ' '  

08r--2 = O, 08r--1 = I, 0 3 r  ~ -  I (*" = I ,  2 ,  3 ,  "" ") 

< I  * <_I 
e>O,  r 3 r _ l = 2 - - ~ -  ~, r 3 r = 2  ( v = I ,  2,3 . . . .  ) 

wobei allgemein 

ist, wenn fiir ein , 

ist. Die rsr-~ sind ganz willki~rlich (nur positiv). 

(0-1 = o) 

sind und dann die obigen 

(22) 
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2. Se tz t  man  

u t : I ,  u ~ : I  + U ,  u > o  (v - - - -2 ,3  . . . .  ), 

so wird die Reihe  (fls) sieher divergieren,  falls nu r  fiir unendl ich  viele W er t e  von 

O~ = o, 0~+1 ~ i ist. I s t  dies aber  n icht  der  Fall ,  so wird yon  einem gewissen 

v an en twede r  s te ts  O~ = I oder  s te ts  O~ ~ 0 sein. Im ers teren  Fall  ist die 

Bed ingung  2') (S. 222) s ieher  erfiil l t ,  wenn ffir ein v=> 2 0,, = 0 ist. Aus Satz 2 

und  seinem Zusatz  fo]gt dahe r  mi t  Ri ieksieht  auf  Bem erk u n g  I (S. 22I) der  

Sa tz  8. "Der Kettenbruch [e~r~] ~176 (r~ > o) konvergiert, w e n n / f i r  ein u > o  
L I 21 

O~ , r , O , <  I + u - - O , + l  ( v ~ 3 , 4 , .  .) (23) r ~ 0 2 < i  I + u  = ( i + u p  

ist. S ind  abet i )  yon v = 2 an alle O~ = i ,  so muss in (23) mindestens einmal 

Ungleichheit gelten; s ind 2) yon einem gewissen v an, alle O, = o, so ist ausserdem 

die Bedingung: 

Q0 

~ (r, r~, . . ,  r2~_, + r2 r , . . .  r ~  i divergiert, (24) 
lr~ r4 r2 v r 3 r 5 r2 v+l!  

1 

er/orderlich. 

Fiir  den K e t t e n b r u c h  (22) erhgl t  man  hieraus die Konve rgenzbed ingungen :  

r2 < u I U I , r ~ < _ - - ,  ray--1 < , r 3 , , < - -  ( v ~ 2 ,  3 . . . .  ) ;  
= I  + u  i + 7s = ( i  + u )  t = i  + ~  

r3v-2  ist  willkiirlich nu r  posi t iv.  

Speziell fiir u =  i reduzieren  sich die Bedingungen  (23) auf  die fo lgenden:  

0,,+1 I 
, r , O , <  (v = 3 ,  4 . . . .  ). 

2 - -2  4 

3" Setz t  man  

2 ~ - - I  
u ~ - - - -  ( v = I ,  2 ,3  . . . .  ), 

so erh~ilt man  in ganz ghnl icher  Weise den 
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flatz 9. De; Kettenbruch r~rr l  ~176 (rr > o) konvergiert, wenn 
L I  _ll 
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rr 1 ' - - I  ( ' ~ = 2 , 3  . . . .  ) (25) 
- -  2 v - - I !  2 v - -  3 

ist. S ind  aber i)  yon v = 2 an alle O r = I ,  so muss in (25) wenigstens einmal 

Ungleichheit gelten; sind 2) yon einem gewisaen v an alle Or = o, so ist die Zusatz- 

bedingung (24) auch noch ertorderlich. 

4. Sei nun fiir r~ aueh der Wert  Null zul~issig; ich nehme an, dass die Reihe 
ao 

~ r , O ~  konvergiert  und nicht grSsser als i i s t .  Sei ferner die Zahlenfolge 
2 

u~, u2, u3 . . . .  niemals abnehmend und insbesondere u~ > i .  Dann ist O~+l<~u~-i 

und daher sind die Ungleichungen (2o) sieher erfiillt, wenn die folgenden gelten: 

I I 
r~Or<~ (v = 2, 3, . . . ) .  (26) 

- -  U v - - I  t/v 

~Tuu setze ieh: 

U~, 
r + l  

falls diese Reihe nicht versehwindet; sie kann aber nur dann versehwinden, wenn 

0 , = 0  ( n = : v +  I ,  v +  2, . . . )  

ist, und in diesem Falle kSnnen u~, u~+l, . . .  beliebige Werte  haben, welehe nur 

der vorausgesetzten Bedingung un ~ un-1 (n ~ 2) geniigen, man kann etwa u,,=u~_l 

(n -~- ~, v + I . . . .  ) setzen. 

Es ist klar, dass jetzt  die Ungleiehungen (26) erfiJllt sind. 

Sei zunKchst durehweg r~> o; das allgemeine Glied der Reihe (fls)ist jetzt :  

1 
(Ur--U,-lU~,rrO~,-- I) "~ (fiir (0~+1= x), 

ferner folgt aus Ungleichung (26): 

oder 

Ur--1 '/tr rr  Or ~< U~ - -  U~--I, 
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Gib t  es nun  unendl ieh  viele O , + l - - I ,  so ist o f fenbar  lira ~ = ~ ,  u n d  die Re ihe  
@~00 

(fls) ha t  unendl ieh  viele fiber alle Sehranken  wachsende Glieder, dahe r  d ive rg ie r t  

sie. Dies s ieher t  die Konve rgenz  des K e t t e n b r u e h e s .  

Sind aber  von  e inem gewissen v an  alle O~ = o, so kann  man  den Zusa tz  

zu Satz  2 anwenden ;  die Reihe  (as) h a t  sieher yon  Null  versehiedene  Glieder 

(sogar unendl ieh  viele), dahe r  ist  j e t z t  fiir die K o n v e r g e n z  des K e t t e n b r u e h e s  

die s te ts  no twendige  Bedingung,  dass mindes tens  eine der  Re ihen :  

r~  r t . . .  r 2  v - 1  , ~  r 2 r 4 . . .  r 2  v 

I 1 

divergiere,  aueh  hinreiehend.  

Um auch  den Fall  zu erledigen, dass wenigstens eines der  pv (oder, was auf  

dasselbe h inauskommt ,  der  r,) verschwindet ,  ist Satz  6 anzuwenden .  Die Be- 

d ingungen  dieses Satzes lau ten  j e t z t :  

I - -  uv-1 r~ Or + r,+l (I - -  0~+1) > o (v = 2, 3 . . . .  k - -  I) 

i--uv_irvOv---- O v + l  > o (v = k, b + I, . . .) fiir ein gewisses b. 

(27) 

(28) 

Gibt  es ers tens  unendl ich  viele 0 , =  I,  so ist  Ungleichhei t  (27) s te ts  erffillt, denn  

ffir ein v ~  )~ kann  die l inke Seite yon  (27) nu r  so verschwinden,  dass 

Ox ---- I,  u~-i r~ = I, r;.+l (I - -  Ok+l) = o 

wird;  aus u 2 - 1 r 2 =  I folgt  aber :  

0 ~ = o  ( v = ; l +  i,  ; t +  2 . . . .  ), 

und  dies ist gegen unsere  Voraussetzung.  Aueh Ungle ichhei t  (28) ist j e t z t  er- 

ffillt (bei geeigneter  Wahl  yon  k), denn  man  ha t :  

i - - U v - l r v O ~  . . . .  O~+l> i (u,  u , - l u ~ r v O ~ - - I )  > u , - 1 - - I  
i v  ~ U v  ~ U~, 

und  dies ist yon  einem gewissen v an gr6sser als Null, weil lira u~-i = oo. Also 
'pro00 

der  K e t t e n b r u e h  konverg ie r t .  

I s t  zwei tens  du rehweg  0 ~ = o  ( v > 2 ) ,  so sind die Ungle ichhei ten  (27) und 

(28) of fenbar  schon ffir k - - 2  erffill t ;  der  K e t t e n b r u c h  konverg ie r t  aueh  je tz t .  
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Gibt  es sehliesslieh dr i t tens  endlieh viele O , =  z, so sei: 

�9 gk~ = z, .gk~ = i . . . . .  .%~ = I (~ > i)  

o , = o  . . . .  , k,). 

Dio ]3edingung (28) ist  aueh in diesem Falle erfiillt, e twa  fiir k-----kF~ + i .  

Fiir  ~ = k ,  wird die linke Seite der Ungleichhei t  (27): I - - I  +rk~+1; dies ist  

grgsser als Null,  w e n n  rk,+~ > o ist .  Ferner  ist ffir ~ < k~: 

r e  0 v  + r v + l  O~,+1 -t- �9 -" -~ rk~ 

daher  ist  j e tz t  die Ungleiehbeit  (27) fiir alle r gfiltig und  man  ha t  Konvergenz  

des Ket tenbruehes .  

Es bleibt  noeh tier Unterfal l  zu erledigen, d a s s  r~/~+~ = o ist .  J e t z t  s ind die 

Ungleichungen (z7) n u t  fiir ~ ~ k ,  erfiillt, es kommt  also (laut dem Zusatze zu 

Satz 6) noeh darauf  an, ob der  Ausdruek:  

I ~ qdkl~_S rk/~--I Ok.--1 
I rk~--I Ok~--~ rku 

Uks,--~ ryes,--1 Ok, -1  + r~, , rk~-I Ok~-i + ry, t, - -  rk~ 

versehwindet  oder nieht.  Im letzteren Falle ha t  man sieher Konvergenz .  E r  

verschwindet  abe t  dann  und  nur  dann,  wenn die GI. gilt:  

rkbe--I ~qkl,--1 "3F rk/z = I .  (z9) 

Is t  zuniiehst  /~ = I, so kann  man  s t a r t  kl einfaeh k sehreiben und  da 0~-1-----o 

sein muss, l au te t  G1. (29) je tz t :  r k = I .  Man ha t  somit  den K e t t e n b r u c h  zu 

un te rsuehen  (rk,+l ----- rk+l ---- o): 

r , l+ . . . .   1+ol 
[1 + - i i -  

J e t z t  ist:  

a]so 

. . . .  

Qk = Q k - 1 - -  Qk-2 ---- rk-1 Qk-a ,  Q~+I = QI,, Qk+~ = ( I  + rk§ Qk . . . .  ; 

Pk = Pk-1- -  Pk-2 = rk-1 Pk-3, Pk§ ----- Pk, Pk+2----- (r + rk+2) Pk, �9 �9 �9 ; 

der  Ke t t enb rueh  konvergent  oder divergent ,  je nachdem rk-1 Qk-3 ungleieh 

oder gleieh Null ist. Nun  ist Q - , ~ o  und Q k - 3 > o  fiir ein k > 3 ,  weil , , r ~ > o  

fiir r < k - - I  ist; also ist  fiir rk-1 = o  der Ke t t enb rueh  wesentl ich d ivergent ;  fiir 

k =  2, rl =1 = o ausserwesentl ieh divergent ,  im iibrigen konvergent .  
Aeta mathematlea. 43. Imprtm~ lo 26 mars 1921, 30 
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Fi i r  ~ t ~ 2  ist r k , < I ,  also kann  G1. (29) nu r  dann  bestehen,  wenn k ~ - - r = -  

~ I ~ l ~ - - l ,  Ok~,--1 ~ Ok l~_ l  ~ I ,  r k ~ , _ l - ~  fk.~ = I ist. Dies ist n u r  so mSglich, dass ~ l ~ 2  

ist. Sehre ib t  man  s t a t t  b~ e infach k, so ist  also r~+l ~ i - - r k  und  m an  erhi~lt 

den  K e t t e n b r u e h  (rkt~+l ~ rk+2 ~ o) : 

_ r -ll + 3 2 - +  
r,] + . . . +  .. 
]i II II 

J e t z t  ist :  

qk ---- Qk-1 - -  rk Qk-2, Qk+l = Qk - -  (x - -  rk) Qk-1 -~ rk (Qk-1 - -  Qk-~) ~- r~ rk-i  Q~-a, 

Qk+~ ~ Qk+l -~ rl, rk-1 Qk-3, Qk§ ~- (x + rk+a) n, rk-1 Qk-3, �9 . .  

P k  ~ P k - 1  ~ r~, P k - : ,  P k + l  = P k  - -  ( z  ~ rk) P k - - l  --- rk  r k - 1  P k - ~ ,  

Pk+2 ~ Pk+l ---- rkrk--l Pk -~ ,  Pk+3 ----- (I + rk+s) rk rk_~ Pk-3  . . . . .  

D~ nun  r~ > o ist, so konve rg i e r t  oder  d iverg ier t  der  K e t t e n b r u e h  wiederum, je 

naehdem rk_~ Qk-3 ungleieh ode r  gleieh Null  ist  - - .  Wir  kSnnen diese Resu l t a t e  

in fo lgenden Satz  zusammenfassen:  

['~'I ~ (r,  ~ o) konvergiert ,  w e n n  ~a, tz  10. Der  Ket tenbruch  L-X-d~ 

~o 

, = o .  (30) 
2 

ist.  N u t  w e n n  durchweg r,  > o u n d  yon e inem gewis~en ~ an  ,9, ~ o ist, i~t /i2r 

die Konver~enz  die weitere B e d i n g u n ~  er/orderl ich: 

oo 

1 ~r2 r4 ~'2v r~ ?'5 �9 ~'2~+1] 

Ferner  ist  in  den vier Au~nahme[d l l en :  

2) 0 ~ ,  0 ~ = o  (v=l=/r r~_~ ----- o, r ~ = ~ ,  r ~ + ~ = o ,  (k=>3) 

3) O ~ = x ,  0 ~ = ~ ,  O ~ = o  ( v > 4 ) ,  r , + r , = ~ ,  r,-----o 

4) On = ~, O~+] = r, 3~ = o (v =[=k, k + ~), r~-I  = rk+~ = 6, rk + rk+l = ~, 

(~=> 3), 

der Ket tenbruch wesent l ich diver~ent;  n u r  w e n n  ira Fal le  x) oder 3) r~=i=o i~t, diver-  

~iert er ausserwesent l ich.  
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Es gilt auch die Beziehung: 

o < 
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w  

For t se tzung;  ein we i t e r e r  Konvergenzsatz  ffir Ket tenbr i iehe  der  F o r m  [a~] | 
L z  .h 

5. Die Bedingung (3o) kSnnen wir durch eine allgemeinere ersetzen, wenn 
wir wieder annehmen, dass r~ > o (~, ---- i, 2, 3 . . . .  ) ist. 

Wir betraehten die Reihe: 

oo 

r~O~+r~+lO~O~+l+r,+~OrO~+10~+~ + . . . .  2 k r r + k O r O ~ + l . . .  O,+k : a~--l; (3 I)  
o 

dieselbe besitzt nut  dann unendlich viele (nieht versehwindende) Glieder, wenn 

yon einem gewissen v an alle Or----i sind. Ist dies der Fall, so sei die Reihe 
konvergent. Nun setze ieh: 

U 0 = I )  U~--1  ~ U r - - 2  fiir O~ - :  o | 

; (32) 
z fiir 0~ : I ] 

~v--1 = (~r--1 

fiir 0~----z ist das erste Glied der Reihe (3I) r , ,  und sie besteht aus so viel 
Gliedern, wie negative Teilzs yon ~,r, an (ink].) bis zum ndchsten positiven 
(exk].) aufeinander folgen; ich nehme an, dass diese Summe den Wert i nicht 
iibersteigt; dann ist 

u,___> I 3 . . . .  ) ,  

daher ist die Bedingung (20) erfiiUt, falls Or = o ist. Ist  aber O, = z ,  so ist sogar 
die sehiirfere Ungleichung: 

x O,+1 fiir O r = I  (33) 
~'r ~ Ur--1 Uv 

auch erfiillt, denn fiir Or+l---- o ist dieselbe offenbar riehtig und fiir Or+a ---- z folgt 

aus (3z) (da auch Or-~ I ist): 

I I 
~---o'~--l--q~-----rr. Qu.  e. d .  
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Is t  nun yon  einem gewissen v an s te ts  ~-- - -o ,  so kann man den Zusatz  2 

(S. z23) anwenden;  ist aber  fiir unendl ich viele Wer te  yon  v: ~%+i = i ,  so genfigt 

zur  Konvergenz  des Ke t t enbruches ,  dass mindes tens  eine der  Re ihen  (a3), (f13) und 

(73) divergiert .  
Ich untersuehe  speziell den Fall ,  dass  fiir eine posi t ive Zahl d ( J  < I) und  

fiir eine posi t ive ganze Zahl N die weiteren Bedingungen erfiillt sind: 

d. h.,  dass  

a , _ l < d  ffir v > N  (34) 

lira a,  < I 
, m O O  

ist und zeige, dass in diesem Falle  die Reihe  (~3) sieher divergier t .  

Sei niimlich ~%+1 = i ;  fiir ,9,----x folgt nun aus (33): 

daher  ist 

'U,-- 1 U ,  tP'~, < 't/,, -- U,--1 

~Z, --U,--I ~ / , f ,  -- I ___--> ~,--I -- II 

und  mi t  Ri ieksicht  auf (32) und (34) fiir v >  N :  

12~--U,_I tt, r,--I > I I ----I> ~I. 

Ferne r  ist ffir 0 , = o  ( v > N ) :  

I 
u, -- c~,_l U, rva,--i = u,--I_>~-- i; 

die Reihe  (#s) divergier t  also. 

Es  gilt daher  der  

[~, r,] | (r, > o) konvergiert, wenn die Bedingungen Satz  11. Der Kettenbruch L- -~ j  x 

er]iillt sind : 

~ k  r,+k ,9, #,+1 �9 . .  ,%+~ --- a,-1 < I (v = 2, 3 . . . .  ) (35) 
0 

li--~ a, < i.  (36) 
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iVur wenn yon einem gewissen ~ an alle O, verschwinden, ist /i~r seine Konvergenz 

ausserdem er/orderlich, dass die Reihe 

oo 

(24) 

Auf den- Zusammenhang dieses Satzes mit anderen S~itzen habe ieh bereits 
in der Einleitung hingewiesen. 

Offenbar ist die Bedingung (24) sieher erffillt, wenn ~_~ ~ divergiert. 
1 

Die Bedingung (35) selbst ist fiir die Konvergenz des Kettenbruches nieht 
notwendig; vgl. hierzu etwa Satz 8. 

Schlussbemerbung. Sind die Elemente des Kettenbruches reelle Funktionen 
yon reellen Variabeln, so kann man analoge S~tze fiber gleichmdsaige Konvergenz 
aufstellen. 


