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L Einleitung

In den letzten Jahren sind Versuche unternommen worden, einen konstruktiven
Aufbau der Analysis zu gewinnen durch Benutzung der Theorie der rekursiven Funk-
tionen. R. L. Goodstein (Literaturverzeichnis [3], [4], [5]) hat eine Reihe von Sitzen
aufgestellt, die als Analoga gelten konnen fiir bekannte Aussagen der klassischen
Analysis. Er beschrinkt sich dabei auf rationale Zahlen als Argument. Der Gedanke
liegt nahe, diese Ergebnisse zu erweitern und auch , berechenbare‘ irrationale Zahlen
zuzulassen. Wie aus einer Arbeit von Specker [2] hervorgeht, stehen einem solchen
Verfahren aber erhebliche Schwierigkeiten entgegen. Er zeigt u. a. folgendes:

Es sei R, die Klasse der primitiv rekursiven reellen Zahlenl, R, die Klasse der
primitiv rekursiven Dezimalbriiche, R, die der primitiv rekursiven Schnitte. Dann gilt
R, o> R, o R,, wobei die auftretenden Inklusionen echt sind. Damit hingt es zusam-
men, dass eine Reihe von Sitzen der klassischen Analysis nicht ohne weiteres in der
,,rekursiven‘‘ gelten.

Im Kapitel III der vorliegenden Arbeit sollen einige weitere Aussagen iiber
(allgemein) rekursive Zahlen gemacht werden. Es wird insbesondere gezeigt, dass die
Klasse M der rekursiven reellen Zahlen eine wohlbestimmte Art von , Intervallschach-
telung® zuldsst. Damit ist die Voraussetzung geschaffen zur Erweiterung einiger
Sétze der Theorie von Goodstein (Kap. IV). Es handelt sich dabei um Aussagen
iiber stetige Funktionen. Die Goodsteinsche Theorie enthilt eine Reihe von Sitzen
iber differentiierbare Funktionen, kann aber durch eine saubere Fassung des Ste-
tigkeitsbegriffes noch erginzt werden durch Sitze, die als Analoga zu bekannten

klassischen Theoremen gelten kénunen.

! Die Definitionen dieser Begriffe folgen im Kapitel II dieser Arbeit.
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II. Definitionen

ErkLARUNG I. Eine Folge @ (n) rationaler Zahlen heisst rekursivl (bzw.
primitiv rekursiv), wenn
() = 2 =P ™)
x(n)

und die Folgen ¢ (n), y(n) und y (n) (primitiv) rekursive Funktionen sind.

ErkLArUuNG II. Eine (primitiv) rekursive Folge rationaler Zahlen heisst (pri-
mitiv) rekursiv konvergent, wenn es eine (primitiv) rekursive Funktion N (n) gibt,
so dass®

@ (u)— @ (v)=0(m)
gilt fiir u, v = N (m).

® (n) heisst eine rekursive Nullfolge, wenn es eine rekursive Funktion N (m) gibt, so
dass ® (n)=0(m) fir n = N (m).

ErRLArRUNG III. Eine (primitiv) rekursive und (primitiv) rekursiv konver-
gente Folge rationaler Zahlen heisst ein (primitiv) rekursiver Schnitt, wenn es eine

(primitiv) rekursive Beziehung (in m und =) gibt, die dem Pridikat

%>(I)(v) fir v > N (n) (1)

dquivalent ist. .
Es ist bekannt, dass die ,,Faktoriellenentwicklungen diese Eigenschaft haben

({11 8. 78 ff): Ist ndmlich y (») primitiv rekursiv und

¥ (n) = Z}x(:)» 2y <v-1,

v
so ist
* S L
[V (n*)-n]= [(n;l) ,] fir n* ==,
n !
wobei Sp=73 ro)n!
y=0 'V!

(1) ist dann der primitiv rekursiven Beziehung

1, Rekursiv'’ ohne den Zusatz ,primitiv"* bedeutet in dieser Arbeit stets ,,allgemein relursiv",

1
? Fir |a,| < 0" sagen wir auch nach GoopsTEIN: a=0 (m).
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Sx
m = [(nél) !] +1

Umgekehrt entspricht jedem ,,primitiv rekursiven Schnitt‘¢ eine primitiv rekursive

aquivalent.

s, Faktoriellenentwicklung‘‘ ([1] S. 190 ff.). Diese Aussagen bleiben sinngemiss giiltig,
wenn man iiberall die primitive Rekursivitit durch ,,allgemeine Rekursivitit® ersetzt.

Es liegt der Gedanke nahe, eine konstruktive Analysis aufzubauen fiir die Klasse
der primitiv rekursiven (oder der allgemein rekursiven) Schnitte. Das ist aber deshalb
nicht gut moglich, weil bereits die Summenbildung aus dieser Klasse herausfiihrt.
Das folgt (bei der Voraussetzung der Rekursivitit) aus Satz 2 und 3 von Specker
[2] und ergibt sich auch aus einem sehr einfachen Beispiel in Kapitel III.

Es wird sich aber zeigen, dass jede rekursive und rekursiv konvergente Folge
rationaler Zahlen zwar nicht fiir alle, aber doch fiir gewisse beliebig grosse Nenner
eine Art ,,Schnitteigenschaft aufweist.

Notieren wir vorher noch die Definition des (primitiv) rekursiven Dezimalbruchs:

ErkxvLirUuNg IV. Eine Folge

heisst ein (primitiv) rekursiver Dezimalbruch, wenn die Funktion ¢ (v) (primitiv) re-
kursiv ist und @ (v) < 9 gilt.

III. Berechenbare Zahlen

Es sei @ (v) eine rekursive und rekursiv konvergente Folge. Es ist also

_e -y ()
D (v) )

wobei @ (v), 9 (v) und y (v) rekursive Funktionen sind. Es gibt ferner eine rekursive
Funktion N (k), so dass aus n, m > N (k) folgt @ (n)— ® (m)=0(k). Also gilt

E-O@)=k-® (N (k) +Ek-0(k)

far v = N (k), und k-0 (k) < & fiir £ = 1. Falls nun die erste Dezimale von k- ® (N (k))
von 0 und 9 verschieden ist,

o (k) =[10-k- @ (N (k)] - [k © (N (k)] +0, +9, (2)
so gilt wegen k-0 (k)<
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I=[k-® (N (kN]=[k® ()]
fir v > N (k), also
<P < ——- 3)

Falls o (k) =0 oder 9, so fiihren wir die primitiv rekursive Funktion

2 <2—;> = Max 7[5 ¢ < 2 p A n ungerade]

ein; <2—;> ist also der Abstand der Zahl %; von der niichstkleineren Zahl von der

Form g+1, wo g ganz.
Dann wird:

k- ® @) )=k D(N(k))>=2
Es wird also:
ASEk-®@)<i+1 fir » = N(k),

und wenn wir setzen

1
A=2,u2+ ,
so haben wir
2u+1 2u+3
< . 4
2% 20 <5y “)

Beschrinken wir uns auf den Nenner von der Form 10?%, so erhalten wir

SATZ 1 (§BER DIE INTERVALLSCHACHTELUNG). Es sei @ (v) eine rekursive
Folge rationaler Zahlen, N (k) eine rekursive Funktion und

O (»)—-D(u)=0(k) fir v = N(k), u=DN{(k).
Ferner serl

1, falls «(10%) =0 oder 9,

L= {) e B2 (@) =53 61 o)

wobei o (k) die durch (2) definierte rekursive Funktion ist, und

{102 @ (N (109))]

(10"-(1)(N(10‘?))>,

a, =P, (Q)_‘—W“—‘ + B4 (@) 10°
(5)
102 d (N (102 1 100® (N (109) > +1
be=ﬂ2(9)[ (1(()9 B+ +ﬂ1(9)< (léq No+2.

1 sgf(n)=1-sgf(n); alsosgf(n)=1, falls f(n)=0,
=0 sonst.
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Dann gilt
Gy < @911 <bpy1 < b,
und
a, < ®(0)<b, fir ¢ = N (109. 6)

Es ist zu beachten, dass der im Nenner des zweiten Bruches von (5) stehende Aus-
druck {10°-® (N (10%)) keine ganze Zahl ist, sondern ein Bruch mit dem Nenner 2.

Die durch die Definition von f; und B, getroffene Fallunterscheidung und die
Beschrankung auf ungerade Zihler 2y +1 bzw. 24+ 3 in (4) ist nicht zu vermeiden.
Man denke etwa an eine Folge, die von beiden Seiten gegen 1 konvergiert. Man
kann dann kein Intervall [1,1+107"] angeben, in dem ,fast alle“l Zahlen der Folge
liegen.

Um die Eigenschaften der rekursiven und rekursiv konvergenten Folgen gegen
die mit der vollen Schnitteigenschaft abzugrenzen, sollen einige Beispiele untersucht
werden,

Dazu betrachten wir die bei Peter ([1] S. 152 bzw. 187) definierte primitiv rekursive

Funktion
o (m,n) =1 (m, m, n).

Es wird dort gezeigt, dass das Pridikat
(Ex) [o (m, x) =0]

nicht entscheidbar ist.2 Definieren wir nun die Funktionen

falls < R
v (m, m) = {(1), sznst(x) w=n=elm e+l (7)
und
% (m, n) =sg p (m, n). (8)

Aus der Definition folgen die Ungleichungen
p(mn+l)=yp(mmn);, y(mn+l)<y(m,n). (9)

Mit Hilfe dieser Funktionen definieren wir die Folgen

1 | fast alle’ nach der bekannten Definition von KOWALEWSKI s»alle mit Ausnahme von héch-
stens endlich vielen*.

? Dieses Pridikat ist némlich der Aussage gleichwertig: m ist die Godel-Nummer einer allge-
mein. rekursiven Funktion, und = ist die Gddel-Nummer der ,,Ableitung’ dieser Funktion fiir den
Argumentwert m.

Mit Hilfe von g (m, n) wird bei Perer ([1] S. 187) eine primitiv rekursive Folge rationaler
Zahlen definiert, die monoton und beschrankt, aber nicht rekursiv konvergent ist.
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(m) z X m’ 'V) t(nm) Z Z <m’ ’V) (10)
p= r=1
Z"/’(m ,?) ) ] _ ym 11)
2710 Wy = [ (

Fiir jedes feste m ist »{™ und w{™ primitiv rekursiv und primitiv rekursiv kon-
vergent.

Die Folgen i und #;” haben dariiber hinaus als ,,Faktoriellenfolgen‘‘ die volle
Schnitteigenschaft. Es ist aber nicht entscheidbar, fiir welches m u$" gegen eine
rationale Zahl konvergiert.

Das ist bei einer Faktoriellenentwicklung dann und nur dann der Fall, wenn
von einer gewissen Nummer an der Koeffizient 0 wird. Das heisst hier: u{” kon-
vergiert genau dann gegen eine rationale Zahl, wenn m die Goédel-Nummer einer all-
gemein rekursiven Zahl ist. Das ist aber nicht entscheidbar ([1] S. 177). Ebenso
-st es mit dem Pridikat (En)wi” <1. Es gilt also:

Satz 2. Es seien u” und w(™ die durch (10) und (11) definierten Folgen ratio-
naler Zahlen. Dann sind die Pridikate

(En) (Ep)(BEq)[p=q-ui"—~p=q-u
und (En) [w§ <1]

nicht allgemein rekursiv in m.

Daraus folgt, dass es kein allgemeines Rechenverfahren geben kann, durch das
entschieden werden konnte, ob eine vorgegebene rekursive und rekursiv konvergente
Folge rationaler Zahlen gegen eine rationale Zahl konvergiert.

Dieses Beispiel der Folge w{™ zeigt, dass es rekursive und rekursiv konvergente
Folgen gibt, denen kein rekursiver Dezimalbruch zugeordnet werden kann: Es ist ja
nicht entscheidbar, ob die Stelle vor dem Komma 0 oder 1 ist. — Fiir primitiv
rekursive Folgen finden sich &hnliche, auf anderem Wege gewonnene Ergebnisse
bereits bei Specker [2].

Fassen wir zusammen: Die rekursiven und rekursiv konvergenten Faktoriellen-
entwicklungen haben zwar vor der allgemeineren Klasse der rekursiven und rekursiv
konvergenten Folgen die Schnitteigenschaft und die Moglichkeit der Entwicklung eines
dquivalenten Dezimalbruches voraus. Die Frage, ob ein rationaler Grenzwert existiert,
ist auch bei diesen Folgen nicht generell zu entscheiden. Die Summe zweier rekursiver

Schnitte (Faktoriellenentwicklungen) ist nicht unbedingt wieder ein rekursiver Schnitt,
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aber (wie man sich leicht iiberzeugt) die Summe zweier rekursiver und rekursiv
konvergenter Folgen ist wieder eine Folge dieser Art. »

Da diese Folgen wenigstens die Eigenschaft der Intervallschachtelung zulassen
(Satz 1), erscheint es sinnvoll, diese Folgen zur Fundierung einer konstruktiv be-
griindeten Analysis heranzuziehen.

ErkLARUNG V. Eine rekursive und rekursiv konvergente Folge rationaler
Zahlen heisst eine rekursive reelle Zahl. Zwei reelle Zahlen heissen aquivalent:

{'/" ("’)} ~ {(P ("’)}’

wenn {p (v) —y (v)} eine rekursive Nullfolge ist.1
Die Aquivalenz rekursiver reeller Zahlen ist offenbar eine symmetrische, transitive
und reflexive Beziehung.

Falls {p (»)} ~ {g}, wobei {g} eine Folge ist, deren simtliche Glieder gleich der

rationalen Zahlg sind, so sagen wir auch: {y (»)} konvergiert rekursiv gegen P

IV. Relative und absolute Stetigkeit

Goodstein hat in mehreren Arbeiten die Grundziige einer rekursiven Funktionen.-
theorie fiir Funktionen mit rationalem Argument entwickelt. Wegen der Grund-
begriffe sei auf die Arbeiten [3], [4], [5] verwiesen. Wir wollen hier nur zwei der

wichtigsten Definitionen wiederholen?:

ErkLARrRUNG VI. Eine rekursive Funktion f(n,x) einer positiven ganzen Vari-
ablen » und einer rationalen Variablen & heisst rekursiv konvergent in =, fiir ein
Intervall @ < z < b, wenn es eine rekursive Funktion N (k,x) gibt, so dass N (k+1, z)>
=N (k,xz) = k und fiir n,=n, > N(k,z) und a <2< b

, f (ny, )~ f (mg, 2) =0 (k)
gilt.

! Man koénnte daran denken, nicht die einzelne rekursive Folge, sondern die Klasse der équi-
valenten Folgen als rekursive reelle Zahl zu definieren. Es bestehen aber Bedenken, den Begriff der
reellen Zahl auf eine solche Mengendefinition zu begriinden, weil es nicht immer entscheidbar ist, ob
zwei vorgegebene rekursive und rekursiv konvergente Folgen #quivalent sind : wi® und {l} z. B.

? Wir setzen rekursiv ( =allgemein rekursiv) an Stelle von primitiv rekursiv. Im iibrigen gelten
sinngemiiss die Bezeichnungen von [4] S. 172.



16 H. MESCHKOWSKI

ErxLARUNG VIL! f(n,2) heisst relativ stetig in [a, b], wenn es eine rekur-
sive, Funktion M (k; z,,x,) und eine rekursive, streng monotone Funktion ¢ (k) gibt,
so dass fir alle x;, z,, fir die a<z;<x,<b und z,—2,=o0(c(k)) gilt und fir alle
n=>M (k, z,, z,) folgt

f(n, z,) — f (n, ) =0 ().
Sarz 3. Hs gibt relativ stetige Funktionen, die nicht beschrinkt sind.

Zum Beweis geben wir ein Beispiel an, bei dem wir die Dezimalbruchentwicklung

der Zahl ¢ heranziehen. Wir definieren die primitiv rekursiven Folgen?

[e-10"1] [e-10"1] +1
Un="JgaT > bn="gegm

Jetzt wird im Intervall 2<x<3f(n,2) durch Streckenziige erklirt:

TN e o, <z<a,
a, —a,

f,z)= 1 fir ay<z<b,
x—b

fir bo<zx<
b, —b, ir by<x<b
und

=f(n—1,2) fir a,<x<a, und b, <zx<h
—xl+(n—l) fir an<z<ann1
Gni1— 0y

f(n, )= .

n fir ap 1 <2<by,

—”‘—_b—"+(n—1) fiir b1 <z <b,.
bn+1'_bn

Diese definierte Funktion f(n,x) ist primitiv rekursiv und primitiv rekursiv konver-

gent3 und relativ stetig. Das erkennt man sofort, wenn man beachtet, dass

f(n+m,x)=f(n,2)

gilt fiir
-10"-1 <10 141
Tz =< Ee_l(?l] oder z > [—e;—ﬁn_“l]t— .

1 Bei GoopsTEIN [4] 8. 174 wird die Funktion M (n, z,, ;) nicht erwihnt. Es heisst: ,for
majorant n'. Aus der Definition dieses Begriffes [4] S. 173 geht aber hervor, dass diese Schranke
auch von #,, z, abhiingen kann. Es ist deshalb zur Vermeidung von Missverstandnissen angebracht,
diese Abhéngigkeit der Stetigkeit zum Ausdruck zu bringen.

? Wegen der primitiven Rekursivitiat vgl. [1] 8. 78.

3 Die Definition der rekursiven Konvergenz erhilt man aus Erklarung 6, wenn man das Wort
.rekursiv’ jedesmal durch ,,primitiv rekursiv’’ ersetazt.
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Fir jede rationale Zahl ist also rekursive Konvergenz und relative Stetigkeit ge-
sichert. Dabei ist allerdings die rekursive Konvergenz nicht gleichmissig, und auch
bei der Stetigkeit héingt das ,,majorante” m, fiir das

f(n,z)—f(n,y)=0 (k)

gilt, von z, y ab. Das ist aber bei der Definition der relativen Stetigkeit ausdriicklich
zugelassen. Es ist deshalb angebracht, den Begriff der relativen Stetigkeit durch

einen schirferen zu ersetzen.

Erxviruxe VIII. Eine relativ stetige Funktion heisst absolut stetig, wenn
die rekursive Konvergenz gleichmissig ist.!

Sarz 4. Ist f(n,z) absolut stetig, so gibt es rekursive Funktionen N, (k) und

¢, (k), so dass
f(n,x)—f(n,y) =0 (k)

gilt fiir n=N, (k)
und 22—y =0 (c, (k)).

Bewzis: Nach Voraussetzung ist f(n,«) rekursiv konvergent, d.h. es gibt eine
rekursive Funktion N (k), so dass

f(nyz)~f(ny, ) =0 (k)
gilt fiir n, > N (k). Ferner gilt wegen der relativen Stetigkeit
f(@,n)—f(n,y)=0 (k)
fiir z—y=0(k)
und n=M(k;z,y).

Wir haben zu zeigen, dass es unter den gemachten Voraussetzungen eine von
z, y, unabhingige Schranke fiir n gibt. Falls M (k;x,y) < N (k+1) gilt fir alle z, y

des Intervalls, kann man
N, (k)y=N(k+1)

c (k) =c, (k).
Ist M (k,z,y)>N (k+1), (12)

setzen und

so sefzen wir

1 Wenn also N (k,2) in Erklirung 6 nur von k, nicht aber von z abhéangt. — Beispiele fiir
,,absolut stetige“ Funktionen sind z. B. E (n, ) und sin (n, z) in [4].

2—563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 18 février 1956,
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f(n,2)—f(n,y)=(f (n,z) = f (M (2, y), 2)) + (f (M (x,9), x) — { (M (=, 9),9)) +

Wegen (12) sind der erste und der dritte Summand gleich 0(k+1), und, wenn
z—y=0(c(k+1)), gilt das auch fiir den zweiten Summanden. Also wird:

f (m,2) — f (n, ) = 3.0 (k+ 1) =0 (k). (13)
(13) gilt fiir
n=N,(k)=N (k+1)
und
2—y=0(c(k+1)=0(c, (k)), gq.e.d.

SaTz 5. Ist f(n,x) absolut stetig, so ist fir jede rekursive und rekursiv konver-
gente Folge x, die Folge f(n,xz,) rekursiv konvergent.

BeEwEIs. Die Folge x, ist rekursiv konvergent, d.h. es gibt eine rekursive
Funktion N, (k), so dass
Zn — X, =0(k) fur n=N, (k),m>=N, (k).
Sei jetzt
Nj (k) =Max (N, (k+1), Ny(c, (k+1))).
Dann gilt fiir n> N, (k), m= N, (k):

Zn — 2, =0 (¢, (k+1))
und

f(n, ) —f(m,x) = (f (n, @) — f (0, 2p)) + (f (0, ) — [ (M, 2)) =2.0(k +1)=0(k), q.e.d.

Sarz 6. Sind {x,} und {y.} dquivalente rekursive reelle Zahlen aus dem Intervall
[a, b], so sind auch die rekursiven reellen Zahlen {f (n,z,} und {f (n,y,)} dquivalentl.

Buwgls. Nach Voraussetzung gibt es eine rekursive Funktion 7' (k), so dass
Ty —Yn =0 (k)
gilt fir n =T (k).

Also ist
Zn—Yn=0(c (k) fur n=T (c (k) =T, (k),

f(n’ xn) - f (nv Yn) =0 (k)
n > Max (T, (k), N, (k) =T, (), q.e.d.

und es wird

fiir

1 Vgl. Erklarung V.
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Unter Benutzung der Erklirung V kann dem Satz 6 auch folgende Fassung gegeben

werden :

Sarz 6a. Jeder absolut stetigen rekursiven Funktion f (n, x) entspricht eine Funk-
tion 3="F(x), die dquivalenten rekursiven reellen Zahlen ¥ dquivalente rekursive reelle
Zahlen 3 zuordmet. Ist

t={w}, T ={m}~r,

5 =F = {.’ (n, :L'n)} ~i =F (Z') = {f (n, x:,)}.

Um die Stetigkeitseigenschaft der so definierten Funktion formulieren zu kénnen,

$0 18t

erkliren wir:
ErxrLirUNG IX: r—y=0() heisst: Es gibt eine natiirliche Zahl N, so dass
Zn—Yn=0(+1) fur n=N.

Dann kann (nach Satz 4 und Erklirung IX) die Stetigkeitseigenschaft von F (1) so
formuliert werden:

Es gibt eine rekursive Funktion
€y (k) =c, (k+1)=1,
so dass aus T—19=0(cy (k)
folgt F(r)—F (9)=0(k).

Satz 7. f(n, x) ses in [a, b] absolut stetig, f(n,a)>0, f(n,b) <0 fiir alle n. Dann

gibt es mindestens eine rekursive reelle Zaht t={x,}, a<x,<b, fiir die F (r)~ {0} gilt.
BeEwzls. Wir definieren:
or=Max y[y<10"Af(n,a+(b—a)y107">0].
Diese Folge ist rekursiv. Das gleiche gilt fir
Un=0a+(b—a)g, 107",
Diese Folge ist aber auch rekursiv konvergent, denn offenbar ist
Uni1— Up = (b—a) O (n).

Also ist nach Satz 6 auch f(n»,u,) rekursiv und rekursiv konvergent. Die ent-

sprechenden Aussagen gelten fiir

vp=a+(b—a) (e, +1)107"



20 H. MESCHEOWSKI

und f(n,v»,). Die Differenz konvergiert gleichfalls rekursiv gegen 0.  Die aus u,
und v, zusammengesetzte Folge

Wen-1=Us

Won —Un

ist dann auch rekursiv konvergent, und ebenso die Folge f(u,w,). Da die Funk-
tionswerte f(n,w,) abwechselnd positiv und negativ sind, muss die Folge rekursiv
gegen 0 konvergieren, q.e.d.

SATZ 8 (VON DER OBEREN GRENZE). f(n,z) sei absolut stetig in [a, b]. Dann
existiert eine rekursive und rekursiv konvergente Folge b, von rationalen Zahlen und
eine rekursive Funktion L (k) von folgender Eigenschaft: Es gili!

fn,z)<b,+0(k) fir n>L (k).
Brwels. Es sei b—a <10, Dann wird definiert:
a®=a+(b—a) p-10"%m-4

und

Max (f (n, a§™)) = (n, a§”) =by.
Offenbar gilt bei dieser Intervalleinteilung

a1 — a)” =0 (c; (n)).
Wir betrachten jetzt die Differenz
bnsm—ba=f (n+m, al*™)—f(n, al). (14)
Nehmen wir zuerst an, dass bn,m—b, >0 sei. Dann schreiben wir fiir (14):
bnim—ba=f(m+m, al®*™)—f(n, al**™) + f(n, a$*™) — f (n, a{").

Nun gilt fiir n> N, (k+1) nach Satz 4:

f(n,a$*™) ~ f(n,a57) =0 (k +1),
wobei die Zahl a{” bestimmt ist durch die Vorschrift:

ag? <ad" ™ <afly.

1 Bei ,,verniinftiger” Definition des <-Zeichens fiir rekursive reelle Zahlen kann man den Satz
auch so formulieren:

F(x) £ b={s.}.
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Setzt man das ein, so wird

bnim—bn=2.0(k+1)+f(n,al") — f (n,al™).
Nun ist aber nach Definition von a{®:

(v, a®) < (n, a5”).
Also wird:
boim—bn < 2.0 (k+1)<0 (k).
Ist umgekehrt
bn+m - bn < 0,
so schreibt man fiir (14):

bn—bnsm=(—f(n+m,al*™)+fn+m,al)+(—f(n+m,al’)+ f (n, a{")).

Hier ist der erste Summand negativ, denn die Zahl a{’ ist ja auch gleich irgendeiner
der Zahlen a{**™, und o{''™ ist die Zahl, fir die f(n+m,al"*™ das) Maximum
annimmt. Also gilt in jedem Fall

[bnsm—ba|>0(k) fir n=N,(k+1).

Damit ist gezeigt, dass die Folge b, rekursiv konvergiert. Sei jetzt z eine rationale
Zahl des Intervalls e <z<a{?}. Dann gilt

f(n, z)—f (n, &™) =0 (k),
falls n >N, (k) und

aP<z<al.
Also erhalten wir

fn,2)<b, +0(k) fiir n=N,(k)=L(k), q.e.d.

Nennen wir die durch die rekursive und rekursiv konvergente Folge b, definierte
rekursive reelle Zahl y={b,} die obere Grenze der ,zugeordneten“ Funktion F (),
so liegt die Frage nahe, ob fiir diese Funktionen auch der Satz vom Maximum gilt.

Das heisst: Gibt es zu jeder Folge von extremalen Funktionswerten
b, =Max (f (n), &i™) = f(n, a¥”)

einer absolut stetigen Funktion f(n,z) eine rekursive Teilfolge by, so dass die Folge
der Originalwerte! a{” rekursiv konvergiert und damit eine vekursive reelle Zahl
definiert, fiir die Yy~ F (r) gilt?

Um das zu untersuchen, definieren wir:

1 Sie sei im Folgenden , Extremalfolge” genannt.
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o (m, n) = Max v[vﬁn/\ ITo(m,a) =i=0].
=1

Dabei ist g(m,») die in Kapitel ITI definierte primitiv rekursive Funktion, die bei
der Definition von y(m,n) und y(m,n) in Kapitel III (7) und (8) bereits benutzt
wurde.

Es gilt dann «(m,n) < n. «(m,n) ist primitiv rekursiv, aber es ist nicht ent-
scheidbar, fiir welche Zahlen m (En)[wa(m,n) <n] gilt. Diese Aussage ist ja dem
nicht entscheidbaren Pridikat

(Ez) (¢ (m, z) = 0] (15)
gleichwertig. Mit Hilfe von « (m,n) wird nun definiert

(1—-272™ ™)z fir 0<z<]I,

1 (16)
—(1-2"""YY2 fir —1<x=<0.

™ (m, 2) ={
Fir jedes feste m ist ™ (n,x) primitiv rekursiv und absolut stetig. Nehmen wir
zuniichst an, dass fiir gegebenes m das Pridikat (15) nicht zutrifft. Dann ist
a(m,n)=n fir alle », und die ,Extremalfolge’ a (m,n) (die der Folge a{” im Be-
weis von Satz 8 entspricht), besteht aus lauter Einsen. Ist dagegen (15) richtig fir
das gegebene m, so bleibt f™ (n,z) konstant fiir festes z und m im Intervall 0,13
von einer gewissen Nummer n =7, an. Die Extremalfolge a (m,n) springt dann auf
—1 fir n>n,+1.

Natiirlich kann man im Sinne der klassischen Analysis sagen, dass die Folge
entweder gegen +1 oder gegen —1 konvergiert. Es handelt sich hier aber um die
Frage, ob dieses ,,Entweder-Oder ,entscheidbar* ist.

Wiire fiir jedes m die Folge a (m,n) rekursiv konvergent, so miisste es rekursive
Funktionen S™ (k) geben, so dass

a(m,n)—a(m, ny) <

fiir {Zl} 2 8. a(m,n) wire dann fir n =S8 konstant. Das Pradikat (15) miisste
p

dann dem berechenbaren Pridikat
(E z) [xSS(”"(l) Ao (m,x) =0)] (17)

dquivalent sein. Wir sagen hier ,,berechenbar* und nicht »(allgemein) rekursiv*, weil
ja nicht bewiesen wurde, dass S™ (1) allgemein rekursiv in m sein miisste. Nun ist
es ein , Erfahrungssatz* ([1] S. 153, [6] S. 48), dass jede berechenbare Funktion {und
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entsprechend jedes berechenbare Pridikat) auch allgemein rekursiv ist. Da (17) und
(15) dquivalent sind, kann es also — nach dem Erfahrungssatz! — keine Funktionen
8™ (k) mit den erwihnten Eigenschaften geben. Es ist also nicht zu erwarten, dass

der Satz vom Maximum ein Analogon in der ,,rekursiven Funktionentheorie* hat.
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