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1. Einleitung: Ziel der vorliegenden Arbeit.

Im Rahmen der Einzeluntersuchung spezieller Funktionen ist die vorliegende

Arbeit dem allgemeinen Integralsinus

! Auszug aus der Darmstiidter Dissertation, Referent Prof. Dr. A, Walther, Korreferent Prof,

Dr, C. Schmieden.
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. L _ .
(1.1) Sz, u) = [L“itdt b=ztiyu okl
X t 0 < & < 2, 8 beschriinkt)
insbesondere im Komplexen gewidmet. Er wurde von Warrarr (A 23)' bei Unter-
suchung der Gibbsschen FErscheinung fiir Fouriersche Reiben eingefiihrt, findet
sich auch bei Boumer (A 5)* und gestattet, den gewohnlichen Integralsinus

2

(1.2) 8i (2) = fSi?tdt——- Si(z, 1)

0

und das Fresnelsche Integral®

z

(1.3) S(g)=fsin(t2)dt=%fs—it§}dt=%Si(gs, 3

]

zusammenfassend und verallgemeinernd zu betrachten. Fiir u = o wird Si(z, o)
die elementare Funktion

(1.4) Si{e, 0) = 1 — cosz.

Der gewohnliche Integralsinus wurde erstmals von Mascueroni {A 16) im Jahre
1809 angegeben. Zusammen mit dem Integralkosinus*

(1.5) ci{z) = —fg%sjdt

! Nummer in dem nach A, B, C gegliederten Literaturverzeichnis am Schluss der Arbeit.

* BOHMER gab Si(z, 1), ebense wie es hier geschieht, als gemeinsamen Ursprung von Si(z)
und S (z) an und stellte den Zusammenhang mit den unvollstindigen Gammafunktionen her. Ausser

einem Hinweis auf die Verallgemeinernng der Cornnschen Spirale untersuchte er Si(z, u) jedoch
nicht ndher.

® Die Bezeichnungsweise des Fresnelschen Integrals stimmt mit der von NIELSEN (A 18 D)
liberein. Daneben finden sich noch andere Definitionen in der Literatur vor, so z.B. bei JAHNKE
und EMDE (C 6)

S(z) = I Si(z, $) und S(u) = i/%ﬁ Si (g"“,k) .

Van

¢ In der Literatur oft nicht folgerichtig mit Ci(z) bezeichnet,




Uber den allgemeinen Integralsinus Si(z, @). 119

und dem Exponentialintegral
-
(1.6) Ei(—2) = — ert

gewann er bald dadurch Bedeutung, dass es gelang, zablreiche Integrale auf ihn
zuriickzufilhren. Zum Beispiel stellte Birrens pE HaaN 450 davon zusammen.!

Die Fresnelschen Integrale S(z) und

(r.7) C(Z)=fcos(t2)dt=%f%)37tdt

gehen auf einen von FrEsner behandelten Fall der Beugung des Lichtes zuriick.
In letzter Zeit treten diese beiden Funktionen Si(z) und S(z) bei zahlreichen
physikalischen Problemen auf.? Sie beanspruchen somit erneut stiérkeres In-
teresse.

Si(z) und S(z) sind wiederholt von verschiedenén Gesichtspunkten aus be-
trachtet worden; die wertvollsten Resultate findet man bei NirLsex (A 18b)
zusammengestellt. -

Ein genaues Bild vom Verhalten dieser Funktionen bei komplexem Argu-
ment 2z =z + ¢y gewinnt man jedoch daraus nicht. Auch existieren keine Ta-
feln fiir komplexe Werte z.

Diese Liicken werden im folgenden zusammenfassend ausgefiillt mit Hilfe
des allgemeinen Integralsinus Si(z, u), also einer Funktion zweier Variabler, von
denen wir die erste z= 2z + ¢y = 7¢'* komplex nehmen, die zweite u = a + 28
auf reelle a einschriinken.

Die Arbeit beginnt mit einer Erérterung der wichtigsten Eigenschaften dieser
Funktion und der Verwandtschaft zu anderen Transzendenten. Untersuchungen
iitber das Nullstellenverhalten bilden den Hauptpunkt. Reliefdarstellungen und

Zahlentafeln vervollstindigen die gewonnenen Einsichten.

! Nouvelles tables d'intégrales définies. Leyden 1867.

* Hierauf einzugehen, verbietet der Umfang der Arbeit. Es handelt sich dabei z. B. um Be-
rechnung von Antennen fiir elektromagnetische Wellen, Frequenzuntersuchungen an elektrischen
npd mechanischen Schwingungsgebilden, Fragen der Regel- und Fernsehtechnik, Probleme der
Lichtbeugung und -streuung, Linienfitlhrung im Strassen- und Bahnbau usw. Die Aufzihlung
dieser Stichworte und ein Hinweis auf Teil B des Literaturverzeichnisses miissen geniigen.
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2. Grundlegende Eigenschaften.

2.1. Zur Existenz des Definitionsintegrals,

Die Beschrinkung von pu auf reelle Werte « wirkt zwar vereinfachend, ist
aber keineswegs notwendig, da (1.1) auch fiir komplexe

u=a+if=peV

existiert, wie wir kurz erdrtern wollen. Den Hauptwert von Si(z, u) definieren
wir dadurch, dass wir den Hauptwert des Logarithmus nehmen und ¢ durch

(2.1) —a<I$=nm

einschrinken.

Damit liegt im vierdimensionalen zya @ Definitionsbereich eine in beiden
Verinderlichen z und p analytische Funktion vor, die damit auch als Funktion
zweier Verinderlicher analytischen Charakter hat.! Will man u beliebige end-
liche Werte zuerteilen, muss man z = o und # = oo ausschliessen. Gemiiss (1.1)
wollen wir umgekehrt verfahren und g beschrinken:

1. Fiir @ < 2 existiert das Definitionsintegral (1.1) an seiner unteren Grenze.

2. Damit der allgemeine Integralsinus fiir ein reelles Argument z = x oo
einem endlichen Grenzwert zustrebt, muss ¢ > o sein.

Wir schreiben
(2.2) lim Si(z, u) = A(u) (o< e<2).

2
Damit sind die bei (1.1) angegebenen Schranken o < ¢ << 2 gerechtfertigt.

Wo es giinstig erscheint, wird auch der ,allgemeine Integralkosinus
z
(2.3) Cile, y)=f°—"tj—tdt (0<a<1)
]

mit in die Betrachtungen einbezogen werden. Wir schreiben

(2.4) lim Ci (2, u) = B(u) 0<a< 1).

2+ 00

! Vgl. HartoGs, F., Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhingiger Ver-
inderlicher, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch Reihen, welche nach Potenzen ¢iner
Verinderlichen fortschreiten. Math, Ann. 67 (1906), 1—88.
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Die von Houner bewiesene Tatsache, dass der Integrallogarithmus keiner alge-
braischen Funktionalgleichung geniigt!, iibertriigt sich auch auf den allgemeinen In-

tegralsinus.?

2.2. Taylorsche Entwicklung.

Von jetzt an nehmen wir durchweg u = ¢ reell. Aufschluss iiber den funk-
tionentheoretischen Charakter des allgemeinen Integralsinus erhalten wir am ein-
fachsten aus dessen Taylorscher Entwicklung. Integriert man die Taylorentwick-

lung des Integranden gliedweise, so erhilt man

(2.5) Si(e, @) =27 i‘l G n(: II))'" : '22: m 2 o<a<2)

und insbesondere fiir ¢ = 1 die bekannten Entwicklungen fiir den gewdhnlichen

Integralsinus
, ke 22n+1
(25) ; (2n + (zn+ 1)
und fiir den hyperbolischen Integralsinus
2 2n+1
(2.5") —¢Si(ty)=Sih(y) Z‘ T e

Die Taylorsche Entwicklung fiir den allgemeinen Integralkosinus lautet ent-
sprechend

(2.6) Cile, o) = &= X e b<a<i).

Der Fakter z~* vor dem in z ganzen transzendenten Anteil der Taylorentwick-
lung (2.5) bedingt eine multiplikative Verzweigung im Nullpunkt: Fiir rationale
Werte ¢ ist der allgemeine Integralsinus eine endlich vieldeutige, fiir irrationale
Werte eine unendlich vieldeutige Funktion. Speziell wird fiir « = 1 der gew6hn-
liche Integralsinus ganz transzendent, also eindeutig.

In ¢ ist Si(¢, @) meromorph, wie ausser der Taylorreihe auch andere Dar-

stellungen ausweisen.

! HOLDER, O., Uber eine Funktion, welche keiner algebraischen Funktioralgleichung geniigt.
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1887, 622—676.
? Vgl. auch NIELSEN (A 18 b), 83—84.
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Fiir die Darstellung (2.5) ergibt sich wegen

Gniprt) < | O0i1) (lzlS2n n=a, p=1, 2,...)
Qnip In
die Restabschitzung
|an |? ( ] )
= e = =
(2'7) IRnI:la,,I—‘Ian+1I "= 5 , 'n__a,'l

wobei auf Grund der Stirlingschen Formel

(2 8) Qn ~ (Zn),_._}ja_eii?_

' " 2n—a

gesetzt werden kann. Da, wie man aus (2.5) erkennt, die ,,Umlaufrelation‘
(2.9) Si(zeP7 ) = e 197 Si(z, ) (p=1,2,...)

gilt und da ferner der Integrand in (1.1) reell ist, geniigt es auf Grund des
Schwarzschen Spiegelungsprinzips, den allgemeinen Integralsinus im 1. Quadranten
der z-Ebene zu untersuchen, wenn man seinen gesamten Funktionsverlauf kennen-

lernen will. Dies soll im folgenden geschehen.

2.3. Verwandtschaft mit anderen Funktionen.

Am einfachsten, aber bedeutsamsten ist die Verwandtschaft des allgemeinen

Integralsinus mit den wnvollstandigen Gammafunktionen'

(2.10) P, z) = fe" tr-ldt N> o)
und '
(2.11) Q», z)=f°°e"t’”1dt=1‘(v)—P(v, z),

wobei die Gammafunktion durch
(2.12) ri) = fett-tdt
(1]

definiert ist. Setzt man ¢ = 1 77 und zerlegt die Exponentialfunktion im Inte-

granden in ihren Real- und Imaginiirteil, so folgen aus

! Da sich ein Vorschlag SceLOMILCHs (1850), die beiden Argumente in umgekehrter Reihen-
folge zu schreiben, nicht einbiirgerte, wiewohl ihn NIELSEN (A 18 b) und BOHMER (A 5) aufgriffen,
wollen wir an der iiblichen Bezeichnungsweise festhalten.
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& TVIP(1 —a, + i) = Cile, @) T i Sils a) o<a<1)
und

Fife-1) Z . .

e Q1 —a, t1g) = —ci{z,a) L isile, @) (@ > o)
die Beziehungen
(2.13a) 28i(z,0) = K;P(1 —a,12) + K,tP(1 —e, —i2) o< e<2),
(2.13b) 29Ci(z, 0) = K, P(1 —a,22) — K,P{1 — e, —i2) o<ea<i),
(2.14 a) 2sif2,0) = — K, Q1 —a,i2) — K, Q(1 —a, —72) (& > 0)
und
(z.14b) 2¢cifz,0) = — K, Q1 —a,72) + K, Q(1 —a, —i2) (e > o)
mit

K, =3 und K, —e "2,

Hierbei bedeuten
(2.12) 8i(z, @) = — [S];tdt=Si(Z,a)——A(a) o<ea<2)
und
(2.16) a@@=—ffyM=q@@~m@ o<a<t),

z

wobei die rechts formulierte Komplementaritit im Komplexen noch des Be-
weises bedarf.

Speziell wird fiir ¢ = 1

ci(z) £ esi(e) =li (eX¥)=Ei(tde2),

sowie

(2.14 a)) 27si(e) = li(e'?) —li(e~%)
und

(2.14 b)) 2¢i(e) = 1li(e?) + li(e~79).

In der Tat gilt fiir den Integrallogarithmus

(2.17) lifer)=Ei(—2) = —Qlz, 0) = lim {P(», 2) — [')}.

v—+0
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Die unvollstindigen Gammafunktionen P(», z) bezw. Q(», 2) sind vieldentig in 2
und meromorph bzw. ganz transzendent in ».* Dies steht im Einklang mit dem
Charakter des allgemeinen Integralsinus.

Der Vollstiindigkeit wegen erwidhnen wir schliesslich die bekannte Beziehung
(A 18Db) zwischen der Krampschen Transzendenten

(2.18) L) = 4Va— [erdt=4Vali— 4] - 1Q0,2)
0
wobei ¢(z) das Gausssche Fehlerintegral bedeutet, und den Fresnelschen Inte-
gralen:
2.19 a) 2¢8(2) =i8i(e, 3) = Licge) — e, Lic, 2)
und
(2.19 b) 2C()=Ci(* %) =csL(e;2) + ¢, L{cy 2)
mit

o .1

i ~ig
ca=e*und ¢, =¢ *.

Fihrt man in der Wairtaxerschen Wi, m-Funktion®

(2.20 a) W o 1-eliz) =¢ i(iZ)_E\[(I + z'lz)%e—tdt
0
bzw.

(2.20 b) W o 1-a(—12) = e?(—z'z)-gfw(l —.—';)_ue“dt

die Substitutionen

T
1+ — ==
1& I4

bzw.
t T
- = -
(74 z

! Die Kenntnis dieser Funktionen fiir komplexes Argument ist jiitngeren Datums: Unter-
suchungen fiber die komplexen Nullstellen von P (v, z) und Q (v, 2) durch GRONWALL (Ann. Ec,
Norm. 327, 1916), WALTHER (Math. Z. 27, 1925), RascH (Math. Z. 29, 1928), u.a.; Abhandlungen
iiber I'(z) von LENSE (Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Wiss. 1928), GINZEL (Acta math. 56, 1931) und MEIss-
KER (Diss. Dresden 1939).

* Den Hinweis darauf verdanke ich Herrn Prof. Dr. C. Schmieden, Darmstadt.
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aus, so ergibt sich

und

Rein imagindres 2 =:y ist dabei auszuschliessen, integriert wird iiber die
reelle Achse.

Nun geht €% in der oberen Halbebene und e~%* in der unteren im Unend-
lichen gegen null; man kann also die Integrationswege beider Integrale in den-
selben Weg, der sich asymptotisch der reellen Achse anschmiegt, deformieren und
beide Integrale zu einem zusammenfassen. So wird

[ _tiryten iz _{ax
(2.21) .si(’e,a)=22a/2{e AW _oaaali) et W .‘%‘X(—z’z)}’

2

wlR

eine Darstellung, die fiir komplexe, nicht aber rein imaginiire 2z gilt.

2.4. Asymptotisches Verhalten.

sin 2
za

im Unendlichen wegen der dort verhandenen wesentlichen Singularitiit fiir alle
Richtungen mit Ausnahme abszissenparalleler gegen unendlich geht, so kon-
vergiert das Integral

o0

sin ¢
fonta,

0

nur dann, wenn ein Integrationsweg gewihlt wird, der asymptotisch parallel zur
z-Achse verliuft. Die Komplementarititen (2.15) und (2.16) existieren somit
im Komplexen dann und nur dann, wenn man ins Unendliche asymptotisch
a-parallel integriert.

Fir den Grenzwert A(ez) benutzt man die aus (2.12) durch einfache Sub-
stitutionen (A 18a, 150) folgende Formel
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0

( ) sin brdr b""“ 7T .
222 " I'(n) . nw
0 2 8Sin ——
Mit
7T
F(S)F(I —8) —g;n—?:s:

ergibt sich fiir b = 1 die Beziehung
(2.23) A(a) = cos (’—Z‘a) I —a), (0 <a<2).

An den Grenzen wird

lim A(e¢) = 1 und lim A (a) = co.

a0 a2
Mit ¢ = 2 — ¢ ergibt sich

A(z—¢) = cos(e 7—:) . 1;_(%9 i :))

und daraus

(2.24) limeA(z—¢) =1,
&0
eine fir kleine ¢ brauchbare Niherungsformel.
A(e¢) hat somit an der oberen Grenze seines Definitionsbereichs einen Pol
1. Ordnung.
Fiir B(e) wird entsprechend

(2.25) B(a) = cos (1 —a)’—z‘,-r(l — ).
Aus

Afa) 7T

B(O{) - tg(I _a)_
folgt

1in; Bie) =0

und

All) - B - ]/2
Ferner wird
(2.26) limeB(1 —&) = 1,

=0
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Abb. 1.
o0
Grenzwerte A (e = 8i(oo, o) = j %’ltdt
0
o0

B=Gileo, 0= [ “tat

0

d.h. auch B(e) besitzt an der oberen Grenze seines Definitionsbereichs einen

Pol 1. Ordnung.
Abb. 1 zeigt A (¢) und B(a), Abb. 2 die Kurven Si(x, @) zur Abszisse x und

dem Parameter «, Abb. 3 die Fliche Si(z, ¢) iiber der xo-Grundebene
Durch partielle Integration des allgemeinen Integralsinus erhilt man

(2.27) Si(z,a) = Ale) + si(z, )~ A(a)
e+ 1)... (e +2n—1)

0
z cos z Z 2n
z

n=0
P (-1 —
n SinZZ( 1)1 g (e 4—2‘12)"“1 (¢ +2n 2)]

und speziell fiir ¢ = 1

— e n 1 — 7\t
cos 2 Z 1) M + sin 2 Z I ,“(2 ” I) ]

ear)  siE~Z-t|
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Sl'(x,Toc)
B KX=A475
4 -
1
3
2
]
Ei
1]

Abb. 2. Kurven Si (x, ) in Abhéngigkeit von 2 mit Parameter a.

Dies ist fiir reelles z = x eine asymptotische Entwicklung. Dass sie auch fiir be-
liebige komplexe Werte # mit Ausnahme rein imaginiirer z = ¢y gilt, weisen wir
am bequemsten mit Hilfe der Whittakerschen W, »-Funktion' nach. Deren asymp-
totische Entwicklung lautet (A 25)

n!l z™

Wi m(2) ~e=52 2F [I i i m?—(— D {m2—k—322 ... m*—(k—n "L%)i}]

n=1

und ist fiir beliebige komplexe z mit Ausnahme rein imaginirer z = 7y giiltig.
Setzt man

und

in (2.21) ein, so ergibt sich die Entwicklung (2.27), deren Existenz damit fiir

beliebige komplexe Argumente mit Ausnahme rein imaginiirer erwiesen ist.

' vgl. 8. 124.
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Abb. 3. Fliche Si(x, o) iiber der xa Grundebene.

Entsprechend erhilt man fiir den allgcemeinen Integralkosinus

X (. _ y\n-1 S
(2.28). Ci(z, @) ~ B(a) — 2= [cosz 2( 1) lea (o +Zlﬂ)n;;. (@ + 21— 2) +
n=1

-]

\ ins Z (— 1) +ig(a + 13)1;1. e+ 20— 1,)-|

n=0

als asymptotische Entwicklung mit demselben Giltigkeitsbereich. Fiir das Rest-

glied gilt auf Grund der Herleitung von den Wj ,-Funktiouen
(2.29 a) |Ru| = O(z=""Y), (larcz| < w — & < ).

9 — 642127 Acta mathematica. 85
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Fiir ¢« > 1 konnen wir mit Hilfe der Q-Funktion zu einer schirferen Abschitzung
gelangen. Wenn man deren asymptotische Entwicklung (A 18 b, 8. 37) in (2.14a)
einsetzt, erhiilt man wiederum (2.27) mit demselben Giiltigkeitsbereich, wie er
sich mit Hilfe der Wi ,-Fuanktion ergab, und einem Restglied

(2.29 b) | Rn| < _Tle+n) 0z~ "1).

7T— &
2%t " cos (
2

Der Entwicklung (2.27), die fiir rein imaginires Argument nicht gilt, wollen wir

jetzt noch eine solche fiir den hyperbolischen Integralsinus an die Seite stellen.’

Es sei z = ¢y rein imagindr. Dann ist

s1nx+u/ 7T
dx = —

— 1,
x+ ety 2

Si{¢y) =¢Sih(y =*——j

wobei das Integral I iiber die reelle Achse zu erstrecken ist. Der Realteil von
I hat den Wert /2 und hebt sich gegen den ersten Summanden fort. Also gilt

— Sih(y) —smhyfxcosxdx~ cos h fql:lffd

Durch partielle Integration erhilt man

n)! smhyz 2n + 1)!

2n+1

(2.30) —128i(fy)=Sih{y) ~ coshy Z

Dies stimmt mit (2.27") bis auf den Summanden 7/2 iiberein. Fiir allgemeine «
kann man entsprechend verfahren; hierbei entfiillt fiir z = ¢y in (2.27) der
Summand A ().

Zusammenfassend ldsst sich das asymptotische Verhalten des allgemeinen
Integralsinus, wie es sich aus den bisherigen Untersuchungen ergibt, folgender-
massen kennzeichnen:

1) Liings der reellen Achse und lings aller zu ihr asymptotisch parallelen

Kurven gilt
lim Si(z, ¢) = Afa).

E=2—>00

2) In der gesamten iibrigen rechten Halbebene strebt lings aller Strahlen,

die einen noch so kleinen festen Winkel mit der reellen Achse einschliessen,

! Nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn Prof. Dr. C. SCHMIEDEN, Darmstadt.
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cos 2
— —> 00

z

Si(z, a) ~ Ala)
3) Speziell wird auf der rein imaginiiren Achse z = ¢y
1“2 8i(iy, o) ~ ——"-

4) Hieraus lisst sich auf Grund der Umlaufrelation das Verhalten der Funk-

tion in den anderen Blittern der Riemanschen Fliche ohne weiteres erschliessen.

2.5. Eine weitere Reihenentwicklung.

Die durch partielle Integration und Rekursion gewinnbaren Beziehungen

(2.31 a) sile, ) = ~—,e—“(cos z + gsinz) —ale + 1)si(e, a + 2)
bzw.

. LA 2 1 .
(2.31 b) s1 (Z, 0!) = I¥‘a(81n2‘—2‘;—a cos Z)—mta) 81 (;,,(Z 2)

sind nur fiir die Komplementfunktion si(z, @) von Wert.! Fiir den allgemeinen
Integralsinus selbst tiberschreiten sie den Parameterbereich 0 < ¢ << 2. So kommt
den Reihenentwicklungen besondere Bedeutung zu. Wir wollen uns deshalb eine
Moglichkeit verschaffen, Funktionswerte in Gebieten zu berechnen, die weder mit
der Taylorreihe noch mit der asymptotischen Entwicklung giinstig zu erfassen
sind.?

Aus der Nielsenschen Entwicklung fiir die Q-Funktion (A 18b, 8. 84)

(2.33) QU 2+ 1) = Q, z)—e-ﬂi(— x)n(”:”)g(—;%l,’m

ergibt sich mit Riicksicht auf (2.14 a) folgende Reihe, die wir , P-Reihe‘‘ nennen
wollen:

! Aus dem allgemeinen Integralsinus liisst sich der allgemeine Integralkosinus wegen
(2.32) Ci(z, ) =2—2sinz+ e Silz, ¢ + 1) o<a<1)

ohne weiteres berechnen.

* Um eine praktische Vorstellung zu vermitteln, sei angemerkt, dass es sich dabei etwa um
Werte 5 < |z| <15 handelt. Der Bereich hiingt vom Parameter ab und vergrossert sich mit dem
Genauigkeitsanspruch, den man an die Funktionswerte stellt.
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(2.38) Sife+h, ) = Sifs ) + Z;“[mz RN (R
n=0

" e‘”z eim(nv + a— I)P(n +n1, 1h)
n=0 n €

uand speziell fiir den gewohnlichen Integralsinus

(235)  Sile+h) = Si(e) + %[efs%e‘—zp—(’%#@

X PP+ 1 ih)]
+e‘”282 —

n+1
n=9 g

Hierbei ist
h
Pln+1,h) = fe"’t"dt,
0

also
P(i,h) =1 —e".

Fir die weiteren Koeffizienten ermoglicht die Funktionalbeziehung
Prn+1,h)=unP(n, h) —eth"

eine einfache Berechnung. Zur Anwendung von (2.34) geht man von Werten aus,
die mit der Taylorschen oder der asymptotischen Entwicklung einfach zu be-
rechnen sind und unter Umstinden sogar reell gewihlt werden kénnen. Mit der
P-Reihe ist man dann imstande, ein Gebiet mit einem Wertenetz, das nur ge-
ringer Kontrollrechnungen an den Riindern bedarf, zu iiberziehen. Die Koef-
fizienten héngen, wie man erkennt, nur vom Schritt £ und nicht vom Argument
£z ab. Sie werden fiir das gewiinschte % ein fiir allemal festgelegt (vgl. Tafel g).

3. Nullstellen und Weierstrasssches Produkt.

3.1. Allgemeines Verhalten der Nullstellen von Si(z, ).

Die Funktion 2z°8i(z, ) ist im Sinne der Theorie der ganzen transzendenten
Funktionen fiir alle ¢ <<2 von der Ordnung ¢ = 1 und zwar speziell vom Nor.
maltypus o =1.! Der allgemeine Integralsinus selbst hat also ein maximales
Wachstum (fiir z = 7y) wie eine Exponentialfunktion &*.

! vgl. wegen der Definition dieser Begriffe etwa L. BieBERBACH, Lehrbuch der Funktionen-
theorie II. lLeipzig 1931 8. 234 .
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Er besitzt, wie sich zeigen wird, unendlich viele Nullstellen z,, die wegen
des analytischen Charakters der Funktion eine abzihlbare Menge mit dem Grenz-
punkt oo bilden. Auf Grund des Schwarzschen Prinzips liegen sie spiegelbildlich
zur z-Achse und fiir ¢ = 1 noch obendrein spiegelbildlich zur y-Achse. In jedem
endlichen Intervall wird man daher nur jeweils eine endliche Zahl von ihnen
antreffen.

Wir zerlegen das Definitionsintegral in eine Summe von Abschnittsintegralen
D und FE zwischen Vielfachen von s auf der reellen Achse und in einen
Rest #:

z (2m+1)= (2m+2)x

: p(2) H . .
(3.1) f“;tdt=2(/ m;itdt+ [ Sl;tdt)+

=0
0 m 2mst 2m+1)=z

wobei p(z) durch die Beziehung
(cp+2)x<Re<(2p+4)n
bestimmt ist. Dabei haben die Dn positives, die £, negatives Vorzéichen, und
es gilt
(3.2) | Du| Z| En| Z[Dunso| 2| Ensgl  (@Z050=1,2,..)
Wir beschrinken in diesem Abschnitt tuber die Nullstellen die Veriinder-

liche 2z auf endliche Werte, damit die Schranke « > o voriibergehend entfallen
kann. Damit treten hier Funktionen in die Betrachtung ein, die sich wegen

(2.31) und

(3.3a) Si(xz, —1) = —xcosz + sinx
bzw.

(3.3b) Ci(x, —1)=2asinzx + cosx— 1

durch eine endliche Anzahl elementarer Funktionen darstellen lassen, wenn e<<o
ganzzahlig und dem Betrage nach beschrinkt ist.

Da 8i(o, a) = o ist, so ergeben sich aus (3.2) drei Fiille (vgl. Abb. 2):

1. Fall a <<O.

Fiir ¢ <o schwingt der allgemeine Integralsinus bei positiv reellem wach-

senden 2 = x mit zunehmender Amplitude durch positive und negative Werte,
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hat also unendlich viele Nullstellen z, = z, und zwar jeweils eine zwischen auf-
einanderfolgenden Vielfachen von .

2. Fall ¢ > 0.

Fiir « > 0 schwingt der allgemeine Integralsinus bei positiv reellem wach-
senden 2z = x mit abnehmender Amplitude durch positive Werte, kann also, ab-
gesehen von z, = 0, keine reellen Nullstellen besitzen. Er muss daher in diesem
Falle als eine bis auf den Faktor z~¢ ganze transzendente Funktion, die nicht

von der Form einer Exponentialfunktion ist, komplexe Nullstellen haben.

3. Fall ¢ = 0.

Fiir ¢ = 0 liegen die Nullstellen von Si(z, 0)=1—cosz bei 2nn(n=1,2,...)
und sind Doppelnullstellen. Sie losen sich auf und bewegen sich stetig, wenn

e von null aus stetig wiichst oder fallt.
Die ersten beiden Fiille seien nidher untersucht:

1. Fall ¢ <<O.

Fiir ¢ < 0 ergeben sich jeweils 2 reelle Nullstellen aus einer Doppelnullstelle
bei = 2n 7 (e = 0) und sind aus Kontinuitdtsgriinden die einzigen.

Fiir « <o existieren somit nur reelle Nullstellen, je eine zwischen zwei
benachbarten Vielfachen von sr. Strebt ¢ - — oo, so nihern sie sich, wie leicht
beweisbar, unbegrenzt den Zahlen nm(n = 1, 2,...) (vgl. Abb. 4 und 5).

a) Und zwar kehren die bei der Teilung der Doppelnullstellen auf der re-
ellen Achse nach rechts wandernden einfachen Nullstellen bei einem bestimmten
Wert von ¢ = — I, 2 um und streben bei weiterhin monoton fallendem o dann
monoton dem geradzahligen Vielfachen von = zu, aus dem sie hervorgegangen

sind.

b) Hingegen sind die bei der Teilung nach links nach einem ungerad-
zahligen Vielfachen von 7z wandernden Nullstellen monotone Funktionen von e.
Dieses Verhalten ist durch die Betrachtung des Definitionsintegrals erklirbar,
wenn man den Gestaltwandel des Integranden bei variablem a beachtet.

Ubrigens besteht fiir ¢ > o hierzu folgendes Analogon (s. Abb. 6):

a) Die reellen Maxima besitzen, als Funktion von « betrachtet, einen Mi-

nimalwert, der durch
(2n+1)

f %I;—tlntdtzo (n=o0,1,...)
b
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tivem « in Abhéngigkeit von « (Ergebnisse in- hiingigkeit von « fir n =1, 2, 3, 4.

strumenteller Integration).

bestimmt ist, bel ¢, = 0,8. Fiallt oder wiichst ¢ von ¢, aus monoton, so wachsen
die Maxima monoton.

b) Dagegen sind die Minima monoton wachsende Funktionen von «(> o).

2. Fall 0 < ax < 2.

Dieser Fall erscheint als der wichtigste. Bei dem ersten orientierenden Uber-
blick hatten wir gesehen: Fiir ¢> o0 kann, wie gezeigt, keine Nullstelle reell
sein, vielmehr miissen alle im Komplexen liegen. Unter ihnen konnen keine
mehrfachen sein, da der Integrand nur reelle Nullstellen besitzt. Sie konnen
auch nicht rein imaginiir sein, wie man aus der Taylorentwicklung ersehen kann.
Ubrigens gilt dies offenbar auch fiir negative Werte von «. Niemals kann also

eine Nullstelle des allgemeinen Integralsinus auf der imaginiiren Achse liegen.
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Bei der Auflssung der Doppelnullstellen entstehen jeweils 2 einfache, die
sich mit wachsendem (> 0) von der reellen Achse fortbewegen, und zwar stets
konjugiert komplex zueinander. Um ihren Weg verfolgen zu konnen, zeigen wir:

a} Sie entfernen sich bei wachsendem «(>> o) rechtwinklig von der reellen
Achse.

b) Sie konnen sich nie iiber eine der Linien x = znm (n = 1, 2,...) hin-
wegbewegen.

¢) Ihr Realteil fillt bei wachsendem ¢ monoton.

d) Sie nihern sich schliesslich fiir ¢ = 2 den Linien
x={2n—1)n n=1,2...)

asymptotisch, wihrend ihr Imaginirteil hierbei iiber alle Grenzen wichst.

e) Deshalb bleiben gewisse, noch niher zu bezeichnende ordinatenparallele
Streifen stets nullstellenfrei.

f) Die Nullstellen haben fiir ein festes ¢{0<<e<(2) einen Imaginiirteil y, der
etwa logarithmisch mit dem Realteil z wichst. Sie liegen also in der xy-Ebene

niherungsweise auf einer logarithmischen Xurve.

Im einzelnen sei zu diesen Punkten ausgefiihrt:

a) Die Abwanderung der Nullstellen ins Komplexe bei von null wachsendem
« erfolgt, wie man beweisen kann, auf Kurven, die in den Punkten o = 2nn,
y = 0 ordinatenparallele Tangenten haben.

b) BEs existiert kein Wert «, fiir den der Realteil einer komplexen Nullstelle

2o =1, + 1y, den Wert

Ly =2N7 (n=o0,1,2...)
annehmen kann. Das bedeutet, derartige Linien x = 2 n = sind fiir komplexe Null-
stellen uniiberschreitbar. Zum Beweis nehmen wir an, es existiere eine Nullstelle

mit £, = 20 7. Fir diese miisste
2nx+iy, .
Wzs( f -Slt‘f;fdt) ~o
2nx

sein, da der Funktionswert Si(2n 7w, a) stets reell ist. Mit

t=2z2nm+1i7
wird
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(3.4) we=3(f o) = =3 ([u)

Nun ist aber
—a<are I <o (t>0;2>a>0)

und deshalb (3.4) nicht moglich. Also kann fiir keinen Wert «(2 > o > 0)

Xy = 2n s werden, was zu zeigen war.

c) Die fiir « =0 bei x = 2nn gelegene Nullstelle entfernt sich mit wach-
sendem « > 0 von der Linie & = 2n s nach der Seite kleinerer Abszissenwerte x.

Um dies einzusehen, geniigt es zu beweisen, dass
Rz, p) > Rz, )

fiir hinreichend kleine Werte « erfiillt ist, wenn nur «, < @, vorausgesetzt wird.
Dabei bedeutet 2, p eine einfache Nullstelle des allgemeinen Integralsinus Si(z, an),
die der Doppelrullstelle bei = 2pn ,,entsprungen’’ ist. Nun gilt auf Grund
der asymptotischen Entwicklung

Si(em,p, an)~ Alan) — 2, " coszn,p + 0,2} =0 (0 <am<2).
A (¢) wichst monoton mit «. Also muss fiir beliebige ¢, < @, die Beziehung

(3.5) Rz cos z1,p + Oe72]) <R(g; 5 coszn,, + O[2,3])

erfiilllt sein. Mit

xpy=2nm+§
ist

ay
N (Z;“ cos zp, + O [z;"’]) =% + 0 [x;ﬂ, y;;, g —J],

also fiir hinreichend kleine «, § und y, wegen (3.5)

Q. Xy
x> ag (o< e <a)

und damit dann auch, wie behauptet,
X1, p > X2, e

d) Um zu untersuchen, wie sich die Nullstellen an der Grenze des Defini-

tionsbereichs, also fiir ¢ — 2 verhalten, wird die asymptotische Entwicklung in
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erster Niherung benutzt und dann gezeigt, dass sich an dem auf diese Weise
gewonnenen Hrgebnis nichts dndert, wenn man beliebig viele weitere Glieder der
Entwicklung zusiitzlich beriicksichtigt. Da A (a) fiir « = 2 einen Pol besitzt, muss
fiir die Nullstellen in erster Niherung

(3.6) lim M (22 % cos z,) = o0
&0

und

(3.7) lim (2572 cos 2,) = 0
&0

gelten. Da weiterhin die Kreisfunktionen fiir endliche Werte des Argumentes
beschrinkt bleiben, ist (3.6) nur zu erfiillen, wenn y — oo geht. Nun ist bei
beschriinktem |zx|

(3.8) ‘ lim are (22¢) = 7.
&—~0
y—+co

Also muss, da sin hy ausser ¥ = o keine weitere Nullstelle besitzt, wegen (3.7)

lim (sin zy) = o

e~0
und gleichzeitic wegen (3.6) und (3.8)
sgn R (cos 2) < o
sein. Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn
ling Yol2 — &) = o0

und
lin;x0(2—8)=(272 +1)w (n=o0,1,..))
ist. Alle folgenden Glieder der asymptotischen Entwicklung werden wegen der
hoheren Potenz von z im Nenner beim Grenziibergang « — 2 von niedrigerer Ord-
nung unendlich als das erste Glied, das wir bisher allein beriicksichtigt haben.
Folglich dndert sich nichts an dem Ergebnis, das wir so aussprechen kénnen:
Fir a->2 wandern die Nullstellen des allgemeinen Integralsinus ins Un-
endliche. Sie nihern sich dabei den Ordinatenparallelen x=(2n—1)m (n=1,2,...)
von rechts her asymptotisch.
e) Somit gilt
(z2n—1)r<Rlcw) = 2nm, (n=r1,2..J

wobei ¢, die Nullstellen bedeuten, die im ersten Quadranten der z-Ebene liegen.
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In den offenen' Intervallen von der Breite = zwischen einem geraden Vielfachen
von 7 links und einem ungeraden rechts befindet sich also keine komplexe Null-
stelle des allgemeinen Integralsinus.
Aus a) bis d) folgt ferner, dass der allgemeine Integralsinus fiir ¢>0 genau
2n Nullstellen z, mit
R <2nn (n=1,2,...)
besitzt. Hierbei ist ¢, = 0 wiederum nicht mitgezihlt.

f) Auf Grund der asymptotischen Entwicklung gilt fiir die Nullstellen
Ae) —z7%cosz + O(z~%"1) = o,

und hieraus folgt mit z = re'?

e = el + O(e~v, r~*7)
2A(a) ’ )
In erster Niherung ist also
(3.9) : cosz = A(a)z=.

Damit kann man das Korrekturglied fiir die 2. Niherung abschitzen:

ez 'sing =da A(a) ! l/l — ﬁ;—a;
es verschwindet fiir grosse £ und ¢ = 1. Man kann sich deshalb fir « < 1 auf
die erste Ndherung beschrinken.

Fir ¢ > 1 muss das 2. Glied der asymptotischen Entwicklung mitberiick-
sichtigt werden; das dritte Glied der Entwicklung verschwindet mit wachsendem
z fir alle ¢, wie man zeigen kann.

Hieraus folgt
y~aln(2®+ y?) —1n 2 A(a),

d.h. eine niherungsweise logarithmische Abhiingigkeit zwischen z und y.

Das Gesamtbild, das sich aus allen den angegebenen Sitzen iiber die Null-
stellen ergibt, ist in Abbildung 4. dargestellt.

Unter Benutzung dieser Ergebnisse stellen wir fiir o <<« < 2 fest:

Die Reihe der Reziproka der Nullstellenbetriige

©
I

Silaal

! Wenn man die Grenzfille « =2 und ¢ = o einbegreift.
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ist eine Minorante der harmouischen Reihe, da die Nullstellenintervalle wie die
natiirlichen Zahlen aufeinanderfolgen und das Verhiltnis Imaginirteil : Realteil

der Nullstellen monoton gegen null fillt. Also konvergiert

2 -2 fe=> o)

n—=1 'Zn Zn

Dagegen ist
> o
=il
divergent; der Grenzexponent der Nullstellen ist damit also Divergenzexponent':

’

¢ =e=1

3.2. Weierstrasssches Produkt.

Mit der so gewonnenen Erkenntnis iiber die Verteilung der Nullstellen kénnen
wir den allgemeinen Integralsinus in der Form eines unendlichen Produktes dar-

stellen. Sein ganzer traunszendenter Anteil
gle) = 2°8i(z, )

hat 1. eine Doppelnullstelle fiir 2z = 0 und 2. abzihlbar unendlich viele Null-
stellen z = g, und die hierzu konjugiert komplexen G,. Das Weierstrasssche un-
endliche Produkt lautet also

+ o0 z z
2} = 22 n(2) BN D A N
(3.10)  gl(z) = 2%e i (1 )en(l {_l)e
0 2 2
=22e”<5’H(1~%)(1——f—,)-
n=1

Dabei ist der Exponent der konvergenzerzeugenden Faktoren linear, weil nach
der Nullstellenverteilung die grosste ganze Zahl p, fiir welche

S|x

=1

noch divergiert, »p = 1 fiir alle Werte von & (0 < a < 2) ist. Das Polynom £ (z)
kann, da der allgemeine Integralsinus von der Ordnung ¢ = 1 ist, allenfalls die
Gestalt

' Vgl. S. 132 Anm. 1.



142 E. Kreyszig.

hiz) =ce +d

haben. Dass es sich sogar auf eine Konstante reduziert, mit anderen Worten,
dass der allgemeine Integralsinus also eine kanonische (primitive) Funktion ist,

wollen wir durch einen Vergleich mit

(3.11) fle) =sinz =2 H( (2 ) ) ﬁ ( 2??—21)7I] )(I -—(2;;)2)

n=1 =

feststellen. Da f(¢4) und ¢(/y) asymptotisch gleich stark anwachsen, geniigt es

offenbar zu zeigen, dass

(312 I CRRATERE RS A (RAmAY

ist. Dies trifft zu, wenn

(oS-t tm) (o)

von einem beliebigen Werte 5, ab fiir alle folgenden n erfiilllt ist. Da die Null-
stellen des allgemeinen Integralsinus und damit auch der Funktion g(z), nihe-

rungsweise auf logarithmischen Linien liegen, ist
lan| = |@n] ~ 20 .

Damit gilt (3.12). Also ist (z) konstant in z. Wegen

m 7€) _ 1
jz]-0 22 2—a
und
* 22 22
lim H (I —-7) (I ““_—2) =1
lz| =042 Un tn
wird
. 1
ehld) = 2
22—«

Damit haben wir fiir den allgemeinen Integralsinus die Darstellung gewonnen:

(3.13) Si(z, a) :"Zi—iﬁ(l“iz) (1*22)

2 — 0p=—1 n

Sie liefert, wie es sein muss, fiir reelles Argument 2 = = reelle Funktionswerte
und schliesst sich an der unteren Grenze des eo-Bereichs an die bekannte Pro-
duktdarstellung von 1 — cos z an:
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s -~ 'R 2 2
lim Si(z,e) = 1 — cos 2z = ZH[(I*"? )]

a0 ot (2nm)?

3.3. Vergleichende Bemerkungen zu den Nullstellen und dem Weierstrassschen
Produkt des allgemeinen Integralkosinus Ci (2, a).

Fiir den allgemeinen Integralkosinus Ci(z, ¢) ergeben sich Gemeinsamkeiten
und Unterschiede im Nullstellenverhalten gegeniiber Si(z, ¢). Durch entsprechende
Beweisfithrung finden wir:

Fir alle ¢ <1 ist Ci(o, ¢) = 0.

Fiir ¢ - — co streben die Nullstellen von Ci(z, ¢) den Zahlen

x=(2n+ 1)n (n=o0,1,..)
zu. Fir o = o liegen sie bel

r=nmx (n=r1,2 ...

Die Nullstellen mit ungeradem % sind monotone Funktionen von «(<<o0); wir
wollen sie wiederum kurz als die ,linken’ Nullstellen bezeichnen. Die anderen,
die ,,rechten‘’, kehren in den Punkten x = 2%« um, wenn sich ¢ monoton durch
null bewegt. Fur einen noch ndher zu bestimmenden Wert ¢ = w (%) vereinigen
sich je eine ,linke" und eine ,rechte’ Nullstelle von Ci{z, a) bei

(3.14) z=1{(4n+ 3) (n=o0,1,..)

ki
2
zu einer Doppelnullstelle und wandern dann fiir wachsendes ¢ = w (%) ins Kom-
plexe aus. (3.14) folgt unmittelbar aus dem Bau des Integranden. Durch die

folgende Uberlegung gewinnen wir w(n): Jeder reelle Funktionswert «(x) von
Ci(z, o) liegt, ng vorausgesetzt, zwischen zwei Extrema (M;(x) Maximum,

M (z) Minimum); allenfalls kann er mit einem der beiden zusammenfallen. Fiir
alx) = o ist
Mi(x) = o= Myl(x)

zu fordern. Bezeichnet man die Extrema in der Reihenfolge ihres zugehorigen
z-Wertes mit 1,2, ..., %, ..., so gilt

lim Mz (n) = lim Mu(n) = B{e) o<a< 1),

n—+oo
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d.h. der Unterschied zweier aufeinanderfolgender Extrema sinkt bei beliebig

wachsendem #» unter jede noch so niedrige Schranke. Wegen
Bl{a) = nle)>o0 (e=e>0)
wird

(3.15) lim w(n) = o.

Da Ci(z, «) im Endlichen keinen Hiufungspunkt der Nullstellen haben kann, ist
also die Zahl derjenigen Nullstellen endlich, fir die w(n) > o sein muss. w(n)
filllk monoton mit », wie aus dem vorhergehenden folgt. So erfolgt die Null-
stellenabwanderung ins Komplexe bei Ci (¢, o) einzeln nacheinander in der Reihen-

folge fallender Ordnungszahlen n. Wenn schliesslich durch ¢ = w (1) mit

0,30857 < w(1) < 0,30858
die Gleichung

3/2
Ci(i:, a) = {t’“costdt o<a< i)
J

/2
erfiillt ist, so verlisst bei weiter wachsendem ¢ = w (1) die letzte Nullstelle bei

3271 die reelle Achse. Wo die zuvor abgewanderte Nulistelle lag, hat sich in-

zwischen ein Wert Ci (gm, w(l)) = 0,135, also von erheblicher Grosse, eingestellt.

Dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip gemiss bewegen sich die beiden ein-
fachen Nullstellen, die bei der Auflésung einer jeden Doppelnullstelle entstehen,
konjugiert komplex zu einander. Die Grenzlage

(3.16) lim z,(¢) = (2% + 1)z und lim yo{e) = + oo
a1

a1 -

fiir eine Nullstelle
zola) = 2y () + 7y, (@)

ergibt sich wiederum mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung: Es existieren

also ordinatenparallele Streifen von der Breite 3; und der Lage

(3.17) (4m—1)7§<S;,,<(2m +1)7 (m=r1,2 ..

die frei von komplexen Nullstellen sind; ausserdem bleibt auch das Intervall
o ... stets nullstellenfrei.
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Zusammenfassend vergleichen wir die Nullstellen der beiden Funktionen
Si(z, @) und Cifz, a).

1) TFiir alle e(< 1) ist Si(o, @) = Ci(o, &) = 0.

2) Fiir ¢« > —oc0 und « 2 bzw. a — 1 ergeben sich Grenzlagen gemein-
samen Charakters.

a) Fiir ¢ > — oo (jz| beschrinkt!) sind es jeweils die Nullstellen des
Integranden.

b) An der anderen Grenze des Existenzbereichs der Funktionen (e = 2
bzw. @ = 1) fallen die Nullstellen zusammen.

3) Fiir ¢ = 0 haben beide Funktionen bei x = 2 n 7w gemeinsame Nullstellen.
Fir « <o konnen sie keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Existierten der-
artige Nullstellen, miissten sie notwendigerweise reell sein. Dies hiesse, das
Integral

X

it
%thP(——ix,I——a) (@ <o)

miisste reelle oder aber P(», 2) fiir » > 1 rein imaginiire Nullstellen besitzen. Dies
trifft aber bekanntlich nicht zu.

4) Die Nullstellen des Integranden beider Funktionen trennen einander.
Also folgt mit 2a) und 3), dass auch die Nullstellen der Funktionen selbst ein-
ander trennen.

5) Bei beiden Funktionen erfolgt die Abwanderung der Nullstellen ins Kom-
plexe von reellen Doppelnullstellen aus, die sich dabei in je 2 zueinander kon-
jugiert komplexe auflésen. Die Art des Abwanderns ist bei beiden Funktionen
verschieden. Bei Si(z, @) verlassen alle Nullstellen, wenn ¢ von o aus wichst,
gemeinsam die reelle Achse, bei Ci(z, ¢) nacheinander, die gréssere immer von
der nichst kleineren gefolgt. ‘

6) Beide Funktionen besitzen 2 Arten von reellen Nullstellen, die sich durch
ihr Verhalten unterscheiden, wenn man sie als Funktionen von «(<C o) betrachtet:

a) Die bei der Auflésung der genannten Doppelnullstellen nach links
gehenden durchwandern, wenn « die Werte o ... — co nacheinander annimmt,

monoton ein abgeschlossenes Intervall der Breite =.

b) Die anderen, nach rechts gehenden, kehren bei einem gewissen Werte

um und wenden sich wieder unbeschriinkt ihrem Ursprungsorte zu, wenn
10 - 642127 Acta mathematica. 85
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@ — — oo geht; ihr Wegintervall ist fiir — oo <<« << o0 kleiner oder héch-
stens gleich % .
7} Beide Funktionen besitzen ordinatenparallele Streifen, die frei von kom-
plexen Nullstellen sind. (Vgl. Abb. 4).
Wegen
I

lim z271Cif(e, o) = ——-
[2]~0 1—a

lautet das Weierstrasssche Produkt fiir den allgemeinen Integralkosinus

1— 2 2 H
3.18) Cilz, o) = = H(I—%)(I—%)

I— Oln:l

Dabei bedeuten b, und b, diejenigen beiden Nullstellen, die sich fiir a = w (n)

bei x = (4n— 1)%, (n =1, 2,...), vereinigen.

3.4. Nomerische Berechnung der Nullstellen.

Die numerische Berechnung der Nullstellen erfolgt mit Hilfe der asympto-
tischen Entwicklung.t

Die Werte, die man als Losung der Gleichung (3.9) gewinnt, konnen mit
Hilfe des Newtonschen Niherungsverfahrens unter fortwihrender Hinzunahme
je eines weiteren (liedes der asymptotischen Entwicklung verbessert werden. Auf
diesem Wege wurden z. B. die Werte der Tafel 3 berechnet, die in Abb. 7 gra-
phisch dargestellt sind.

Um zu den fiir die Newton-Niherungen notwendigen Ausgangswerten zu

gelangen, unterscheiden wir 3 Fille:

1) 2>a>1,

2) =1
und
3) 1>a>o0.

(3.9) ist gleichbedeutend mit

! Von hier ab beschrinken wir uns wieder auf den Existenzbereich o < ¢ < 2 von (1.1).
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Abb. 7. Lage der Nullstellen z, = x, + iy, von Si(z, «) in Abhiingigkeit von «.
cos z
(599) Ale) = |22F
und
sinxsinh
(3.9b) arctg LESINAY _ g arctg Z

cosxcoshy

1. Fall.

Zu grossen Werten o gehidren auf Grund der vorangehenden Untersuchungen

grosse Werte y. Also ist die Nidherung

. ev
sinhy = coshy = >

sinnvoll, womit (3.9a) in
e!//a

5-192) " AT

iibergeht. Mit 2z = r¢'? kénnen wir (3.9b) in der Gestalt

(3.19b) $(x)=-(2nm—2x)

R e

schreiben. x ist jeweils auf (2% — 1) < 2 < 2 n 7 eingeschriinkt. Berechnet man

fiir dieses Intervall einige, vielleicht 4 oder auch 5 geeignete Werte 2 (x) und die

dazugehorigen y und » und iiberdies noch einige r(y) nach (3.19 a), so findet man
durch Interpolation rasch die gesuchten Werte y und z, die beiden Gleichungen

geniigen.
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Beispielsweise ergibt sich fiir den noch verhdltnismissig kleinen, also un-

giinstigen Wert « = 1,28 aus (3.19) 2, = 5,53 + 3,80 1.

2. Fall.

Im Falle @ = 1 konnen wir (3.9)

(3.9) cos 2 = %—Z

in Real- und Imaginérteil zerlegen:

(3.20a) cosxcoshy = er
und
(3.20b) —sinxsinhy =n—2‘7/-

(3.20a) hat, dargestellt als' Kurve y(z), nur in den offenen Intervallen

(4”2"‘)n<x<(4”;—‘)n =12 ..)

sowie fir o<ux <g reelle Zweige, also iiberall dort, wo cos x> 0 und daher

auch cosh y >0 wird. Entsprechend besitzt (3.20 b) reelle Zweige, wenn sin x<<o,

also
en—1r<z<2n0nm n=1,2,..)

ist. In beiden Fillen gilt
lim y (x) = oo
g,
an den Intervallgrenzen z = g¢,.
In der Mitte eines jeden Intervalles fiir (3.20b} bzw. etwas links davon fiir
(3.20a) liegt jeweils ein Minimum. Hieraus folgt:

1. Der Realteil z, der Wurzeln von (3.9') kann nur die Werte
(4n—1)7~2r<x0<2nn mn=1,2,..)

annehmen. Er liegt also stets in geringer Entfernung von 2%m, und zwar
jeweils links davon im Abstande & = §(»), wie dies auch auf Grund der vorher-
gehenden Untersuchungen (Abschn. 3.1) zu erwarten ist.

2. Die zu diesen Werten z = 2nn —& gehorenden Werte ¥, sind gross;
also kann wieder niiherungsweise
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. e’
coshy =sinhy = b

gesetzt und (3.20a) und (3.20b) wegen

in
(3.21 a)

und

(3.21 b)

sin £ =% und cos § =1
& =n(zn—E d.h y=In(znx’

In (2 n 7
Ee =y also x=2nn——(~- )
2nm
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iibergefithrt werden. Die gemachten Vernachlissigungen sind sinnvoll, was wir

durch ein numerisches Beispiel bestitigen wollen. Der ungiinstigste Fall ist wieder
die kleinste Nullstelle (v = 1). Aus (3.21) erhalten wir 2, = 5,80 + 2,98 ¢ mit ge-
ringem Unterschied gegeniiber dem genauen Wert z(1,0) = 5,92 + 2,90 7.

3. Fall.

Wir wissen, dass x fiir kleine ¢ nur um den geringen Wert £ kleiner als

2nmw (0 =1,2,...) ist. Wie im Fall 2 setzen wir deshalb wieder

sinx = —§% und cosx =1

nnd erhalten damit (3.0a) in der Form

_ Jeosh® y+& sinh® y]’/z
Afe) = [ (2nm—8)® + ¢°

Da fiir kleine o auch y klein gegeniiber = bleibt, ergibt sich hieraus

(3.22 a)

y = Ar cos h[A (¢)(2n=)7].

Entsprechend wird mit

aus (3.9b)

oder

also

(3.22b) .
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Das Formelpaar (3.22 a) und (3.22 b) gestattet die Berechnung der Nullstellen bei
Werten 0 <« <<1. Im ungiinstigsten Falle, « = 1, wird &, = 6,12 + 3,00 ¢ gegen-
iiber dem bereits genannten genauen Wert z(1,0) = 5,92 + 2,90 2. Das Ergebnis
ist nicht wesentlich schlechter als das im 2. Falle mit Formel (3.21) erzielte.
Fiir kleinere ¢ verbessern sich die Werte erheblich. Z. B. erhiilt man fiir ¢ =0,25
mit Formel (3.22) 2, = 6,24 + 1,19 ¢; der genaue Wert betrigt z(0,25) = 6,26 +
+ 1,17 %
Die gewonnenen Gleichungen vereinigen wir zum Schluss noch paarweise,
um Darstellungen zu erhalten
a) fiir die Kurve, auf der alle Nullstellen bei ein- und demselben festen
e liegen, und
b) fiir den Weg ein und derselben Nullstelle bei verinderlichem e.

Fall 1a.

Aus (3.19a) folgt, fiir 2> «¢ > 1 brauchbar,
(3.192)) x = [Cyex? —y'}
mit

2

C,={2A()} = und ¢, = z.

Fiir Werte von « nahe bei 1 bleibt C| geniigend gross, so dass man das zweite
Glied rechter Hand gegeniiber dem ersten vernachlissigen kann. Damit geht fiir

@ =1 (3.19a") in (3.21a/) iiber.

Fall 1b

widersetzt sich einer brauchbaren Umformung, da weitere Vernachlissigungen

nicht sinnvoll erscheinen. Im Gebiet sehr grosser « kann (3.19b) in der Form
(3.19b) yzxtg(nn——f) (2> a> 1,9 etwa)
geschrieben, die gewiinschte Darstellung liefern,

Fall 2 a.
Aus (3.21a) and (3.21 b) folgt

(3.21a)) y~In(zx) (@ =1).
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Fall 3 a.
Mit z = 2%« folgt aus (3.22 a)

(3.22a’) y = Ar cos h {A (e) x*} o<e=1).

Dies ist wiederum eine Kurve logarithmischer Natur; sie geht wegen
7
Al)=~—
(1)="
fir ¢ =1 in (3.21a’) iiber.
Fall 3 b.

Mit (3.22 b):
a=2nn(2nmw—x)
und

A(a)x1+g o<a<1)

. . o
wird aus (3.22 a), da 2nm gross gegeniiber 2
n 7T

ist,

(3.22.b") y = Arcosh {[1 + g(a — x)]ﬂ(a-x)}

mit a = 2nn.

4. Bemerkungen zu den Zahlentafeln und Reliefdarstellungen.

Die Berechnungsgrundlagen fiir die folgenden Zahlentafeln des allgemeinen
Integralsinus stehen im 2. Abschnitt und fiir die Nullstellen im Abschnitt 3.3.
Vor den Tafeln befindet sich eine Ubersicht iiber die jeweils beriicksichtigten
Argument- und Parameterwerte und iiber die Stellenzahl.

Die Genauigkeit aller Tafelwerte betrigt + 1 Einheit der letzten angegebenen
Ziffer. Zur Berechnung wurde fir

0 = x = 6 die Taylorreihe

und
6 = x = 20 die asymptotische Entwicklung

fiir alle angegebenen Werte y (0 < y < 5) beniitzt. Die P-Reihe brauchte der ge-
ringen Stellenzahl wegen nicht herangezogen zu werden, wurde aber zur Kon-
trolle im Komplexen verwendet. Die Werte fiir reelles Argument z =z wurden
mit Hilfe der Simpsonschen Regel iiberpriift. Ausserdem ergab sich an der
,»Nahtstelle =6 im Reellen und im Komplexen eine Kontrollmégligkeit.
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Die Beschrinkung auf den ersten Quadranten geniigt auf Grund der Unter-
sachungen im 2. Abschnitt. Es wurde

a=025n (n=1,2,...,7)

gewihlt. Damit geben die Tafeln und die nach ihnen gezeichneten Reliefs fiir
|Si(z, @)] iiber der xy-Grundebene samt den dazugehérigen Grundrissen hin-
reichend Aufschluss iiber das Verhalten des allgemeinen Integralsinus als Funk-
tion zweier Verdnderlicher. Die ersten 3 komplexen Nullstellen sind gesondert
angegeben.

Der Grenzfall Si(z,0)= 1 — cos z ist ebenfalls dargestellt, aber nicht tabel-
liert. Die Grundrisse zu den Reliefdarstellungen kionnen im wesentlichen als
konforme Abbildung der Inw-Ebene auf die z-Ebene aufgefasst werden, in der

die Kurven

inw) — B — const
und

3 (In w) = @ = const
fiir

Si(z,q) =w = Re'"

dargestellt sind. Folgende Einzelheiten seien erwihnt (vgl. die schematische
Abb. 8).

Die Punkte i =o0 (Singularititen der Funktion H =Inw), z =0 {(multi-
plikative Verzweigung) und «' = o (reelle Nullstellen des Integranden) heben sich
durch Unterbrechung der Konformitiit besonders hervor.

Entlang der negativ reellen Achse verlduft definitionsgemiss der ,,Haupt-
verzweigungsschnitt, dessen beiden Ufern gemiiss Umlaufrelation eine Winkel-
differenz 2 o v zukommt.

Weitere Verzweigungsschnitte beseitigen die durch Inw bedingte additive
Mehrdeutigkeit. Zwei Arten solcher Schnitte sind notwendig und aus Abb. 8
ersichtlich. Aus der Art der Mehrdeutigkeit folgt, dass die Linien R = konst.
diese Verzweigungsschnitte ohne Wertinderung stetig durchsetzen. Der Winkel-
unterschied an den beiden Ufern eines jeden solchen Schnittes betrigt

d@p=2mn.

Mit wenigen Worten konnen wir die Werteverteilung des allgemeinen Integral- .

sinus anschaulich so kennzeichnen: Ein in Abszissenrichtung liegendes , Null-

. . N ev . . " .
stellental mit exponentiell gemiiss 2l ansteigenden ,Wiinden" enthilt zwei
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Verzweigungsschnitt I

Muiistelle . PPN TN

. e aaaigeet
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Abb. 8. Zur konformen Abbildung z = z(In w) durch die Funktion w = Si(z, &) (schematisch).

Die Zahlen an den Linien ——~-—— | Si{z, @)| = const kennzeichnen lediglich die Zusammex-
gehorigkeit mehrerer Zweige ein und derselben Hohenlinie, haben also nichts mit dem dazu-
gehorenden Werte |Si(z, )| zu tun.

,Nullstellenpfade zu beiden Seiten der z-Achse, die die Symmetriegerade des
ganzen Tales bildet. Das Tal ,verbreitert’ sich logarithmisch, und zwar desto
stirker, je grosser « ist. Die Nullstellenpfade sind logarithmischer Natur; sie
begleiten die reelle Achse in stindig und zuletzt iiber alle Grenzen wachsendem
Abstande. Die reellen Extrema erweisen sich als Sattelpunkte.
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Ubersicht iiber die Tafeln.

Funktionswerte von Si(z,e), fiir reelles Argument z=z =
= 0(0,2)4(0,5) 20 und « = 0,25 (0,25) 1,75 auf 3 Dezimalen.
Realteil R und Imaginirteil § von Si(z, ) bei komplexem
z=uwx + 1ty in den ganzzahligen Gitterpunkten x =o0(1)20 und
y =o0f(1)s fir e =o0,25(0.25)1,75; 3 geltende Ziffern bzw. 2
Dezimalen.

Die ersten 3 komplexen Nullstellen 2 ==x + {y von Si(e,a)=0
fiir ¢ =0,25(0,25) 1,75; 2 Dezimalen.

A () = Si (00, @) fiir @ = 0,05 (0,05) 2,00 und fiir =1,99; 1,995;
1,099. B(e)==Ci(co, ¢) fiir ¢ =0,05(0,05) 1,00 mit 5 Dezimalen
bzw. 6 geltenden Ziffern.

Hilfswerte P(n+1; k) zur P-Reihe fiir n=0{1) 10 und h= +1,

—1; +¢; —¢ mit 8 Dezimalen.

! Fiir Si(x; 0,25) ist eine von W. Schulz berechnete ausfithrlichere Tafel mit 5 Dezimalen

im Institut fiir Praktische Mathematik der T. H. Darmstadt vorhanden.
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Tafel 1.
Si(x, «) Si(z, «

x «=0,26 | «=0,6 | xa=0,75 a=1 x «=0,26 | a=0,6 | «=0,75 a=1
0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 5,5 0,693 0,982 1,218 1,469
0,2 0,034 0,060 0,097 0,200 6,0 0,530 0,877 1,151 1,425
0,4 0,114 0,167 0,252 0,397 6,5 0,520 0,870 1,148 1,422
0,6 0,227 0,302 0,413 0,588 7,0 0,658 0,956 1,201 1,455
0,8 0,368 0,456 0,581 0,772 7.5 0,906 1,107 1,205 1,511
1,0 0,528 0,621 0,750 0,946 8,0 1,201 1,283 £.399 1574
1,2 0,702 0,788 0,916 1,108 8.5 L.470 1:443 1,493 1,630
1.4 0,882 0,961 1,074 1,256 9.0 1,650 1.547 1,554 1,665
1,6 1,062 1,124 1,221 1,389 9.5 1,699 1,576 1570 1,675
L8 1,236 1,278 1,354 1,506 10,0 1,610 1,525 1,542 1,658
10,5 1,407 1,412 1,478 1,623
2,0 1,399 1,411 1,471 1,605 11,0 1,142 1,265 1,398 1,578
2,2 1,540 1,530 1,570 1,688 11,5 0,880 1,123 1,320 1,536
2,4 1,661 1,629 1,650 "| 1,753 12,0 0,686 1,017 1,310 1,505
2,6 1,756 1,704 1,710 1,800 12,5 0,603 0,973 1,239 1,492

2,8 1,823 1,756 1,751 1,832
13,0 0,651 0,998 1,253 1,499
3,0 1,859 1,784 1,772 1,849 13,5 0,815 1,084 1,297 1,523
3,2 1,866 1,789 1,776 1,851 14,0 1,053 1,208 1,362 1,556
3.4 1,842 1,772 1,763 1,842 14.5 1,306 1,338 1,429 1,591
3,6 1,791 1,735 1,736 1,822 15.0 L,512 1,443 1,482 1,618
3.8 1,715 1,680 1,696 1,793 15,5 1,623 1,500 1,511 1,633
16,0 1,613 1,494 1,508 1,631
4,0 1,617 1,610 1,647 1,758 16,5 1,486 1,431 1,477 1,616
45 L.309 1,395 1,494 1,654 17,0 1,274 1,327 1,425 1,590
50 0,974 1,168 1,340 1,550 17,5 1,032 1,208 1,367 1,562
18,0 0,817 1,103 1,316 1,537
18,5 0,682 1,038 1,284 1,521
19,0 0,658 1,026 1,279 1,519
;; 10,5 0,750 1,070 1,299 1,529
\l 20,0 0,934 1,157 1,341 1,548
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Tafel 1 (Forts.).
Si (x, e) Si(z, @)
T a=1,26 a=1,5 a=1,75 @x a=1,25 a=1,b a=1,75
0,0 0,000 0,000 0,000 5,5 1,815 2,470 4,445
0,2 0,398 0,892 2,673 6,0 1,787 2,452 4,433
0,4 0,666 1,258 3,172 6,5 1,785 2,451 4,432
0,6 0,894 1,531 3,497 7,0 1,805 2,463 4,439
0,8 1,096 1,751 3.739 7.5 1,838 2,483 4,452
1,0 1,275 1,035 3,928 8,0 1,876 2,506 4,465
1.2 1,433 2,090 £079 8,5 1,908 2,525 4,476
1,4 1,572 2,220 4,201 9.0 1,929 2,536 4483
1.6 1,602 2,329 4,299 9,5 1,934 2,540 4,485
1,8 1,704 2,418 4378 10,0 1,925 2,535 4,482
10,5 1,906 2,524 4,476
2,0 1,879 2,491 4,439 11,0 1,881 2,510 4,469
2,2 1,947 2,547 4,487 11,5 1,858 2,498 4,461
2,4 2,000 2,590 4,522 12,0 1,855 2,496 4,460
2,6 2,038 2,621 4,546 12,5 1,834 2,485 4,454
2
2,8 ,063 2,640 4,561 130 1,838 2,487 1455
3,0 2,076 2,649 4,567 13,5 1,850 2,493 4,459
3,2 2,078 2,651 4,569 14,0 1,868 2,502 4,464
3.4 2,071 2,646 4,566 14.5 1,885 2,511 4,468
3,6 2,056 2,635 4,558 15,0 1,899 2,518 4,472
3.8 2,035 2,621 4547 15,5 1,907 2,522 4474
16,0 1,906 2,522 4,474
40 2,010 2,603 4533 16,5 1,898 2,518 4,472
45 1,936 2551 4498 17,0 1,882 2,512 4,468
5 1,867 #3504 4467 17,5 1,872 2,505 4,465
18,0 1,860 2,499 4,462
18,5 1,852 2,495 4,461
19,0 1,851 2,495 4,461
19,5 1,856 2,497 4,462
20,0 1,865 2,501 4,404
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Tafel 2.
Si(z + <y, @)
a=o (1) 20 y=o (1); a=0,25 (0,25) 1,75
a=0,25
x x
R R R 3 * 3 R 3 R R R 3

o | 0,00 0,00 | ~0,57 0,24 | —2,41 1,00 o | -6,09 2,52 | -18,6 7,70 | —48,2 20,0
I | 0,53 0,00 | —0,36 0,99 | -0,20 2,95 1| -1,49 7,72 |- 452 198 |-T11,8 50,8
2 | 1,40 0,00 | 1,64 0,87 | 2,65 2,49 || 2| 5,52 6,27 | 13,3 156 | 33,9 39.2
3| 1,86 0,00 2,48 0,10 3,91 0,16 3 8,37 0,01 | 20,1 — 0,88| 506 — 4,12
4 | 1,62 0,00 1,85 -0,64 2,73 —2,01 4 5,02 -5,65 10,7 -I5,4 25,1 —41,7
51 0,97 0,00 0,85 -0,75 0,32 —2,27 5] -1,3t 6,08 |- 6,00 -16,0 |—~19,2 —41,9
6 | 0,53 0,00 0,19 -0,20 | -1,18 -0,55 6 -506 -1,27 |-I5,5 - 2,85(-43,6 - 6,25
7 { 0,66 0,00 0,42 0,48 | -0,55 1,52 7 1 —3,19 4,30 | -10,1 11,3 |-28,1 32,9
8| 1,20 oo00 | 1,26 069 | 152 21r| 8| 235 57%| 484 155 | 12,2 414
9 | 1,65 0,00 1,04 0,27 3,14 0,79 9 6,51 2,08 15,7 5,28| 40,8 13,2
10 | 1,61 0,00 1,86 -0,36 2,88 -1,15 || 10 570 -3,27 | 13,2 - 9,15| 33,2 -25.4
II | I,I4 0,00 1,13 ~0,64 1,08 ~-1,99 | 11 0,86  —5,47 0,09 -14,8 |— 2,5I -39,9
12 | 0,69 0,00 0,44 -~0,34 | —0,59 ~-rL01 || 12 | -3,53 -2,69 |-IL,6 - 7,04|-336 -18,4
13 | 0,65 0,00 0,39 0,26 | -0,65 0,84 || 13 | -3,57 2,39 | —-11,5 6,72 | -32,6 18,8
I4 | 1,05 0,00 1,02 0,60 0,90 1,86 || 14 0,60 5,14 | — 0,05 14,0 |- 1,44 37.9
15 | 1,51 o,00-| 1,73 0,39 2,60 1,17 || 15 5,11 3,17 | 12,0 8,44 | 31,0 22,4
16 | 1,61 0,00 1,87 -0,17 2,92 -0,55 || 16 589 -1,59 | 14,0 - 4,51| 357 -12,7
17 | 1,27 0,00 | 1,34 0,56 | 1,55 -L72| 17| 236 —4,77 4,25 -13,0 9,09 —35,4
i8 | 0,82 0,00 0,64 0,43} -009 -1,30| 18 | -2,19 -3,55 - 7,99 - 9,54|-23,9 —25,6
19 | 0,66 0,00 0,40 0,09 | -0,59 0,28 || 19 | ~3,61 0,84 | -11,7 2,38 33,5 7,10
20 | 0,03 0,00 0,83 0,51 0,43 1,57 || z0 | —0,70 4,36 |- 3,68 11,9 |-IT1,5 32,5
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Si(x + 7y, o)
®=0,§ Tafel 2 (Forts.).
y=0 y=1 y=2 y=3 y=4 y=58
x x
R R R R) R R R R R R R R
o | 0,00 . 0,00 | —0,5I 0,51 | —-1,77 1,77 o | ~4,55 4,55 | —11,0 11,0 {—-26,5 26,5
1| 0,62 0,00 0,57 0,86 0,52 2,72 I 0,56 6,62 1,35 15,5 3,66 37,1
2 | 1,41 0,00 1,66 0,71 2,65 1,84 2 5,37 4,10 12,3 9,01 | 30,I 20,2
3| 1,78 0,00 2,10 0,06 3,30  —0,04 3 6,40 -0,70 | 140 - 3,01| 32,8 - 9,04
4 | 1,61 0,00 1,76 —0,46 2,28  ~1,46 4 3,46  —4,12 6,00 -II,I 11,4 —29,4
5| 1,17 0,00 1,07 —0,50 0,65 -I,47 5|-095 -3,73 |- 461 -9,55|-156 -23,8
6 | 0,88 0,00 0,66 ~0,12 | —0,22 ~—0,28 6 -2,68 -0,48 |~ g21 - 0,58{-263 0,14
7 | 0,96 0,00 0,81 0,30 0,26 0,97 7| -1,18 2,78 |~ 4,74 7,80 |-13,6 21,5
8 { 1,28 0,00 1,32 0,41 1,52 1,24 8 2,17 3,35 4,20 8,81 | 10,3 23,0
9| L,55 0,00 1,72 0,15 2,41 0,43 9 4,39 I,02 9,78 2,321 24,3 5,10
10 [ I,53 0,00 1,66 -o0,21 2,21 -0,67 || 10 3,71 -1,95 7,59 - 5,55| 17,5 -15,6
II | 1,27 0,00 1,26 -0,35 1,20 ~I,09 || 11 0,97  -2,97 0,16 — 7,99 (- 2,56 -21,3
12 | 1,02 0,00 0,88 —0,18 0,32 -0,52 || 12.{ -1,29 -1,34 |- 5,74 — 3,33|-179 - 8,24
13 | 1,00 - 0,00 0,86 0,14 0,33 0,46 i| 13 | —1,17 1,35 |~ 5,12 3,87|-15,3 11,0
14 | 1,21 0,00 1,20 0,31 1,15 0,06 || 14 1,05 2,45 1,02 7,20 1,28 19,4
15 | 1,44 0,00 555 0,19 2,01 0,58 || 15 3,32 1,54 6,97 3,99 17,0 10,3
16 | 1,49 0,00 1,62 © —0,09 2,14 -0,29 i 16 3,60 —0,86 7,52 - 2,53{ 18,0 - 7,34
17 | 1,33 0,00 1,36 -0,27 1,48 0,85 || 17 1,79 -2,36 2,50 — 6,44 4,14 ~-17,5
18 | 1,10 0,00 1,02 -0,2I 0,65 -~0,62 4 18 | —0,40 -1,68 |~ 3,34 - 4,43!-11,5 ~-II,7
19 | 1,03 0,00 0,90 0,04 0,41 0,15 || 19 | —1,00 0,46 |~ 4,81 1,41 |-15,0 4,23
20 | 1,16 0,00 1,11 0,24 0,93 0,75 | 20 0,44 2,08 |- 0,81 5,70 | — 3,94 15,6




Uber den allgemeinen Integralsinus Si(z, a).
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Si(w + iy, )

®=0,75% Tafel 2 (Forts.).

x x
& 3| R 3 R 3 R 3 p R} & R}

0 | 0,00 0,00 | -0,33 0,79 | —0,04 2,27 o | -2,13 515 |- 4,68 11,3 |-11,8 28,5
T | 0,75 0,00 0,81 0,93 1,13 2,40 X 2,10 5,22 4,63 11,2 11,0 24,5
2 | 1,47 0,00 1,71 0,57 2,63 1,33 2 4,98 2,51 10,6 4,561 24,1 8,36
3] 1,77 0,00 2,01 0,03 2,88 -0,15 3 4,96 -0,99 9,66 - 3,65 20,5 ~I1,1
4| 1,65 0,00 | 1,74 -0,33| 203 -L06| 4| 257 -2,95 338 - 778 427 -199
5] 1,34 0,00 1,27 -0,33 0,94 0,95 5| -o010 -235 |- 312 - 5060|-11,5 ~I3,0
6| 1,15 0,00 1,01 -0,07 0,45 —0,14 6| -1,10 -0,II {— 5,08 0,36 | ~15,2 2,48
7 | 1,20 0,00 1,12 0,19 0,80 0,61 7 0,03 1,78 1 - 1,73 5,00~ 5,63 13,7
8 | 1,40 0,00 1,43 0,24 1,57 0,73 8 2,04 1,93 3,55 4,96 8,06 12,6
9| 1,55 0,00 1,65 0,09 2,06 0,23 ) 3,21 0,49 6,35 0,94 14,6 1,53
10 | 1,54 0,00 1,55 —0,12 1,92 —0,39 | 10 2,70 ~I,15 4,67 - 3,32 9,51 - 9,75
ir | 1,40 0,00 1,39 -0,19 1,35 ~0,59 | II 1,16 -1,61 0,51 — 4,29|— 1,65 -11,3
12 ( 1,31 0,00 1,19 -0,09 0,88 —0,27 |l 12 0,00 —0,66 |— 2,43 - I,54!— 9,04 — 3,53
i3 | 1,25 0,00 1,18 0,07 0,91 0,25 || 13 0,15 0,75 | - 1,82 2,21 |- 6,89 6,37
14 | 1,36 0,00 1,36 0,16 1,34 0,50 || 14 1,34 1,37 1,46 3,70 2,08 9,90
15 | 1,48 0,00 1,54 0,10 1,77 0,29 {| 15 2,46 0,74 4,37 1,87 9,63 4,65
16 | 1,51 0,00 1,57 —0,04 1,83 -o0,15 || 16 2,54 —0,47 4,44 — 1,40 9,43 — 4,14
I7 | 1,43 0,00 1,44 -0,14 1,49 -0,42 | 17 1,61  -1,17 1,86 - 3,18 2,31 — 8,62
18 | 1,32 0,00 1,27 —0,10 1,09 —0,30 || 18 0,56 -0,79 |- 0,92 - 2,05|- 5,05 - 5,27
19 | 1,28 0,00 1,23 0,02 0,98 0,08 Il 19 0,32 0,25 | — 1,48 0,78 1 — 6,25 2,41
20 | 1,34 0,00 1,32 0,11 1,24 0,36 || 20 1,03 0,99 0,52 2,72 | - 0,69 7.43




160 E. Kreyszig.
Si(z + 7y, a
#=1 (Gewoihnlicher Integralsinus) Tafel 2 (Forts.).
x x
R I | & 3 R’ 3 R 3 R 3 R 3
o | 0,00 0,00 0,00 1,06 0,00 2,50 0 0,00 4,97 0,00 0,82 0,00 20,1
I 0,095 0,00 1,10 0,88 1,68 2,04 1 3,04 3,91 6,14 7,40 | 13,2 14,5
2 | 1,61 0,00 1,83 0,46 2,65 0,93 2 4,55 1,40 8,75 1,76 18,2 1,61
3| 185 0,00 | 2,03 oor | 265 -o19| 3| 399 -Log| 675 -350| 12,4 =992
4 | 1,76 0,00 1,81 -0,23 1,97 -—0,76 4 2,15 ~2,08 2,10 -5,29 1,03 -12,9
51| 1,55 0,00 1,50 —0,22 1,25 —0,61 5 0,47 -1,43 | -1,74 3,16 |- 7,66 - 6,73
6 | 1,42 0,00 1,33 ~0,04 0,98 -0,06 6 0,02 0,05 | —2,37 0,67 |- 8,17 2,90
71 1,45 0,00 1,41 0,12 1,23 0,39 7 0,82 1,13 | -0,01 3,17 |- 1,52 8,56
8| 1,57 0,00 1,59 0,14 1,69 0,43 8 2,02 1,11 3,07 2,78 6,22 6,77
9| 1,67 0,00 1,72 0,05 1,96 0,12 9 2,63 0,22 4,40 0,31 9,04 0,09
10 | 1,66 0,00 1,70 0,07 1,86 -0,23 || 10 2,27 -0,68 3,26 -1,97 5,55 — 5,56
II | 1,58 0,00 1,57 —0,II 1,54 —0,32 || IT 1,41 -0,87 0,94 -—2,29 [- 0,58 - 5,92
12 | 1,51 0,00 1,46 - —0,05 1,30 -—0,I4 || I2 0,82 -0,32 | —0,5T -0,70 |- 4,08 — 1,43
13 | 1,50 0,00 1,46 0,04 1,32 0,14 || 13 0,94 0,42 0,04 1,24 |~ 2,48 3,62
14 | 1,56 0,00 1,55 0,08 1,55 0,26 {| 14 1,57 0,70 1,71 1,89 2,27 5,02
15 | 1,62 0,00 1,65 0,05 1,77 0,14 || 15 2,13 0,36 3,12 0,87 5,86 2,07
16 | 1,63 0,00 1,66 -0,02 1,79 ~-0,08 || 16 2,14 -0,25 3,06 -0,77 5,43 ~2,29
17 | 1,59 0,00 1,60 —0,07 1,62 —0,21 || 17 1,67 -0,58 1,74 —IL,57 1,78 — 4,23
18 | 1,54 0,00 1,51 -0,05 1,43 -0,14 || 18 1,16 -~0,37 0,42 -0,94 |- 1,67 - 2,37
19 | 1,52 0,00 1,49 0,01 1,38 0,04 || 19 1,06 0,13 0,22 0,43 |- 2,00 1,33
20 | 1,55 0,00 1,54 0,05 1,50 0,17 || 20 1,41 0,47 1,21 1,30 0,77 3.54




Uber den allgemeinen Integralsinus Si{z, ).

161

a=1,2§ Tafel 2 (Forts.).

x x
® 3| ® 3| ® 3 ® S| ® 3| ® 3
o | 0,00 0,00 0,53 1,29 1,03 2,50 o 1,78 4,31 3,13 7,56 5,38 14,1
1| 1,28 0,00 1,52 0,82 2,24 1,67 1 3,68 2,75 6,59 4,43 | 12,7 7,40
2 1,88 0,00 2,09 0,37 2,79 0,63 2 4,24 0,66 6,84 0,12 13,2 -~ 1,76
3| 2,08 0,00 2,21 0,00 2,64 —o0,20 3 3,48 -0,96 4,95 —3,00 7,52 — 7,98
4 | 2,01 0,00 2,04 0,17 2,12  —0,5I 4 2,11 —1,44 1,70 —3,51 0,01 -~ 8,12
51| 1,87 0,00 1,83 -o,14 1,64 —0,39 5 1,08 —086{-048 -~1,73 |- 449 -~ 3.23
6 | 1,79 0,00 1,73 -0,03 1,50 —0,02 6 0,91 0,11 | —0,49 0,68 |- 3,73 2,57
7 | 1,81 0,00 1,77 0,07 1,68 0,24 7 1,48 0,71 1,13 1,97 0,69 5,23
81 1,88 0,00 1,89 0,08 1,95 0,25 8 2,18 0,63 2,89 1,53 4,96 3,57
g | 1,03 0,00 1,96 0,03 2,10 0,06 o) 2,48 0,09 3,51 0,05 6,05 - 0,37
Io | 1,03 0,00 1,95 —0,04 2,03 —0,14 || 10 2,25 —0,40 2,73 —IL,15 3,77 — 3,25
11 | 1,88 0,00 1,88 0,06 1,86 -0,18 || 11 1,77 —0,47 1,45 —I,22 0,44 - 3,08
12 | 1,86 0,00 1,82 -0,03 1,73 —0,07 i} 12 1,47 —O,15 0,75 -90,30 |- 1,16 - 0,5I
13 | 1,84 0,00 1,82 0,02 1,75 0,07 Il 13 1,55 0,23 1,07 0,70 |- 0,08 2,03
14 | 1,87 0,00 1,87 0,04 1,87 0,13 i 14 1,89 0,36 2,00 0,97 2,41 2,54
15 | 1,90 0,00 1,91 0,03 1,98 0,07 | 15 2,16 0,17 2,68 0,40 4,10 0,90
16 | 1,91 0,00 1,92 —0,01 1,08 ~0,04 || 16 2,16 -0,13 2,60 —0,41 3,71 - 1,25
17 | 1,88 0,00 1,80 -0,03 1,00 -0,I0 || 17 1,91 -0,28 1,92 —0,77 1,86 - 2,07
18 | 1,86 0,00 1,85 —0,02 1,80 -0,07 || I8 1,67 -o0,17 1,30 —0,43 0,26 - 1,06
19 | 1,85 0,00 1,84 0,01 1,78 0,02 || I9 1,63 0,07 1,24 10,23 0,21 0,72
20 | 1,87 0,00 1,86 0,03 1,84 0,08 ] 20 1,81 0,22 1,73 0,61 1,58 1,68
11- 642127 Acta mathematica. 85




162 E. Kreyszig.
Silz + 2y, a)
a=1,5 Tafel 2 (Forts.).

x x

R I | R R 3 * IR R )
i
o | o,00 0,00 1,46 1,46 2,30 2,30 l o 3,40 3,40 5,22 5,22 8,62 8,62
I | 1,04 0,00 2,25 0,76 3,02 1,32 5 1 4,34 1,80 6,72 2,28 11,3 2,80
2 | 2,49 0,00 2,68 0,29 3,26 0,41 /I 4,32 0,19 6,21 -0,71 9,70 —3,06
3| 2,65 0,00 2,75 0,00 3,05 —0,19 3 3,54 —0,82 4,22 —2,39 5,05 —5,96
4 | 2,60 0,00 2,62 -o0,12 2,65 -0,38 4 2,56 -0,98 2,05 —2,27 0,38 ~4,92
51 2,50 0,00 2,47 ~0,09 2,34 0,25 ! 5 1,94 —0,51 0,88 -0,90 | - 1,73 -1,36
|

6 | 2,45 0,00 2,41 —-0,02 2,27 -0,01 j 6 1,91 0,11 1,10 0,58 | - 0,64 2,02
7 | 2,46 0,00 2,45 0,04 2,40 0,15 7 2,30 0,44 2,18 1,21 2,19 3,14
8 1 2,51 0,00 2,52 0,05 2,57 0,14 8 2,73 0,35 3,21 0,80 4,55 1,79
9 | 2,54 0,00 2,56 0,02 2,64 0,03 9 2,86 0,03 3,43 ~0,04 4,82 -0,45
10 | 2,54 0,00 | 2,55 -0,02| 259 -0,08 ) 10| 270 -0,23| 293 —0,67 3,38 -1,87
11 | 2,51 0,00 2,51  —0,03 2,49 —0,I0 || II 2,44 —0,25 2,24 —0,64 1,60 -I1,59
12 | 2,50 0,00 2,48 -o,0I 2,43 —0,03 || 12 2,28 -o0,07 1,0 ~0,12 0,88 -0,14
13 | 2,49 0,00 2,48 0,01 2,44 0,04 || I3 2,34 0,13 2,11 0,39 1,57 1,13
14 | 2,50 0,00 2,50 0,02 2,50 0,07 || 14 2,52 0,19 2,59 0,49 2,87 1,27
15 | 2,52 0,00 2,53 0,01 2,56 0,03 || 15 2,65 0,08 2,92 0,18 3,65 0,38
16 | 2,52 0,00 2,53 —0,0I 2,56 -0,02 || 16 2,64 -0,07 2,85 ~0,22 3,38 -0,67
17 | 2,51 0,00 2,51 —0,02 2,52 -0,05 || 17 2,52 —0,14 2,51 ~0,38 2,44 —1,0I
18 | 2,50 0,00 2,49 —0,01 2,47 -0,03 || 18 2,41 ~0,08 2,22 ~0,20 1,70 +—0,47
19 | 2,50 0,00 2,49 0,00 2,46 0,01 || I9 2,39 0,04 2,21 0,12 1,73 0,38
| 20 | 2,50 0,00 2,50 0,01 2,49 0,04 || 20 2,48 0,11 2,45 o,zg 2,41 0,80




Uber den allgemeinen Integralsinus Si(z, a).
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Si(x + 19, a)
a=1,75 Tafel 2 (Forts.).
L x x
R R 3| R R) R R 3 | ® R)
o | 0,00 0,00 | 3,77 1,56 | 4,76 1,97 || o 5,90 2,44 { 7,63 2,92 | 107 4,42
1| 3,93 0,00 4,30 0,69 5,06 1,00 I 6,15 1,06 7,89 0,84 11,0 0,12
2| 4,44 0,00 | 4,61 0,23 | 5,08 025, 2| 581 -009| 693 -104 8,69 -3,22
3| 457 0,00 | 464 -o01| 485 -o17]| 3| 5Ir -067| 533 -IL8I 529 —4,21
4 | 4,53 0,00 | 4,55 0,08 | 4,55 -0,27| 4| 443 -066| 395 -I43 2,55 —2,86
5| 447 000 | 445 006 | 435 -0I16} 5| 407 -029| 337 ~044 | IL73 -042
6 | 4,43 0,00 4,41  -o0,0I 4,32 0,00 6 4,10 0,10 3,65 0,45 2,75 1,48
7 | 4.44 0,00 | 443 003 | 440 009 7| 436 027 | 434 073 4,51 1,86
8| 447 0,00 | 4,47 003 | 451 o008 8| 462 019 | 493 040 5,79 0,81
9 | 4,48 0,00 4,49 0,01 4,54 0,02 9 4,67 0,01 4,99 0,07 573 —0,38
10 | 4,48 0,00 4,49 —0,01 4,51 —0,04 || 10 4,57 —0,13 4,67 -0,39 4,85 -1,07
1T | 4,47 0,00 4,47 —0,02 4,45 —0,06 || 11 4,42 —0,14 4,30 -0,34 3,91 —0,81
12 | 4,46 0,00 4,45 —0,01 4,43 —0,02 || 12 4,35 —0,03 4,14 -0,05 3,61 -o,01
13 | 4,46 0,00 4,45 0,01 4,43 0,02 || 13 4,37 0,07 4,25 0,22 4,02 0,62
14 | 4,46 0,00 4,46 0,01 4,46 0,04 || 14 4,48 0,10 4,52 0,25 4,70 0,64
15 | 4,47 0,00 4,48 0,01 4,49 0,02 || 15 4,54 0,04 4,68 0,08 5,05 0,15
16 | 4,47 0,00 4,48 0,00 4,49 —o0,0I || 16 4,53 —0,04 4,63 -0,12 4,88 -0,36
| I7 | 447 0,00 4,47 0,01 4,47 —0,02 § 17 4,47 —0,07 4,46 -0,19 4,41 —0,49
18 | 4,46 0,00 4,46 —o,01 4,45 -0,02 || 18 4,42 —0,04 4,32 -0,09 4,07 —0,20
19 | 4,46 0,00 | 4,46 0,00 | 4,45 0,0I || 19 | 4,41 0,02 | 4,33 0,06 4,11 0,20
20 | 4,46 0,00 4,46 0,01 4,46 0,02 || 20 4,45 0,05 4,44 0,14 4,43 0,38




164

E. Kreyszig.

Tafel 3.
Si(z,¢) =0
o x Y
1. Nullstelle
0,00 6,28 0,00
0,25 6,26 1,17
0,50 6,20 1,74
0,75 6,09 2,30
1,00 5,92 2,90
1,25 5,67 3,55
1,50 5,32 4,35
1,75 4,85 5,52
2. Nullstelle
0,00 12,57 0,00
0,25 12,55 1,39
0,50 12,51 2,16
0,75 12,44 2,90
1,00 12,34 3,67
1,25 12,20 4,48
I,50 12,01 5,41
1,75 11,76 6,66
3. Nullstelle
0,00 18,85 0,00
0,25 18,84 1,50
0,50 18,81 2,37
0,75 18,76 3,21
1,00 18,69 4,08
1,25 18,59 4,99
1,50 18,45 6,01
1,75 18,26 7,35

o<a<2).



Uber den allgemeinen Integralsinus Si(z, ).

Tafel 4.
A () und B(a)

o A (@) B(® o A ()
0,05 1,028 27 0,080 g2 1,05 1,617 73
0,10 1,055 48 0,167 16 1,10 1,670 12
0,15 1,081 74 0,259 69 I,I5 1,731 24
0,20 1,107 23 0,359 76 1,20 1,799 o8
0,25 1,132 80 0,469 22 1,25 1,875 76
0,30 1,156 58 0,589 30 1,30 1,964 21
0,35 r,180 73 0,723 54 .35 2,067 39
0,40 1,204 79 0,875 32 1,40 2,188 27
0,45 1,228 91 1,049 59 1,45 2,332 54
0,50 1,253 32 1,253 32 1,50 2,506 65
0,55 1,278 20 1,496 57 1,55 2,720 96
0,60 1,303 81 1,794 SI 1,60 2,990 91
0,65 1,330 36 2,170 94 1,65 3.339 87
0,70 1,358 14 2,665 48 1,70 3,807 96
0,75 1,387 44 3.349 62 1,75 4,466 16
0,80 1,418 8o 4,366 17 1,80 5,457 66
0,85 1,452 12 6,048 39 1,85 7,115 62
0,90 1,488 29 9,396 39 1,90 10,440 4
0,95 1,527 62 19,410 © 1,95 20,431 6
1,00 7'!/2 (o9} 1,99 100,425

1,995 200,424
1,999 1 000,42
(2,00 ©0)

165



166 E. Kreyszig.

Tafel 5.
Zuar P-Reihe (h = + 1, *+ 7
n Pn+r1; 4+1) Pn+r1; —1) n RPm+1; +1)] I[P n+1; +9)
o- 0,6321 2056 -1,7182 8183 o 0,4596 9769 0,8414 7008
1 0,2642 4112 I,0000 0000 b -0,3817 7329 0,3011 6868
2 0,1606 2794 -0,7182 8183 2 —0,2232 4428 —-0,2391 3363
3 0,1139 2894 0,5634 3634 3 0,1717 3816 ~-0,1770 9857
4 0,0878 3632 -0,4645 3646 4 0,1466 5033 0,I330 7669
5 0,0713 0218 0,3955 9955 5 -0,1082 1935 0,I250 8112
6 0,0599 3363 —0,3446 8454 6 -0,1090 1378 -0,0909 8427
7 0,0516 5595 0,3054 9004 7 0,0783 7455 -0,0965 8755
8 0,0453 6817 —0,2743 6153 8 0,0866 9410 0,0687 7055
9 0,0404 3408 0,2490 2803 9 —0,0612 2408 0,0786 3261
10 0,0364 6134 -0,2280 0152 10 —0,0719 3852 —0,0551 4492

RPn+1; =5 =R[Pn+1; +9)
JPnt+r1; —i)=—-I[PH+1; +i)]
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Abb. 9 und 10,

Uber den allgemeinen Integralsinus Si (
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E. Kreyszig.
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Si(z, 1,25)= R el

8i{z, 1,25)

Abb, 19 und 20.
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