SUR LES SURFACES POSSEDANT LES MEMES PLANS
DE SYMETRIE

QUE L’UN DES POLYEDRES REGULIERS!

PAR

L. LECORNU

A CAEN.

Premiere partie. Théorie générale.

1. Pour former 1'équation, générale des surfaces qui jouissent d’une
symétrie déterminée, on peut employer une méthode synthétique dont
voici le principe. Prenons un systéme quelconque de coordonnées pone-
tuelles, et soient «, 3, y les valeurs de ces coordonnées pour un point
arbitrairement choisi. Imaginons que, par un moyen ou un autre, on
soit parvenu a trouver trois fonctions L, M, N de a, 8, y, qui de-
meurent invariables lorsqu’'on passe du point considéré a tout autre point
déduit de celui-la d’aprés la symétrie considérée. Les surfaces L = Con-
stante, M = Constante, N = Constante, jouissent évidemment de cette sy-
métrie, et il en cst de méme de toute surface, ou tout groupe de sur-
faces, représenté par l'équation ¢(L, M, N) = o, ¢ étant une fonction
quelconque. Inversement, si «, §, y peuvent s'exprimer en fonction de

' Ce mémoire est le résumé d'un travail auquel I’Académie des sciences de Paris,
dans sa séance solennelle du 27 Décembre 1886, a bien voulu décerner une mention ho-
norable. TLe début a été légérement remanié, en vue de préeiser la portée de la méthode.
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L, M, N, lI'équation ¢ = o comprend toutes les surfaces répondant a
la question; car, d'aprés I'hypothése méme que nous faisons, n'importe
quelle surface peut se représenter par l'équation ¢ = o, et ceci s'ap-
plique en particulier aux surfaces cherchées. Mais en général, si la
fonction ¢ est choisic au hasard, I'équation ¢ = o ne représente pas une
surface unique; clle fournit un certain nombre de surfaces dont chacune,
prisc isolément, est dépourvue de la symétrie demandée, et qui, par leur
réunion, composent un ou plusieurs groupes symétriques. Le caractére
propre des surfaces symétriques consiste en ce que chacune d’elles rem-
place a elle seule un de ces groupes. Pour éclaircir ceci par un exemple
simple, supposons qu'on cherche, dans un plan, les courbes symétriques
par rapport 4 deux axes rectangulaires ox, oy. En prenant z*+y*=2L,
x* —y* = 2M, on a deux fonctions L et M qui ne sont pas altérées par
le changement de signe des variables, et I'on est conduit a représenter
les courbes cherchées par 1'équation ¢(x* + y*, ' —»*) =o. Si l'on
veut mettre sous cette forme la droite y == ma, on trouve

(@ 4+ (1 — mY) — (@' — (1 + m*) = o.

C'est un groupe de quatre droites, comprenant la droite considérée. S'il
gagit de la conique Az® + By’ = 1, I'équation ¢ = o devient:

(A’2* — B’*)* — 2A4%* — 2B%* 4+ 1 = 0.

Elle représente alors les quatre coniques + Ax® + By® = 1, parmi les-
quelles figure la conique donnée, ¢t dont chacune posséde séparément la
symétrie voulue.

Si les trois surfaces L = Const.,, M = Const., N == Const. ont un
nombre de points communs exactement égal aw minimum exigé par la sy-
métrie, toute surface algébrique symétrique peut se représenter isolément par
une équation ¢(L, M, N)= o, enticre en L, M, N. Ce théoréme fon-
damental s'établit de la maniére suivante. Soient:

(1) L ={(=z,y, 2
(2> M = fg(x’ Y, 'z)

(3) N = fa(my Y, z)
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les valeurs de L, M, N, »n coordonnées cartésiennes, et soit:
Bl
F(x, y, 2) = o

I'équation d’'une surface algébrique symétrique. Nous supposons que
fis 1,y iy I sont des fonctions entiéres. L’équation:

(4) Fx, y, ) ="

ou % est une constante arbitraire, représente une surface également sy-
métrique. Entre les équations (1), (2), (3) et (4), éliminons x, y, 2.
Nous parvenons a une équation entiére ¥(L, M, N, k) = o, exprimant
la condition nécessaire et suffisante pour que les quatre équations ad-
mettent un systéme de solutions communes. Je dis que ¥ est du premier
degré en h; en effet, par hypothése, les équations (1), (2), (3) n'ont pas
d’autres solutions communes que celles qui résultent de la symétrie, et
toutes ces solutions donnent a % la méme valeur; il n'y a done qu'une
seule valeur de £ compatible avec les valeurs attribuées a L, M, N.
o(L, M, N)
w(L, M, N)’
deux fonctions entiéres; et, par suite, I'équation. F'= o équivaut, au moins
pour les points a distance finie, & ¢(L, M, N) = o, ce qui démontre la
proposition. '

2. Nous sommes ainsi conduits &4 la recherche des fonctions I,
M, N, que nous désignerons désormais sous le nom d’éléments symétriques.
Comme tous les plans de symétrie d'un polyedre régulier passent par un
méme point (qu'on peut appeler lVorigine du systéme), le carré de la
distance d’un point quelconque & celui-la fournit un premier élément,
auquel nous donnerons le nom d'élément sphérique et que nous repré-
senterons par L. En coordonnées rectangulaires, L =x*+4y*4 2> Nous
entendrons par sphére centrale une sphére ayant son centre a l'origine.
Pour former les autres éléments, considérons un systéme de plans P, P,
..., P, passant par lorigine et formant une figure douée de la sy-
métrie voulue. Supposons qu’aucun d’eux ne coincide avec les plans de
symétrie, et soit @ I'un de ces derniers. Les plans F sont groupés sy-

Ceci posé l'équation ¥ = o peut s'écrire b = ¢etw étant

! (e théortme ne figurait pas dans le mémoire présenté & 1I'Académic des sciences.
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métriquement de part et dautre du plan . Si P, et P, s¢ correspon-
dent dc cette fagon, les trois plans P,, P,, @ se coupent suivant unc
méme droite qui dans la figure 1, est placée perpendiculairement au plan
du tableau.

Soit M un point quelconque, soit M’ son syme-
trique par rapport a . En abaissant les perpen-

. diculaires M4, B, A, M'B sur P et P, on u,
o /P en grandeur absolue:

Iig. 1.

MAXMB=MA XMI.

Cette relation est également vraie en signe: car, si
M et M’ sont de meéme coté par rapport a P, ils sont
aussi de méme coté par rapport a P, et alors MA est
de méme signe que M'B’; MB, de méme signe que M'4’. Si an con-
traire M et M’ sont de cotés différents par rapport a P, ils sont aussi
de cotés différents par rapport a P, et, dans ce cas, M4 et M'B sont
de signes contraires, ainsi que MB et M'A'.

Si donc on forme le produit des distances du point M a tous les
plans P, ce produit conserve méme grandeur ct méme signec quand on
remplace M par son symétrique relatif 4 Q.. La méme chose a lieu
quel que soit le plan de syméirie Q. Par conséquent: le produit des di-
stances d'un point quelconque aur plans P est un élément symétrique. Par
suite, il suffira de chercher les deux systémes les plus simples de plans
P et de former les produits correspondants, pour avoir les deux nouveaux
éléments M et N dont nous avons besoin.

Nous avons admis que le systéme des plans P nc comprenait pas
de plans de symétrie. Cette restriction est nécessaire, car on voit sans
peine que, si le plan de symétrie @ fait partie des plans P, le produit
des distances a ces plans change de signe quand on substitue & un point
son symétrique par rapport a . Mais on éviterait ce changement de
signe en considérant le plan @ comme représentant deux plans P con-
fondus, et introduisant par suite le carré de la distance au plan @.

Il est aisé de fixer une limite inféricure de la somme des degrés m
et n des éléments M et N, exprimés en coordonnées cartésiennes. En
effet, ces deux éléments, joints a U'élément sphérique L = 2® + y* + 27,
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doivent former un systéme indépendant, autrement dit, on ne doit pas
avoir, 1dentiquement:

oL oL oL
2w 9y 0z
oM oM M
Px 8y oz

N oN oN
ox oy 0z

On peut toujours s'assurer que ceci nest pas une identité, et I'équa-
tion précédente représente alors la surface, lieu des points pour lesquels
les trois surfaces L = Const., M == Const., N = Const. ont des plans
tangents passant par une méme droite. Le lieu est un cone de degré
m ~+ ®»— 1, ayant son sommet a l'origine, et comprenant tous les plans
de symétrie, puisquen un point quelconque de l'un de ces plans les plans
tangents aux trois surfaces passent évidemment par la normale au plan.

I1 résulte de la que le nombre m 4 #— 1 est au moins égal & celui
des plans de symétrie. S'il lui est exactement égal, le cone dont il sagit
s¢ réduit aux plans de symétrie, et, en dehors de ces plans, les trois
systemes de surfaces L = Const., M = Const., N = Const. sont aptes a
constituer un systéeme de coordonnées.

Pour chaque type de symétrie, il y a deux éléments non sphériques,
M et N, de degrés minima, nous les appellerons les éléments simples.
On pent appeler éléments complexes les éléments symétriques qui ne sont
ni sphériques, ni simples.

3. Une surface est dite élémentaire quand son équation dépend d’un
scul ¢élément, simple ou complexe. Cette équation est donc de la forme
M = Const., ..., ct elle exprime que le produit des distances de chacun
des points de Ia surface a K plans fixes concourants P, P, P, ..., P,
est constant. Une telle surface posséde un certain nombre de propriétés,
indépendantes de la disposition symétrique des K plans, et que nous nous
bornerons & énoncer. Elle est asymptotique aux K plans. Pour con-
struire sa normale en un point, il suffit d'abaisser de ce point les per-
pendiculaires sur les plans asymptotiques, et de les limiter a leur point
de rencontre avec un plan mené par l'origine perpendiculairement au
rayon vecteur du point considéré. La résultante géométrique des K
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droites ainsi obtenues donne la direction de la normale. Le produit des
distances interceptées, A partic d'un point de la surface, sur une droite
de direction arbitraire, mais fixe, par les plans asymptotiques, a une va-
leur constante. On en conclut que tout point M de la surface est un
point central pour le systéme de points déterminé par les plans asymp-
totiques sur une tangentc quelconque de la surface au point M. Onen
conclut aussi que les directions asymptotiques sont imaginaires, et par
suite que les deux courbures d'une surface élémentaire sont toujours de
méme sens. Ceci reste vrai lors méme que les plans P ne sont pas con-
courants, par exemple lorsque ce sont les faces d’un polyédre régulier.

La transformée d’une surface élémentaire par polaires réciproques,
relativement & une sphére ayant son centre a lorigine, peut étre con-
sidérée comme Yenveloppe d'un plan qui intercepte sur K droites fixes
concourantes (les normales aux plans asymptotiques) & partir de leur
point de rencontre, K longueurs dont le produit soit constant. Chaque
plan tangent & la surface réciproque la touche au centre de gravite du
systéme de points déterminé par ses intersections avec les A" droites fixes.
Les directions principales sont les axes d’inertie principaux de c¢c méme sy-
stéme. La somme des rayons de courbure principaux varie en raison in-
verse de la distance du plan tangent a V'origine, et en raison directe du mo-
ment d'inertic du systéme des points d’intersection, par rapport a la normale.

4. Les courbes résultant de l'intersection des surfaces élémentaires
symétriques avec les sphéres centrales présentent une importance parti-
culiére; nous leur donnerons le nom de sphérosymétriques. Les sphéro-
symétriques provenant des surfaces élémentaires d’'une méme famille, et
placées sur un méme cone central, sont évidemment homothétiques; on
peut aussi les déduire les unes des autres au moyen d’une transformation
par rayons vecteurs réciproques. Dans la transformation par polaires
réciproques relativement & une sphére centrale les points d’une sphéro-
symétrique ont pour correspondants les plans tangents a une sphére le
long d'une sphérosymétrique homothétique a la premiére. Ces plans en-
veloppent une développable symétrique, circonscrite a la fois & une sphere
et & la réciproque de la surface élénentaire qui contient la sphérosymeé-
trique. D’aprés ce qui a été dit & larticle précédent, la ligne de con-
tact de la développable avec la surface réciproque est une courbe le
long de laquelle la somme des rayons de courbure principaux de la
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développable varie proportionnellement au moment d’inertie, par rapport
a la normale, du systéme de points formé par les intersections du plan
tangent avec les normales a lorigine aux plans asymptotiques. Les
lignes de courbure de la développable sont sphériques, et, comme elles
résultent de l'intersection de deux surfaces (la développable et la sphére)
douées de la méme symétrie, elles partagent évidemment cette symétrie.
I’aréte de rebroussement est, d'aprés un théoréme bien connu, ligne
géodésique d'un cone central; cette aréte, et le cone lui-méme, jouissent
aussi de la symétrie considérée.

Si n est le degré de la surface élémentaire, les sphérosymétriques
correspondantes sont du degré 2n. Daprés les formules connues'® la
développable formée par les plans tangents a la sphére le long d’une
sphérosymétrique est caractérisée par les données suivantes:

Classe (nombre de plans tangents passant par un point donné) vy = 2n

Rang (degré de la développable) . . . . . . . . .r=o2n’

Nombre de plans stationnaires. . . . . .. . . .a=0
et la connaissance de ces données suffit pour determmer tous les autres
éléments de la surface. Sans insister sur ces détails, voyons seulement
quelle est Vinfluence de la symétrie supposée. Les génératrices de la dé-
veloppable rencontrent a angle droit la sphérosymétrique le long de
laquelle elles touchent une méme sphére. D’ailleurs, chaque plan de
symétrie coupe orthogonalement cette sphérosymétrique en 2% points,
situés sur une circonférence. Par chacun d'eux passe une génératrice
située dans le plan de symétrie, et tangente a la circonférence. On a
ainsi 2n droites d’intersection du plan de symétrie avec la développable.
La section, étant du degré 2n* comprend, en dehors de ces 2n droites,
une courbe d'ordre 2z(n — 1). Le long de cette courbe, la développable
ne peut rencontrer normalement le plan de symétrie, sans quoi elle se
réduirait & un cylindre. Nous avons donc en réalité affaire a4 une ligne
double de la développable: son degré est seulement n(n— 1). Elle posseéde
un point de rebroussement en chacun des points ou elle rencontre l'aréte
de rebroussement. Il est facile d’en calculer le nombre. En effet le
degré m de l'aréte est égal & 3(r — ) ou a 6m(w — 1). Chacune des
2n génératrices situées dans le plan de symétrie est tangente a l'aréte

! Voir notamment le Traité de géométrie analylique de SALMON.
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de rebroussement; par raison de symétrie, elle touche évidemment celle-ci
en un point de rebroussement. L'aréte de rebroussement posséde ainsi 27
points de rebroussement dans chaque plan de symétrie. Chacun de ces
points correspond & trois points de rencontre de l'aréte avec le plan de
symétric. Il reste donc dans le méme plan, 6n(n — 1) — 61 = 6n(n — 2)
points de rencontre, qui sont situés sur la ligne double et se réduisent ainsi
a 3n(n—2) points distincts; tel est le nombre des points de rebroussement
de la section, déterminée par le plan de symétrie. Par exemple, pour
n = 3, la section est une sextique ayant g points de rebroussement.
Considérons maintenant un plan sécant quelconque P. Il coupe la
surface développable qui nous occupe suivant une courbe d’ordre 2n’
Sa trace sur un plan de symétrie rencontre la ligne double contenue
dans celui-ci en n(n — 1) points qui sont des points doubles de la sectjon
faite par ce plan P. Si p est le nombre des plans de symétrie, on
connait ainsi pr(n — 1) points doubles. Mais, d'aprés les formules gé-

’ 3 . A ’ \ 1 4
nérales, le nombre des points doubles doit étre égal a —r(r — 2) —3m

ou bien 2n*(n*— 1) — 8n(n — 1). Si donc p est inférieur a

200 — 1) — 8nuin — 1)

nin—1)

cest a dire & 2(n® 4+ n — 4), la surface développable possede des lignes
doubles en dehors des plans de symétrie; on s'assure facilement que tel
est toujours le cas. Outre les 2n(n® — 5n + 4) points doubles qui vien-
nent d'étre indiqués, la section posséde 6n(n — 1) points de rebrousse-
ment situés sur l'aréte de rebroussement.

On peut également étudier la surface développable formée par les
tangentes a une sphérosymétrique. Son degré r cst le méme que celui
de la réciproque de cette courbe, c’est a dire 2n’. L'aréte de rebrousse-
ment est du degré m = 2n, et elle n'a généralement pas de points
doubles. Ici, les plans de symétrie ne contiennent pas de génératrices,
et rencontrent la surface suivant des courbes d’ordre »®. Le nombre des
points doubles d'une section quelconque est 4n’(n®— 2). pn® de ces
points sont, comme précédemment, dans les plans de symétrie, et, comme
p se trouve toujours inférieur a 4(n® — 2), il y a nécessairement des
lignes doubles en dehors des plans de symétric.
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5. Nous entendons par surfuces binaires celles qui dépendent de
deux éléments seulement, y compris 1'élément sphérique. Leur équation
est donc de la forme

(1) F(I, M)=o

L étant 1'élément sphérique »® + y* + 27, et M, I'élément d'ordre m,
égal au produit des distances du point z, y, ¢ aux plans P, P,, ..., P,.
Nous admettrons que ces plans sont distincts, et nous les appellerons plans
directeurs. 'Toute surface élémentaire M = Const. coupe la surface bi:
naire considérée suivant une ou plusieurs courbes sphériques, qui sont des
sphérosymétriques d’ordre 2m. En écrivant que I'équation (1), considérée
comme équation en M, a une racine double, on obtient certaines valeurs
de L, déterminant les sphérosymétriques le long de chacune desquelles
la surface binaire est touchée par une surface élémentaire. Ln faisant
M = o, on obtient une équation en L déterminant les rayons de di-
verses spheres qui coupent chacune la surface suivant m cercles sitnés
dans les plans directeurs; nous les appellerons les sphéres directrices.
Chacune d'elles est touchée par la surface aux m(m— 1) points on elle
est rencontrée par les arétes d'intersection des plans directeurs pris deux
a deux. Sil y a p spheres directrices, chaque plan directeur coupe la
surface suivant p cercles, et la surface posséde ainsi pm cercles,

L’équation homogéne 1 — AL™ = o, ou A4 est une constante, re-
présente un cone central dordre 2m. Ce cone rencontre la surface
suivant des sphérosymétriques rituées sur les sphéres déterminées par
I’équation

m

(2) PL, L*yd) =o.

Si Von choisit 4 de telle facon que cette équation en L ait une racine
double 4, le cone central touche la surface le long d'une sphérosymé-
trique située sur la sphére I = A. Cette sphere coupe orthogonalement
la surface binaire, qui admet par suite comme ligne de courbure la
sphérosymétrique d’intersection.

Supposons en particulier que la surface soit algébrique, et que

Acta mathematica, 10. Imprimé le 12 Juillet 1887, 27



210 1.. Lecornu,

I'élément I entre au premier degré dans son équation, que nous écrirons
. ”
alors:

¢(L)

(3) M =T

¢ et ¢ étant des polyndmes de degrés p et g, sans racines communes.
Les p sphéres directrices ont pour rayons les racines carrées des racines
de ¢(L)=o0. Les g sphires ¢(L) = o ne peuvent rencontrer la sur-
face qu'a linfini, et n'ont avec celle-ci aucun point réel commun. Si
donc elles sont réelles, elles partagent l'espace en régions telles que la
surface ne peut passer réellement de l'une dans lautre. L'équation (2)
prend ici la forme:

"

VALTP(L)—¢(L) = o.
Pour une racine double L, on a:

m

UNALE QL) AL (L) — ¢(I) = o,
d’ou, en éliminant 4:
(4) Te(LY$(L) + L (L) (L) — Le'(L)¢ (L) = o

éqnation qni est généralement du degré p + ¢ en L. Par conséquent il
y a p + g sphéres centrales orthogonales a la surface binaire représentée
par I'équation (3).

Un cas trés important est celui ou ¢$(L) se réduit a une constante.
On a alors M = ¢(L), et la surface est le lieu des points dont le produit
des puissances par rapport A p sphéres concentriques est proportionnel
au produit des distances &4 m plans concourant au centre de ces sphcres.
Pour chaque type de symétric, la surface générale du degré le plus bas
possible est représentée par une équation de cette nature. Car, si M est
I'élément non sphérique le plus simple relatif 4 la symétrie considérée,
en prenant pour ¢ (L) un polynéme de degré égal au plus grand entier

m . ;. P
eontenu dans 5 on obtient évidemment la surface de degré minimum.

Pour étudier ce cas, il suffit de supposer g = o, et alors on voit que le
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nombre des spheres orthogonales est précisément égal au nombre des
sphéres directrices. De plus, I'équation (4) se réduit a:

(5) me (L) — 2L¢'(L) = o

Cette équation est en général du degré p, et ses racines sont entiére-
ment déterminées par celles de ¢(L). On voit donc que:

‘Les surfaces M = Cg(L), ol M est un élément symétrique d'ordre
m, C une constante arbitraire et ¢ (L) un polyndme de degré p en I,
forment un faisceau contenant mp cercles fixes, situés a lintersection
des m plans directeurs avec les p sphéres directrices; ce faisceau coupe
orthogonalement p sphéres fixes, concentriques aux premieéres.

Il y a cependant une exception lorsque le degré de l'équation (5) sc
trouve abaissé au dessous de p. Cette circonstance se produit si m = 2p,
cest-a-dire si le nombre des plans directeurs est égal & deux fois celui
des spheéres directrices. Alors les sphéres orthogonales sont au nombre
de p — 1 seulement; la derniére est rejetée a l'infini.

Quand il y a deux sphéres directrices confondues en une seule,
¢(L)=o0 et ¢(L) =0 ont une racine commune, qui vérifie I'équation
(5). La spheére directrice est donc dans ce cas orthogonale & la surface,
et, comme eclle doit généralement toucher la surface en m(m — 1) points,
il en résulte que la surface posséde, sur cette sphére, m(m — 1) points ou
le plan tangent est indéterminé: c'est-a-dire m(m — 1) points nodaux.

6. Toute surface symétrique dont 1'équation peut se mettre sous
la forme:

f=¢@, N, L) + ¢(L) = o,

(¢ désignant une fonction homogéne des trois éléments symétrigues, et
¢, une fonction de 1'élément sphérique dont le degré par rapport aux
coordonnées soit inférieur & celui de g¢), jouit également de la propriété
de rencontrer orthogonalement un certain nombre de sphéres centrales.
En effet, pour exprimer qu'un plan tangent:

X+ Vi, 4 2f 4+ Tf = o

représenté par une équation rendue homogéne, passe par l'origine, il suffit
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de poser la eondition f’ = o. Or cette condition, d'aprés Ihypothese
admise, dépend uniquement de 'élément sphérique; elle détermine donc
les rayons d'une ou de plusieurs sphéres orthogonales & la surface sy-
métrique.  On voit en outre que, si la surface a des points nodaux, ses
points, devant vérifier la condition f; = 0, appartiennent & 'une des sphéres
orthogonales, et par conséquent &4 P'une des lignes de courbure sphériques.

7. Lorsquune surface binaire contient une droite réelle, celle-ci
coupe les wi plans directeurs en m points réels, qui se trouvent néces-

. . . . » m v .
saircient sur les sphéres directrices. Il faut donc que — sphéres direc-

trices au moins soient réelles. Remarquons de plus que le plan mené
pav la droite et par l'origine coupe ces spheres suivant des cercles con-
centriques, et les plans directeurs suivant des rayons aboutissant aux points
de rencontre de la droite avec les cercles. Les traces des plans direc-
teurs sont donc symétriquement disposées de part et d'autre du rayon
perpendiculaire & la droite. Cela n'est en général possible que s ce
ayon est la trace d’'un plan de symétrie perpendiculaire & la droite.
Donc les droites réelles de la surface sont perpendiculaires aux plans de
symétrie. Ce raisonnement n’est nullement applicable aux droites imagi-
naires, pour lesquelles les considérations de symétrie n'apprennent plus
rien. On peut s’en convainere en remarquant que, dans un plan, les
deux droites x* 4+ y* = o forment un systéme doué d’une infinité d'axes
de symétrie, ce qui serait absurde pour des droites rcelles.
Réciproquement, si on considére une droite réelle perpendiculaire &
un plan de symétrie, et une surface binaire d'ordre K, dont l'équation
F{L, M) = o renferme un nombre n de coefficients arbitraires supéricur

o K . . v
a —. on peut déterminer ces coefficients de facon que la surface passe

par # points de la droite, placés d'un méme cété du plan de symétric,
La surface passera alors par 2n points de la droite, et contiendra par
suite cette derniére ainsi que toutes celles qui lui correspondent par sy-
métrie.

S. Dés quon est cn possession d'une surface pourvue des plans de
symétrie d'un polyeédre régulier, on peut imaginer une infinité de trans-
formations qui n'altérent pas sa symétrie. On peut, par exemple, em-
ployer la transformation par rayons vecteurs réciproques ou par polaires
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réciproyues relativement a unc sphere centrale. On peut aussi considérer
le lieu des points dont la somme ou la différence des distances a la
surface et & une sphére centrale est constant; on obtient ainsi une surfuce
nouvelle douée évidemment de la méme symétrie que la premiére. En
faisant varier la somme ou la différence considérée, on réalise une double
famille de surfaces symétriques orthogonales.

9. Les polyedres réguliers convexes sont au nowmbre de cing; mais,
si L'on tient compte sculement de leur genre de sywmétrie, ils sc¢ rawme-

nent a trois types:
[o}

1°.  Symétrie tétraédrique (le tétraédre),
2°. » cuboctaédrique (I'hexaedre et l'octacdre),
3°. » icosidodécaédrique ' (le dodécaedre ct licosacdre).

Le premier type dérive du second par disparition d'un centre de
symétric (hémiédrie). Les polyédres réguliers non convexes apparticn-
nent tous au troisiéme type.

Nous étudierons successivement les surfaccs qui se rapportent aux
trois types, en supposant cssenticllement que les coefficients de leurs équa-
tions sont réels.

Deuxiéme partie. Surfuces du type tétraédrique.

9. Le type tétraédrique est caractérisé par six plans de symétric
perpendiculaires deux a decux; ce sont les plans menés par les six arétes
du tétracdre et par le centre de la sphére circonscrite. Leur existence
entraine celle de quatre axes ternaires (les quatre hauteurs) et de trois
axes binaires, rectangulaires deux & deux, joignant les milieux des arétes
opposées. Il n'y a pas de centre de symétrie.

Prenons comme axes de coordonnées les trois axes binaires, et, pour
fixer les idées, supposons l'axe des 2z vertical. Les trois plans de coor-
données, que nous appellerons plans principaux, jouissent alors de la sy-
métrie du systéme, et, comme ils sont distincts des plans de symétrie, le

Ces dénominations sont empruntées aux recherches dé M. JORDAN sur les po-
Iyedres (Journal de CrELLE, t. 68, 1868)
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produit M = zyz des distances d’un point quelconque a ces trois plans
nous donne un élément symétrique. Le produit N des distances d'un point
aux quatre plans menés par Porigine perpendiculairement aux axes ter-
naires fournit le second élément dont nous avons besoin. Ces quatre
plans ont pour équations: x + y + 2 = 0. On peut donc, c¢n négligeant
un facteur constant, poser:

Ne —(@wty+de+y—2)o—y+ ) (—c+y+2)

= &'+ !/4 4t — 2!"13:: P L 2.573/2

et 'équation générale des surfaces cherchées se trouve mise sous la forme:
(et 4yt 2t — 2yt — 2200 — 207yt wyz, &Pyt 27 =0
En vertu de T'identité:
wt oyt — 2yt - 22— 227yt
— (.EQ + !/-2 + 3‘1)‘: . 4(!/752 + e 4 17‘)]/?>,
la méme équation peut s'écrire:
QP + 2t 4 Py gz, 4y ) =0

ou
gt + gt + 2 gz, £yt 4 2N = o.

Les degrés des éléments sont == 3, n = 4, dot m 4+ n— 1 = 6,
ce qui est précisément le nombre des plans de symétrie. Ce résultat
concorde avec ce qui a été dit au n° 2. D'ailleurs, il est évident que
les valeurs des trois quantités:

Gyl =u
2yl =
XYz = w

peuvent servir a fixer la position d’un point dans l'espace avec l'inde-
termination nécessitée par la symétrie tétraédrique; si 'on forme en effet

I'équation en S
S —uS* + v§ — w* = o,
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les trois racines, rangées arbitrairement, donnent les valeurs \de 2% y° 27
soit en tout six solutions. Si l'on choisit en outre les signes de z, y, #
de maniére 4 vérifier I'équation zyz = w, on parvient & un groupe de
24 points répondant 4 la symétrie tétraédrique.

10. La surface tétraédrique la plus simple est, aprés la sphére,
la surface cubique qui a pour équation générale:

ryz + A(x® 4+ y* + %) + B=o.

Par chaque point de cette surface passe une sphérosymétrique du
6°™ ordre, et une seule. D’ailleurs, les deux plans, réels on imaginaires
menés parallélement & zoy, a une distance ¢ de Porigine déterminée par
la condition Az” + B = o, coupent chacun la surface suivant deux droites
représentées par l'équation

A{@® + y*) + x.?/\/~;‘B—= o

Ces deux droites rencontrent 'axe des z, et la connaissance d’une seule
d’entre elles suffit pour déterminer complétement la surface. On peut
donc dire que:

La surface cubique symétrique est engendrée par une sphérosymétrique
du 6°™° ordre assujettic a Sappuyer constamment sur une droite, réelle ou
imaginaire, qui rencontre orthogonalement U'un des axes binaires.

Une sphérosymétrique du 6°™° ordre a pour équations:

' 4 y* + 2* = Const.,

xrye = Const.

On tire de la:
dz dy dz

=) g — ) ae — )

Cette courbe rencontre orthogonalement une surface définie par I'équation
différentielle:

wde(y® — 2°) + ydy(&* — 2*) + zdz(2® —¢y*) =0
dont lintégrale peut s'écrire:

(1) ax’ + By + ye' = o
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a, 3, y étant trois constantes dont la somme est nulle. On dédnit de
la que:

Les sphérosymétriques du 6™ ordre sont les trajectoires orthogonales
des cones du second ordre passant par les quatre axes ternaives; par comsé-
quent, celles qui sont tracées sur une méme sphére sont les trajectoives ortho-
gonales de comiques sphéviques passant par quatre points fixes dun méme
hemasphere,

On sait’ que les coniques sphériques circonscrites 4 un quadrilatére
rectiligne imaginaire de la sphére sont des courbes telles que, pour chacune
d’elles, il y a un rapport constant entre les distances de ses points 4 deux
diamétres fixes 1), A, et que cette famille de courbes a pour trajectoires
orthogonales les courbes, lieux des points I pour lesquels les grands
cercles MDD, MA font un angle constant. Ces tréxjectoires orthogonales
sont des cycliques, transformées par rayons vecteurs réciproques d'ellipses
de Cassint.  Si, dans le cas des sphérosymétriques qui nous occupent, on
remplace 5 par — ¢, Ton a =« + 3, et la relation (1) devient:

a(z® + 2°) + ply* + &%) = o.

Elle exprime alors que le rapport des distances de la conique sphé-
rique aux deux axes ox, Oy est constant, et l'on rentre ainsi dans le
cas précédent. On parvient au méme résultat en remplacant z par iz,
sans changer j; de la un rapprochement intéressant entre les sphérosymé-
triques et une classe de cycliques sphériques.

La surface cubique contenant en.chacun de ses points une sphéro-
symétrique, on voit que:

La swrface cubique symétrique rencontre orthogonalement tous les comes
du second ordrve circonscrits aur ares tgrnaires.

Cette propriété subsiste pour les surfaces binaires d’ordre supérienr
dont 1'équation dépend des deux premiers éléments, r* + y° + 2° et xyz.
Le troisiéme élément convient, comme on le verra, aux surfaces dn type
cuboctaédrique aussi bien qu'a celles du type tétraédrique. On peut
done dire que son absence caractérise une surface appartenant purcment
au type tétracdrique, et énoncer alors ce théoréme:

! Voir V'ouvrage: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébrigues
(Mém, de la soeiété des sciences de Bordeaux, 1870—1873) par M. DarBOUX.
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Toute surface appartenant purement aw type tétraédrique est trajectoire
orthogonale des cones du second ordre circonscrits aux ames ternaires.

On achdve de déterminer la surface en se donnant une courbe, par
exemple une section horizontale. La surface est cubique, comme on I'a vu
précédemment, si elle contient une droite rencontrant angle droit l'un
des axes binaires.

11. Les équations différentielles d’une sphérosymétrique peuvent
s'écrire:

xdx 4+ ydy + zdz = o,
de  dy

dz
@ :7+?--O.

La tangente en un point est donc perpendiculaire & la fois au rayon

vecteur issu de lorigine, et a la droite, licu des points dont les coor-

, . UL . . .
données sont proportionnelles & -, P Cette droite peut étre appelée

Vinverse de celle qui coincide avec le rayon vecteur. En outre, les sphé-
rosymétriques rencontrant la droite inverse ont également, 4 leurs points
de rencontre, ‘des tangentes perpendiculaires au plan des deux droites.
Tout plan mené par l'origine contient, comme il est aisé de le voir,
deux droites inverses l'une de l'autre et deux seulement. Chacune d’elles
rencontre une surface cubique symétrique en trois points, et, en chacun
de ces points, le plan tangent est normal au plan considéré. Par con-
séquent:

Tout plan mené par Uorigine est mormal & ume cubique symétrique en
six points, situés sur deux droifes inverses.

12. La sphére, réelle ou imaginaire, dont le rayon a vérifie la
relation 4a® 4+ B = o, coupe la surface suivant trois grands cercles situés
dans les plans principaux. On peut distinguer deux genres de surfaces
cubiques symétriques, suivant que cette sphére est réelle ou imaginaire.
Comme cas intermédiaire il y a celui d’une sphére directrice évanouis-
sante; la surface posséde alors un point isotrope a4 lorigine. En mettant
en évidence le rayon de ia sphére directrice, nous écrirons I'équation sous
la forme:

22yz — (@ 4+ y* + 2* -— a®) = o.

Acta mathematica, 10. Imprimé le 14 Juillet 1887, 28
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Comme on est maitre de l'orientation des axes, on peut toujours supposer
que b est positif.

13. L’équation précédente dépendant seulement de deux constantes,
il est évident que toute équation représentant une surface cubique douée
de la méme symétrie que le tétraédre régulier, et contenant deux con-
stantes arbitraires, doit conduire h des résultats identiques. Chacune de
ces formes d'équation correspond & un mode de génération des surfaces
cubiques symétriques. Par exemple, si on appelle ¢, u, v, w les distances
d'un point aux quatre faces d'un tétraédre régulier de hauteur k, comp-
tées toutes positivement lorsque le point est a l'intérieur du tétraedre, et
si Yon écrit, en appelant m une constante:

'+ u 0+ w=m’

avec la condition évidente:
t4+u+v+4+w=nh,

la surface ainsi représentée en coordonnées tétraédriques ne peut différer
de la cubique symétrique; car son équation dépend des deux constantes
m et k. Un calcul facile conduit en effet de 1’équation cartésienne:

20yz — b(@* 4+ y' + 22 —a’)=o
a 'équation tétraédrique:

4w’ 40 4wt :‘Ll:(a’ +—Ib’),
V3 3

\ . .y . 4b
pourvu que la hauteur 2 du tétraédre soit prise égale a 2.
V3
Il résulte de la que:

La cubique symétrique est le liew des points tels que la somme des cubes
de leurs distances aux quatre faces d'un tétraédre soit comstante.

Le tétraédre ainsi déterminé mérite spécialement le nom de tétraédre
de référence. 11 y a lieu d'observer que la hauteur % du tétraédre, et
par conséquent toutes ses dimensions, sont indépendantes du rayon a de
la sphére directrice. On peut donc dire qu'une surface cubique symétrique
est déterminée par les dimensions de sa sphére directrice et de son té-
traédre de référence. Le paramétre b est égal a la distance des arétes
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du tétraédre au centre de la sphére, ou, si 'om veut, & la moitié de la
plus courte distance de deux arétes opposées.

On doit a SyLvesrer la forme canonique de I'équation générale des
surfaces du 3°°° degré:

at’ + u’ + yv* + ow® + co’ = o

équation dans laquelle ¢, «, v, w, w sont les distances d'un point de la
surface & cinq plans, et a, 3, r, ¢, ¢ sont des coefficients arbitraires.
SYLVESTER a en outre annoncé, et Cresscu a démontré que, pour une
surface donnée, la réduction ne peut s¢ faire que d’une seule maniére,
Ce qui précéde montre que, dans le cas des cubiques symétriques, le
pentaédre de référence se compose d’un tétraédre régulier et du plan de
I'infini.

14. On peut toujours, en partant de la forme réduite de Syr-
VESTER, supposer que les cing variables satisfont a la relation:

t+u+v+4+ w o =o.

Il suffit pour cela de substituer a chacune d'elles son produit par un
facteur constant, convenablement choisi. L’équation” du hessien est alors
(voir SALMON, Géométrie i trois dimensions):

1 1
Su

I

I 1
toat et Lo

ot cw

Dans le cas de la surface symétrique, la relation identique est:
t+u+ v+ w—h==o0. Il suffit- donc de prendre %= — @ pour ren-
trer dans le cas précédent, et I'équation du hessien est par conséquence:

1

I 1 1 I
ittt te=a

C’est une surface symétrique du 4™ degré. En vertu d'un théoréme de
SYLVESTER, les 10 sommets du pentaédre de référence sont des points
doubles du hessien, et ses dix arétes sont situées sur la méme surface.
Done, dans le cas actuel:

Le hessien de la surface cubique symétrique est une surface du 4
degré circonscrite au tétraédre de référence et coupant en outre chacune des

éme
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faces suivant une droite i Uinfini. Les quatre sommels du tétraédre, et les
points & Uinfini sur chaque aréte, sont des points doubles de la méme surface.
Si Ton pose:
Tt = U= Vo= Ww= 4,

T, U, V, W étant de nouvelles variables, ¢t A, une constante, I'équation
du hessicn prend la forme:

T+ U+ V+W=2=

avec la condition:

I I 1 1 h

oty tw=5
En prenant X ==z}’ on retrouve les équations entre ¢, u, v, w qui ca-
ractérisent le hessien. Par conséquent, les points du hessien se correspon-
dent deux par deux de ftelle facon que leurs coordonnées tétraédriques soient
inversement proportionnelles.

15. Lorsque la sphére directrice est imaginaire, et que le carré de

' \ t 9 , o, . ’ ’ . ’ . 1
son rayon est égal a _302’ I'équation tétraédrique se réduit a:

4w 4 0P 4w = o.
Elle rentre alors dans le type général:

pom g wo o ap\m
G G (7 G

ot m est un nombre rationnel et a, B, y, ¢ sont des coefficients arbi-
traires, le tétraédre de référence ayant d'ailleurs une forme quelconque.
C'est I'équation générale des surfaces que M. bk LA GOURNERIE a étudiées
sous la dénomination de »surfaces tétraédrales symétriques simples» (Paris,
1867). Quel que soit m, il est évident qu'en supposant les coefficients
égaux et prenant pour tétraédre de référence un tétraédre régulier on
obtient des surfaces possédant la méme symétrie que ce dernier. Mais
ce ne sont pas, au point de vue de la symétrie, les surfaces les plus

SRS

s . I
générales de leur degré. Pour m = 5o onala surface de STEINER; pour

m = — 1, on a la surface réciproque de celle de SteiNer. Cette der-
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niére est une forme limite de la surface hessienne, déja envisagée; il
suffit de supposer que le coefficient ¢ augmente indéfiniment, et par
conséquent que la cubique symétrique s'éloigne tout entiére a linfini,
par suite de l'agrandissement de sa sphére directrice.

16. Nous devons maintenant déterminer, dans le cas de la surface
cubique symétrique, la position des 27 droites qui existent, comme l'on
sait, sur toute surface cubique, et faire connaitre leurs conditions de
réalité. D’abord, la surface posséde a l'infini trois droites réelles, situdes
dans les plans principaux. Toute autre droite, D, de la surface coupe
le plan de linfini en un point qui appartient a la section de la surface
par ce plan, et par conséquent a un plan principal. Supposons-la pa-
ralléele au plan xoy. Si l'on méne par la droite D un plan paralléle &
zoy, il coupe la surface suivant une courbe du 3*"° degré comprenant
la droite D et une droite & l'infini. Le reste de l'intersection est donc
formé d’une autre droite D', & distance finie, et tout revient & chercher,
parmi les sections paralléles aux plans principaux, celles qui se décom-
posent en deux droites.

Ceci posé, une discussion bien facile montre qu'il existe deux cubes,
admettant l'un et l'autre les plans principaux pour plans de symétrie,
dont les faces coupent chacune la surface suivant deux droites. Le pre-
mier est circonscrit au tétraédre de référence; c’est & dire que son aréte
est égale a b, et qu'il est toujours réel. Chacune de ses faces rencontre
la surface suivant deux droites paralléles entre elles et 4 une aréte du
tétra¢dre (diagonale d’une face du cube). Ces droites ne sont réelles que
si a’ est positif et supérieur & 4% par conséquent si la sphére directrice
rencontre réellement les arétes du tétraédre. ILes droites se groupent
trois par trois autour de quatre sommets du cube, de maniére & con-
stituer quatre facettes paralléles aux faces du tétraédre. Dans le langage
cristallographique, on dirait que ces facettes sont obtenues par une mo-
dification hemiédrique du cube, due a des plans tangents sur quatre
sommets (Fig. 2). Nous appellerons droites du premier systéme les douze
droites ainsi obtenues. Le second cube est circonscrit a la Fig. 2.
sphére directrice. Chacune de ses faces coupe la surface sui- e
vant deux droites passant par le point de contact avec la £ <7
sphére. De la douze droites, que nous appellerons les droites
du second systéme, et qui sont réelles ou imaginaires en méme X
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temps que celles du premier. On peut, de deux maniéres différentes, les
grouper en trois quadrilatéres gauches. Si elles sont réelles, le cube qui
les contient est extéricur & celui qui contient les douze premiéres droites.
Si elles sont imaginaires, leur cube est également imaginaire, et il est
impossible de faire passer par l'une d'elles un plan réel. Si l'on con-
sidére quatre droites du premier systéme non situées dans le méme plan,
il existe deux droites qui rencontrent les quatre droites a la fois, et qui
par conséquent appartiennent & la surface cubique; ce sont nécessaire-
ment des droites du second systéme.

En résumé, les 27 droites de la surface sont: les 3 droites de l'infini,
les 12 droites du premier systéme, les 12 droites du second. Les droites
de l'infini sont toujours réelles; les autres sont, toutes ensemble, réelles
ou imaginaires. On sait que chaque droite d’une cubique est rencontrée
par dix autres. Ici, en appelant couple de droites deux droites symé-
triques par rapport 4 I'un des plans de symétrie, on trouve qu'une droite
du premier systéme est rencontrée par

droite & Yinfini

1 . 1

1 droite parallele, du 1 xystemc 1

2 couples de droites du 1°* systéme . . . . 4

2 » du 2° » Coe 4

10.

Une droite du second systéme est rencontrée par:

1 droite a lipfimi. . . . . . . . . . . . o . 1
4 droites du 1*" systéme . . . . . . 4
1 droite du 2° systéme (au centre dune face du cube) 1
4 droites » (sur les arétes du cube) . . . 4
10

Enfin, une droite & linfini est rencontrée par:

2 droites a l'infini . . . . e e ... 2
2 couples de droites du 1 systéme . . . . . 4
2 » » du 2° » .

10.
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On sait encore qu'une surface cubique a 45 plans tritangents; con-
tenant chacun trois droites de la surface. Ici, nous avons:

Le plan de linfini . . . .

bt

3 fois: 1 droite de linfini et 2 couples. . . . 6
de droites du 1 gystéme

3 fois: 1 droite de linfini ¢t 2 couples. . . . 6
de droites du 2° systéme

2 fois: 4 plans, contenant chacun 3 droites . . 8
du 1° systéme

2 fois: 12 plans, contenant chacun 1 droite . . 24

du 1° systéme et 2 du 2°™°
45-

Le cube qui contient les droites du 1 systéme étant toujours réel,
ainsi que le plan de linfini, il y a au moins 7 plans tritangents réels.

Observons encore qu’il y a 6 plans tritangents contenant chacun 3
droites concourantes (savoir, une droite 4 linfini et deux droites con-
courantes). C'est une particularité qui se conserverait dans toute trans-
formation homographique de la surface, et, comme en général une surface
du 3°" ordre n'a pas 3 droites concourantes et situées dans un méme
plan, il est généralement impossible de ramener homographiquement une
surface cubique & la forme symétrique. Du reste, si I'on se donne les
plans principaux d'une surface cubique symétrique, 'équation de celle-ci
ne renferme que deux coefficients. La transformation homographique en
introduit 15, ce qui fait en tout 17, tandis qu'il en faudrait 19 pour
parvenir a l’équation la plus générale.

17. Toute section de la cubique symétrique par un plan réel pos-
sede 4 l'infini 3 points réels. Si donc elle est indécomposable, c'est une
kyperbole redondante de Newton. Il n’y a d'exception que si deux points
a linfini sont confondus, et 'on a alors une hyperbole parabolique. Ce
dernier cas se présente lorsque le plan de la section est paralléle 4 I'un
des axes binaires.

Par chaque point de la surface passent 27 coniques, situées dans
les plans menés par les 27 droites. La section compléte déterminée par
I'un de ces plans a 3 points réels a l'infini, dont I'un sur la droite.
La conique a donc & linfini deux points réels, et appartient au genre
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hyperbole. Il n’y a d'exception que dans deux cas: 1°° Si les points &
Pinfini sont tous sur la droite, qui est par suite I'une des droites de
infini; alors le plan sécant est paralléle & un plan principal, et la co-
nique est d’un genre quelconque. 2° Si les deux points a linfini de
la conique sont confondus; V'hyperbole dégénére alors en parabole. Tl
faut et il suffit pour cela que le plan sécant rencontre deux droites de
Iinfini au méme point, autrement dit qu'il passe par un sommet du tri-
angle de linfini, et, par conséquent, quil soit paralléle & une direction
binaire. Comme il contient déja une droite de la surface, c'est &4 dire
une parallele & 'un des plans principaux, et comme les directions bi-
naires sont paralléles ou perpendiculaires aux plans principaux, le plan
sécant cst lui-méme paralléle & un plan principal, ce qui donne deux
droites, ou perpendiculaire, ce qui donne une parabole proprement dite.
Il y a ainsi 24 paraboles, correspondant aux 24 droites a distance finie.

En discutant la forme des sections paralléles aux plans principaux,
on s'assure sans peine qu'il y‘a au plus trois cercles réels sur la surface,
a savoir ceux qui sont situés dans les plans principaux. Ces cercles ne
sont réels que si la sphére directrice est elleméme réelle. Il existe en
outre des cercles toujours imaginaires, au sujet desquels nous nous bor-
nerons a l'énoncé suivant:

Chacune des douze droites du premier systéme est associée ¢ deux cercles
imaginaires, qu'elle rencontre aux mémes points.

18. Les sections de la surface faites par des sphéres centrales sont
des sphérosymétriques du 6°™° ordre, dont l'une, celle qui est déterminée
par la sphere directrice, se décompose en trois cercles rectangulaires.
Si la sphérosymétrique rencontre les quatre .axes ternaires, elle se réduit
évidemment aux 3 points situés sur ces 4 axes, car elle est, comme on
I'a’ montré, une trajectoire orthogonale des coniques sphériques passant
par ces 8 points; c’est une sphérosymétrique évanouissante. Le rayon p
de la sphére correspondante s'obtient en faisant z =y =2 = + —% dans

vV
I'équation de la surface, ce qui donne pour z:

22" — b(32* — a®) = o.

L'équation dérivée est z(x — b) = o, et ses racines, substituées dans
le premier membre de la proposée, donnent respectivement ba® et b(a®— 5%).
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2

Le quotient est 1——. La condition de réalité des trois racines de
I'équation en z, et par suite des trois valeurs de p, est que ce quotient
. T . b* )
soit négatif, dot > 1. D’apres cela:
i a

La surtace cubique symétrique posséde une ou trois sphérosymétriques
réelles évanouissantes, suivant que ses 24 droites « distance finie sont imagi-
naires ou réelles.

19. Si l'on mnéne par Vorigine une droite ayant pour cosinus di-
recteurs a, f3, r, elle rencontre la surface en trois points, et les distances
O Py py de ces trois points & lorigine sont les racines de P'équation

2a87p° — b(p* — a®) = o.

La somme algébrique des trois distances, égale A , est indépendante

]
20y
de o’ Par conséquent:

La somme des longueurs interceptées «a partir de Uovigine, sur une droite
donnce, par toutes les cubiques symétriques qui ont mémes plans dec symétrie
est  proportionnelle « Uaréte du tétracdre de réfévence et indépendante dn
rayon. de la sphére directrice.

Si Ton prend, sur chaque droite menée par lorigine, le centre de
gravité des trois points de rencontre avec une cubigne symétrigue donnée,
le lien de ce centre est la surface:

6xyz — b(x® + y* + %) = o.

(est une cubique symétrique a sphére directrice évanouissante.

Faisons varier la direction =, 3, y de facon que l'unc des racines
de Péquation en p ne change pas. Pour cela, il faut ct il suffit que
le produit a3y soit constant, et par suite les deux autres racines me
changent pas non plus. Il en résulte que:

Tout cone ayant son sonvmet & Uorigine et passant par une sphérosymné-
trique de la surface coupe celle-ci swivant dewr autres sphérosymétriques.

Observons encore ¢ue les deux racines, o et de l'éguation

33y
dérivée, substituées dans Péquation primitive, donnent respectivement au

Acta mathematica. 10, Imprimé le 14 Julllet 1887, 29
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. b
premier membre les valeurs ba® et b(ﬁ—;;a—gﬂz—g, dont le rapport est
7
I b* . , . T
1 ——pr La condition nécessaire et suffisante pour la réalité

des trois valeurs de p est que ce rapport soit négatif, ou bien que

:
2745y soit inférieur a # Comme on a toujours a* + 5* + " =1,
la valeur maxima de 272°43%p° est l'unité. Par conséquent, si b est su-
périeur &4 @ (autrement dit si les droites de la surface sont réelles) tous
les rayons vecteurs issus de l'origine rencontrent la surface en trois points
réels, Dans le cas contraire, ils rencontrent la surface en un ou trois
points, suivant qu’il sont d’'un coté ou de I'autre du cone circonscrit ayant
son sommet & l'origine. Si @ est imaginaire ce cone est également imagi-
naire, et tous les rayons vecteurs rencontrent la surface en un seul
point réel.

20. Si Pon cherche la section faite dans la surface par une sphere
de rayon R ayant son centre sur l'un des axes binaires, oz par exemple,
a une distance m de lorigine, on trouve que pour B = \m® + o* la
section se décompose en un cercle, situé dans le plan principal zoy, et une
conique sphérique projetée sur le méme plan suivant Uhyperbole équilatére
wy — mb. Par chaque point de la surface passent ainsi trois coniques
sphériques, situées sur trois sphéres dont chacune contient I'un des trois
cercles situés dans les plans principaux. Chacune de ces sphéres touche
la surface en quatre points situés sur le cercle correspondant. Pour
m? 4 a® = o, le rayon R sannule, et le centre de la sphére est un foyer.
Il y a ainsi six foyers, situés sur les axes binaires, aux points ol ils’
sont rencontrés par une sphére orthogonale et concentrique a la sphére
directrice. Si la sphére directrice est réelle, les foyers sont imaginaires,
et inversement. Pour les valeurs de m égales & — b + (3*—4?, la
conique sphérique se décompose en deux cercles imaginaires; on retrouve
ainsi les 24 cercles imaginaires dont il a déja été parlé. On voit en
méme temps qu'il existe, en dehors de la sphére directrice, douze sphéres,
réelles ou imaginaires, rencontrant chacune la surface suivant trois cercles,
dont deux imaginaires.

21. 11 est facile de trouver les trajectoires orthogonales des cu-
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biques symétriques possédant le méme tétraédre de référence. Les équa-

tions différentielles d’une telle courbe sont:

de  dy  dz
yz—be  w—by ay— bz

b désignant une constante. On les vérific en posant:

x = bkt sn(t + C)
Yy =—Ubikten(t + C)
2= —bit dn(¢ + C).

Dans ces formules, ¢ est une -—ariable auxiliaire, C est une constante
arbitraire, et & est le module, également arbitraire, des fonctions ellip-
tiques qui figurent dans les seconds membres. Les résultats sont réels
pourvu que ¢ et k soient réels, que k soit inférieur a lunité, et que C
goit égal a h + k', L étant réel et &' étant le module complémentaire
Vi— &

Il est également aisé de trouver les trajectoires orthogonales des cu-
biques symétriques qui possédent méme sphére directrice et mémes plans
principaux. Si l'on élimine le paramétre variable b entre les équations
différentielles précédentes et celle de la surface cubique, il vient:

xdx ydy zdz
ya+z2__m2__a2 z*+m“—y"——a’_x’+y’—-—zg——a,2

et T'on vérifie ces nouvelles équations en posant:
2 =a®+t+ %,
Y =at 1t 45,

d=a+t+L

Les constantes a, 3, r sont assujetties & la condition a + pf+r=o
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En éliminant ¢ de deux fagons différentes, on peut représenter une tra-
jectoire orthogonale par les deux équations:

B—re 4+ F—ay* + (@—p = o,
(@0® + B + 1)@’ + y* 4 2 — 3’ = 9@ + B 4+ 7).

Lorsque «, 5. y varient en restant infiniment petits du premier ordre,
les trajectoires restent infiniment voisines de la sphére z* 4 y* + 2* = 3a”.
Il résulte d’ailleurs des considérations exposées dans la premiére partie
que cette sphére coupe orthogonalement les surfaces cubiques dont la
sphére directricc a un rayon égal a a.

Le licu des trajectoires qui vérifient la condition:

I

n—pla+ (p—m)p+ (m—n)y= 5’
m, n, p désignant des constantes arbitraires, est la surface:

[(n—p)z® + (p —m)y® + (m — n)2*](z* + y* + 2° — 30°) =1

qui rencontre par suite orthogonalement la famille de surfaces cubiques
considérce.

22. La plus simple des surfaces cubiques symétriques est la sur-
face élémentaire zyz = p°, caractérisée par un tétraédre de référence in-
finiment petit et une sphére directrice infiniment grande. Sa réciproque,
relativement a une sphere centrale, est une surface de méme nature; en
prenant le rayon de la sphére égal & 3p, la surface coincide avec sa
réciproque. LElle jouit donc & la fois des propriétés générales des surfaces
élémentaires ct de celles de leurs réciproques. En outre, les plans tangents
communs & la surface cubique élémentaire et & une sphére centrale
touchent la surface élémentaire suivant une ligne le long de laquelle la
courbure totale est constante. Deux plans de symétrie perpendiculaires
interceptent sur chaque normale, a partir de son ‘pied, des longueurs
égales et de signes contraires. La surface élémentaire peut étre regardée
comme l'enveloppe d'un ellipsoide dont les trois plans principaux sont
fixes et dont le volume est constant; la surface élémentaire et I'ellipsoide
ont, au point de contact, mémes directions principales, et leurs rayons
de courbure en ce point sont proportionnels, mais tournés en sens con-
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1
= LCS

i

3v3
lignes asymptotiques ont pour équations, en appellant « ct 8 les racines
cubiques imaginaires de 'unité:

traires. Le rapport de proportionnalité est constant et égal a

2t + ay? + 15»3‘-’ == Const.,
w4 ﬂy‘l + a2 = Const.

Les lignes de courbure, trouvées par M. Serrer, se déduisent sans peine
de la connaissance des lignes asymptotiques, et sont déterminées par
I'équation:

[SIR%S

3
(" + By* + %) £ (@ + ay” + §27)" = Const.

La démonstration de toutes ces propriétés ne présente aucune difficulté.
23. Unc autre surface cubique symétrique qui mérite de fixer
I'attention est celle qui a pour équation, en coordonnées tétraédriques:

4w 0P wt=o0

et dont il a déja été parlé au n° 15. On va voir qu'il est possible de
déterminer, sous forme finie, les équations de ses lignes asymptotiques.
Nous allons méme résoudre ce probléme dans le cas général de la sur-
face tétraédrale symétrique simple d’ordre quelconque:

(I) t”l + /l‘ﬂl + 1)’)N + w‘"l — O
ot m est une constante arbitraire,' Par différentiation, on obtient:
Al u™ N du 4 0 dy - T dw = o

et cette équation est satisfaite pour tout déplacement d#¢, du, dv, dw
exécuté dans le plan tangent au point considéré. Si ce déplacement est
effectué suivant une direction asymptotique, il se trouve également dans

! M. DarBoux (Bulletin des sciences mathématiques, tome I) a ramené la

recherche des lignes asymptotiques des surfaces Axz™ + By™ + Cz™ + Di™ = 0 & l'inté-
\ dp’ doi

gration d une équation de la forme: d = K .

(;0 - Cl/)(‘() - b)(/) - C) (1’)1 - ”’>(4 1 b)(/’; - C)

Le procédé que nous indiquons ici ne nécessite pour. ainsi dire ancune intégration.
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le plan tangent au point ¢+ df, u + du, v 4+ dv, w 4+ dw, et l'on a
par suite:

(t + dty"'dt + (w + du)"'du + (v + dv)"'do + (w + dw)"‘dw = o,
d’ot Yon tire la nouvelle équation:
(2) PR 4wt du? - v de? - wm T dw? = o.
On a dailleurs la relation fondamentale:

(3) tdu+ v+ w="h

Si 'on peut trouver un systéme de valeurs de t, u, v, w satisfaisant
a la fols aux équations (1), (2) et (3), les lignes asymptotiques sont par
cela méme déterminées. Il suffit méme d’avoir deux relations homogenes
entre ¢, u, v, w vérifiant les équations (1) et (2); ces relations donneront
les rapports des quatre variables, et il sera ensuite aisé de trouver des va-
leurs absolucs compatibles avec l'équation (3). Occupons nous done des
équations (1) et (2), et posons:

"= 1% u" = U? o= V2, w" = W>
Ces équations deviennent:
(4) "+ U4+ VP4 W =o0
(5) al* + dU* + dV* + dW?* = o.
En mettant la seconde sous la forme:
(dT 4 dUYdT — idU) = — (dV 4+ idW)(dV — idW).
on apercoit la solution:

(6) T+ iU =—MV 4+ iW)

(7) IT—iU= (V—iW)

]

ol A est une constante arbitraire. Ces deux équations entrainent d’ail-
leurs 1'équation (4); ce sont donc les équations d'une ligne asymptotique
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de la surface. En faisant disparaitre les imaginaires, on parvient & la
suite de transformations faciles & la nouvelle équation:

()\2 + I)4(V?T‘1 + U?W?) + ()‘2___ I)4(W?T? + (]?V?)
+ 164 VW? + UT? = o.

Posant alors:
M= A+ 1)} N=—(Q—1) P = 447

et revenant aux variables ¢, u, v, w, on voit que la ligne asymptotique
est située sur la surface auxiliaire:

(8) Mi’(vmlm + umu)m) + N?(wmtm + uw11/.m) + P?(Um@l]m + um,m) — 0

avec la condition, imposée aux constantes M, N, P:

(9) M+ N+ P=o.
Par chaque point de la surface symétrique passent deux surfaces
(8), correspondant aux deux valeurs de %—I auxquelles conduit 1'élimina-

tion de P entre les équations (10) et (11), et pivotant autour des points
fixes communs aux trois Rurfacesz

U‘mtm + Hmwm — O,

w™i™ 4+ "™ = o,

™ 4 ™™ = o.

On obtient ainsi les deux lignes asymptotiques qui se croisent en chaque

point. T.es deux valeurs de i coincident lorsque I'on a:

(]O) (tm _+_ U™ + o™ + wm) Ztmum,vm . 4émumpmu}m = O.

La surface représentée par cette équation gencontre la surface donnée
(1) suivant 4 lignes planes, situées dans les faces du tétraédre de réfs-
rence, et formant la courbe parabolique de la surface (1). En outre,
elle peut étre regardée comme le lieu des points pour lesquels les deux

, M . . . .
valeurs du parameétre w qui figure dans l'équation (8) sont égales, et

par conséquent elle est I'enveloppe des surfaces (8).
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Chaque fois que m est commensurable, la surface tétraédrique est
algébrique et il en est de méme de ses lignes asymptotiques.

24. Lorsque la surface cubique symétrique contient les arétes d'un
tétracdre, chacunc de ces arétes coincide avec deux droites du premier
systéme, et I'équation devient alors:

(1) 21yz — a(x® + y* + &) + «* = o.

Les droites du second systéme coincident avec celles du premier. Chaque
sommet du tétracdre inscrit est un noeud de la surface. Les sections
taites pas des plans parallcles & xoy donnent, en projection sur ce plan,
un systéme de coniques inscrites dans un méme carré. L’équation de la
surface en coordonnées tétraédriques, est:

(2) A A 3—.:1:;

avee la condition habituelle:

t4+u+ v 4 w=h

Le tétracdre de référence est le symétrique, par rapport an centre,
de celui qui contient les droites de la surface; on peut dire que ces denx
totracdres sont complémentaires 'un de Pautre. Pour avoir 'équation de
la surface rapportée au tétracdre inscrit, il suffit de remplacer chaque

. . b o
coordonnée par son complément & ~, et il vient:

"

Cest la forme connue de l'équation de la surface réciproque de celle de
Steiver. On en conclut, en vertu du paragraphe précédent, que les lignes
asymptotiques se trouvent sur les guadriques:

(4) M*ww + of) + N*(ue + wt) + P*ut 4+ vw) =0

pourvu que M + N + P soit égal & zéro.'

' (e résultat a été obtenu par M. LAGUERRE, dans ses belles recherches analytiques
sur la surface réciproque de la surface de STEINER (Nouvelles Annales de mathé
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L’équation (4) se déduit de I'équation (8) du paragraphe précédent
en faisant m = 1. On conclut de li, sans nouveau calcul, que la fa-
mille de quadriques a pour enveloppe la surface:

(3) (vt 4 uew)(wt 4+ wv) + (v + ww)(vw + i)
+ (U'w + ut)(wt + uv) = O.

Ce qui, en tenant compte de la relation ¢{ + u + v + w = h, peut se
mettre sous la forme:

(6) i+

I
w

Si I'on revient au tétraédre de référence primitif en remplacant ¢ par
h

S—1t, u par g—u, etc., I'équation (6) ne change pas. Or, avec ce té-
traédre la surface cubique a pour équation (2), et les formules du § 14
montrent alors que l'équation (6) représente le hessien de la surface
cubique. Donec:

L'enveloppe des quadriques coupant la surface cubique suivant ses lignes
asymptotiques est le hessien de cette surface; ce hessien a méme équation par
rapport au tétraédre inscrit et par rapport au tétraédre complémentairve. 1l
Jouit de la symétrie cuboctaédrique.

On peut remarquer aussi que si deuxr cubiques symétriques sont cir-
conscrites & deux tétraédres complémentaires, elles ont méme hessien, et leurs
lignes asymptotiques se trouvent sur les mémes quadriques, passant par les
sommets des deux tétraédres.

Sans insister sur les autres propriétés de la surface cubique cir-
conscrite & un tétraédre, nous allons indiquer comment son équation peut
se mettre sous la forme de déterminant, qui a servi de point de départ

matiques, 1872), comme application de la théorie des formes biguadratiques simultanées.
Le méme auteur 1'a établi par une autre voie dans son article Sur la représentation sur
un plan de la surface du 3° ordre qui est la réciproque de la surface de STEINER, in-
séré au tome I du Bulletin de la société mathématique de France.

dcta mathematica. 10. Imprimé le 16 Juillet 1887. 80
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aux recherches de M. Lacuerre. Considérons les cinq fonctions li-

neaires:

a=T+ U4+ V+ W,

b= AT + BU + CV + DW,

¢ = AT + B'U + C*V + D*W,

d = AT 4+ B’U + C*V + D*W,

e = AT 4+ B'U + C*'V + D*W,-
ou 4, B, C, D sont quatre constantes, et posons:

— (B— C)'(C — D}(D — By X ¢,
(

(4 — Dy(D — C)*(C — A)* X u,
= (4—B)(B—D)’(D — 4)" X v,
W= (4— B}B—C*(C—A)’ X w,
1" = (4 — B)(4 — 0)*(4 — D)*(B — C)*(B— D)*(C — D)},

T
U
v

il vient:
a b ¢
b ¢ d| = MZtuv.
c d e
I’équation
el lee
est donc équivalente a:
a b ¢
b ¢ d|=o.
c d e

2b. La surface de STEINER, réciproque de la précédente, a été telle-
ment étudiée qu'il serait superflu de revenir sur ce sujet. Observons
seulement qu’en mettant son équation sous la forme:

Vi + Va4 Vo + yw = o
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les formules du n° 23 dounent immédiatement ses lignes asymptotiques.
Ces lignes ont été déterminées par Cresscu (Journal de CRELLE, 1867)
en faisant intervenir la représentation de la surface sur un plan.

26. Une autre surface remarquable du 4°™ ordre, pourvue de la
symeétrie tétraédrique, est celle quon déduit de la cubique symétrique &
point isotrope:

2XYZ 4+ b(X' 4 T* + 2% = o

en prenant cette derniére surface comme lieu des centres d’une sphére
mobile qui coupe orthogonalement une sphére centrale fixe, et cherchant
l'enveloppe de la sphére mobile. Si R est le rayon de la sphére fixe,
les formules de transformation, données par M. DarBoux dans .son
ouvrage déja cité au § 10, sont:

. 2R’z Y — 2R%y 7 - 2Rz
byt + RY T2ty S+ B ey R

I1 vient ainsi:
4Rmyz — b(2* + y* + )=’ + 9 + 2 + R”) = o.

Cette surface, anallagmatique par rapport a la sphére fixe, différe essen-
tiellement des surfaces anallagmatiques ordinaires du 4°™° ordre, autre-
ment dit des cyclides. Au lieu d'étre anallagmatique par rapport a 5
spheres, elle jouit de cette propriété par rapport a 6 plans et a une
sPhe‘fe. Au lieu d’admettre le cercle de linfini comme ligne double,
elle est tangente au plan de linfini le long de ce cercle, qui fait par
conséquent partie de la courbe parabolique et constitue une ligne de
courbure singuliére. Elle possede en outre a 'origine un point isotrope.

27. La plupart des surfaces tétraédriques dont nous avons parlé
jusqu'ici rentrent dans le type général xzyz = f(z’ + y* + 2°). Ce sont
des surfaces binaires, jouissant comme telles des propriétés établies au n° 5.
Parmi les surfaces qui n'appartiennent pas a ce type nous mentionnerons
la surface:

Y2 4 2’2 + 27y’ — 2azy2 = O

dont parle M. Tisseranp, dans son Recueil complémentaire d'exercices sur
le calcul infinitésimal, et qui est coupée suivant quatre cercles par la
sphére x* + y* 4+ 2’ = a’.
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Comme exemple de surface transcendante, citons la surface binaire
myz = e D dont 'équation se raméne a la forme XYZ = 1 en
posant X = wxe”, ¥V = ye”’, Z = z¢”.

Troisiéme partie. Surfaces du type cuboctaédrique.

28. Le type cuboctaédrique est caractérisé par g plans de symé-
trie, savoir les trois faces d'un triédre trirectangle et les 6 plans bissec-
teurs de ce triedre. Les faces du triédre sont paralléles a celles da cube.
Les six autres plans contiennent chacun deux arétes paralléles du méme
polyédre. L’existence de ces plans de symétrie entraine celle d'un centre,
de 3 axes quaternaires (les arétes du triédre trirectangle), de 4 axes
ternaires (les diagonales du cube), de 6 axes binaires (joignant chacun
les milieux de deux arétes paralléles du cube). Les faces de l'octaédre
conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires.

Prenons comme axes de coordonnées les 3 axes quaternaires. Toute
équation ¢(z?, y’, 2’) = o dont le premier membre est une fonction
symétrique des carrés des variables représente évidemment une surface
cuboctaédrique. Pour former méthodiquement les équations de ce genre
d’aprés notre procédé général, nous devons remarquer que les trois plans
de coordonnées, que nous appellerons plans principaux, sont des plans de
symétrie, ce qui nous empéche de prendre comme élément symétrique
le produit zyz; mais nous pouvons prendre le carré z’y’2”. Le produit
des distances aux plans perpendiculaires aux axes quaternaires (plans di-
recteurs) fournit un autre élément. Nous prendrons donc:

M = z*y’2?

N = g* 4 y* + 2* — 29’2 — 22°2° — 22%y";
et l'équation générale des surfaces cuboctaédriques ne différe par suite
de celle des surfaces tétraédriques que par l'absence des puissances im-
paires de ayz. On aurait pu énoncer immédiatement ce résultat, en se

rappelant qu'on passe d'un systéme & l'autre par l'addition d'un centre
de symétrie. Les deux éléments M et N ont pour ordres m = 6, n = 4,
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d’out Yon tire m + n— 1 = 9. Clest le nombre des plans de symétrie
du cube, et I'on se trouve ainsi dans le cas examiné au n° 2.

La surface cuboctaédrique différente d'une sphére est au minimum
du 4° degré. En désignant par 4, B, C, 4’, B, ¢, 4", B",(", une
suite de constantes et posant z® + y* + 2° = p? l'équation de la guar-
lique symétrigue peut se mettre indifféremment sous l'une ou l'autre des
formes suivantes:

(1) z* 4 y* + ' — 2y’2" — 22%2> — 227y" 4 Ap* + 2Bp’ + C = o0

(2) 2t yt 42+ Ap* + 2Bp*+ C =o0
<3> x‘zy‘z + y2z‘l + 52x‘) + A”/O4 + ZBHIO‘) + (/v: = 0.
Remarquons que, pour une méme surface, 'on a %: % = % Con-

sidérons la troisiéme forme, et supposons qu'on coupe la surface par un
plan 2 = h, h étant déterminé au moyen de la. condition:

R*(1 4+ 447" + 4B'R* + 4B"* — 44"C" = o.

La section se décompose en deux coniques ayant des équations de la
forme:
zy + m(z® + y* + n) = o.

Ce sont deux coniques égales, ayant en commun deux diameétres rect-
angulaires égaux situés dans les plans zox, z0y. Une seule de ces’ co-
niques suffit d’ailleurs & déterminer la surface, et, comme ses équations
dépendent de paramétres (k, m, n) qui sont en méme nombre que dans
T'équation de la surface, la conique peut étre choisie arbitrairement parmi
celles qui occupent la situation indiquée. En conséquence:

La quartique symétrigue' peut étre engendrée par une sphérosymétrique
du 8° ordre, assujeltie & S appuyer constamment sur une ‘conique paralléle
& lun des plans principaux et symétrique par rapport & deux plans diago-
naur. du cube.

29. Une sphérosymétrique du 8*™ ordre a deux équations qu'on
peut écrire: ‘

x4 y* + 2 = Const.

z* + y* + #* = Const,
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On vérifie sans peine qu'elle est orthogonale a tous les cones:
a b ¢
— —_ — = 0
it 7 + 5

pourvu que la somme a + b 4 ¢ soit nulle.

Ces cones passent par les diagonales du cube et admettent les axes
quaternaires comme lignes doubles. Suivant une expression déja employée,
ce sont les cones inverses de ceux qui sont normaux aux sphérosymé-
triques du 6°™ ordre. Toute surface cuboctaédrique binaire, c'est & dire
ayant une équation indépendante de 1'élément z’y’z?% est une trajectoire
orthogonale de cette famille de cones.

30. L’équation de la quartique symétrique peut s'écrire, comme
on l'a vu: .

N + A4p* + 2Bp® + C = o.

Soient a’, b’ les racines (positives ou négatives) du trinome Ap*-+ 2Bp*4-C.
On peut encore écrire:

Cty+aety—2ao—y+ ) —r+y+a=A("— ") p*—b)

et la surface est par conséquent le lieu de lintersection des deux qua-
driques:

@+y+ A ot+y—2) = AAp*—a’)

(1) r
@C—y+a—ztyt+a= ;0 —10)

A étant un paramétre arbitraire. On remarque que les sections cycliques
centrales de ces deux faisceaux de quadriques sont invariables, et que
les plans cycliques de l'un des faisceaux sont symétriques de ceux de
lautre par rapport au plan zoz. Toutes ces quadriques ont mémes
plans principaux. La correspondance peut étre définie géométriquement
par la condition que la courbe d’intersection s’appuie sur la conique
trouvée au n° 28.

L'intersection de deux surfaces du second ordre concentriques ap-
partient & trois cylindres; c’est la courbe 4 laquelle Frezier et DE LA
GourNerig ont donné le mnom d'ellipsimbre, Si les deux surfaces ont
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mémes plans principaux, P'ellipsimbre admet ces plans comme plans de
symétrie, et peut étre appelée ellipsimbre symétrigue. On voit, par-ece qui
précede, que:

Toute quartique symétrique est le liew d'une ellipsimbre symétrique assu-
Jettie: 1° a sappuyer sur quatre cercles fixes, concentriques, et égaux deux
& deux, symétriquement placés par rapport aux plans principauz de el
lipsimbre; 2° a rencontrer en méme lemps une conique paralléle & lun de
ces plans. et symétrique par rapport auxr deur autres.

L'ellipsimbre (1) rapportée a ses plans principaux, a pour équations:

20 — 2 = AA(x® + y* + 2F — a?),

(2) ;
2y® — 2% = }(x“’ + 9y’ + 2 — b7

Elle est située sur le cone:

[20® + AA(a® — bY)]2® + AA[a® — b° — 2a%]y’
+ [dA%a® — AM(a® 4 b)) — 8°]2* = o

qui coupe la surface: suivant une seconde ellipsimbre. Pour les valeurs
de 1 qui annulent I'un des coefficients, le cone se décompose en deux plans,
et les deux ellipsimbres se décomposent chacune en deux coniques situées
sur la surface. Abstraction faite des valeurs o et co de A, qui cor-
respondent aux sections circulaires, la décomposition a lieu en posant
Pune des conditions:

2b? 3 e a® —b*

=—————_A(b2—"a2)’ 2at ’

A ANa® — AX(a® + b*) —b® = o.

On trouve ainsi 8 plans rencontrant chacun la surface suivant deux
coniques. Les quatre premiers passent chacun par un axe binaire, les
quatre derniers, par un axe quaternaire. Chacun de ces plans touche la
surface aux quatre points de rencontre des deux coniques qu'il renferme.
Par chaque axe binaire, on peut ainsi faire passer deux plans quadri-
tangents; par chaque axe quaternaire, on peut en faire passer quatre.
Il y a par suite 24 plans quadritangents déterminant 48 coniques de la
surface.
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il ne peut exister d'autres plans passant par le centre et coupant
la surface suivant deux coniques. En effet, si on rend l'équation de la
surface homogéne par lintroduction d'une variable auxiliaire £, le lieu
des points pour lesquels le plan tangent passe par l'origine s'obtient en
égalant & zéro la dérivée par rapport a ¢{. IL’équation (1) du n° 28
donne ainsi- Bp® 4 C = o. " Le cone central circonscrit & la surface la
touche donc suivant une courbe sphérique (sphérosymétrique). Ce cone
est du quatriéme ordre, et sa trace sur un plan quelconque est une
quartique plane. Tout plan quadritangent passant par le centre a pour
trace, sur le méme plan, une bitangente de cette quartique. Comme
une quartique a 28 bitangentes, il y a 28 plans quadritangents. Or
nous connaissons précisément 28 plans de cette nature, & savoir les 24
plans dont il a été question ci dessus, et les quatre plans perpendicu-
laires aux axes ternaires (ceux-ci, coupant chacun la surface suivant 2.
cercles concentriques, sont bitangents en deux points du cercle de l'infini).

31. Tout plan central coupe le cone central circonscrit suivant 4
droites, bitangentes & la section de la surface par le méme plan. Si
a=0, §=0, y =0, d =0 sont les équations des 4 droites rapportées
4 deux axes rectangulaires menés par l'origine dans le plan sécant, et si
R est le rayon de la sphérosymétrique de contact, I'équation de la
section est de la forme:

S 2 702
affyo = (p* — R%)

qui rentre dans la forme canonique donnée par PrLCckER pour I'équation
des quartiques en général, savoir:

afyo = Ve,
V étant une conique, et a, f§, y, J, quatre droites généralement non
concourantes. On remarque que les sections centrales jouissent d’'une pro-
priété projective, consistant en ce qu’elles ont quatre bitangentes con-

courantes. En partant de la forme canonique, il est facile de trouver
les autres bitangentes d’une quartique. Il suffit d'écrire l'identité:

0o + 2pV + paf) = (V + paf)’,
et de déterminer ux de maniére que la conique:

70 + 2pV + p’af = o
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se décompose en deux droites p, ¢. L’équation prend alors la forme:

afpg = (V + pap)’

et par conséquent p et g sont deux bitangentes.

D’une maniére générale, lorsque €|, C,, C, sont trois coniques quel-
conques, équation en p exprimant que C, + 2xC, + p*C, se décompose
en deux facteurs linéaires est du 6*"¢ degré. Mais ici, il y a une racine
nulle et une infinie, correspondant aux deux couples a3 et ;0. On n'a
donc en réalité a résoudre qu’une équation du 4°™° degré, déterminant 3
couples de bitangentes. Chaque couple se compose évidemment de deux
droites symétriques par rapport au centre. Les 4 droites a, §, y, ¢
pouvant se grouper en deux couples de 3 maniéres différentes, on peut,
de 3 maniéres, trouver 8 couples de bitangentes, soit en tout 24, qui,
avec les 4 droites a, 3, y, & complétent le nombre total. Toute bitan-
gente de la quartique symétrique étant bitangente a une section centrale,
la méthode précédente conduit & la détermination compléte des bitangentes
de la surface.

32. L'équation de la quartique symétrique ne renfermant gue des
puissances paires des coordonnées, on est naturellement amené a poser:

7)2:X, 3/2=Y, Z?=Z,

ce qui établit une correspondance entre les points de cette surface et ceux
d'une surface de révolution du second degré. A chaque point de celle-ci
correspondent, sur la quartique, les 8 sommets d'un cube. La surface
du second ordre est de révolution autour de l'axe ternaire X = Y = Z.
A ses paralléles correspondent les sphérosymétriques; a ses plans tangents
correspondent des surfaces du second degré coupant la quartique suivant
deux ellipsimbres; & ses deux systémes de génératrices rectilignes corres-
pondent deux systémes d’ellipsimbres, et ainsi de suite. Les ellipsimbres
que nous rencontrons ici ont leurs plans principaux paralléles aux faces
du cube; elles différent donc de celles que nous avons déterminées pré-
cédemment, et qui avaient deux plans de symétrie passant par les arétes
du cube.

33. Toute surface douée de la symétrie tétraédrique est repré-
gentée, en coordonnées tétraédrales, par une équation ¢(f, u, v, w) = o

Acta mathematica. 10. Imprimé le 3 Aohit 1887, 31
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symétrique par rapport aux coordonnées. Pour que la méme surface
jouisse de la symétrie cuboctaédrique, il faut et il suffit qu'elle posséde
un centre, et par suite que l'équation reste vérifiée quand on remplace

h ’ ’ \ ¥ Je
t, w, v, w par - —t, ete., L étant la hauteur du tétraédre de référence.

I/ \ "
Posons ‘—:—t =T, Z——u = U, ete, don 27 =o0. Les quantités

T, U, V, W changent de signe sans changer de valeur absolue par la
substitution dont il s’agit. La condition pour que la surface soit cuboc-
taédrique est donc que le premier membre de son équation soit une
fonction paire ou impaire de 7, U, ¥V, W, symétrique par rapport a ces
variables. Le produit TUVW n’est autre chose que I'élément symétrique
du 4°" ordre. On a d'ailleurs z® 4 y* + 2° =§ZT2. L’équation géné-

rale de la quartique symétrique est done
TUVW + A(XTY? + 2B(ZTY + C =0

avec la condition X7 = o.
On peut aussi introduire les trois fonctions:

w4+ vw = X, w4 ww = p, tw + wo =y,

rencontrées déja au n° 24. En vertu de lidentité:
A=tu + vw=TU + VW—I-’—;—

4 est une fonction paire de T, U, V, W. 1l en est de méme de p et
v. D’aprés cela, toute équation ¢(4, g, v) = o dont le premier membre
est une fonction symétrique, entiere et de degré n, par rapport a 4, p, v,
représente une surface cuboctaédrique de degré 2m. Llexpression de A
en coordonnées cartésiennes est:

A=Z(@"—y*—2" —.I‘—%h’.

wiNn

La surface A = 0 est un hyperboloide & une nappe, de révolution autour
de l'axe des z, ct dont les génératrices se coupent & angle droit sur le
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cercle de gorge. Cette surface contient les diagonales de quatre faces
d'un cube. Sa méridienne est une hyperbole équilatére, et on peut I'ap-
peler hyperboloide équilatére.

Posons:

(xa + yz + 22) —-]97.

_2
¥ =3

Nous avons l'identité:
(1) A+/z+u+¢=%k’-——p’.

Nous pouvons considérer A, pu, v, ¢ comme des coordonnées quadratiques
égales aux puissances d’un point par rapport a unc sphére centrale et a
trois hyperboloides équilatéres. Dans ce systéme, l'équation:

(2) At 47 = Qg

ot § est une constante arbitraire, est I'équation générale des quartiques
symétriques; car clle dépend de trois constantes arbitraires, savoir la
hauteur % du tétraédre de référence, le rayon de la sphére centrale (ou,
ce qui revient au méme, la constante p), enfin le coefficient @. L’intérét
principal de cette forme d’équation consiste dans le rapprochement qu’elle
établit entre les quartiques symétriques et les anallagmatiques du 4
ordre. Celles-ci en effet, comme 1'a montré M. DarBoux, peuvent se
représenter par une équation de la forme:

AS?+AISI?+AIISI"]+AIHSI/I?:_O’

ou §, .8, §”, §” sont les puissances par rapport a 4 spheres. Ici, 3
des sphéres sont remplacées par des hyperboloides équilatéres, genre de
surfaces qui ne difféere de la sphére que par le signe du carré de l'un
des axes. Seulement il convient de remarquer qu'en remplacant les trois
hyperboloides par les sphéres conjuguées, on aurait ici quatre sphéres
concentriques, et l'équation obtenue représenterait deux sphéres égale-
ment concentriques. |
L’équation d’une surfice étant mise sous la forme précédente, on
peut remplacer A, p, 2 par A4 a, p + a, v + a ¢t ¢ par ¢ 4 3, puis
chercher quelles valeurs il faut attribuer aux constantes a et 8 pour que
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la forme d’¢équation soit conservée. En posant pour abréger P = %/ﬁ —
on trouve:
ﬂ 2P 2PQ
= — g — — ————— .
1—3Q’ 1— 3¢

Si donc @ est difféerent de —;, la forme réduite peut étre obtenue de

deux manieres différentes.
Par la combinaison des équations (1) et (2), il vient:

200 + v + w) = PP —2P¢ + (1 — Q)¢

Le premier membre, égalé & zéro, représente {voir n° 24) le hessien de la
surface cubique symétrique circonscrite au tétracdre de référence. La
surface se réduit & cc hessien si l'on a & la fois P =0 et @ = 1.

P = o revient a dire que la spheére centrale a pour rayon ih, c'est a

dire qu'elle est circonscrite au tétracdre de référence. Cette condition

étant supposée remplie, le hessien a pour équation quadratique:
)(‘1_*_#2_*_”2:5&2.

34. On arrive a une forme d’équation cencore plus simple en sub-
stituant aux 3 hyperboloides équilatéres les trois surfaces de révolution
obtenues en égalant & zéro les trois fonctions:

a’ + Bl + %)+ =12,
) W+ B+ 2 + 1=
w’ + B+ ) + =,

L’équation:
A? + #‘I _|_ V? — k

A
k&
symétrique la plus générale. En cherchant a l'identifier avec I'équation
ordinaire:

dépend des trois constantes - T et représente par suite la quartique

N + Ap* + 2Bp* + C = o,

on trouve que la réduction peut se faire de deux maniéres différentes.



Sur les surfaces possédant les mémes plans de symétrie que 1'un des polyedres réguliers. 245

Les deux transformations sont ensemble réelles ou imaginaires, suivant

que le cone asymptotique est imaginaire ou réel. Les deux transforma-

. . . \ 1 . . e .
tions s¢ réduigent a une scule pour 4 = 33 Wals alors le coetficient p cst

infini ou indéterminé. Lorsque les deux transformations sont réelles, 4

.. \ I ye .
est supeéricur a 3 S'il est compris entre 1 et 3, l'un des systémes de

quadriques (1) se compose d'ellipsoides, et V'autre d’hyperboloides. Dans
le cas contraire, les deux systémes se composent d'ellipsoides. Les ellip-
soides ne sont réels que si B est négatif.

3b. Cherchons maintenant les droites réelles qui peuvent appar-
tenir & la quartique symétrique. D’aprés ce qui a été dit au n° 7, ces
droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie. On peut le voir
aussi au moyen des résultats établis au n° 30. En effet, la droite D,
symétrique d'une droite D par rapport au centre, appartient en méme
temps qu'elle & la surface, et les deux droites déterminent un plan central
P qui coupe la surface suivant deux coniques (dont l'une formée par
les deux droites). Ce plan contient donc soit un axe binaire, soit un
axe quaternaire, ce qui exige qu'il soit normal & un plan de symétric
/1. 11 coupe par suite les plans directeurs suivant des droites symétri-
quement placées par rapport a la trace du plan de symétrie; la droite
D, étant assujettie & couper ces mémes droites en des points situés sur
les circonférences déterminées par le plan P dans les sphéres directrices,
est évidemment perpendiculaire au plan de symétrie /1.

Considérons d’abord une droite perpendiculaire 4 l'un des plans prin-
cipaux, et paralléle par conséquent & l'un des axes quaternaires, oz par
exemple’ Soient # = a, y = 3 ses équations. Portant ces valeurs de z
¢t de y dans l'équation de la surface mise sous la formne (1) du n° 28,
et annulant les coefficients des différentes puissances de 2, nous avons
les conditions:

A= —1

B2 + ),
B* 4+ C = 4a*3"
La condition 4 = — 1 réduit I'équation du cone asymptotique &

2yt + yiet 2t = 0;
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ce cone n'admet donc pas d’autres génératrices réelles que les axes qua-
ternaires. Les deux autres conditions montrent que, pour la réalité de «
et 3, on doit avoir:

B> o,

3B* 4+ 4C < o.
Soient P, et P, les carrés des rayons des sphires directrices. On- a:

2B

P4+ P =—2

NS

et PP, =

Faisant 4 = — 1, et tenant compte de ces relations, les inégalités pré-
cédentes deviennent:

2 )

P+ P, > o,

< l)2><[ P2> <o
P\ P '
) \ P2 . . o . . I
D’apres ccla, le rapport 7 doit étre positif et compris entre 3 et 3 P
1
et P, doivent étre tous les deux positifs. De cette discussion on conclut,
cu égard a la symétrie de la surface, que:

1

La quartique symétrique contient 24 droites paralléles aux axes qua-
ternaires lorsque som cone asymptotique se réduit o ces axes. Les 24 droites
sont réelles si les sphéres directrices sont réelles, et sile carré du plus grand
rayon est inférieur a trois fois le carré du plus petit; autrement dit, si les
faces du cube inscrit dans la plus grande sphére remcontrent réellement la
plus petite.

Il est évident que les 24 droites sont disposées suivant,

Fig. 3. 6 carrés, placés sur les faces d’un cube, comme I'indique
A/ la fig. 3. Par chaque droite, on peut faire passer, outre
deux plans paralléles aux faces du cube, cing plans qui
contiennent chacun une seconde droite et déterminent autant
de coniques de la surface; ce sont des plans quatritangents.
Il existe 60 plans de cette nature, qui font connaitre 60
coniques. Parmi les 5 plans qui passent par l'une des droites, il y a
un plan central. On a ainsi 12 plans centraux quatritangents; ce sont
les 12 plans, contenant chacun un axe quaternaire, trouvés déja au n° 30.




Sur les surfaces possédant les mémes plans de symétrie que 'un des polyddres réguliers. 247

Il y a deux cubes passant par les 24 droites; les demics longueurs
de leurs arétes sont les quantités o et A. Ces deux cubes se confondent
quand on prend 3P, = P, ce qui exprime que le cube circonscrit &
l'une des sphéres directrices est inscrit & lautre. Les 24 droites se ré-
duisent alors aux 12 ardtes d'un cube, et celles-ci sont tangentes & la
plus petite sphére directrice. ILa surface posséde dans ce cas 8 points
coniques (les sommets du cube). Son équation peut s'écrire:

ny?—l-y?Z?+2’2x2——2a?(x2+y2+ Z?) + 3&420-

36. Considérons actuellement une droite perpendiculaire & I'un des
plans diagonaux du cube, et parallcle par conséquent 2 un axe binaire.
Ses équations sont, par exemple:

Y= + a, z=f.

Portant dans I'équation de la surface, et écrivant que I'équation en z est
identiquement satisfaite, il vient:

A =o,

2 C 3
=
2. P, 1p
p= 4B+4

Remarquons qu’en vertu de la condition 4 = o, 'une des sphéres

directrices disparait a linfini et le rayon R de lautre sphére satisfait &
la relation:

2BR* 4+ C=o0
d’ou
2
3B
2 2
-
- 2 — =
a® + 38 = 2R’

Il faut done, pour la réalité de la droite considérée, que la sphére di-
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rectrice unique soit réclle. II faut en outre que I3 soit compris entre

2 2

— 2R? et

Si ces conditions sont remplies, la surface posséde 24

droites réelles, disposées en facettes triangulaires sur les

Fig. 4. sommets d'un cube (fig. 4). La demic aréte de ce cube
. , : R*  R? R 2 .
est égale a 3, et 'on a ﬂ“<_2.+€, ou ﬂ<—\7\z-, ce qui

) 3

veut dire que les cotés des carrés inscrits dans les faces du
cube rencontrent réellement la sphére directrice. On peut
également placer les 24 droites sur les faces d'un octacdre

Fig. s.
régulier (fig. 5).
V Les 24 droites se réduisent aux 12 arétes de loc-
taédre régulier lorsqu'elles rencontrent les axes quaternaires,
7 ce qui a lieu pour = o0, dout B= — 2R’ L'équation

de la surface circonscrite &4 un octacdre régulier est done:
ot 4yt ot —2xty? — 2y — 22% — 4R¥(e* 4+ ' + ) 4 4R =o.

Cette surface posséde 6 points coniques. Sa sphére directrice, de rayon
R, touche les 12 droites, arétes de l'octacdre; résultat facile & prévoir,
car les milieux de ces arétes se trouvent sur les plans dirccteurs.

. .. , . 2R?
Lorsque B atteint sa limite supérieure = Ton a a = o et la sur-

face contient les diagonales des faces d’un cube, c'est a dire les arétes
de deux tétraédres complémentaires. Nous l'appellerons surface bitétra-
édrique. Cette surface a 8 points coniques. Son équation est:

rt 4yt 2t — 2x?yt — 2yt — 2272 4+ %’Rr"(;r? 4 9yt 4+ 27 ——%‘R" = o.

. A ’ 1 ’ 1 2R . . 1
La demie aréte de chaque tétraédre est égale & —=. Si l'on considére
V3

une sphére interceptant sur chaque aréte du tétraédre une longueur égale
a la moitié de cette aréte, son rayon est

2R* | R

\/ + —=R;

3 3
c'est donc la sphére dircetrice, résultat qu'on obtiendrait immédiatement
en se rappelant que la sphére directrice passe par les intersections des
droites de la surface avec les plans directeurs.
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La hauteur . de chaque tétracdre est égale & son aréte multiplice

2 . . 4aRyz , . ;o
par \/-7, ou bien a ,‘L,\L__ IVéquation de la surface peut donc ¢’écrire:
3 3

oyt 2 — 2yt — 2yt — 227

R

En prenant I'un des tétraédres comme tétracdre de référence, il vient:
1+ I n 1 4. 1 4
t T v D w b

On reconnait le hessien de la surface cubique symétrique circonscrite au
tétracdre (voir n° 24).

Done: la bitétraédrique est la surface hessienne de la cubique symé-
trique civconscrite a Uun ouw Uaulre de ses (étracdres inscrits.

Il est facile de voir que chaque face du cube touche la surface
tout le long des deux diagonales. D’aprés cela, toute scction plane de
la surface admet pour bitangentes les traces des 6 faces du cube; ces
bitangentes sont paralléles deux & deux. D’aprés ce qui a ¢été dit au
n° 24, la méme surface peut étre régardée comme Penveloppe du faisceau
de quadriques:

M*¥uw + vt) + N*(uv + wt) + P*(ut + vw) = o, (M + N+ P = o)
ou hien:
(M — N* — P)a? + (— M® 4 N*— I?)y*
+ (— M — N* P22 + JY(MP + N* 4 1) = o.

Ce sont des hyperboloides rectangles.
L’équation de la surface bitétraédrique peut encore s'écrire:

Vet —a® + vy —a* + it —a* = 0O,

’ . A 2 . . ’
a représentant la demie aréte (R \é) du cube circonscrit aux deux té-

traédres.

Acta mathematica. 10. Imprimé le 3 Aoft 1887.

<2
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37. Une surface du 4*™ degré, sans points singuliers, posséde
3200 plans tritangents, dont nous allons chercher la disposition sur la
quartique symétrique. Les plans tangents perpendiculaires & un plan
de symétrie peuvent se déterminer en prenant ce plan comme plan des
ry et joignant a I'équation f(x, y, 2*) = o de la surface I'équation

f(2) = 2efale, y, #) = o.

Si on laisse de c6té la solution z = o, qui donne des points de contact
situés dans le plan de symétrie, le cylindre enveloppé par les plans
tangents considérés a pour trace la courbe obtenue en éliminant z* entre
% = 0; c’est une courbe du 4™ degré. Cha-
que tangente a cettc courbe est la trace d'un plan tangent qui touche
la surface en deux points symétriques par rapport au plan des ay, cest
a dire d’un plan bitangent. Chaque bitangente est la trace d’un plan
quatritangent; aux 28 bitangentes de la courbe correspondent ainsi 28

les deux équations f = o,

plans quatritangents de la surface. Les 9 plans de symétrie déterminent
d'aprés cela 9 X 28 = 252 plans quatritangents, mais ces plans ne sont
pas tous distincts. D’abord, il y a 4 plans quatritangents perpendicu-
lnires a chaque axe quaternaire, car on obtient par exemple les plans
de ce genre perpendiculaires & oz en éliminant 2 et y* entre I'équation
de la surface et ses ‘deux dérivées partielles relatives & z et y, débar-
rassées des solutions z = y = 0, et il vient ainsi une équation bicarrée
en z. Chaque plan perpendiculaire &4 oz, étant perpendiculaire & 4 plans
de symétrie, compte pour 4 dans 1’énumération précédente, et il y a de
ce chef 48 plans quatritangents qui se réduisent & 12. Chaque axe bi-
naire est également perpendiculaire &4 4 plans quatritangents; ceux la,
étant perpendiculaires chacun & 2 plans de symétrie, comptent pour 2,
et il en résulte qu'il y a 4 plans quatritangents se réduisant a 12 di-
stincts. Lnfin, chaque plan directeur, coupant la surface suivant deux
cercles concentriques, est un plan quatritangent & Iinfini, perpendiculaire
a trois plans de symétrie, et compte par conséquent pour trois. On.a
ainsi:

12 plans comptant pour 48

12y » » 24

4 > » » 12

28 » » » 84
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Il reste 252 — 84 = 168 plans quatritangents perpendiculairés a un seul
plan de symétrie, et l'on a au total 168 + 28 = 196 plans quatri-
tangents distincts, équivalant & 196 X 4 = 784 plans quatritangents.
En dehors de ceux-ci, on doit avoir encore 3200 — 784 = 2416 plans
tritangents, déterminant autant de quartiques unicursales. Il est aisé de
voir que chaque axe ternaire est perpendiculaire 4 4 plans tritangents,
ce qui en donne 16. Les autres sont au nombre de 2400. Le polyédre
général qui jouit de la symétrie cubique ayant 48 faces (hexoctaédre),
on voit en définitive qu’il doit y avoir 50 hexoctaédres symétriques dont
toutes les faces sont des plans tritangents.

38. Les points nodaux de la quartique symétrique s'obtiecnnent
en partant de l'équation rendue homogeéne:

ot 4yt 2t — 2y — 2227 — 227y’ + Ap* + 2B’ + Ct* =0
et égalant & zéro les quatre dérivées partielles, ce qui donne:
x( 2'—y'— 2" 4 dp’ + Dt*) = o,
Yy(—a* + y* — 2" + dp® + Bt*) = o,
2(—x’ —y' 4 24 Ap’ + Bt*) = o,
t(Bp® + C¢*) = o.

La derni¢re équation montre que les points cherchés se trouvent
soit sur le plan de l'infini, soit sur la sphére Bp® 4 C = o, orthogonale
a la surface. Considérons d’abord les points & distance finie. On peut
faire les hypothéses suivantes:

1°°. s =ys==2z=0, dou p=o0 ct par suite C=o0. On a un
point isotrope & l'origine. Clest le cas ou l'une des sphéres directrices

est évanouissante.

2°. x=y =0, 2=p. Il vient alors:

(1 + 4)p*> + B =o,
Bp*+ C=o0

dot B’— AC = C. La surface posséde 6 nocuds (sommets d'un oc-
tuédre régulier). En chacun d'eux, le cone des tangentes, étant assujetti
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A lu symétrie quaternaire, ¢st un cone de révolution. Si I'on a en méme
temps 4 = o, d'ot € = B’ la surface contient les arétes d'un octacdre.
3% x =0, y et z différents de zéro. On a alors y*=2"= 5,0‘, d’ou:

Ado® + B = o, Bp* 4+ C=o0

ct par suitc B*— AC = o. La surface posséde 12 noeuds, placés au
milicu des arétes d'un cube.  Les deux sphéres directrices sont confondues
cn une seule, passant par les 12 noeuds; chacun des plans directeurs
touche la surface suivant un cercle. Cette surface ne peut contenir les
droites (paralléles aux arétes de loctac¢dre) joignant deux i deux les
points singuliers, que si 'on a 4 = o. Mais alors, p étant supposé fini,
il vient B == o0 et C = o; la surface se réduit aux plans directeurs. Il
ne pouvait en étre autrement car chaque plan directeur contient six des
droites dont il s'agit.
4° x, y et 2 différents de zéro. 11 vient:

2t =y =t = dp* + B, dolt p*?= 3(dp® + D).
On a aussi Bp® + C = o. Par suite:
B —4C = C.

La surface posscde comme nocuds les 8 sommets d'un cube; en chacun
de ces nocuds, Ie cone des tangentes, en vertu de la symétric ternaire,

est de révolution. Pour 4 = — 1, d'out B? = —%C, la surface contient
J
1 . 1 .
les arétes d'un cube; pour 4 = o, d’ott B? = _SC’ clle contient celles

de deux tétracdres; c'est la surface tétraédrique.

Les conditions de réalisation de ces quatre cas montrent que deux
d'entre cux ne peuvent se présenter en méme temps, & moins qu'on n’ait
B = U= 0. Mais alors In surface s¢ réduit &4 un conc, rentrant dans
T'une des catégorics suivantes:

Pour A= -1, cone s'‘évanouissant autour des 3 axcs quaternaires.
X , . .

Pour 4 = 30 cone s’¢évanouissant autour des 4 axes ternaires.

Pour 4= o, cone décomposé en six plans (plans directeurs) et

yossédant 6 arétes doubles (axes binaires
I
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Etudions maintenant les points singuliers & U'infini. En faisant { = o,
Von a les 3 équations:

w( a'—y'— 2 + dp’)=o,
y(—=2' +y'— 2" + 4p”) =0,
2(—a*—y* 4 2* + dp’)=o,

ou bien, en introduisant les cosinus directeurs «, B, y de la direction
aboutissant & un noeud:

a( o —p— '+ A)=o,

fl— o+ B — " + ) =o,
7(—a’ —pf 4+ + 4)=o.
Ici encore, on peut faire diverses hypothéses:
1°. a=f=o0, r=1, dot 4+ 1=0.

A cette hypothése correspondent 3 points singulicrs sur les 3 axes qua-
ternaires.

© 2 2 2 2

2% o =0, ﬁ_‘r + 4 =o, '-‘,B + 7 + 4=o0,
d'ot 4=o0, f*=7’ ce qui donne 6 points singuliers sur les axes bi-
naires.

3% a, B, y différents de zéro, d'on a2——«/>’2=r2:; et A:r;, ce

qui donne 4 points singuliers sur les axes ternaires.

Voyons cominent les divers cas de points singulicrs & infini peuvent
se combiner avee les hypothéses qui donnent des points singuliers a di-
stance finie. Si T'on prend 4= — 1, on peut avoir en outre:
C=o (point isotrope a l'originck La surface a 4 nocuds, dom
3 a linfini.

2°. B = C-=o0. Cone imaginaire a 3 arétes doubles.

3°. B’ 4 C==0. Les spheres directrices sont confondues. La sur-
face a 12 noeuds & distance finie, sur les axes binaires, et 3 a l'infini.
C’est une surface 4 15 noeuds. Son équation cst:

o

17,

4(x?y2 +y2Z? + z‘lx‘l)___ 2,3(.17? +y‘2 + z‘)) + B?zo
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ou bien:

N——(pg——B)'l:O.

4°. B’ = ——g(). La surface a 8 noeuds aux sommets d'un cube,

et 3 & linfini soit au total 11 noeuds. C’est la surface circonscrite a
un cube,

Passons a I'hypothése 4 = o.

1°. ¢ = o (point isotrope & lorigine). Il y a 7 nocuds dont 6 a
I'infini.

2°. B*=C. 1l y a 12 noeuds, dont 6 a linfini, et la surface est
circonscrite a l'octacdre des 6 noeuds a distance finie.

3° B=C=o0. La surface se décompose ¢n 4 plans.

4°. B’ = —éC’. La surface a 14 noeuds dont 6 a linfini; ¢’est la
surface bitétraédrique.

Soit enfin 4 = ;—)

1°° C = 0. 5 noeuds, dont 4 a l'infini.

2°. B? =§C. 10 noeuds, dont 4 a linfini.
3°. B? =§O. 16 noeuds, dont 4 a linfini. En posant
3B = — 207

Péquation de cette surface, qui présente le nombre maximum de noeuds,
peut s’écrire:

@ —y) + (¢ — 7 + (@ — @) — 2@+ + )+ 20t = o

Les noeuds a distance finie sont sur la sphére qui a pour rayon by.
4°. B = (C = o. Cone évanouissant.
En résumé, laissant dc coté les cones a arétes doubles, on voit
quon peut avoir:

1- 3- 4- 6-8-10- 11- 12- 14~ 15- 16 nocuds,

dont

I- 6- 8- 12 a distance finic
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et

3- 4- 6 a distance infinie.

On sait que si une surface du 4™ degré a 16 noeuds, le cone
circonserit & la surface, a partic de 'un des noeuds, se décompose en 6
plans, que, si elle a 15 noeuds, le méme cone se décompose en 4 plans
et un cone du second ordre; que, si elle a 14 noeuds, il se décompose
en 3 plans et un cone cubique, ou 2 plans et 2 cones quadriques. Dans
ce dernier cas, il y a 8 noeuds, donnant lieu au premier mode de dé-
composition, et 6, au second. Il en résulte évidemment que, pour la
quartique symétrique & 14 noeuds (bitétraédrique) le deuxitme mode de
décomposition correspond aux 6 noeuds a Vinfini (cest & dire aux di-
rections des axes Dbinaires). Les deux plans qui font alors partie du
cylindre circonserit sont deux faces du cube inscrit, paralléles & Vaxe
binaire considéré, et tangentes en tous les points de deux droites per-
pendiculaires & cet axe binaire. Les deux -cones du second ordre sont
remplacés par deux cylindres infiniment déliés (droites de la surface),
paralléles & l'axe binaire.

39. La recherche des noeuds peut également g'effectuer en con-
sidérant la quadrique de révolution dont il a été question au n® 32. Si
(@, ¥’ 2, 1*) = o est la quartique, et st l'on pose 2’ = X, 9’ =7,
etc., l'équation prend la forme (X, Y, Z, T) = o ct représente la
quadrique. On a identiquement:

°p 2x80)~ ¢
P SX’ ctc.

Les point nodaux de la quartique correspondent donc aux points de la
quadrique qui vérifient a la fois les 4 équations:

—9 — o0 =00 =30
\/Xa_Xz.\/Yﬁ:—vﬁa_Z'—\/l T 0.

Les quatre dérivées qui figurent ici ne peuvent sannuler simultané-
ment que si la quadrique posséde un point singulier, et se réduit par
conséquent & un cone. Le sommeét de ce cone étant nécessairement sur
la droite X = Y = Z, les points singuliers correspondants de la quar-
tique sont sur les axes ternaires, et au nombre de 8. Dans tous les cas,
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les points nodaux a distance finie sont sur la sphere correspondant au

20 , T y 9 .
plan 57 = O cest a dire sur la sphére 5‘:;—):: 0. On peut faire les hy-
pothéses suivantes:
el 20
1.0. X == O — == QO _ =
’ Y ’ VA

La quadrique touche le plan YoZ, et par conséquent les 3 plans de
coordonnées. Il est évident, par raison de symétrie, que le contact a lieu
gur les bissectrices des axes, correspondant aux axes binaires de la quar-
tique, ce qui donne 12 noeuds de cette derniere.

L

40, X— Y=o = o.
* ’ o7

La quadrique touche I'axe oZ, et par conséquent les 3 axes de coordon-
nées, correspondant aux axes quaternaires de la surface, ce qui donne 6
nocuds de cette dernicre.

3°° X=Y=27Z=o0. La quadrique passe par lorigine, ce qui
donne un point isotrope de la quartique.

Les noends a linfini se produisent quand la quadrique touche a
l'infini soit les plans, soit les axes de coordonnées. Ils se produisent
aussi quand la quadrique a un point & linfini dans la direction de son
axe; ce qui réduit son cone asymptotique a cet axe. La quadrique est
alors un paraholoide. C’est ainsi que la surface &4 16 noeuds dérive
d’un paraboloide, de révolution autour de la droite X= Y = Z, tangent
aux trois plans de coordonnées. La surface & 15 noeuds correspond &
une quadrique touchant & linfini les 3 axes de coordonnées et & distance
finie les trois plans de coordonnées. Chacun de ces plans rencontre la
quadrique suivant deux droites paralléles aux deux axes contenus dans
son plan; cest un hyperboloide rectangle, engendré par la révolution d'une
aréte d'un cube autour d’une diagonale.

Les surfaces qui possédent 8 noeuds a distance finie sur les axes
ternaires, c’est a dire les surfaces &4 8, 11 et 14 noeuds, jouissent d'une
propri¢té remarquable. Chacune d'elles dérive d’un cone droit; par con-
séquent les deux systémes d’ellipsimbres correspondant aux genératrices
rectilignes sont confondus et, le long de chaque ellipsimbre, la quartique



Sur les surfaces possédant les mémes plans de symétrie que 'un des polyddres réguliers. 257

est touchée par la quadrique correspondant au plan tangent du cone.
Cette quadrique passe évidemment par les 8 noeuds dérivant du sommet
du cone; en chacun de ces noeuds, elle fait, comme on peut le constater
facilement, un angle constant avec l'axe ternaire. De plus, V'ellipsimbre
de contact se trouve sur un cone du second ordre, correspondant au plan
méridien du cone de révolution, et passant conséquemment par les axes
ternaires. Ainsi:

Toute quartique symétrique possédant 8 noeuds & distance finie sur les
axes ternaires est rencontrée suivant deux ellipsimbres par les cones du
second ordre passant par ces axes, et touchée, le long de chacune de ces
courbes par wune quadrique contenant les 8 noeuds et coupant les axes ter-
naires sous wun angle constant.

On voit en méme temps que la quartique symétrique dont il sagit
est enveloppe de la quadrique:

2X? 4 pY? 4 vZ? = Const.

lorsque 2, p, v, varient de telle facon que A+ p+ v et 2 4 p° +°
aient des valeurs constantes.

40. La classe d’une quartique est en général égale & 36, mais
chaque noeud l'abaisse de 2 unités. La quartique a 16 noeuds est donc
de quatriéme classe. Par conséquent, sa réciproque relative a une spheére
centrale est du 4°™ ordre, et comme cette réciproque jouit de la méme
symétrie, son équation doit rentrer dans le type général:

N+ Ap* + 2Bo* + C = o

Pour déterminer les constantes, remarquons qu'a chaque noeud &
distance finie de la premiére surface (placé, comme nous l'avons vu, sur
un axe binaire) correspond un plan perpendiculaire a l'axe binaire, et
touchant la réciproque suivant une conique. Cherchons donc 4 quelle
condition un plan tel que # = y 4 p peut toucher une quartique symé-
trique suivant une conique. Cette conique étant nécessairement symé-
trique par rapport a l'axe des z, ses équations peuvent s'écrire:

2=y +p,
e+ fy+r=—o0

Acta mathematica, 10. Imprimé le 4 Aoat 1887. 33
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et, si I'on coupe la surface par le plan 2 = y + p, I'’équation de la pro-
jection doit se réduire a (z* + oy’ + By + y)’ = o. En partant de cette
remarque, on trouve sans peine:

4
)

A———‘— B:—g ?’ U:-:‘j
329 3}9

I
3’
a=—1I, ﬂ:‘—p9 7':*__172'

p reste seul arbitraire. L’équation de la surface cherchée se réduit ainsi a:
@ — o) + O — 2P + (& — 2 29’ + ¥ + &) + 2p* = 0.

Il résulte de la que:

La réciproque d'une quartique symétrique a 16 noeuds est une surface
de méme nature.

Ceci nous permet de compléter les propriétés de la surface & 16
noeuds. Elle est touchée suivant une conique par chacun des 12 plans
tels que z = y + p, et les équations de la conique de contact sont:

2=+ p,
o' —y —py—p =o.

C’est ‘une hyperbole rencontrant le pl/an zoy en deux points imaginaires,
et chacun des plans zox, zoy en des points réels qui sont bien, comme
cela est nécessaire, des. noeuds de la surface (par exemple, le point 2= o,
# =y = p). Chacun des plans touchant la surface suivant une conique
passe par 4 noeuds, et est perpendiculaire & un axe binaire. La sur-
-face, n’ayant que 16 noeuds, ne posséde que 16 plans bitangents distincts:
& savoir les 4 plans directeurs et les 12 plans qui la touchent suivant
des coniques. Si l'on considére les sections perpendiculaires a I'axe
quaternaire 0z, on remarque que, pour 2z =0, il n'y a pas d’autre
points réels que les 4 noeuds situés dans le plan sécant, et. que, pour
z= + p, la section se décompose en deux coniques. On en conclut:
1° que le cylindre circonscrit parallélement & un axe quaternaire se
réduit & 4 plans; 2° qu'il y a sur chaque axe quaternaire deux points
dont chacun est le sommet de deux cones de second ordre circonscrits &
la surface.
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Aux quatre cercles directeurs correspondent 4 cylindres de révolution
circonscrits parallelement aux axes ternaires. Observons enfin que la ré-
ciprocité dont jouit cette surface permet de déduire des divers modes de
génération indiqués précédemment une série de modes nouveaux. Ainsi,
aux diverses séries d’ellipsimbres qu’on peut tracer sur la surface cor-
respondent diverses séries de développables, circonscrites 4 la fois & la
surface et a un couple de quadriques; etc. |

La surface réciproque de la quartique symétrique & 14 noeuds (ou
bitétraédrique) est une surface symétrique du 8™ ordre, qui posséde un
mode de génération remarquable. La bitétraédrique étant 'enveloppe
d’une série de quadriques qui passent par 8 points fixes, et dont chacune
la touche suivant une ellipsimbre (intersection de deux quadriques infini-
ment voisines), on en conclut que la surface réciproque est l'enveloppe
d'une série de quadriques qui touchent 8 plans fixes, paralléles aux faces
de Voctaédre. Le lieu des points de contact des quadriques avec chacun
des plans fixes est une circonférence ayant son centre sur I'axe ternaire
perpendiculaire. La surface réciproque posséde 12 droites, correspondant
a celles de la surface bitétraédrique et formant comme celles-ci les diago-
nales des faces d'un cube.

41. Parmi les cas particuliers de quartiques symétriques, il con-
vient de citer celui o le coefficient B est égal a zéro. Alors la somme
des carrés des rayons des sphéres directrices est nulle, et celles-ci se
coupent orthogonalement. Le cone asymptotique n'a pas de points de
rencontre & distance finie avec la surface. La quadrique correspondant
a ce genre de surfaces a évidemment son centre & l'origine. Considérons
spécialement la surface:

o'+ oyttt =1

qui dérive de la sphére X® 4 Y? 4 Z* = 1, et qu'on peut appeler pour
cette raison surface pseudosphérique. En mettant son équation sous la
forme ordinaire, on trouve:

N + (¢ — y2)@* + y5) = o.
La surface pseudosphérique est 'enveloppe de la quadrique

AX® + BY’ 4 CZ° =1,
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lorsque 4* 4+ B* 4 C? est constant. En posant 2’ =X, 3y’ =Y, #’=Z,
ct suivant le procédé indiqué au n° 23, pour le cas des surfaces tétraédrales
symétriques simples (qui comprend celui de la surface pseudosphérique),
on reconnait que la détermination des lignes asymptotiques revient a
I'intégration de I'équation dX® 4 d¥* + dZ® = o. Le probléme se réduit
donc & trouver les géncratrices rectilignes de la sphére.

La surface pseudosphérique contient les 16 droites suivant lesquelles
les 4 plans #2* — 1 = o0 coupent les 4 plans z* 4 y* = 0. Par permu-
tation des variables, on obtient 48 droites de la surface, toutes imagi-
naires, au sujet desquelles il y a lieu de se reporter & la remarque pré-
cédemment faite (n° 7).

La réciproque de la surface pseudosphérique par rapport a une spheére

centrale est:
4 4 4

2® 4+ y® + 2° = Const.,

surface du 36" ordre, possédant 48 droites triples
Sa transformée par rayons vecteurs réciproques issus du centre a
une équation de la forme:

x4 + y4 + 2'4""—;«7(172 + ?/‘) + 32)4 — O.
L'équation, plus générale:
(1) et 4yt =k 4+ S+ R =o0

est homogéne par rapport aux 4 quantités », y, 2, 2’ + y* + 2 + R’,
qui peuvent étre regardées comme les puissances du point (x, y, 2) rela-
tives a 4 sphéres, dont 3 infinies et une imaginaire. La sphére

(2) 24y + 7~ R =0

est orthogonale a ces quatre sphéres, et par conséquent la surface (1),
en vertu d'une remarque de M. DarBoux, est anallagmatique par rapport
a la sphére (2). Clest une surface anallagmatique douée de toutes les pro-
priétés établies précédemment pour les surfaces binaires & symétrie cuboc-
taédrique.

42. Parmi les surfaces cuboctaédriques du 6°™° ordre, mentionnons
seulement la suivante, a cause de la simplicité de son mode de génération,
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Un plan mobile, tangent a une sphére fixe de rayon g, coupe trois

diameétres rectangulaires de cette sphére en trois points 4, B, C. Le
lieu du centre de gravité du triangle ABC est la surface:
1 1 I I
QU_" + z;i + ;T = ;L‘z
ou

(ﬁ(w?y’ + !/252 + szz) — 1:2!/252_

Cest une surface tétraédrale symétrique simple, dont on sait par
suite trouver les lignes asymptotiques. La droite qui joint l'origine a
un point de la surface est inverse de la perpendiculaire abaissée sur le
plan tangent. La méme surface peut étre engendrée par le foyer d'un
paraboloide de révolution, qui se déplace en restant tangent aux trois
plans de coordonnées.

Quatriéeme partie. Surfaces du type icosidodécaédrique.

43. Le type icosidodécaédrique est caractérisé par 15 plans de
symétrie, contenant chacun deux arétes paralléles du dodécaédre. Ces
quinze plans forment cinq systémes de triédres trirectangles. Leur exi-
stence entraine celle d'un centre de symétrie, de 6 axes quinaires (per-
pendiculaires aux faces et passant chacun par les centres de deux faces
paralléles) — de 10 axes ternaires (les diagonales du dodécaédre) — de
15 axes binaires (les perpendiculaires aux plans de symétrie, joignant
chacune les milieux de deux faces paralléles. Les faces de l'icosaédre
conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires, c’est a dire aux diago-
nales du dodécaédre.

Prenons comme plans de coordonnées trois plans de symétrie rect-
angulaires, et commencgons par chercher les équations qui déterminent les
principales données du systéme. Pour fixer les idées, nous supposons
qu'il s'agisse d'étudier le dodécaédre régulier. Chaque axe binaire ren-
contre a angle droit deux arétes contenues dans un méme plan de sy-
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métrie. ox, par exemple (fig. 6) rencontre une aréte
AR que nous pouvons supposer située dans le plan
zoy. En prenant sur oy une longueur oB= 04 =a,
nous avons en B une aréte BP, normale a oy, ct la
symétrie ternaire autour de la droite v =y —2z exige
que cette aréte soit dans le plan zoy. De méme
a la distance oC = a, l'axe o0z est rencontré par
une aréte CQ située dans le plan zoz.

Par P'aréte AR passent deux faces du dodécacdre.
Soit ARMQ la face contenue dans le triédre positif,

et soit & 4 Az = o l'équation du plan central paralléle a cette fuce. On
a de méme les deux plans y 4+ Az = 0, # 4+ Ay = 0, correspondant aux
deux autres faces BPMR, CQMP, déduites de la premiere par la sy-

métrie ternaire,

La droite MP ecst une aréte, et le diédre des deux faces

qui se coupent suivant MP cst double de celui que forme la face MQAR

avec le plan zoy.

Cette condition détermine A. Ep effet, la normale

a la face BPMR, dirigée extérieurement au dodécaédre, a pour cosinus

directeurs:

A I
— - 3 T
v+ A4 Vi + A

De méme la normale extérieure a CQMP a pour cosinus:

y) I

3! R =
Vi T+ 4° V14 A

O,

Le cosinus de l'angle diedre MP, supplémentaire de I'angle des normales

;e J
extéricures, est donc — ———

clinaison d’'une face sur le plan de symétrie adjacent. D'ailleurs tgé =

On a done:

d'on:

T Cet angle est double de l'angle i d'in-

A

A 25 A1
———— == COS 2¢ == g
1+ £ A4

M4 i—1 =0
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Il faut évidemment prendre pour 2 la racine positive de cette équation:

)\ = \“gh_— ! 4

2

Si s est l'autre racine, on a:
o= — 1, A4 p=—1, dou 4 p =3

Chaque plan de symétrie est perpendiculajre & une aréte. I’ aréte
MP étant paralléle a Vintersection des deux plans y + iz =o0, 2 + Ay =0,
le plan de symétrie qui lui est perpendiculaire a pour équation:

I N
;;r—-y—]-/z ==

ou bien:
nr 4y — A = o.
Par permutation, on trouve alors que les 15 plans de symétrie sont:
x == 0, Y = 0, z==0,
x4+ A+ pz =0,
tpr+ y+ =o,
+ x4+ py + 2=o.

Les plans centraux paralléles aux faces sont au nombre de 6, ayant
pour équations:
Y+ ir = o0,

2t ay

i
o

x4+ Az = o.

Ces six plans, perpendiculaires aux axes quinaires, peuvent, d'une maniére
abrégée, étre appelés plans quinaires. Les plans centraux perpendiculaires
aux rayons passant par les sommets, c'est 4 dite aux axes ternaires, sont
au nombre de dix et peuvent étre appelés plans ternaires. Pour les dé-
terminer, remarquons gue le sommet P (fig. 6) est a lintersection des
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trois plans =0, y=4a, 2— a + Ay =o0. Le plan ternaire correspondant
est donc y = — (1 — J)z, ou bien y = — 2’2, On a ainsi un premier
groupe de six plans:

¥+ Az = o,
\2 .

24+ A = 0,
v2

r 4 A%y = O.

Le sommet M est sur la droite z ==y =2, perpendiculaire au plan
x4+ y + 2=o0, et I'on en déduit un second groupe de quatre plans:

*r+y+z=0.

44. Nous pouvons prendre comme éléments non sphériques les
deux produits:

M . (Z‘l — /‘.2?/2)((1'2 — )\?z?>(?/? —_— )\Q.T?),
N=(y — 13 — 22" (@ — Ny (x* +y* 4+ 7' — 20% — 2y’ — 27'2")

qui représentent, & des facteurs numériques prés, les produits des distances
d'un point aux six plans quinaires et aux dix plans ternaires. L’équa-
tion générale des surfaces icosidodécaédriques est donc:

e — 22— )@ — Ryt F yt 4 ot — 20yt — 2y’ — 2272,

’(;1/2 s ,{?m“’)(z? ___ )\??/2)(;1‘.2 — 1927), (.Z? + 3/2 + 52>) — 0

’ ’ \ /J‘ — I , e . . .
A étant égal a \_ST_ et ¢ désignant une fonction arbitraire.

Le produit des degrés des éléments L, M, N est égal a 120, ce
qui est précisément le nombre minimum de points formant un groupe
doué de la symétric icosidodécaédrique. Les éléments M et N sont donc
bien les éléments simples dont nous avons besoin. On remarque en méme
temps que, conformément 4 la théorie générale exposée an n° 2, la somme
de leurs degrés, diminuée d'une unité est égale & 135, clest a dire au
nombre des plans de symétrie,
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Pour exprimer effectivement =, y, z en fonction des éléments I, M, N,
on peut poser:

dott p 4 ¢ = Lv — 3ic.  Ln développant les valeurs de M et N, il vient:
M = w(t — %) — 2%q + i'q,

N - (L — o) (x — 2% — 2+ 27
d’o:

P — g o= M+ —»-;—_}—— 4w (22— 2,

POS—)p M + al -+ (2" — 1)

Tirons de 1o p 4+ ¢ et pg. Daautre part, nous avons:
pp = 2aty® 4 owr’ 4+ 0t = ot — 6L 4 qut 4wl
Egalant les denx valeurs de pg, on obtient:

)\«»(/‘ I)Q(_I":" — 6w + qut 4wl

N N T '
[V et sl (114 2" )] A ﬂ[—[— T ar A2 20— 1)7 :
De méme, en déealant les deux valeurs de p 4 ¢, on trouve:
A — ) (L — i)
s ) " 5 X < pe X
M1 4 2% + — (1 4+ 22° 4 2" — 2" — 22" — ')

Cette dernicre équation, linéaire en w, donne une valeur de w qui, portée
danz 'équation préeédente, conduit & nne ¢quation du 57 degré en .
On aura donc 5 valeurs de », ¢’est & dive de 2%y* + y*27 4 272% cor-
respondant aux 3 triédres trirectangles formés par les plans de symétrie.

5

Acta mathematica, 10. Imprimé le 10 Aot 18&7. 34
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v et w étant connus, et L étant supposé donné, les inconnues 2°, ¥’, z
se présentent comme racines dume équation du 3" degré. Mais ces
racines ne peuvent étre rangées arbitrairement. Quand on a, par exemple,
choisi I'une d'elles pour valeur de * l'équation z*y® + y*2* 4 'z = p,
dans laquelle p est connu, et qui est dissymétrique par rapport a y’ et
2*, empéche la permutation de ces ‘deux coordonnées. I'équation du 3°
degré ne donne done que trois groupes de valeurs de z?, ¥*, 2% cor-
respondant & 24 groupes de valeurs de z, y, 2. Les 5 racines de I'équa-
tion en v conduisent done & un ensemble de 5 X 24 = 120 points, comme
on devait le prévoir. LEn résumé, le probleme dépend d'une équation du
5 degré.

45. Le degré minimum de la surface icosidodéeaédrique non dé-
composable en sphéres est évidemment le sixiéme, et. dans ce cas, I'équa-
tion peut s'écrire:

(27— yN(® — 22Nyt — 12 + Ap® + 3Bot 4+ 3Cp* + D = o.

A4, B, C, D étant quatre constantes arbitraires, et la distance & lori-
) > 1 ’ ’
gine. Pour abréger, nous appellerons cette surface sertique symétrique.
=] o7 l .
Son intersectioin par une sphere centrale est une sphérosymétrique du
p A
129" ordre. Son intersection par un plan perpendiculaire a4 un axe
1 1

guinalre est une sextique plane ayant 5 axes de symétrie. Par consé-
quent, la surface peut étre engendrée au moyen d'une sphérosymétrique
du 12°%° ordre sappuyant sur une sextique plane qui a 5 axes de sy-
métrie.

La sextique gymétrique, étant une surface binaire, posséde trois sphéres

b

directrices, dont les rayons R,, R,, R, vérifient 'équation en p:

Ap' + 3Bo* + 3C0* + D = o.

Si Ton désigne par plans directeurs les 6 plans quinaires, on peut dire que:
La sevtique symétrique est le liew des points dont le produit des di-
stunces @ 6 plans directeurs, paralléles aux faces dun dodécaédre régulier,
est proportionnel aw produit des puissances par rapport a 3 sphéres direc-
trices, concentriques au dodécaédre.
Chacun des plans directeurs coupe la surface suivant 3 cercles con-
centriques, ce qui fait connaitre 18 cercles de la surface. D’apres la
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théorie générale la surface coupe orthogonalement deux sphéres qui font.
connaitre deux lignes de courbure sphérosymétrique, et dont le rayon
dépend uniquement de celui des sphéres directrices.

Si T'on met I'équation sous la forme:

(1) =29 =)y —L2%) + A(p* — Ri)(o* — B)(0" — B;)* = o,

on voit qu'on obtient 8 points de la surface en prenant les points d'in-
tersection des trois quadriques, a sections cycliques centrales invariables:
=Xyt =t(p* — R),
(2) 8 — 1 & — u(p' — R,
Y — Na' = v(p’ — L),
¢, u, v étant trois parametres liés par la seule condition:
tuv + A = o.

Les 8 points sont sur la spheére:
o0 — ) = (t + u + v)p'— (R} + uR; + vR}).

Lorsqu'on a & la fois:
tuy = — A,

tdu+ov=1—2" =),
tR} + uR) 4+ vR: = o,

les 3 quadriques ont en commun une ellipsimbre, qui appartient par
suite & la surface. On peut satisfaire de trois maniéres a ces conditions,
et on trouve ainsi, en chaque point, 3 ellipsimbres symétriques psr rap-
port aux plans de coordonnées. Comme on peut d’ailleurs, de 6 ma-
niéres différentes, combiner les facteurs de I'équation (1) sous une forme
telle que (2), on en conclut l'existence de 18 ecllipsimbres situées sur la
surface, et ayant pour plans de symétrie les trois plans de coordonnées.
Chaque systéme de plans de symétrie trirectangulaires correspond donc
a 18 ellipsimbres; comme il y en a 5, on parvient a un total de go el-
lipsimbres passant par chaque point de la surface. On voit en méme
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temps que la sextique symétrique peut étre engendrée au moyen d'une
sphérosymétrique du 125 ordre qui s'appuic sur une ellipsimbre.

46, Si Ton pose * =X, y* = Y, # = Z, on est amené a con-
sidérer la sextique symétrique comme dérivant d'une surface cubique, a
chaque point de laquelle correspondent 8 points de la sextique. A chaque
droite de la cubique correspond une cllipsimbre de la sextique, et l'on
a ainsi 27 ellipsimbres.  Celles-ci se composent: 1° des 9 couples de
cercles interceptés par les couples de plans dirccteurs symétriques rela-
tivement aux plans de coordonnées; 2° des 18 ellipsimbres, symétriques
relativement aux mdmes plans, déja rencontrées a l'article précédent. A
chaque plan tritangent de la cubique correspond une quadrique coupant
la surface suivant 3 ellipsimbres et touchant cette surface en 24 points.
Iy a done 45 quadriques jouissant de cette propriété et possédant
comme  plans de symétrie trois plans de symétrie rectangulaires de la
sextique.  Parmi ces quadriques, se trouvent comptées les 3 sphéres di-
rectrices, ainsi que 3 couples de plans directeurs; il reste done 39 qua-
driques proprement dites. Les 5 groupes de plans de symétric tri-
rectangulaires entrainent par suite I'existence de 5 X 39 = 193 quadriquex,
coupant chacune la sextique suivant 3 ellipsimbres, et la touchant en
24 points.  Deux ellipsimbres d’'un méme groupe, cest-a-dire ayant les
mémes plans de symétrie, se rencontrent ou ne se rencontrent pas suivant
que les droites correspondantes de la cubique sont ou non dans l¢ méme
plan.  On peut ainsi étendre a la sextique les théorémes concernant la
disposition des droites d'une cubique. Par exemple:

Par chaque ellipsimbre passent 5 quadriques coupant chacune lo sur-
face suivant dewr autres ellipsimbres du méme groupe;

Chaque ellipsimbre est rencontrée par dix autres du méme groupe;
savoir 3 couples de cercles et 6 ellipsinbres proprement dites.

On pourrait aussi considérer les ellipsimbres comme disposées en
doubles-six d’aprés larrangement imaginé par ScHLAFPLI; mais il parait
inutile d'insister davantage sur ce sujet.

47. Si T'on pose:

L—=XrY=U+4V,

X—2Z =V T,
Y—EX=T+4 U,
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et

X+ Y+ Z=uw,
d'on:

o(l — ) =do=2(T"+ U+ V),

I'équation de la surface cubique considérée & larticle précédent peut
s'écrire: '

U+ VNV +IYT+ U)+ do® + 3B0® + 300 + D = o,
ou bien, en modifiant les constantes:
74+ U+ V= Ao’ + 3w + 3Cw + D.

On peut en outre déterminer 4 constantes «, b, a’, ¥, telles qu'on ait
] y YUy s Uy
identiquement:

Ao’ + 3B0’ 4+ 30w + D = (aw + 1)’ 4+ (do + V')’

Posant enfin

tw 4+ b= — 0,
, .
dw + U= —Y,
I'équation de la surface cubique se trouve mise sous la forme canonique:
113 + U3 + Vli + d)i} + ![;‘1}20.
Les conditions imposées a «, b, «’, b sont:
3 g ’
«® o’ = A,
2 12 ’
a’b - a*b'=—= B,
ab® + a'b”? = O,
'+ VP=D.

Pour résoudre ce systéme, on peut supposer qu'on ait dabord fait dispa-
raitre D’ par le changement de @ en w -+ s, s étant une racine de:

A's®* + 3B's* + 30s + D' = o.



270 L. Lecornu.
D’ étant ainsi annulé, lon a: & = — &, d'ou:
(@ — a0 =1,
(@ + a)b>=C,
et par suite:
(@ —a®? B
a+d = C
Soit @ 4+ @ =u, a — a’ == v, il vient:
12

y 2
Uy — F .

D’ailleurs:

4(0’ + %) = u® + 3w’ = 44,
d'ou:

S 3B\ /B2

U = 411 —_ "0,—7 (S m'
La réduction n’est réellement possible par cette méthode que si C'w est
positif, ou bien:
4A'C" — 3B* > o.

Revenant a la sextique, on voit que son équation peut s'écrire, dans
les mémes conditions:

T+ U VP 4 @ 4 ¥ — o,

®—o et ¥ — o étant deux spheres centrales, et 7'=0, U=o0, V=0
etant les trois cones:
At 4 (1 4+ )y — &) = o,
W4 (1 + )P — ) = o,
A+ (1 + X))z —y*) == o.
48. Cherchons maintenant les droites réelles qui peuvent. appar-
tenir & la sextique symétrique. D’aprés ce qui a été dit précédemment,
ces droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie, et paralléles par

suite aux axes binaires. Réciproquement, si une droite est perpendicu-
laire & un plan de symétrie, on peut déterminer les quatre coefficients
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de la sextique symétrique .de fagon qu'elle rencontre la droite en quatre
points dissymétriques, et par conséquent en 8 points. La droite appar-
tient alors a la surface, ainsi que le groupe de 60 droites dont elle
fait partie.

Si la sextique symétrique contient des perpendiculaires aux plans
de symétrie, son cone asymptotique passe par les axes binaires, et en
particulier par les axes de coordonnées. La condition nécessaire et suffi-
sante pour cela est que le coefficient A soit nul, c'est & dire qu'une des
sphéres directrices soit infinie. Prenons donc la surface:

<Z‘2 - A\‘Zy‘l)(xQ — )‘25‘2)(’?[? - )‘2{1,/.2) + 3B<x2 + :',/2 + 22)2
+30@ + 9y + &)+ D = o,

et écrivons qu'elle contient la droite # = «, y = 3. Nous trouvons:

s y2.2__ 3B
I Ao ==

b
2
3

PRz 42 4 a1 4 22) = =8,

3DlF + 3B + ) + 30 + ) + D = o.

L’élimination de o® et §* conduit & une équation de condition compliquée,
mais linéaire en D. Il en résulte que parmi les sextiques formant une
famille asymptotique, c’est & dire n’ayant de points communs qu'a Vinfini,
i1 y en a une, et une seule, qui contient 60 droites & distance finie. Si

1 M . I A O
les deux sphéres directrices sont données, on connait les rapports 7 et

En posant C = uB, D == vB, on a, pour déterminer B, une équation du
3*" degré, sans terme indépendant. Laissant de coté la racine nulle,
qui réduit la surface aux plans directeurs, on voit que parini les sextiques
qui  possédent dewx sphéres directrices données (la troisiéme étant rejetée
Vinfini), il y en a deux qui contiennent 60 droites. Enfin, si 'on veut dé-
terminer une sextique passant par une droite donnée, perpendiculaire &
un plan de symétrie, on obtient, au moyen des équations précédemment
écrites, des valeurs, toujours finies et déterminées, des coefficients B, C, D.
Daprés cela, i y a towjours une sextique symétrigue, et une seule, passant
par une droite perpendiculaire & un plan de symétrie. La disposition des
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60 droites est bien facile 4 imaginer, on peut les regarder
Fig. 7. comme placées sur les faces d'un dodécaédre régulier, pa-
@ rallélement aux arétes (fig. 7). On peut également les
disposer sur les faces d'un icosaédre (fig. 8).
49. Proposons nous de déterminer une surface con-
% ﬁ tenant les arétes d'un dodécaedre régulier. Soient = = o,
y=/3 les équations d’'une de ces arétes. En faisant u =o0
dans les équations générales, on trouve, pour la surface
cherchée:

(3‘2 - )\2‘,’]‘2)(%‘2 o /“‘22‘2)@/‘2 . )\?:T.?)
§ + 2R — B — (02 4 D] = o

A Cette sarface posséde 30 droites a distance finic, et
6 & linfini. Le long de chaque droite & distance finie,
le plan tangent est fixe (perpendiculaire & un plan de symétrie). Il y
a 20 mnoeuds a distance finie (sommets du dodécacdre) et 15 a linfini
correspondant aux directions des arétes du dodécacdre. In chaque sommet
du dodécacdre, le cone des tangentes, possédant la symétric ternaire, st
de révolution.  I’une des spherves directrices (p* = [§°) est tangente aux
arétes du dodécacdre.  [lautre sphere directrice passe par le point de
vencontre de Taréte » = o, y = 3 avec le plan directeur z 4 4y = o.
On peut former de méme V'équation d'unc surface contenant les
arétes d'un icosaédre.  Une aréte de ce genre a pour équations r = «,
y = o. Il suffit donc de faire 33— o dans les équations générales, et
l'on obtient:

(22— 2P\t — AP — 2%y — Pt (p — )[R0t — a1 4 1] = o,

Cette surface posséde, comme la précédente, 30 droites a distance finie,
dans les plans de symeétrie, et 6 & linfini. Elle a 12 nocuds a distance
finie (sommets de licosacdre), et 15 & linfini, dans la direction des arétes.
‘n chaque noeud & distance finie, le cone des tangentes, possédant la sy-
métrie quinaire, est de révolution. L'une des sphéres directrices (o° — o)
est tangente aux arétez. L'autre sphére passe par le point de rencontre

de laréte x == o, y == 0 avec le plan directenr Az + == o.
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Une sextique symétrique proprement dite ne peut contenir les cotés
des pentagones réguliers convexes placés sur les faces du dodécacdre ré-
gulier de telle facon que leurs sommets coincident avec les milieux des
arétes du dodécaédre; car, en pareil cas, chaque plan. directeur rencon-
trerait la surface suivant dix droites. Mais il existe une sextique con-
tenant les cotés des pentagones étoilés correspondant aux pentagones con-
vexes formés par les faces du méme polyédre. II suffit, pour obtenir

son équation, de faire 2 = f dans les formules générales, et il vient:

(& — Nyt — BNy — Xx”) + 2Pt (pt — 7atp’ + 132%) =

50. Pour étudier les points nodaux de la sextique symétrique,
posons:

2 — 2y =,
gt — J2 ==y,
¥ — lrt =,

d’ott:
PP — ) =0 = u + v $ .

I’éguation, rendue homoeene:
’ D

fle, v, e, t) == uvie 4+ Ap® + 3Bp*t* + 3(/7121“‘ + Dt® o

donne:
2%;: 211{/(7{ — )F“-) + 6.7/(11/)4 + QB/)?I‘? + (”4)'
gl'* 2z (v — 2Pu) + 6z (Ap* + 2Bp*t + (1),
‘:_;I;:; 6f(BII)4 + 2(,:,,2]? + Dl4).

Pour un point nodal, ces quatre dérivées sannulent en méme temps.
Cherchons d’abord les noends i distance finie. ¢ étant différent de zéro,
on a en faisant ¢ = 1:

Bo* + 200 + D =o0

Acta mathematica. 10. Imprimé le 11 Aoat 1887, 35
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ce qui exprime que tous les points nodaux # distance finie sont, confor-
mément a la théorie générale, sur les deux spheéres centrales orthogonales
a la surface, autrement dit sur les deux lignes de courbure sphériques.
Ceci posé, on peut faire les hypothéses suivantes:

1°* hypothése. z =y = 2z=0, d'ou p =0, ce qui exige que D
soit nul. On a alors un point isotrope & lorigine.

2°¢ hypothése. x =y ==0, 27 0;alors w=—o0. On a donc & la fois:

Ap* + 2Bo* + € = o,
Bp' 4+ 200 + D = o,
d’ott:

4(B* — AC)C* — BD) = (BC — ADY.

C'est la condition pour que deux sphéres directrices coincident. D’aprés cela:
Chaque fois que deux des sphéres directrices sont confondues, la surface
possede 30 noeuds, placés @ la rencontre de cette sphére avec les axes binaires.
Ces 30 noeuds sont les milieux des arétes d'un dodécaédre régulier;
la surface ne peut, sans se réduire aux plans directeurs, contenir les
droites qui joignent ces points deux a deux.

Quand les trois spheéres directrices sont confondues, ce qui a lieu

4 B C . .
pour = = 7 = 5, chaque axe binaire rencontre la surface en 6 points,

confondus trois par trois en deux noeuds. Cet axe est donc, en chaque
nocud, une génératrice du cone des tangentes, et la symétrie binaire
exige par suite que le cone des tangentes se décompose en deux plans
passant par l'axe binaire. Chaque noeud est alors biplanaire, et il est
facile de trouver ses deux plans tangents. Car l'équation de la surface
peut s'écrire:

@E =P =) — )+ Ad@® 4y + 8 — )P =o.

Faisant 2=/, pour avoir la section par un plan tangent & la spheére
directrice en l'un des noeuds, il vient:

(B — Ny — Py — 2%y 4+ A 4+ ) =o0

et les tangentes &4 la section en son point double sont données par
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¥ — Xa” — o; ce sont les traces des plans directeurs passant par ce
point. En résumé:

Quand les trois sphéres directrices sont confondues, chaque axe binaire
rencontre la surface en deux noeuds bip[dnaires, et les deux plans mngenté
en chaque noeud sont les plans directeurs qui se coupent swivant U'axe binaire.

3'm¢ phypothése. z = o, y et z différents de zéro. Dans ce cas, en

L 3 3 ao
ecrivant que ) et of sont nuls, il vient:
' oy 9z
v — Nw) = wlv — Fu).
Mais:
w— 2% /12‘7]2, — )\222, w —= 2/2-

Portant ces valeurs dans I'équation précédente, il vient:

A2y4—'2(1 +A2)y232+34—:0,
d’'ou:
zZ

?:1+12iv’ﬁ7f+—?=1+12i21.

On a done' les deux solutions:
2= +y(1 — ) =+ 2y

s=tyi+ )=y Tl

o

Le premier genre de solution correspond aux axes ternaires, et le second,
aux axes quinaires situés dans le plan zoy. Prenons d’abord l'axe ter-
naire z = A’y. Nous avons:

u =z"—/\’y2= — Py,
0= — 22 = — A%,
w =y

Done:
u+ ’U+ w:(l —/13—-}6)?/2= 3A:«)y‘z

et comme u 4 v + w = Ao°, on obtient:

2
e __ P
y—ln

w
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3

v{u — Pw) = %ﬁ‘ = 3pp’,

en posant
/'3
1) I
7

[

Pour quil existe un noeud de cette nature, il faut et il suffit que
les deux équations en p:
(;1 + 1))/)‘ + 21)/;2 + O = O,
{ L) ]
Bpt 4 200 + D = o,
aient une racine commune, d’ou:
P4 2p(2C" — 3BCD 4 AD?) — 4 — AC)C* — BD) + (BC— AD)y.
Si cette condition est rvemplie, la surface a 20 noeuds sur les axes ter-
naires.  On peut la vérifier en posant:
(BC — 4Dy — 4(B* — AC)((C* — BD) = o,
pD? 4 2(2C* — 3BCD 4+ AD?*) = o.
Si ces deux conditions =ont remplies, la surface posscde a la fois. 30
noeuds sur les axes binairex ct 20 noeuds sur les axes ternaires. Les
premiers sont sur la sphere orthogonale qui coincide avec une sphére

directrice, les seconds sont sur l'autre sphére orthogonale.
Considérons maintenant l'axe quinaire y = Az. On a dans ce cas:

" (1 — 2",

l
e

Vo= — A

w = AR
d'ou:
w4 v 4 w= 21— =i,

3.3
z.., \’0
1 — 2t

- i*o® ipt
M:/\‘()l, U=—'—l.zv l(/’:*—pf;

1 —/ ' 1 — A*

v(e — Fw) = 3gp°,
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en posant
33

([;——)—.

5

Pour qu'il y ait des noeuds de cette nature, il faut et il suffit que
les deux équations:

Bp* 4+ 200> + D == o
alent une racine commune, d'olt:
g 1P 4 2q(20° — 3BCD + AD?) — 4(B*— AC)C* — BD) + (BC— AD)* =o.

Cette condition entraine l'existence de 12 noeuds, qui peuvent co-
exister avec les 30 noeuds des axes binaires ou avec les 20 noeuds des
axes ternaires. Mais les trois systémes de noeuds ne peuvent se pré-
senter en méme temps (g étant différent de p) si 'on n’a pas:

(BC — AD)* — 4(B* — AC)(C* — BD) = o,
20° — 3BCD 4 AD* = o,
D’ = o,
dou € =o0, D =o0. Dans ce cas, les deux sphéres qui contiennent les
noeuds sont évanouissantes, et ceux-ci se confondent en un seul, 4 moins
quon n’ait B = o, et alors la surface se réduit aux plans directeurs.
4" hypothése. z, y et z différents de zéro. Les équations de con-

dition donnent:
w(i — 20) = v(u — Fw) = w(v — Fu),

ce qu'on peut écrire:
w(u + A'v) = uv(1 + &%),

ww — v + u) = uok,
d'ol:

wlA(u 4 o) — (1 + P)u—v + Pu)] = o,
ou encore, en supprimant le facteur A* + A> + 1, qui n’est pas nul:

w(v — u) = o.
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On a de méme:
u(w — v) = o,

v(u— w) = 0,

Supposons d'abord % = o. Il reste simplement vw = o. Il faut donc
que I'un des deux facteurs, v, par exemple, soit nul. On a ainsi:

#— 2y’ = o, ' — 27 = o.

Le noeud est donc a lintersection de deux plans directeurs, c'est-a-dire
sur un axe binaire, ce qui raméne au cas étudié dans la deuxiéme
hypothése. Supposons maintenant que #, v, w soients différents de zéro.
Alors il vient # = v = w ou bien:

2

2 _____12!/2:“/.‘2_'%22,2:”2__12%2'

On tire de la: 2’ =y’ = 2*, et l'on retrouve les noeuds situés sur les

axes ternaires.
La quatriéeme hypothése ne conduit donc & aucun cas nouveau.
81. 1l restc & chercher les noeuds a linfini (génératrices doubles
du. cone asymptotique). Si a, 3, y sont les cosinus directeurs d'une di-
rection nodale, et si l'on pose:

r‘z __ Xzﬂfz —
o — PT? — v,
ﬁ‘z _— )\Qa') — ,wl,
d’ou
w v +w=1—1N=],
il vient:
2aqu' (W' — A*v') + 64a = o,
2w — Fw') + 648 = o,
20w (V) — M) + 64y = o,
et

a? + ﬂ‘z + r? = 1.
De 1a les hypothéses snivantes:

1" hypothése. B=r=o, a =1
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d’ol
w(w — ') 4 34 = o.
On a en méme temps:
. ’ 32

u" = o, v o=, w = — A’
donc 4 = o.

Si done A4 est nul, les 15 directions binaires sont nodales; il y a
15 noeuds & linfini. Le cone asymptotique est réduit aux plans di-
recteurs. Ces 15 directions nodales coexistent:

1° avec un noeud & l'origine, si D = o;

2° avec 30 noeuds a distance finie sur les axes binaires, si l'on a:

4B*C* — BD) = B*C?,
ou bien 3C°-— 4BD = o. L’hypothése B = o rejetterait ces noeuds a
l'infini;
3° avec 20 noeuds sur les axes ternaires, si 'on a:

4(B* — pC)(C* — BD) = (BC — pD)*;
4° avec 12 noeuds sur les axes quinaires, si l'on a:
4(B* — qC)(C* — BD) = (BC — qDy’.

On peut avoir en méme temps les 15 noeuds binaires a Iinfini, les
30 noeuds binaires & distance finie et les 20 noeuds ternaires, soit en
tout 65 noeuds.

2'™ hypothése. a = o, f et y différents de zéro. Alors:

—P—RE, = —RP, W= f
et
V' — Xw) = W — IFu)
ou bien:
FUF — o) + 77— 20) = o

On tire de 14, comme précédemment:

r=1X8 et f=14k.
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Si Pon prend j = 243, il vient:
w = FFR—), Vo= — 2, w = f3%
On tire de 14, p ayant la méme signification qu'a V'article précédent:
'(u’ — Nu’) = 3p

et la condition ¢'(a’ ~— Xw') 4+ 34 = o devient 4 4 p = o.

Quand il en est ainsi, les dix directions ternaires sont nodales, et le
cone asymptotique est coupé par un plan quelconque suivant une courbe
unicursale.

Prenant maintenant 3 = Jy, et raisonnant de la méme facon, on est
conduit & I'équation 4 4 q = o pour caractériser les surfaces admettant
les 6 axes quinaires comme directions nodales.

3'm¢ hypothése. a, 3, y différents de zéro. On trouve, comme dans
le cas des noeuds & distance finie, que cette hypothése se raméne aux
précédentes.

En résumé, suivant que I'on a 4 =0, A +p=0 ou 4 + q=0,
le nombre des directions nodales s'éléve & 15, & 1o ou a 6. Ces trois
cas ne peuvent ¢videmment sc présenter en méme temps, mais chacun
d’eux peut se combiner avec 30 noeuds binaires, avec 20 noeuds ternaires,
ou avec 12 noeuds quinaires & distance finic. Deux espéces de noeuds a
distance finie peuvent méme coincider avec une espéce de noeuds a lin-
fini. Le tableau des singularités qui peuvent se rencontrer sans que la
surface se réduise & un cone ou a des plans ne comprend pas moins de
40 cas distinets, et cela en excluant les cas particuliers dans lesquels
plusieurs noends viennent se réunir & l'origine pour v former un noeud
multiple. Le mnombre maximum de noeuds est de 65 (30 nocuds bi-
naires — 20 noeuds ternaires — 13 directions nodales); nous avons déja
indiqué dans quelles conditions ce cas se réalise. La classe de Ja surface,
qni est égale 4 150 en l'absence de points nodaux, se trouve alors abaissée

de 2 X 65 = 130 unités, La surface est donc de la 20™° classe.

Correction.

Page 240. dans les deux dernidres équations, mettre partout s au lieu de p.



