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UBER EINE GATTUNG TRANSCENDENTER RAUMCOORDINATEN

VON

OTTO STAUDE

in DORPAT.

Die bekannte Darstellung der geodatischen ILinie auf den Flachen
2. Grades durch hyperelliptische Functionen zweier Veranderlicher und
verschiedene #hnliche Anwendungen der genannten Functionen weisen auf
eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten hin, durch deren Einfithrung
jene Anwendungen auf einen gemeinsamen Ausgangspunct zuriickgefithrt
werden. Statt zur Darstellung einzelner Raumgebilde einen oder zwei
Parameter durch die Integralsummen des Jacosr'schen Umkehrproblems
zu definiren, kann man namlich zuerst darauf ausgehen, alle Puncte, des
Raumes durch drei unabhingige Summen von je drei hyperelliptischen
Integralen darzustellen und die geometrische Discussion entsprechender
raumlicher Gebilde an den Gebrauch dieser transcendenten Coordinaten
zu kntipfen. Im Folgenden sind als typische Formen drei verschiedene
Darstellungen der Puncte des Raumes durch drei unabhingige Parameter
der angedeuteten Art in Kiirze zusammengestellt.

Dabei ist nicht sowohl auf die mannigfachen geometrischen Satze
Rucksicht genommen, welche als gemeinsame Folgerungen aus jeder ein-
zelnen dieser Darstellungen sich ergeben, als vielmehr auf mechanische
Bedeutungen der letzteren. An den herangezogenen einfachsten Beispielen
mechanischer Vorginge, deren analytische Behandlung auf hyperelliptische
Functionen 1. oder 2. Ordnung fuhrt, wird tberdies auf eine charak-
teristische Unterscheidung der betreffenden Bewegungsvorginge hinge-
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184 Otto Staude.

wiesen. Bei der Anwendung der hyperelliptischen Functionen auf die
Darstellung der Bewegungen kommt namlich wesentlich in Frage, wie viele
von den reellen Periodicitaitsmoduln, respective Systermen zusammenge-
horiger Periodicitatsmoduln bei dem einzelnen Falle zur Geltung gelangen.
Dieser Frage parallel geht die andere, ob die betreffende Bewegung eine
nnmittelbar periodische oder eine nur unter gewissen Bedingungen perio-
disch werdende ist. Eine darauf beruhende Gruppirung aller Bewegungs-
vorginge' findet an den hier behandelten Darstellungen der Raumpuncte
ihre einfachste Erlauterung.

§ 1. Darstellung der Puncte des Raumes durch die ‘mkehrfunc-
tionen hyperelliptischer Integrale 2. Gattung vom Geschlecht 2.

Die gewohnlichen Coordinaten , y, z eines Punctes im Raume
dritcken sich durch die elliptischen Coordinaten %, p1, v desselben in der
bekannten Weise aus:

(o — Y or — po)(ex — v)
(¢ — ANa—7)

@— B —m@—»
B—nNB—a

I

ST A — =
Vo o—a—a

wo a, f3, r dic Constanten des elliptischen Coordinatensystems bedeuten
und die Ungleichungen

— o <A< < pu<pg<y<a
bestehen.

' Vgl Uber periodische und bedingt periodische Beweguugen, Sitzungsberichte
der Naturforschergesellschaft bei der Universitit Dorpat, 1836; Uber bedingt
periodische Bewegungen, ebend., 1887.
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Uber cine Gattung transcendenter Raumecoordinaten.

Zwischen den elliptischen Coordinaten 2, g, v und drei neuen Coor-
dinaten u_, u,, #, mdgen nun die folgenden Relationen angenommen werden:

13

u (A — Mo )d/ /(u /10)L1/4 /(u Mo dy
l 2yr(2) 2yr(p) 2yr(v)
2
”n
(2) — (1 i )dA [ — 4)du (y -— ~/0)d/
2yr(4) 2V () 2yr(»)
v I
A ” ;
v — (4 — /zux: Az i /"(/,, -—f)o)fg_— Ay + /"(y —‘/“o)ﬂ: Zo)du’
2\r (%) o 2y () . 2y/r(v)
2y

¥ A

worin:

(3)

ist und A, g, zwei besondere Werthe der gleichnamigen Coordinaten 1,
bedeuten. Indem man aus diesen 3 Gleichungen, welche das Umkehr-
problem der hyperelliptischen Integrale 2. Gattung® vom Geschlecht 2
enthalten, die symmetrischen Functionen (1) der elliptischen Coordinaten
A, s, v berechnet, erhilt man z, y, 2 als eindeutige Functionen der drei
neuen Coordinaten u,, u,, %, dargestellt, namlich:

r(p) = (a—p)(B ~ p)r — P)tte — P2 — p)

9 ’ ——‘_—‘945("'1 3 “z) 040('“‘: k "g)
= Q_u, VET 6(”13 u,) 650("17 "2) E(ul r e 2‘3) ’
’ 6 75 Gl s ny) 6 Cu, wy)
(4) VY= 2 — i a2 LHCE 2Euuu
‘/ 0-‘5 ﬁ 0 g(ful’ U ) 50(1‘1’ ’u' ( ,’ 2, ) ’
Bn 3 (”1 y U, ) 90:(”‘:1 s)E
e w,, W, U
¢ 9«5 \/r )O 9(“1) u,) m(%, Uy ( 1 ) ’
worin;:
B.m 4 gLey 8., 4 g
: E(u, u,, u)=u, + =—5—"—u, e ",
(5)

_ dlog 6(u,, u,) _

3log B{u,,

%)

du

u

2

.

! Vgl. CLemscH-Gorvan, Theorie der Aser’schen Functionen, Leipzig 1866, 8, 150,
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186 Otto Staude.

Dabei ist; mit den modificirten WEeIsrsTrAsS’schen Indices' bezeichnet,

gik(u'l ’ u')) = '9-*(”1 ’ 1)2),

wo #,(v,, v,) die gewdhnliche Thetafunction zweier Argumente v, v,

und dreier Parameter a4, a,,, a,, und ferner

o = "By =Bz A, — A, 7
1 T 4B, —4,B, 2’ * = 4B, —A4,B 2’
C. B, -—~C’B AC — AC
6 — ot Vit TR g § = L1 T e
(6) = T B —a,B" i 4B, —4,B"
a =__‘A1D2—AQD_1‘
22 Asz—’A:Bl

zu setzen ist. Die reellen Constanten dieser Ausdriicke haben die Werthe:

(7) 4, ’=fd(v,., B, = —--fda),,, C, ==f7da);,, D, = ---fmdw,',;
r H 3 P

sie sind auf reellem Integrationswege mit den Differentialen:

dw. = (/)_/lo)dp dow = (P—“An)‘i@’ dw' = (P——/‘ )dp dw;=(f7—j)dp

2y—r(p)’ 2y—r(p)

& 2yr(p) : 2yr(p)

zu berechnen, in welchen %7 den positiven Werth der betreffenden
Quadratwurzel bedeutet.

Aus der in (4) gegebenen Parameterdarstellung aller Raumpuncte
durch eindeutige vierfach periodische Functionen dreier unabhangiger
Argumente wu,, u,, u, gehen als specielle Fille die verschiedenen be-
kannten Parameterdarstellungen im Gebiete der confocalen Flachen 2.
Grades hervor:

Die Functionen (4) sind in u, linear; fur u, = a,, 4, = a, mit zwei
Constanten a,, a,, erhalt man daher in (4) die Puncte einer geraden

! Vgl. Acta matliematica, Bd. 8, S. 84.
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Linie, welche, wie ihre Differentialgleichungen in -elliptischen Coor-
dinaten:

— )

2yr(2) 2y/r{p) 2yr(v)

l (h—A)dd | (p—2)dp | (v—d)dy _
2yr (%) 2yr(p) 2y/r(v)

' (A—p)dd | (p—p)dp | (v —p)dy

(8)

erkennen lassen, mit den Flachen

v = a, v = f, L=r, 7= [y, A=A

des confocalen Flachensystems der elliptischen Coordinaten je 2 unendlich
nahe Puncte gemein hat, also gemeinsame Tangente der Flachen A = Ay
und g = g, ist’. Die Formeln (4) liefern in diesem Falle mit u, = ct,
unter ¢ eine Constante und unter ¢ die Zeit verstanden, zugleich die
Gleichungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes im Raume
und die Bezichung zwischen den beiderseitigen Integrationsconstanten in
den zwei von JacoBr gegebenen Formen® der Gleichungen der Tragheits-
bewegung als der Integralgleichungen des Systems von Differentialgleich-
ungen, welches aus (8) unter Hinzufugung der dritten Gleichung

(81) ('1 - #o)(t '{o) di (/1 s ﬂo)(ﬂ e 10) df’ (y — M )(y—: /.‘o)dy . Cdt
2\/r(2) 2yr(p) 2\/’:‘(!/)

entsteht.
Far 4 = A, verschwinden in den 3 Gleichungen (2) die ersten Glieder
der rechten Seiten, und zwischen den entstehenden 3 Summen u,, u,, «,

von je 2 Integralen besteht die Relation:
(9) E(u,, u,, u,) = o,

die mit Racksicht auf die Definition (5) nichts anderes ist, als die Dar-
stellung der Summe zweier Integrale 2. Gattung w, durch die Summen
je zweier Integrale 1. Gattung ®; und u,. Die Gleichung (9) ist die

' Vel. Kurin, Zur geometrischen Deutung des Apii'schen Theorems, Mathem. Ann.
Bd.” 28, 8. 533.
? Vgl. Jacosl, Vorlesungen dber Dynamik, herausg.” von CLEBscH, S. 233.
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Gleichung des Eliipsoides 4 = A, in den Coordinaten u,, u,, u,. Zugleich
reduciren sich die Formeln (4) fir die Puncte dieses Ellipsoides auf die
bekannten Formeln:'

z . 89‘5(11” 'U‘a)
V,a - '20 o 945 8(”1) ’Ll‘,)’
\ ) gm 935('"’17 ua)
1 — ===
( ° \/ﬂ — 2 6, 8("‘13 ui) ’
z . 9 91(”177’2)
T T 8,80, n,)

Besteht zwischen wu,, w,, », neben der Gleichung (9) noch die fernere
Gleichung w#, = a,, so erhalt man in (10) die geodatischen Linien nnd
zugleich die Gleichungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes
auf dem Ellipsoid A = A, deren Differentialgleichungen lauten:

(p — A)dp | (v — A)dy —
2yr () 2y/r(v)

(1t — p Mg — A)dpe | (v — p Xy — 4,)dy

- — = cdt.
2yr(p) 2yr(v)

Man hat in der letzteren Auffassung w, durch die Gleichung:

— o — Ay )dE
({1 — Au)\y “A)v—2,)

mit einer Constanten f, als eindeutige Function von ¢ fur alle reellen
Werthe von ¢ definirt zu denken.” In den Formeln (4) vereinigen sich
also die Darstellungen der Trigheitsbewegung eines materiellen Punctes
im Raume und auf der Flache zweiten Grades.

! Vgl. Acta mathematica, Bd. 8, S. 84.
* Vgl. WeterstrAss, Uber gecditische Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, Mouats:
berichte der Berliner Akademie 1861, 8. 986,
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§ 2. Darstellung der Puncte des Raumes durch die Umkehrfunc-
tionen hyperelliptischer Integrale 3. Gattung vom Geschlecht 2.

Die elliptischen Coordinaten A, u, v mbgen ferner ersetzt werden
durch 3 Coordinaten u , u,, u,, welche mit ihnen verbunden sind durch

folgende Gleichungen:

— (A — p,)da .(‘u — /zo)dy f(y ——‘uo)dy
“ f 2y/r(4) f 2yr(p) + 2yr(v)
l .

A
(I) ", = (A 4 )d/ [(/l / )dp j (u — A',)dv’
j 2y/r(4) 2\,7‘((1) , 2yr(v)

" =f() — s A — A)d4 +f(/1 — ) — ) )d/z f(v — )y — A)dy
? 21 (2) 2y/r(p2) 2y/r(v)
2

s

wo jetzt unter r(p), anders als in § 1, eine ganze Function 6. Grades:

(2) r(p) = — (2= ) — p)(r — p)(tts — P)% — P)A — p)

verstanden wird und Ay, A, g, (4 < 4,) specielle Werthe der gleichnamigen
Coordinaten sind. Es ist daher jetzt u, eine Summe von hyperelliptischen
Integralen 3. Gattung mit den _logftrlthmlschen Unendlichkeitspuncten
p = 0. |

Die Berechnung der symmetrischen Functionen § 1, (1) der oberen
Grenzen A, u, v .der Integralsummen u,, u,, w, giebt jetat:

z _ P(u'n Uy, ’"'5)

IWa@—2Xa—12) T, v, u)

Y _ Quy, u,, w,)

(3) \/CB - Io)(ﬂ - }x) o T(”’n' U,y u'a)’
z _ R(u,, u,, u,)

Vir=2ar—124)  T(uy, w, u,)
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worin T, P, @, R die Bedeutung haben:

(4) T(u,, u,, u)

N =y N L& RS E= Sy TR B ey Y% TR E ¢ B K CRENET
(“1 > Yoy "3) ns(cx ’ (32){8iu” 40(“1 = Cpy Uy — C,) — e s w(u+ €, w, Cg)},
Q(ux y Uyy Uy) = 821((7; » 02){3""1803(% — €y Uy — Cg) — e 903(“1"}” Cyy U 62)}?

(5)

(“1 y Uyy Ug) == 23(01 y 62>=em,39m('“1 — €y, Uy — 02) — e 901(“1 + ¢y, U+ 02)},

S(ux y gy ua) == 840(01 s Ca){ei% os-(ul — Cpy Uy — /2) — e—m’saos(un + ¢y, Uyt 02)},
wo ferner:

, .olog @, (¢, ¢,) 3]0;;8”(61, L)
(6) Uy = Uz~ i*-’—%—” e L

ist und dic rein imaginaren Constanten c¢,, ¢, die Werthe haben:

—_

o [l ) _ o — (p—4)dp.
) “ _-/ 2r(p) ‘ / 2\/”([’)

M

Dic Argumente und Parameter der Thetafunctionen haben die Werthe
wie in den Formeln § 1, (6), (7) nur dass in diesen r(p) jetzt die neue
Bedeutung (2) besitzt. Die Quadratwurzel T verschwindet, wie leicht aus
bekannten Sitzen tber das gleichzeitige Verschwinden mehrerer Theta-
functionen 6;(x,, u,) hergeleitet werden kann, far kein reelles Werthepaar
#,, %y, u,; sie hat uberdies, wie auch P, @, R, S fur reelle Argumente
., u,, u, auch reelle Werthe. Die doppelt gestrichene Quadratwurzel
bedeutet den positiven ‘Werth von 7.

Die Darstellung (3) der Puncte des Raumes durch finffach perio-
dische Functionen der drei Argumente u,, u,, %, ist im reellen Gebiete
eine eindeutige, sobald man fur 7 einmal das positive Vorzeichen fest-
gesetzt hat. Aus dieser Parameterdarstellung aller Raumpuncte ergeben
sich folgende specielle Formen:

Weun man die beiden Variablen u,, u, constant, gleich a,, a, setat,
so bleibt in den Formeln (3) nur u; variabel, und man ubersieht, dass
bei den gemachten Festsetzungen die Formeln (3) .eine Ellipse darstellen,
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deren Mittelpunct der Coordinatenanfang ist. Aus den Differentialgleich-
ungen dieser Ellipse in elliptischen Coordinaten:

2y/r(4) 2\r(p) 2y/r(v)
(A— 4,)d2 n (t—A)dpy , v—2)dv

0 b

2/r (%) 2y/r{p) 2/r(v)

I ()@ | (= pp)dp o= p)ds

(8)

folgt anderseits sofort, dass diese Ellipse mit den Flachen

v = a, v = f, L=r, o= l, p= A, A=A,
so oft sie denselben begegnet, je zwei unendlich nahe Puncte gemein hat,
also die Flachen g, 4, 4, je in zwei diametral gegentiberliegenden Punc-
ten berithrt.’

Mit u, = g¢ hat man in (3) unmittelbar die Gleichungen der Central-
bewegung eines materiellen Punctes «, y, #z unter Einfluss der vom Coor-
dinatenanfang ausgehenden Anziehungskraft von der Grosse g’r, unter r
die Entfernung des bewegten Punctes von letzterem verstanden.’

Fuar 2 = A, verschwinden in den 3 Gleichungen (x) die ersten Glieder
der rechten Seiten und zwischen den entstehenden 3 Summen von je 2
Integralen besteht die Relation:

- O(u, + ¢, u, + ¢,)

c B{u, —ec,, u, —¢;)

+ t.‘a log l?z;g’(c,, c,) u, + ia} log 8, (c,, .c_z) "

T
(9 = 20 lo ac, 29

1
welche die Darstellung der Summe zweier Integrale 3. Gattung w, durch
die Summen je zweier Integrale 1. Gattung w,, », ist. Man kann diese
Relation auch schreiben:

eif"av___ g(ul + c.n‘ u’i +'cs)

e G(u, — e,y Uy ~¢)’

' Vgl.. Uber Verallgemeinerungen des Graves'schen Theorems in. der analytischen
Mechanik, Berichte d. K. Sichs. Ges. d. W., 1886; ferner KLEIN: Zur geometrischen
Deutunng des Apzr’schen Theorems der hyperelliptischen Integiale, Mathematische An-
analen, Bd. 28

* Vgl. Jaconr, a. a. O., 8. 234,
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Die Formeln (3) reduciren sich in Folge derselben auf:

x . 99‘,.(11l , W,
\r':(a - ZoX“ - )‘ T
(IO) — y ‘1 3')(1, 2)’
V/<[j- — AoXﬂ — ) 1
— L 9‘1 95'( 3)’
V=) —2) r
mit

T= \/(a - )\o) & 9:'5(%,, Ug) + (,3_‘ }‘o) % 9;5(”1: uz)+ (}'“}\o) A O:I(uly 'u“)) + (/‘u - /‘1)8:5 8:2('"1" Ug)s

wie_ leicht aus den Additionstheoremen der Thetafunctionen folgt. Diese
Formeln (10) gehen ihrerseits mit 4, = — co in die Formeln § 1, (4) uber,
da neben (10) noch die Gleichung:

\/ e — Yo = &) _ 8,600
(a_ll)(/9~—'i|)(7’—/:1) r

besteht. Die in den Gleichungen (10) enthaltene Darstellung der Puncty
des Ellipsoides 2, durch zwei unabhangige Parameter ist im reellen Ge-
biete eindeutig.

Besteht neben der Gleichung (9) auch noch die Gleichung %, = a,,
so erhalt man in (10) die Puncte derjenigen Curven auf dem Ellipsoid
A,, welche von den eben erwihnten Ellipsen umhillt werden und shnlich
wie die geodatischen Linien verlaufen, eindeutig durch den Parameter %,
dargestelit. Macht man #, durch die Formel:

gy —&,)dt
4 _/ u——/Xu—/)

eindeutig von der Zeit ¢ abhangig, so sind die Gleichungen (10) die Be-
wegungsgleichungen eines Punctes, der auf dem Ellipsoid A, unter dem
Einfluss der Centralkraft gr sich bewegt.

In der Parameterdarstellung (3) vereinigen sich also die Gleichungen
der freien und der an das Ellipsoid 2, gebundenen Bewegung eines ma-
teriellen Punctes unter Einfluss einer centralen Anziehungskraft, welche
der Entfernung direct proportional ist.
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§ 3. Darstellung der Puncte des Rawmes durch die Umkehrfune-
tionen hyperelliptischer Integrale 1. Gattung vom Geschlecht 3.

Es sollen endlich die elliptischen Coordinaten A, g, v mit 3 anderen
Coordinaten u,, u,, w, durch die folgenden Relationen verbunden sein:

X
. /q()k — luu)dl /(u —//.o)riu (J — /1”)1114

2\/r(4) 2y/r(p) . 2y (v)
A

v

() 2 )(Z/ ((1 2 )d/l (v— A)dv
(1) . ==
Vvr(4) 2 fr(u) 2yr(v)

A= — 4,)d2 — p )y — 4, )d/z (l/ — A )du
= / 2\/7()) +f 2y (1) / z\ﬂ(f)

o

worin:

(2)  7(p) = (2 —p)B— p)iy — o)ty — 0)2 — P)O, — P)2 — p)

und g, A, Ay AR > 2 > 2,) besondere Werthe der gleichnamigen Coor-
dinaten sind. Die Integrale in diesen Gleichungen sind von der 1. Gatt-
ung vom Geschlecht 3.

Um die symmetrischen Functionen der elliptischen Coordinaten 2, 4, v
durch w , w,, u, darzustellen, setzt man:

+ +- + oo

\ €158y , S A42¥
(3) 0< 1 [ (uH “?’ u) 19 ot (Ul7 U 2) U) - zm, my m&e
—_—on — a0 — %0

€1528; 1828,
mit
e \? s\ 2 - \2
J— 1 1 5 T2 ; 3
4= a“<m1 + 5) + c;i?(;;z? + -2—) + (z:{3(;)1;; + 2
2, / &y e, ) g,
+ 2a23 m2 E‘) my 4 i;) + 2a3,<m3 -+ ;‘) (ml'-{— \ + 2a,,<m + ><mz + ;);

P (ot ) (o 5) + () (0 %) + (om0 5) o+ 55)

Acta mathematica. 10. Tmprimé le 21 Juin 1R&7. 25
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Dabei bestehen zwischen »,, u,, 4, und v, v,, v, dic Relationen:

(4) O = (En¥ + Catty + ) T, (=123

und haben die 9 Coefficienten ¢,,, ¢,,, ¢,; die Bedentung:

3

I
_ Re AN hy AR
Cpr, = A (Ak:Ak: - AkQAk:)7

wo die Indicestripel A h,h, und k k,k, unabhingig von einander die
Zahlentripel 123, 231, 312 durchlaufen und

EEEEE]
A= lAf A 42
A4 Aﬁ‘

Die Parameter a,. der Thetafunction haben die Werthe:

(5) ty = — (cu B} + ¢ Bi 4+ ¢ By, hk=1,2,9)

wobel a,, = a,,. Endlich sind unter 4%, B* die auf reellem Integrations-
wege berechneten reellen Constanten zu verstehen:

2o 1y o I
A}, = 2 [dw, — zj(]wh + 2 fdw,, Bi= 2fde,
Ay v A Ay
Mo “ 4
(6) A2 = — 2 fdw, + 2 [dw, B! = — 2 [dw;
T ] A
a 8
A3 = 2 fdw,,  Bi= 2fdo;,
g P

mit folgender Bedeutung der Differentiale dw, und dw,:

dw, = Q"_"J‘;o)ﬂ’ dw, = (r— )‘o)_d_/” dw, = (o ~/1o)(/; lo)dp,
- 2y/r(p) 2yr(p) 2yr(p)
dof = CZm g =R g e mle— A,
V=) 2y=7(p) 2y=7p)
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unter % » allgemein die positive Quadratwurzel aus der positiven reellen
Grosse + r verstanden.
Indem man endlich die Thetafunctionen mit den WEIERSTRASS'schen
Indices' bezeichnet, erhalt man:
x O, -0, (0, u, u)
Va — 4, 6,6+ 60,:00,, uy, u,)

bl

y 6,.6, (u, n, u)
8 —; — . [ 145 17 21 3
( ) \/ﬂ - 20 9145 ¢ 0056(”17 Uys u’a)’

z B4 - B14: (v, Uy, ”s)’
\/7’ - /:0 @us g Qoss(un s 7"3)

wo den ohne Argumente geschriebenen Thetafunctionen die Argumente
0, 0, o zuzudenken sind. Die Coordinaten z, y, z werden hierbei reell
fiir reelle Werthe von w,, u,, u,.

Diese eindeutige Parameterdarstellung der Puncte des Raumes durch

! Vgl. Henoch, De Abelianarum functionum periodis, (Berolini, 1867) 8. 15, wobei
im vorliegenden Text nur die zweiziffrigen Indices bei HenecH durch Hinzufiigung der
Ziffer 7 in dreiziffrige verwandelt sind, sodass von den 64 Thetafunctionen 3 je eine der
Zahlen O, I, 2, ..., 7, 56 aber je 3 dieser Zahlen als Indices bekommen. Eine zweite
Indicesbezeichnung wire dadurch geboten, dass eine Thetafunction keinen Index, 28 Theta-
functionen je 2 der Zahlen 0, I, 2, ..., 7 und 35 je eine Scheidung der & Zahlen in
2 Quadrupel als Charakteristik bekommen, Man kann es dann fitr den hyperelliptischen
Fall so eiorichten, dass die gerade Thetafunction, welche fiir v, =0, v, =0, v, =0
verschwindet, keinen Index bekommt, die 28 ungeraden Thetafunctionen je 2 Indices und
die 35 iibrigen geraden der Spaltung der in irgend einer Reihenfolge mit 2., 2, %, ..., %,

bezeichneten 8 Zahlen O, I, 2, ..., 7 in 4 Quadrupel so entsprechen, dass sich die Null-
. . L [ttt L, T
werthe der Thetafunctionen mit der Charakteristik <i° R .3), mit einem Proportionalitits-
41/5 1’61‘7

factor k und der Abkiirzung (7,%,) = (a; — a;,), durch die 8 Verzweigungspuocte a,, a,, a,,

., @, so darstellen:

k.o ( s ".3) = VT 1008 ), 1008 805, 600, 1) - (8,308, 56) (2 5 (o 1 )5, )

K
by Y Y

Man vgl. iber die verschiedene Indicesbezeichnung auch NOTHER, Zur Theorie der Theta-
functionen wvon beliebig vielen Argumenten, Mathematische Annalen, Bd. 16, 8. z70.
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6-fach periodische Functionen dreier Argumente hat ebenfalls eine me-
chanische Bedeutung.! Setzt man namlich

, = a, u, = b, u, = ¢ + gt,

unter a, b, ¢, g Constanten, unter ¢ die Zeit verstehend, so stellen die
Gleichungen (8) die freie Bewegung eines Punctes im Raume unter Ein-
fluss der Kraftefunction:

(0) U= —_g"LO+p+v)— 0+ p*+ ) — (w + i + )

dar. Die 7 Grossen a, b, ¢, A, #,, A, 4, vertreten die 6 Integrations-
constanten der Bewegung; zwischen ihnen besteht eine Relation:

)‘o +/lo +)‘1 +)‘2 :L’

welche sie mit der gegebenen Constanten L der Kraftefunction verbindet.

Diese Bewegung diirfte insofern ein gewisses Interesse beansprechen,
als sie ein typisches Beispiel einer durch hyperelliptische Functionen 2.
Ordnung dargestellten Bewegung abgiebt. Sie lasst daher in einfachster
Form ein charakteristisches Merkmal solcher Bewegungen hervortreten,
das der bedingten Periodicitit.

Um darauf einzugehen, bemerkt man zunichst, dass die 3
imaginaren Systeme zusammengehoriger Periodicitatsmoduln fir den Be-
wegungsvorgang im gewdhnlichen Sinne keine Bedeutung haben. Aber
auch die 3 reellen Systeme verlieren ihre directe Bedeutung, da eine
Anderung der 3 Argumente u,, ,, #, um ein System zusammengehoriger
Periodicitatsmoduln durch die Festhaltung der Werthe %, und wu, aus-
geschlossen wird und daher die betrachtete Bewegung als eine nicht perio-
dische sich ergiebt. Dagegen zeigt die Bahncurve des bewegten Punctes
eine dreifache Art von Windungen, die man in gewissem Sinne als den
Ausdruck der dreifachen reellen Periodicitat der betrachteten hyperellip-
tischen Functionen ansehen kann. Die Bahncurve bewegt sich namlich,
wie man aus ihren Differentialgleichungen in elliptischen Coordinaten

' Vgl. Jacosi, a. a. O, 8. 219.
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leicht erkennt, in dew ringformigen Raume, welcher von je einem ring-
formig geschlossenen Theile der beiden Ellipsoide A, und A, einerseits und
von zwel getrennten, je ringformig geschlossenen Theilen des einschaligen
Hyperboloides g, anderseits begrenzt wird. Die Bahncurve umlauft in
immer wiederholten Lingswindungen diesen in sich zuriickkehrenden
ringformigen Raum, macht dabei aber zugleich Querwindungen, indem
sie abwechselnd den einen und anderen begrenzenden Theil des Hyper-
boloides s, berithrt, und Tiefenwindungen, indem sie abwechselnd die
begrenzenden Theile des einen und anderen der Ellipsoide A, und A be-
rithrt. Die Bahncurve wird sich dabei im Allgemeinen niemals schliessen,
da niemals in demselben Zeitpuncte eine Langs-, eine Breiten- und eine
Tiefenwindung gleichzeitig sich vollenden. Aber die Bewegung kann in-
sofern als eine zweifach bedingt periodische Bewegung bezeichnet werden,
als sie in eine periodische Bewegung tubergeht, wenn zwei Bedingungen
erfullt sind, welche das periodische Zusammentreffen der 3 Windungs-
formen der Bahncurve zum Awusdruck bringen. Man kann diese Beding-
ungen unmittelbar aufstellen. Wenn man namlich der Einfachheit wegen
die Constanten a, b, ¢ specialisirt und u, = o, u, = o0, u, = gt setzt, so
erhalt man zunichst:

A A
v, = ¢, glmi = -‘—mA—i~gfm,
L LA — A
v, = C;,giwi = ~——K/—2/—‘gtm,
L A4 — A
v, = ¢, glml = —L&—;—(/Zm.

Damit wird das Argument 2V der Exponentialgrosse der Thetafunction
(3) abgesehen von dem additiven Gliede:

(myel + mye) + mygg)mi + (18] + &5 + &)
2V = {(2m + &)(di 4] — A345) + (2m; + &,)(4] 4, — A3 4))

(IO) twi
+ (2my, 4 e;)(414; — 4] A?)i%
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Es seien jetzt, unter 1, m, n ganze Zahlen verstanden, die beiden Beding-
ungen erfullt:

o Ho o
lfahol -—'mfa?u)l + nfdwl = o,
A, 7 3

(11)

lj:dw?——-mfdw, —}—nfa'cu2 =0
4 14 a

und sel zur Abkiirzung:

)‘o Py a
(12) lfdw3 —m f(lw3 + nfa’w3 = gT

&y r ;
gesetzt. Man kann diese Gleichungen mit m’ = m — I, »’ = n — m auch
schreiben:

(A} + w A7 + w'd} = o,
14} + n' 45 4+ w'd; = o,

14y + ' A 4 w A} = 29T.
Hieraus folgt:
42 43 2 43 Al 34t 3 41 A A A2 AV A2 == A'_b
<1 2—‘42A1=m' Aid;, — QARZW’ 144y 7 Ay 1—;{]“/11

und somit:

Vo= {(2m, 4 )l + (2m, + g)m’ + (2m, + &)’

[N}

Einer Anderung des Argumentes ¢ um 47 entspricht also eine Anderung
des Argumentes 2¥ um ein Vielfaches von 27, wobei die Thetafunction
(3) ungeindert bleibt.

Wihrend also die Coordinaten x, y, 2z des bewegten Punctes im All-
gemeinen wichtperiodische Functionen der Zeit sind, werden sie periodisch mit
der Periode 4T, sobald die Integrationsconstanten u,, A, A, A, die Beding-
ungen (11) erfiillen.

Diese Bedingungen hingen ibrigens von dem anfanglichen Orte des
bewegten Punctes zur Zeit ¢ = o nicht ab, auch wenn a, &, ¢ beliebige
Werthe haben.
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Neben diese Bewegung, welche auf das vollstandige Umkehrproblem
der hyperelliptischen Integrale 3. Gattung:

() — )dl sz ——ﬂ)—dﬂ f(u o )dv
2y/r(2) 2\/r(p) 2yr(v) “
2

(A= 4)da (e —)dn | (o — 2)dv B
(13) f 2\/’,',(2) +‘/. 2\/77"/7) + 2\/1—:-(—]’—) == a2

2o

o 7 A
A
f’(} — A — 2,)d2 +f(/z 2o — o)d/l (u ty — A)ydv ot
2yr(2) 2y/r(p) j 2yr(y)
2y 7

fuhrt, stellt sich eine unter Einfluss derselben Kraftefunctlon (9) vor sich

gehende, aber an das Ellipsoid 4, gebundene Bewegung, entsprechend den
Gleichungen:

v

(/4 d,a f(u ~— ) dv
+ e — = @
/ Zs/r(/z 2yr(v) ’

f(/ — o)l — A | f(v )y — A)dv _
= gt,
y 2V7(/z 2\/7*(1/)

wo 7(p) wieder die in (2) definirte ganze Function 7. Grades ist. Diese
Gleichungen geben bekamntlich im complexen Grossengebiet keine ein-
deutige Umkehrung. Wohl aber ergeben sich die Coordinaten z, y, z des
bewegten Punctes, als symmetrische Functionen der oberen Grenzen p, v
des vo: egenden unvollstindigen Umkehrproblems (14), betrachtet fur
alle reel.... Werthe der Variablen a, und g¢, als eindeutige doppelt reell
periodische Functionen von a, und g&' Bei constantem a,, wie im vor-
liegenden Falle, sind die Coordinaten z, y, # des bewegten Punctes ein-
fach bedingt periodische Functionen der Zeit. Die einzige Bedingung namlich:

(14)

—mfﬂodwa + nfdm2 =0
v I

' Vgl. Uber eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen, Mathematische
Annalen, Bd. 29, 1887.
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macht sie periodisch mit der Periode 47, falls:

Ito

— mfdw“ + nf(l?a)3 =gT
s #

gesetzt wird. Solche einfach bedingt periodische Bewegungen sind auch,
wie man sofort sieht, die in § 1 und § 2 betrachteten Bewegungen auf
dem Ellipsoide 4.

Beschrinkt man endlich den unter Einfluss der Kriftefunction (9)
sich bewcgenden Punct auf die Krimmungscurve 2= 2, p= g, des
Ellipsoides 4,, so entspricht scine Bewegung der Gleichung:

v

2\4‘(14)
3

und seine Coordinaten «, y, z werden Umkehrfunctionen eines einzelnen
hyperclliptischen Integrals 1. 'Gattung vom Geschlecht 3. Die Bewegung
ist dann eine wunbedingt periodische.’

Hiermit schliesst jene Reihe von Umkehrproblemen hyperelliptischer
Integrale 1. Gattung vom Geschlecht 3, welche in den Formeln (13),
(14) und (15) enthalten ist. Durchlauft man dieselbe von ihrem letzten
Typus zu ihrem ersten, so andert sich der Charakter der entsprechenden
Bewegung in der Weise, dass die urspringliche Periodicitdt durch eine
bedingte Periodicitdt ersetzt wird, die sich der Zahl der erforderlichen Be-
dingungen nach weiter und weiter von der unbedingten Periodicitat entfernt.

Dorpat, im Marz 1887.

! Hierher gehort auch die von C. NEUMANN, De problemate quodam mechanico, quod
ad primam integralium ultraellipticarum classem revocatur, Regiomonti 1856, behandelte
Bewegung und andere.

* Vgl. WeikRsTRASS, Uber eine Gattung reell periodischer . Functionen, Berliner
Monatsberichte, 1866. Hicrher gehoren cine ganze Reihe von Bewegungen; vgl. RUSSELL,
On the occurence of the higher transcendents in certain mechanical problems, The messenger
of mathematics, new series, vol. 7—8; GREENHILL, On the motion of a top and allied
problems in dynamics, Quarterly journal of mathematics, vol. 15; und andere.




