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SUR LES ]~QDATIONS DIFF]~RENTIELLES DU TROISI~I~IE 
ORDRE ET D'0RDRE SUPI~RIEUR DONT L'INTI~GRALE 

GI~N~RALE A SES POINTS CRITIQUES FIXES. 

Par 

JEAN CHAZY 
~ s .  

Introduction. 

I. On suit l'int6r6t que pr~sente la recherche des Squations diff~rentielles dont 
l'int~grale g~n~rale est uniforme. Elle est un premier pus duns l'~tude des intd- 
grales d'une ~quation diff6rentielle quelconque. D'autre part  elle peut  conduire, 
et a conduit effectivement, s la d6cOuverte de fonctions uniformes nouvelles. La 
plupart des fonctions classiques, la fonction exponentielle, les fonctions elliptiques, 
les fonc~ions automorphes, etc., sont intSgrales d'~quations diff6rentielles, dont 
l'int~grale g~n~rale est uniforme, et qui ne sont lin~aires ni pour les fonctions 
elliptiques, ni pour les fonctions automorphes: si l'on d6termine a priori les ~qua- 
tions diff~rentielles non lin~aires, dont  l'int~grale g~n~rale est uniforme, on peut donc 
esp~rer trouver parmi leurs int6grales des transcendantes dont l 'importance pour 
les diff~rentes branches de l'Analyse sera r~v~l~e ult~rieurement. On est conduit 

rechercher d'abord les ~quations diff6reutielles dont  l'int~grale g~nfirale a s e s  
points critiques fixes, c'est-h-dire ind~pendants des constantes d'int~gration. 

FUCHS a d~termin6 les ~quations du premier ordre, alg4briqucs par rapport 
la fonction et ~ sa d6riv~e, dont  l'int~grale g~n6rale a s e s  point critiques fixes, 

et M. PO~NCAR~ a montrd ~ que ces dquations ont leur intdgrale g~n~rale alg~bri- 
que, ou bien sont r~ductibles alg6briquement, soit it une quadrature, soit it une 
~quation de RmCATI, e'est-lt-dire ~ une ~quation lin~aire du second ordre: les ~qua- 
tions ~ points critiques fixes du premier ordre ne sauraient donc d~finir de trans- 
cendantes nouvelles. 

M. PA~NLEV~ a eonstitu~ une m~thode pour former les ~quations ~ points 
critiques fixes du second ordre. I1 a appliqufi eette m6thode aux ~quations 

i Com~t~ .Rendus, juillet 1884. 
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(~) y" = R (y ,  y, x), 

R d6signant une fonction rationnelle de y~, alg~brique de y et analytique de x. 

Mais, dans l'~num~ration des cas tr~s nombreux h consid~rer, M. PAINLEVI~ avait 

laiss~ ~chapper un cas important. M. G~M~I~R, r~visant les tableaux de M. 

P~NL~.V~, a combl~ les laeunes que ces tableaux pr~sentaient. Les r~sultats de 

l'~num~ration complete se r4sument ainsi: 1 Toutes les 6quations h points critiques 

fixes de la forme (~) sont int~grables par les fonetions classiques, rationnelles, 

exponentielle, logarithmique, elliptiques (consid~r~es comme fonctions de l 'argument 
ou du module), ou sont r~ductibles aux ~quations lin~aires, ou enfin se ram~nent 

Mgdbriquement k six typos:  

(I) y " ~  6y ~ + x, 

(II) y" ~ ~ya + x y  + ~, 

(III) y" ~ y'~ Y' + a Y ~ + f l + Y y ~ +  ~, 
y x x y 

(IV) y"~-  Y'*+ ]-'y~ + 4 x y  ~ + z ( x * - - a ) y  + 
2 y  2 y 

(A), 

(V) y"-~y'8 I + y _ ~  _ _ x  + x~ - -  a y +  + x y - - I  ' 

(Vi) y , , _ y ~ ( y  I + y ~ ) ( ~  i ~ )  
- - - 2  + y - - i  --Y'  + x - - ~  + + 

x' (x - -  I) ~ L § --y~ § - - ( Y -  ~)~ + - ~ - - x i  i ]" 

]VI. PAINLEV~ a montr~ que les cinq premieres ~quations sont des d~g~n~rescences 

de la sixi~me; que la sixi~me, et par suite les cinq autres, ont leurs points vriti- 

ques /ixes: ce sont seulement les points singuliers du coefficient diffdrentiel, x ~ o ,  
x ~ I ou x ~ oc. M. PAI~LEV~. a ~tabli enfin que, saul pour des valeurs excep- 

tionnelles des param~tres, les six ~quations sont irrdductibles, et de facon precise 

appartiennent, au point  de vue de ]a r~duetibilit~, s la m6me classe que les ~qua- 

tions y " ~  R (y, x), R d~signant une fonction rationnelle arbitraire de y et de x. ~ 

Les recherches de M. PAINT.EV~ se divisent ainsi en trois parties. Une premiere 

m~thode met en ~vidence un certain ensemble de conditions n6cessaires pour 

qu'une ~quation donn~e air ses points critiques fixes: cette m~thode s'dtend 

I Comptes Rendus: (~A~BIER, 18 juin, 25 juin et 12 novembre 1906; PAINLEV~, 24 d~cembre 1906. 
M. PAIN~.~V~ a exposd ses recherches darts des Communications b. l'Acad~mie des Sciences 

de Paris, dans un mdmoire des Acta Mathevaatica (190% et dans un article du Bulletin de la Soci~td 
MatMmatique de France (tome XXVIII). 
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faei lement  aux  dquations d 'ordre  sup~rieur. Une seconde mSthode,  route  diffSrente, 

a pou r  bu t  de mon t r e r  que, dans ]e cas du  second ordre,  ces condi t ions sen t  

suff isantes:  son extension est plus malais~e. Enf in  il f au t  faire appel  s un  troi-  

si~me ordre  d'id~es pour  d~terminer  la elasse d '~quat ions  irr~duetibles s laquelle 

appa r t i en t  une  ~quation. 

II .  J e  me suis propos~ de rechercher  parmi  les 4quat ions  h points  cri t iques 

fixes du troisi~me ordre  et  d 'o rd re  sup~rieur des ~quat ions nouvelles.  Dans le eas 

du  second ordre,  la d~terminat ion  des ~quat ions ~ points  cr i t iques fixes est  fond~e 

sur la d~terminat ion  des ~quations de la forme 

y" ~ y'~a (y), a (y) alg~brique en y, 

d e n t  l ' int~grale g~n~rale est uniforme.  De m6me ici, le probl~me pr~liminaire ~ 

se pose de d4terminer  les ~quations de la forme simpli/ ide 

~ / y , ~  , , y , 
Y " =  ~ - - n f ~  §  §  '~ 

n d6signant  un  ent ier  positif ,  n6gatif  ou infini, mais diff6rent  de - -  i ,  b (y) et  c (y) 

deux  fonctions alg6briques de y,  d e n t  I ' int6grale g6n6rale est  uniforme.  Pour  n ~ - -  2, 

b (y) ~ o, les fonet ions uniformes ainsi d6finies sen t  les fonct ions  automorphes ,  ou 

s ' expr iment  pa r  les fonct ions elassiques. P o u r  n ~ - - 2 ,  M. PAI~LEVfi a indiqu6 

sans d6monst ra t ion  que le genre des fonct ions alg6briques b (y) e t  c (y) est  o ou 

i ,  et  que les fonet ions uniformes d6finies sen t  des fonct ions elassiques, ou des 

combinaisons de fonet ions classiques. J '6 tud ie  la forme de l '6quation,  e t  je donne  

la na tu re  de l ' int6grale, dans le cas off les coefficients b (y) et  c (y) sent  ra t ionnels :  

le nombre  des p61es de ces f ract ions rat ionnel les  est  limit6 ~ 6 pour  n ~ i ,  s 4 

pour  n ~ i .  M. GAR~IER a trait6, ~ out re  le cas pr6c6dent,  le cas oil les coefficients 

b (y) e t  c (y) sen t  des fonctions a]g6briques de genre I ,  et  donn6 s ce point  de 

vue  la solut ion comple te  du  probl~me. 

I I I .  De routes  les simplifi6es, l '6quat ion y "  ---- o est  la plus simple. L 'exemplo  

des 6quat ions du  second ordre  conduisai t  h d6 te rminer  d ' abord  les 6quat ions 

points  cr i t iques fixes a y a n t  eomme simplifi6e y "  ~ o ,  c 'est-~-dire les 6quat ions  s 

points  cr i t iques fixes de la forme 

t Pour qu'une 6quation du second ou du troisi~me ordre air ses points critiques fixes, il 
est n6cessaire que son ~quation simplifi~e, c'est-~-dire l'~quation obtenue en y remplaCant x par 
Xo + ax, et en faisant tendre a vers z~ro, nit son int~grale g~n6rale uniforme. L'~quation simpli- 
fi~e a la forme indiqu~e dans le texte, si l'~quation complete a la forme y "  = R ( y ' , y t , y , x ) , R  
d~signant une fonction rationnelle de y ' ,  y', alg~brique de y, analytique de x. La consideration 
des 6quations simplifi~es permet de classer les ~quations h points critiques fixes. 

ComTtes Rendus, 29 juillet 1.907, 16 novembre 1908. 
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(5) y"  = P (y", y', y, x), 

off P est un polynome en y", y', y, ~ coefficients analytiques en x. On pouvai t  
esp~rer obtenir ainsi des ~,quations simples, dont  les int~grales ne seraient pas 
des fonctions classiques, et qui ne se ram~neraient pas n~eessairement aux ~qua- 
tions (A). Oette esp6rance semble illusoire. Dans I la classe d'~quations consid~r6e, 
s i  l 'on excepte quatre types d'~quations dont  je n'ai  pas achev~ l'~tude, il n 'y  
a pas d'$quations nouveUes analogues aux ~quations (A); il y a seulement des 
~quations qui admet ten t  des facteurs intSgrants, et se ram/~nent ~ des ~quations 
du second ordre, transform~es alg~briques des ~quations (A). Parmi ces ~quations 
du second ordre citons les suivantes 

{ y '~ -I- 4 y  's § z ( xy '  ~ y)  ~ o, 
(3) y'~ + 4 y  's + x y  ' ~ -  y y '  + a ~ o,  

y"~ + 4 y  's + ( x y ' - -  y)~ + a y  ~ + fl ~- o, 

qui sont transform~es alg~briques des ~quations (A, I), (A, II) ,  (A, IV), et dont  
les deux premieres ont  6t~ signal~es par M. PAINLEV/i. Les transform~es des 
6quations (3) en u ~ e ly  d~ ont  comme int~grales g~n~rales des fonctions enti~res, 

qui sont respectivement de genres et d 'ordres 2 et ~, 3 et 3, 4 et 4. Dans la suite 

fortune par  la fonction a (x; g2, gs) de WEIERSTRASS et par  ces trois fonctions entiitres, 
chaque fonetion est une d~g6n~rescence de la suivante. L'4tude des int~grales de 
l'~iquation (A, IV) se ram~ne ~ l '4tude de la fonction enti~re degenre  4. Il existe 
de m~me pour les Squations (A, III),  (A, V), (A, VI) des transform~es du second 
ordre et du second degr~, don t  l'int~grale g~n~rale est enti~re de genre infini, ou 
a trois points singuliers fixes. 

Signalons parmi  les ~quations (2) des 4quations remarquables, dont  les int~- 
grales se rapprochent  des fonctions fuchsiennes. Ce sont les ~quations 

(4) yt, ~ 2 y y "  - -  3 Y~,  

4 (5) y'" -~ 2 y y "  ~ 3 y  '~ + 3 5 ~ k  ~ (Sy ' - -  y~)~, k entier > 5. 

L'intSgrale g~n~rale de chacune de ces ~quations est uniforme dans une r~gion 
limitSe par une droite ou une circonf4renee, variable avec les constantes d'int~gra- 
tion, et qui est coupure essentielle. La th~orie des groupes fuchsiens et klein~ens 
a mis en ~vidence des ~quations de la forme que nous rappelons pr~c~demment, 
dont  l'intSgrale g~n~rale est uniforme, et poss~de une coupure essentielle mobile, 
circulaire ou non analytique, ou bien admet  un ensemble parfait  discontinu de 
points singuliers mobiles: il est curieux d 'obtenir  des ~quations aussi simples que 
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les ~quations (4) et (5), dent  les intdgrales pr6sentent une singularit6 analogue. 
Ces intd.grales peuvent  6tre d6finies de la mani~re suivante. Consid6rons l'6qua- 

tion hyperg6om6trique de Gauss 

et deux int6grales distinctes arbitraires de eette ~quation, z et z~. L'6quation 

x ~ z - - ~  ddfinit une fonction de SCmVARZ t (X), dent  le triangle fondamental a 

6 dz  
comme angles ~ z z La fonetion y ( x ) = z ' d - x  est une int6grale de l'dqua- 

2 '  3 '  k" 
tion (5) ou (4). L'int6grale g6n6rale de l '6quation (4) est holomorphe dans la 
r6gion off elle est d6finie: ee]le do l '6quation (5) est m6romorpho dans la r6gion off 

k - - 6  e]le est d6finie, et  admet  eomme p61es simples de r6sidu ~ les p61es de t (x). 
2 

k - - 6 C  
: la fonction u satisfait g l '6quation diff6rentielle du quatri~me Posons y 

ordre 
3 k ( k - - 2 )  u u  Iv - -  (k - -  2) C C" + 2 (k :F 6) ~ u''~ = o. 

L'int6grale g6n6rale de cette 6quation admet de m6me comme coupure essentielle 

une eirconf6rence variable, e t e s t  d6finie ~ l'int6rieur ou g l 'ext6rieur de la circon- 

f6rence suivant ]es valeurs des constantes d'int6gration. Elle est holomorphe en 

tout  point de la r~gion off elle est d6finie, saul en g6n6ral au point  x = ~ .  Si 

elle est d6finie ~ l'int6rieur de sa eoupure, ou si la coupure est une droite, elle 

est uniforme: si el]e est d6finie ~ l'ext6rieur, elle aequiert autour de la coupure 

un nombre de d6terminations 6gal au d6nominateur de la fraction irr6ductible 
12 12 / y  

6gale g ~ - - g ,  comme l'int6grale particuli6re u = xe -  k. La transform6e en d x 

de l'6quation (4) poss6de une propri6t6 analogue: son int6grale g6n6rale est uni- 

forme, si elle est d6finie ~t l 'int6rieur de sa coupure ;  si elle est d6finie g l'ext6- 

rieur, elle est une fonetion multiforme avee p6riode, eomme l'int6grale particu- 
li6re - -  6 log x. 

La fonction u (x) jouit  d 'une propri6t6 fonetionnelle analogue ~ celle des 

fonetions th6tafuehsiennes: par les substitutions (x ,a~x+f l l )  d 'ungroupefuchsien ,  
~ i ,  + 6i 

elle est multipli6e par (Tix + ~i)F=-~; ello est th&afuchsienne pour k ~ 7, 8, 9, x2. 
Elle poss6de une seconde propri&6 fonctionnelle de nature connexe, signal6e 

par Halphen: elle fait partie des solutions en fonctions uniformes de l'identit6 
X ~ + y s +  u k = o. La fonction u est une transcendante d6finie par une 6quation 

Aeta  ma~hema21ea. 34. Imprim4 le 23 novembre 1010. 41 
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diff~rentielle du quatri~me ordre: mais, comme l '~quation du troisi~me ordre que 
v~rifient los fonctions fuchsiennes et klein~ennes, cette ~quation du quatri~me 
ordre se ram~ne, par  un changement  de variable et de fonction, ~ une ~quation 
lin6aire du  second ordre. Enfin, si r on  rend la fonction u homog~ne de degr~ 

I 2  
6 - - k  par  rapport  ~ la variable ~ et  ~ une nouveUe variable xt, elle satisfait 

l '~quation aux d~riv~es partielles remarquable 

~4u O'u 04u ~'u t O'u \2 
Ox'Ox," 40--~-~x, OxOx, - s  + 3 1 ~  ] --o. 

Pour  ]r 4, 5, le groupe de l '~quation hyperg~om~trique est le groupe d 'un  
poly~dre r6gulier, les fonctions u correspondantes sent  des polynomes connus. 

Parmi  les types d'~quations (z) den t  je n'ai pas encore achev6 l'~tude, le 
plus int~ressant est le type 

(6) y , , = y Z y , _ ( ~  + x)yZ-ay,S, ~t entier positif. 

Je  n 'ai  pu  d~cider jusqu'ici si l '~quation (5) a son int6grale g~nSrale uniforme. 
Cette int~grale ne poss6de ni points critiques alg4briques, ni p61es: si elle n 'avai t  
pas de singularit6s transcendantes,  elle serait une fonction enti~re. Mais il me parait  
vraisemblable qu'elle poss~de des singularit~s t ranscendantes et critiques: si r on  
admet  qu'il e n e s t  ainsi, le degr6 en y de l '$quation (2) est limit~, comme le degr6 
en y de l%quation (x). 

L'dtude des ~quations (5) m'a conduit  h consid~rer des Squations den t  l'intd- 
grale gdndrale est uniforme, ou a ses points critiques fixes, et  den t  l'intdgrale 
singuli~re a des points critiques mobiles: l 'existence de telles 6quations n 'avai t  
pas 6t6 signal6e. 

IV. La d6termination des 6quations ~ points  critiques fixes de la forme (2), et  
l '6tude des difficult6s arithm6tiques et analytiques qu'elle soul , re ,  offrent d ' au tan t  
plus d' int6r6t que, cette 6rude une fois 6puis6e, la d6termination des 6quations 
s points critiques fixes de la forme 

(7) y'" = R (y", y', y, x), 

R d~signant une fraction rationneUe en y", y~, y h coefficients analytiques en x, ne 
pr~sente aucune diffieu]t~ de nature  nouvelle. Parmi  ces ~quations (7), j 'ai consi- 
d~r~ sp~cialement (par opposition au c a s o d  la simplifi~e se r~duit k y ' " =  o) les 
4quations den t  les simplifi~es sent les plus compliqu~es possible. Dans le cas oh 
la simplifi~e admet comme int~grale une fonction fuchsienne ou klein~enne, l'int~- 
grale g~n~rale de l '~quation complete s 'exprime par  ces fonctions elles-m6mes. 
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Dans le cas off l'int~grale de la simplifi~e poss~de des points essentiels isol~s mo- 
biles, il en est de m6me de l'int~grale g~n~rale de l '~quation complete, et l 'int~gra- 
t ion de cette ~quation se ram~ne ~ l ' intdgration d 'une Squation ~ points critiques 
fixes du second ordre, suivie d 'une quadrature.  

Dans un troisi~me cas, la simplifi~e est l '$quation obtenue en ~liminant les 
constantes A e t  B dans l '~quation 

y r 2 = A P  + BQ,  

P et Q d6signant deux polynomes du quatri~me degr6 en y ~ coefficients constants:  
parmi  les 6quations ~ points critiques fixes admet tan t  eette 6quation simplifi6e, 
j 'ai obtenu une 6quation de la forme 

l y,,, = (y'-- (yr'-- 
( F, ) -- -Y 

§ 2 A~ (yr a,)S _[_ B~ (yr __s --I- Ci (yr _ a'~) 
y - -  a l  

+ D y ' +  Ey' + I I ( y - - a i ) ~  F~ ( i = I , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  
y - - a s  

den t  les coefficients sent  d6finis par  un  syst~me diff6rentiel et alg6brique (S), 
et  d6pendent  de six param~tres. J 'a i  d6montr6 qu'effectivement les intdgrales 
de l'dquation (E) ont leurs points critiques /ixes; elles n 'ont ,  en dehors des points 
singuliers des coefficients, d 'autres points singuliers que des p61es. Je  n'ai pas 
achev6 l ' int6gration du syst~me (S), ni d6termin6 la classe d'6quations irr6duc- 
tibles h laquelle appar t ient  l '6quation (E). J 'a i  toutefois montr6 que l 'dquation 
(E) admet  les 6quations (A) comme d6g6n6rescences, et par  suite est une dquation 
nouveUe. 

V. Aprbs la publication par  M. PA/~L~-V~. des 6quations (A, I), (A, II), M. BOREL 
a group6 un certain nombre d'6quations den t  l 'int6grale g6n6rale est une fonction 
enti~re, e t a  remarqu6 qu'en s6parant dans ces 6quations les termes de poids le 
plus 61ev6 par rapport  aux indices de d6rivation, on obtient  des invariants usuels 
de formes binaires telles que 

u (n) + n it u (n-l) + n ( n - -  I) it8 u(~-2) + .. .  § nitn-1 u r + itn u. 
2 

Je  complete les remarques de M. BOR~.L. Si dans les dquations transformdes en 
u =  efyd~ des dquations (3) et des dquations analogues, on s6pare les termes de 
poids le plus ~levd, on obtient  le diseriminant de la forme cubique en it: ce qui 
rat taehe les ~quations (A) k ce discriminant. D 'aut re  par t  de tou t  invariant  d 'une 
forme binaire on peut  d~duire une dquation diff~rentielle, et d 'une classe d ' inva- 
riants, on d6duit  une suite d'~quations diff6rentieUes. Dans la suite d'~quations 
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d~duite de certaines classes d'invariants, des discriminants par exemple, l'int~grale 

g~n~rale de chaque ~quation est enti~re, et s 'exprime par la fonetion exponentielle. 
Pour d'autres classes d' invariants au contraire, seules les premieres ~quations de 

la suite ont leur int~grale g~n~rale enti~re. Tel est le cas des deux ~quations 
u u" - -  u r~ -~ o, u u Iv - -  4 u' u'" + 3 u"~ = o: j'ai obtenu pour l'~quation suivante 

u u  v I - 6 u  fu v-j- I~U rt~Iv-IOu mz ~ 0 

une int~grale enti~re d~pendant de cinq constantes: je n'ai pu d~cider si l'int~- 

grale g~n~rale est une eombinaison de fonctions classiques, n'est pas uniforme, 
ou est une fonction uniforme nouvelle; les autres ~quations de cette suite n 'on 
pas leur int~gra]e g~n~rale uniforme. II est ~ remarquer que l'~quation que nous 

venons d'obtenir par induction k partir des remarques de M. BOREL, peut etre 
obtenue aussi par application de la m~thode de M. PAI~L~.V~.: cette m~thode 

conduit ~ l'~quation plus g~n~rale 

u u  v1 - -  6 u '  u v + x 5  u "  u I v  - -  IO •r162 ~___ • ( U U "  - -  U '2) - -  f l u  l ,  a ,  f l  constantes arbitraires, 

au sujet de laqueUe se posent les m6mes questions. 
VI. Les solutions de plusieurs des probl~mes que nous rencontrons restent 

incompl~tes, et le plus important  de nos r~sultats, la d~couverte d 'une 6quation 
points critiques fixes nouvelle, est lui-m6me imparfait, puisque nous ne 

donnons pas l'expression explieite des coefficients de cette ~quation. En premier 
lieu, une fois que l'on a exprim~ que les int6grales n 'ont pas de points critiques 

alg6briques, ni de points critiques transeendants de certaines categories, l '4tude 
d 'une ~quation diff~rentielle du troisi~me ordre et d 'ordre sup~rieur devient un 
probl~me de la plus profonde difficultY: eomme le montre l 'exemple des solutions 
que M. Po~sCaR]l et M. KL~.~s ont donn~es de ee probl~me dans le cas des ~qua- 
tions fuchsiennes et kleinSennes. En second lieu, il est possible que la m~thode 
de M. P~NL~Vk (conditions nSeessaires), qui offre l'int~r6t de fournir routes les 

~quations k points critiques fixes, ne les pr~sente pros sous l~ forme la plus 
simple, l%appelons ~ ce sujet que l'~quation (A, VI) a ~td retrouv~e ~ par M. 1%. 
FUCHS dans l'~tude des ~quations lin~aires du second ordre dont  le groupe est 
ind~pendant d 'un param~tre: ee qui constitue une propri~t~ des ~quations (A). 
Depuis, M. SCHLES~.R a g~n~ralis4 le probl~me trait~ par M. 1%. FucHs, e t a  
obtenu ~ des syst~mes diff~rentiels d 'ordre aussi ~lev~ qu'on veut, et de forme 
$1~gante; d'apr~s M. SCHL~.S~NGER, ces syst~mes diff~rentiels ont leurs points 
singuliers fixes. Peut-Stre l%quation (E) est-elle ~quivalente k Pun d 'entre eux. 

1 Comptes Rendus, 2 octobre I9o5. 
Atti del IV Congresso Internazionale dei Matematici (Roma, x9o8), vol. II, p. 64. 
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l~quations simplifi6es des ~quations ~ poin ts  cr i t iques  fixes de la fo rme  

y.r = R ( y ' ,  y' ,  y ,  x) ,  off R d~ i s igne  u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  e n  y",  y~, y 

coefficients ana ly t iques  en x. 

x. M. PAINLV, V~, a indiqu6 los premieres conditions n6cessaires pour qu 'uno 
6quation de cette forme air sos points critiques fixes. R dolt 6tre un polynome 
du second degr6 en y": 

(8) y"' = A (y', y, x) y"* + B (y', y, x) y" + C (y', y, x). 

La fraction A a n6cessairement l 'une des formes: 

I 
n 

0 yr + a~ - -  (n ddsignant un  entier positif, n6gatif ou infini, mais diff6rent de - - I ) ,  

I I I 2 

yr + a~ + 2 (yf + a2) ' 2 (yt + a~) + 3 (Y~ + a2) ' 

I 3 ' 2  1 - -  ~ 2 ( y l + ~ l  I ) . .TT-.-.-.-.-.~-_ ' 2 (y' + a,) + 4 (Y' + a2) (y' + a,) + 6 (y' + a~)' 3 + y + a2 

2 ' )  ' / .+a,  ' 
. .TT.../-~T. ' + - - +  , 3 (y' + a~) + 6 (y' + a2) + Y + a2 2 y' + a, 

les ai d6signant des fonctions rationnelles de y et analytiques de x. Tout  pSle 
y f ~  g (y, x) dos fractions rationnelles B et G est d 'ordre i au plus, et coincide 
avec un p61e de A. Enfin los degr~s d ' infinitude pour y ' =  ~ de B e t  C sont I 
e~ 3 au plus. 

Faisons dans l '6quation (8) la subst i tut ion (x, xo + ax ) :  el]e dovient, d 'apr~s 
cola, 

/ y ' " =  i - -  ~ r + b ( y ,  xo) + c ( y ,  xo) y ' 8 + a ( . . - ) .  

M. PAII~L~,V#, appelle simplifide de l '6quation (8) l '6quation 

(9) y ' " =  1i--~1 ~., + b ( y ) y ' y "  + c ( y ) y " .  
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Cette ~quation simplifi$e dolt avoir son intdgrale g$n~rale uniforme. Le probl~me 

pr~liminaire se pose donc de d~terminer les ~quations (9) dont  l'int~grale g~n~rale 

est uniforme: n est un entier positif, n~gatif ou infini, mais diffdrent de - - x ,  

b (y) et  c (y) sont deux fonctions rationnelles. M. PAI~ILEV~ a dnoncd la solution 

de ce problAme: l'intdgrale gdndrale s'exprime par les fonctions automorphes, leurs 
n f t t  �9 deoenerescences, ou des combinaisons de ces d6gdndrescences. 1 Nous allons pr6ciser 

dans les diffdrents cas la nature de l'intdgrale. 
L'6quation (9) ne change pas dans la transformation ~ deux param~tres 

d-" x 
d y  s 

(x, x0 + ax); l 'expression v-----d- ~- ne change pas non plus, elle vdrifie donc une 

dy  
dquation du premier ordre, qu'on forme aussitSt: 

dy I + + b (y )v - -c (y ) .  

C'est une 6quation de RICC~T~, qui se ram~ne ~ une ~quation lin~aire du second 

ordre, et  en d~finitive l'~quation (9) peut  6tre remplacSe par le syst~me 

(io) dx  " d 'u  du ( n) d---y-~U ~1 dy ,=b(Y) -d-y+ i-t- c (y)u ,  

qui va nous permettre de l'~tudier. 
2. Au voisinage d'un point Y0 r~gulier pour b(y) et c(y),  les int~grales de 

l '~quation lin6aire admet tent  le d~veloppement 

u = A  + B ( y - - y o )  + "", 

A et B d~signant deux constantes arbitraires. La premiere ~quation (io) fair 

correspondre ~ u n  cercle de centre Yo du plan des y un certain domaine du plan 
des x. Inversement, quand x varie dans ce domaine, y--Yo est fonction uniforme 

de x, pour A ~ o. Pour A --~ o, si n est positif ou n~gatif, mais different de - -  z, 

(y--yo)~--~l est fonction uniforme de x; si n est infini, l og (y - -yo)  est fonction 

uniforme de x; si enfin n e s t  ~gal ~ - -  2, l 'uniformit$ de y entraine n$cessairement 

la condition b (Y0) ~ o. 
Done, pour n ~ -  z, b(y) est identiquement nul .  L'int~grale gSn~rale peut  

+ B I alors recevoir la forme y = / ~ C ~ / '  A, B,  C, D d~signant quatre  constantes 

arbitraires. 

1 En toute rigueur, l'intdgrale s'exprime par les fonctions automorphes, elliptiques, expo- 
nentielles, rationnelles, logarithmiques, les fonctions r a, ou par des combinaisons de ces fonctions. 
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Consid~rons un p61e a de b (y) et c (y). Les int~grales de l'~quation lin$aire 
doivent 6tre r~guli~res au sens de FucHs au voisinage de ee pSle: 

f l  + . . . , c ( y ) ~_ _ ~ 7  _ + 
b ( y )  ~ Y - - - - - ~  ( y  - -  a )  ~ y - -  a -}- " '"  

Les racines r~ et r2 de l'6quation d4terminante doivent 6tre de la forme 

~/, , r 2 ~ I ~  

N~ et N2 d6signant des entiers positifs, n6gatifs ou infinis. D'oh: 

n 

1 1 
Alors ( y "  a ) ~  ou ( y - -  a ) ~  (ou log ( y - -  a)) sont  uniformes pour les integrales 

n +  i I ~VI~ 
eorrespondantes. De plus, si N, est fini, ~ [~--~-~j doit 6tre unnombreen t ie r  

n+~( N2) K~; si hr, est fini, - -n - -  i - - ~  dolt 6tre un hombre entier K2. Si la diff4renee 

r 2 -  r~ est un entier non nul, le d~veloppement des intSgrales de l '6quation lin~aire 

au voisinage de y ~--a ne dolt pas eontenir de logarithme: en partieulier, si fl et 7 
sont nu]s, ~ l 'est aussi. Si r2 et rl sont ~gaux, le nombre correspondant hr2 = N~ 
doit 6tre infini. 

Consid~rons enfin la valeur y ~ r162 par une transformation homographique 
prSalable effeetu~e sur y, nous pouvons supposer que y = ~ n'est pas un p61e 
de l'~quation, e'est-~-dire que z ~ o n'est pas un p61e de l'~quation transform~e 

i 
en z - ~ - .  D'ofi les nouvelles conditions: 

Y 

= , c ( y )  ~ _~_a)~ + ; b ( y )  y a 

le signe ~ est ~tendu h t ou s l e s  p61es, h d6signe leur nombre; 

~n+ (h-- z), 
2 3 = o  ' 2 ~  a h + n + I 2 ~  ' ~ a  n + i 2  a 

- - n  n zV1N 2 2 ~ a g = - - 2  n §  N~N 2" 

Les pSles se classent en plusieurs sortes, suivant Ies valeurs des entiers K1 
et K2. Sauf dans le cas oh hrl et hr2 sont infinis, les entiers KI et K2 sont li~s 
par la relation 
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I I n 

KI + K2 n+I '  

qui admet, quel clue soit n, la solution K~ 
outre les solutions: 

pour n ---- I ,  

pour n ---- 2, 

pour n ---- 3, 

pour  n ---- 5, 

= I,  K~ = - - ( n  + I), et qui admet en 

2, 0 0 ; 3 , 6 ; 4 , 4 ;  

2 , 6 ; 3 , 3 ;  

2 ,4 ;  

2 ,3 ;  

ponr n = ~ ,  2 , 2 .  

3. Une premiere cat6gorie d'6quations simplifi~es est celle des 6quations pour 

tous les p61es desquelles, ou bien les nombres K, ct K2 sont I e t  - - ( n  + i ) d ' o h  

N2 = (n + I )N , ,  ou bien les nombres N~ et N2 sont infinis. On a dans les deux cas 

I I n + 2  I 
+ N--; = + 

I = h - -  2 : h est un nombre entier et l '6quation ( i i )  devient, pour n ~ - - 2 ,  ~N--~ 

positif, 1 et les NI sont des entiers positifs, n6gatifs ou infinis, mais diff6rents de I .  

On reconnai~ ]'6quation en nombres entiers ~ la r6solution de laquelle BRIOT et 

BOUQUET ont ramen6 le probl~me: d4terminer toutes les 4quations de la forme 

dYl p (y), f n  

dz!  

m d6signant un entier positif, et P (y) un polynome en y h coefficients constants, 

dont  l'int6grale y (z) est uniforme. Si l'on suppose la valeur y----oo r6guli~re, 

l 'int6gration d'une telle 6quation se ram~ne s la quadrature 

z=f 1 d y  
J ( y - -  a ) l - ~ ( y - -  b)l-~,, . . . ' 

les quantit6s a, b . . . .  d6signant des constantes distinctes, et les nombres N, Nr , . . .  

des entiers positifs, n~gatifs ou infinis, en nombre h e t  satisfaisant ~ la relation 

2 = h - - 2 .  Ces quadratures sont les suivantes 

i Pou r  n = - - ~ ,  h p e u t  ~tre nul ,  ma i s  n o n  6gal k I. 
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~ dy z ~  (yd~Ya)~,z= ;-  dx-~Y l ( N e n t i e r > ~ ' , z = j i y _ s  
J (y--  a) 1-~(y  -- b) 1 + 

dy 
z= f ( y_a )V~___b) (y  - , z = f  , dy , , z= f -  1 dy , 

c) J (y_a)~  (y_b)~(y_c)~r j ( y _ a ) ~  (y_b)~(y_c)} 

z = / (  dy / d y . 
Y _ a) �89 (Y ~ b ) }  (Y __ c)~_, z = V(y -- a) (y --  b) (y --  c) (y - -  d) 

Il r6sulte que le nombre des p61es de b (y) et  c (y) est i ,  2, 3 ou 4. Soient 

a , b , . . ,  ces p61es et N ,  N r , . . .  les nombres NI qui leur sont  relatifs:  formons 

l '6quation ~. laquelle satisfait  la fonetion z d6finie par  la quadra tu re  eorrespondante.  

C'est une 6quat ion du type  (9): au voisinage de y = a,  les diff6rentes valeurs de z 
1 

sont  fonctions uniformes de (y - -  a )~  et les entiers N~ et N2 qui leur correspondent  

dans  l '~quation en z sont i et  n + i :  ces valeurs sont  done r6guli6res pour  cet te  

Squation. 

Pour  h < 3, elle est n6cessairement 

z'" [i I t  z"' 
= - n !  T ;  

pour  h = 4, elle peu t  avoir  cet te  forme. D'ofi l ' int6grat ion:  

z = ( A x  + B)'~+I+ C; z-----e-4~'+B+ C, si n est infini. ~ 

y est fonetion rationnelle de z, ou de e ~', )~ d6signant  une eons tante  num6rique, ou 

fonetion elliptique de z. y est fonet iou rat ionnelle ou m6romorphe de x, except6 

dans les eas oh n est n6gatif et  off z s 'exprime en y par  l 'une des six derni~res 

B 
quadra tures :  y admet  alors le point  essentiel isol6 x = - - ~ 4 .  On voit  ne t t ement  

1~ mani~re dont  les trois eonstantes  f igurent dans l ' int6grale g6n6rale: pour  n = - - 2 ,  

on re t rouve la forme indiqu6e. 

Pour  h ~ 4, les condit ions obtenues ne suffisent pas ~ d6terminer  les coef- 

ficients de l '6quation. L '6quat ion  t ransform6e en 

peut  s'6erire 

dy 
z =  V (y - -a ) ( y - -b ) ( y - - c ) ( y - -d )  

z '"=  I - -  7 + ~  z'3, 

x Nous d~signons d'une fa~on g~n~rale dans cette ~tude par A, B, C, D des constantes 
d'int6gration, et par a, ~, y . . . .  ~ des constantes num~riques. 

Acta mathematica. 34. Imprimd le 23 novembre 1910, 42 
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it d6s ignant  un p a r a m ~ t r e  a rb i t ra i re .  L a  fone t ion  z' (x) a deux d6 te rmina t ions  au  

plus, e t  ne saura i t  avo i r  de points  cr i t iques  logar i thmiques ;  pa r  sui te  il r6sul te  

de l ' 6 tude  des 6quat ions  du  second ordre  que,  si )~ n ' e s t  pa s  infini, n a n6cessaire-  

m e a t  l ' une  des qua t r e  va leurs :  i ,  2, oo, - -  2. z F est fonc t ion  ra t ionne l le  de x pou r  

n = -  2, de  e c~ pou r  n = o0, fonc t ion  el l ipt ique de x pou r  n ~ i ,  2, e t  dans  les 

qua t r e  eas a d m e t  des p61es s imples  de r6sidus J: it. P o u r  que la fonct ion  y (x) 

soit  uni forme,  il f au t  a jou t e r  aux  condi t ions  a lg6briques "obtenues la condi t ion  

t r a n s c e n d a n t e  que  2 z i i t  soit  p6riode de l ' in t6gra le  e l l ipt ique z (y) .  L a  fonct ion 

y (x) a d m e t  alors  les pSles de la fonc t ion  z t c o m m e  poin ts  essentiels isol6s mobiles.  

On p e u t  expr imer  l ' in t~grale  g6n6rale z (x) sous les formes  s u i v a n t . s  

p o u r n = - - e  z ~ i t l o g A X + B  
' C x + D ;  

pour  n ---- co, 
e A x + B -  I + C,  

z = it log eA~c+B + I 

V p ( A x  + B; 4, o) 
p o u r  n ~  i ,  z - - ~ l O g v x + p ( A x + B ) + V x _ _ p ( A x + B ) + C ;  

pour  n ~ 2, z = it log 
o ( A x  + B - - h )  
a ( A x  + B + h) 

+ 2 ) ~ ( A x + B ) ~ h + C ,  a v e e p ( h ; o , - - ~ ) ~ o .  

4" L a  va leu r  n - - - - -  2 est  t ou t  s fa i t  except ionnel le .  1 P o u r  ce t t e  va leur ,  

ou bien K l e t  K 2 sen t  6gaux h i ,  d 'ofl  N~ = -  N , ,  ou bien N,  e t  N2 sen t  infinis. 

~ - I  I - - ~  , N d6signant  un  ent ier  plus Les coefficients ? sont  done de la fo rme  2 

g r and  que i ,  qui  p e u t  ~tre infini:  c ' es t  la f o rme  connue  dans  la  th6orie  des fonc- 

i 
t ions  au tomorphes .  D'ai l leurs  la diff6rence r ~ - - r i  = ~  n ' e s t  un  n o m b r e  ent ier  que 

pou r  N ~ ~ :  nous  avons  done  seu lement  trois 6quat ions  en t re  les coeff icients  d. 

P o u r  h-----3, nous  ob tenons  c o m m e  6quat ions  d o n t  l ' in t6gra le  g6n6rale est  

uni forme,  ou t re  les ~quat ions  d u n  ~ 3: pou r  ~ ~ > i ,  des 6qua t ionsdon t l ' i n t~g ra l e  

x Pour n------ 2, la relation entre l'6quation (9) et l'6quation lin6aire du syst~me (IO) est 
bien connue. Pour n # - - 2 ,  si l'6quation simplifi6e est de la premiere cat6gorie, l'6quation 
lin6airo est encore normale, suivant le terme de M. POlSCARr la diff6rence des racines de l'6qua- 
tion d6terminante relative ~ chaque p61e est nulle, ou est une pattie aliquote de i'unit6, d'apr~s les 

re la t ionsr2- - r , - - - - -n+I(~--~LT)-- - -  I n 2 ~ .  La variable x est encore fonction uniforme du rapport 

des int~grales de l'6quation lin6aire; et d'apr~s l'6quation ~ ~ = h - -  2, cette foncti0n uniforme 

est une fonction fuohsienne d6g6n6r6e. Voir Acta mathematiea, t. IV, p. 226. 



Sur les ~quations diff~rentielles du troisi~me ordre /~ points critiques fixes. 331 

g~n~rale est rationnelle, et se rattache ~ la th~orie des poly~dres r6guliers; pour 

~ < I,  des 6quations dont les int6grales sont les fonctions de SaHWARZ. Ces 

fonctions admettent  eomme coupure essentielle une droite ou une  circonfSrence 

variable avec les constantes d'int~gration, et ne sont d~finies que dans la partie 

du plan situ~e d'un e6t~ de la droite, ~ l'int6rieur ou ~ l'ext~rieur de la eircon' 

f~rencc. Les plus remarquables sont la fonction modulaire d'HERmTF~, c'est-k-dire 

le carr~ ~ du module de J~cos~, consider6 eomme fonction du rapport  des p~riodes 

de l'int~grale elliptique, qui v~rifie l '~quation correspondant aux valeurs des entiers 

co, ~ ,  :o; et t ' invariant absolu J de M. KL~I~ consid~r~ comme fonction de la 

m6me variable, qui v6rifie l '~quation correspondant aux entiers 2,3,oo. Ces deux 

fonctions admet tent  comme coupure l'axe r~el. E1]es sont li~es par  l '~quation 
alg~brique 

j (k~_l~S + ~)s ou J =  4 (~- - / r  + ~)s 
j _ ~  (/r -b I )~(~--~)~  (~g-- 2) ~ 27 ]ff~(~-- I) ~ 

qui montre la correspondance des valeurs J ~ o, J ~ I & des valeurs r~guliSres de 

k~; la fonction k s n 'at teint  pas les valeurs o, I ,  ~ ,  et la fonction J n 'a t teint  pas la 

valeur correspondante, ~ .  

Pour  h >  4 (h n'est pas limit~), except~ l'int6gra]e de r~quation obtenue au 

n~ 3, les int6grales uniformes sont des fonctions fuchsiennes ou klein~ennes. L e s  

fonctions fuchsiennes admet tent  une circonf~rence comme coupure essentielle, ou 

bien poss~dent un ensemble parfait  de points dnguliers, discontinu et situ6 sur 

une circonf~rence: dans ce second cas, le prolongement analytique de WEIERSTRASS 

d~finit la fonction dans tout  le plan. Les fonctions klein6ennes poss~dent un 

ensemble parfait  diseontinu de points singuliers, ou bien admet tent  comme cou- 

pures essentielles une ligne non analytique, ou encore une infinit6 de circonfSren- 

ces. Toutes ces singularit6s sont mobiles, puisque l'int~grale g6nSrale se d6duit 

d 'une int~grale particuli~re en .y  rempla~ant x par  A x  + B On sait comment 
O x + D "  

la th~orie des groupes fuchsiens et klein~ens fournit de nouvelles conditions 

n4cessaires pour que l'int6grale soit uniforme, sous la forme d'4galit~s ou d'in4- 

galit~s transcendantes entre les coefficients de l'~quation, comment elle permet 

de d6montrer que ces conditions sont suffisantes, et de distinguer la nature des 
int~grales. 

5- Pour  les valeurs de n: i ,  2, 3 ,5 ,  oo, il peut  exister d 'autres sortes de pSles. 
L'~quation lindaire du second ordre a alors son int~qrale a~dSrique. Et  les ~qua- 

tions simplifi~es de eerie seconde eatAgorie se ramSnent aux 6quations du premier 
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ordre suivantcs, dont  l 'intdgrale est uniforme d'apr~s la discussion de BmOT et 
BOUQUET que nous avons rappolde: 

y,2 = A  (aoy, + alyS + a2y2 + a3y + a,) + B(boy ~ + blyS+b~y2+b3y+b,), 
8 

y ' ~ =  A (a0yS + a l y '  + a2y + a~) + B(b0yS + b, yS + b~y + bs), 
, r 4 

(z3) y ~ = A ( a o y ' + a l y + a 2 ) + B ( b o y ' + b ~ y + b z ) .  

ly'{i ~ A + B ,  ~ - y (  y ) 

LY' = A (aoy ~ + a, y + as) + B (boy' + b, y + b2). 

Les ai, bi dgsignent des constantes num~riques, ct A, B deux constantes d'int~- 
gration. 

Soit par  exemple n = z. Supposons que pour  t o u s l e s  pSles d 'une  ~quation 
simplifi~e les hombres N~ et N2 soient ~gaux ~ deux des nombres :t: i ,  -F 2, r 
sans 6tre tous deux infinis: les nombres r~ et r2 sont entiers positifs ou nuls. 
L'int6grale g6n6rale de l '6quation lin~aire correspondante est holomorphe pour  
toute  valeur finie de y, et, comme la valeur y-~ ~ est r~guli~re, cette int~grale 
est ngcessairement un polynome du quatr igme degr6: l 'gquation simplifi~e consi- 
d4r~e admet  une 6quation de la forme (I3) comme int~grale interm6diaire. Mais, 
m6me si les hombres rl, r2 ne sonfl pas tous entiers positifs ou nuls, l '~quation 
simplifi6e peut  se ramener k une 6quation (z3). Si les quatre  nombres N~, N2, 
N'~, N'~ relatifs ~ deux pSles a et b admet ten t  un diviseur commun N (co ~tant 
consid6r6 comme multiple de tout  nombre fini), l%quation transform6e en 

[ Y - - a l ~  z = ~y__ b] a son int~grale g~n~rale uniforme, et est du  type (9). Toutes les 

6quations simplifi6es dont  l 'int~grale g~n6rale est uniforme, et qui ne sont pas 
de la premigre cat6gorie, ou bien admet ten t  une int~grale interm~diaire de la 
forme (z3), ou bien se ramgnent  ~ une 6quation admet t an t  une telle int~grale 
interm6diaire par un des changements  de fonction 

[yN__ i1,1 (y, yN); [y, ,~_ ~_~1 j ( N  entier > z); [y, (y~- -2 i  1/33 y' + z / ' l ,  
y~ + z i  V~y '  + i~ J 

en nBgligeant les changements de fonction homographiques.  On reconnait  les frac- 
tions rationnelles inalt~rBes par  les substi tut ions du groupe eyclique, du  groupe du 
diBdre et du groupe du t6traBdre: on sait que ces fractions s ' introduisent  dans 
l ' int~gration de l '~quation lin~aire du second ordre ~ coefficients alg~briques, don t  
l 'int~grale est alg~brique. 

Pour  cette categoric d'4quations simplifi6es, l 'int~grale gSn~rale est donc 
fonction elliptique de x, ou fonction rationnelle de e x'. Mais ici ]e module des 
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fonctions elliptiques, ou le nombre )~, d~pend des eonstantes d'int~.gration, tandis 

que, pour les ~quations de la premiere cat~gorie, il en ~tait ind~pendant. 

Si nous eonsid~rons la premiere ~quation (I3), et si nous posons 

P -~ ao y~ + a~ yS + a., y~ + a3 y + a4, Q ~ bo y4 § bl ya + b2 y~ + b.~ y + b4, 

l'~limination des constantes A e t  B donne l'~quatiou simplifiSe 

p / T r  ~ { ' ]  p r f  p r / T r  f ]~ p ~  ~ / 3  
( I ~ )  y , ,~  ~ , v  , v - -  , n ~ , v  - - , v  ~ = . 

Cette ~quation simp|ifi~e a six pSles, si les coefficients de P e t  Q sont arbitraires, 

et ]es entiers N~, N~ re]atifs h ces p61es sont i ,  ~ .  Effectivement la discussion 

de l'~quation arithm~tique (H) montre que, pour n ~ z ,  ce nombre 6 ne peut 

6tre d~pass$, et que s'il est atteint,  c'est par une ~qu~.tion (z4). 
Pour n different de i et - - 2 ,  le nombre des p~les est 4 au plus. I1 est 

done limit~ pour toutes les valeurs de n,  exeept~ - - 2 .  

]~quations ~ points crit iques fixes de la forme y"' = P ( y " ,  y', y, x), oit P 

d~signe nn polynome en y' ,  y', y ~ coefficients analyt iques  en x.  

6. Les degrSs de ce polynome en y" et yr sont limit,  s par les propositions 
de M. PAI~LEV~ que nous avons rappel~es: la simplifi4e est 

y "  = b (y) y' y" + c (y) y,3, 

b(y) et c(y) d~signant des polynomes en y. Il r~sulte de la discussion du chapitre 
precedent que ces deux polynomes sont identiquement nuls. Les ~quations consi- 
d~r~es ont doric n~cessairement la forme 

(I5) y'" = Q (y, x) y" + R (y, x) y,2 + S (y, x) y' + T (y, x), 

Q, R,  S ,  T d4signant des polynomes en y k coefficients analytiques en x. Elles ad- 
met tent  eomme simplifi4e y " - - o ,  et la r~eiproque est vraie. 

Pour 6tudier au voisinage du point x0 les int~grales qui deviennent infinies 
en ee point, me,tons en ~vidence les termes de degr~ le plus ~lev~ en y: 

yrr, = (a (x) y~ + ..-) y" § (b (x) y" + ...) y'~ + (c (x) yP + -.-) yr + d (x) yq + .-., 

( Y), it d6signant le plus grand des nombres et faisons la substitution x, y; xo + a~x, 

m, n + z, P-, q -  i L'~quation devient 
2 3 
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(~6) y'" =a(xo) yZy" + b(xo)yZ-~y ~ + c(xo)y2~y ~ + d(xo)y ~+~ + a( . .  .), 

si les quatre nombres sont ~gaux; s'ils ne sont pas ~gaux, l'~quation prend une 

forme analogue, mais un ou plusieurs des coefficients a (x0), b (Xo), c (xo), d (xo) sont 

nuls, et le d~veloppement peut proc~der suivant les puissances de a�89 ou de a�89 

Dans tous les cas, l '#quation rdduite pour a----o 

y'" = a y~ y" + b y~-l y,~ + c y~- y' + d yS~+t 

dolt avoir son int~grale g6n6rale uniforme. Le prob|6me se pose done de d~terminer 
les 6quations de la forme (i7) dont rint6grale g6n6rale est uniforme: les quantit6s 
a,  b, c, d sont des constantes, dont l 'une au moins n'est pas nulle; 4 est un hombre 

positif entier ou fractionnaire; s'il est fractionnaire, a et b sont nuls et, s ic  n'est 

pas nul, 24 est entier, s i d  n'est pas nul, 34 est entier. 

Rempla~ons l'6quation (17) par le syst6me 

U~f ~r 
Y'= uY z+I y2-~ -}- [3( 4 -}- I ) U - - a ] . ~  +(4+i) (24+i)uS- -[ (4+i)a+b]u~--cu- -d=o.  y.. 

Nous voyons de suite que, si l 'on n'a pas 

(4+ I )a+  b - ~ c = d = o ,  

la seconde ~quation admet au moins une int~grale de la forme u = h, h d6signant 
une constante non nulle, et la premiere ~quation fait correspondre ~ cette int~- 

grale l'int~grale d~finie par l 'dquation y-~ = - - ~ h ( x  + C), C d~signant une con- 
stante d'int~gration. Cette derni~re int~grale, pour 4>  i ,  a u n  point critique 
alg~brique mobile, et par suite l'int~grale g~n~rale n'est pas uniforme. 

Ainsi, ou bien l'~quation r~duite est 

(is) y'" = yZ y" - -  ()~ + I) yX-1 y,~ 

(si a n'est pas nul, on peut lui donner telle valeur num~rique qu'on veut, en 
multipliant y par une constante), ou bien 4 est ~gal ou inf~rieur ~ I.  R~servons 
l '~tude de l'~quation (I8), et supposons d'abord 4 ~gal ~ i .  

L'~quation r~duite 

y , t_~ayy ,  + by ra + cySy t + dy" 

peut ~tre remplac~e par le syst~me 

U tt U t 
(I9) y ' = u y  2 ~ - i + ( 6 u - - a ) - y - ~ - - 6 u S + ( z a + b ) u S + c u + d ~ - P ( u ) .  
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Si nous r6servons encore l '6tude de l '6quation 

(2o) y"' = y y" --  2 y '~ , 

qui n'est autre que l '6quation (I8) off l'on fair ~ ~ i ,  les trois racines h, k, l du 

polynome P (u) ne peuvent  6tre nulles ~ la fois. Soit h une racine non nulle: 

I 
cette racine correspond l'int~grale y = h ( x  + C) ; nous aUons 6tudier les int6grales 

voisines. Posons u - - - h  + a v ,  et d$veloppons v suivant les puissances de ~. Le 

syst~me (r9) devient 

y' = (h + a v) y~ 

d'ofi, pour a = o: 

I 

Y =  h(x+O) 

i )  r! v ~ 
+ ( 6 h - - a ) =  + 6 v ( h - - k ) ( h - - l ) = a ( . . . ) ,  

y 

Posons v0 = (x + 0)% et soient r,, r2 les deux racines de l '$quation caraet6ristique: 

a ( h - -  k) ( h - -  Z) 
r t  + r2 = 7 - -  ~ ,  r l  r~ = 6 h '  " 

r, et  r2 sont deux nombres entiers diff6rents, si vo est uniforme. Auoun d'eux 
n'est  nul: sinon, le polynome P ( u )  aurait une racine double, ou triple, diff6- 

rente de z6ro, et la fonction v,, ou v~, contiendrait un logarithme. Aucun 

des deux entiers n'est 6gal m - - I ,  puisque u, et par suite v, sont d6riv6es de 
fonetions uniformes. 

Si le polynome P (u) a deux racines nulles, le produit  r~ r2 relati[ h la troi- 

si6me est 6gal ~ 6:r~ et r~ peuvent  6tre 

I 

II  

I I I  

I et 6, d'ofi l '6quation y " ' +  6 y ' 2 = o ,  

2 et 3 y"' = 2 y y "  + e y  '~ 

- - 2  et - -  3 y"' = 2 y y " - - 3 y  't. 

Si le polynome P ( u )  a une seule racine nulle, les produits rl r2 relatifs aux 

k - - h  ----N', 
6 = N ,  6 T 

I I I 

d'oi~ l '6quation 

d'ot~ y,,2 + 4y,S + C ~ o; 

y " = z y y '  + O; 

deux autres h e t  k doivent 6tre des nombres entiers: 
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I1 fau t  r6soudre cette 6quation en nombres  entiers, faire pour les deux nombres 

N ,  N' de chaque solution la discussion que nous venons de faire pour le hombre  

6: les valeurs de a calcul6es ~ par t i r  des deux nombres doivent  ~tre 6gales. On 

est condui t  ainsi aux  cinq 6quat ions 

IV 

V y'"--~ 2yy"  + 4y fs - -  2y~y ~ 

VI y'" = yy" + 5y ' ~ -  y~y' 

VII  y'" = yy" + 2y 't + 2y~y ' 

VII I  

Si le 

relatif it ehaeune d'elles est un nombre  ent ier :  

6 (h - -  k) (h - -  l) 
h s 

d'oil l '6quat ion 

I I I I (2~) ~ + ~ + N-~ = ~. 

Y'"= 3YY" + 3Y'2--3Y~Y ', d'ofi y " =  3 y y ' - - y  3 + C, 

y" = y'~ + 2yy,_Y3+ 6', 
2y  2 y 

( y , , _  yy ,__ yS)2 = 8 (y y') 
3 (Y ' - -  y')" ' + + C, 

Y" = y,l y3 C + y y' + -- + . - ,  
2y  z y 

y " ' =  6y~y ' y" = 2y s + C. 

polynome P (u) a ses trois raeines diff6rentes de z6ro, le produi t  r, r~ 

Soit d ' abord  a = o. Pour  les trois racines, la somme rl + r2 est 6gale it 7 : 

les trois nombres 4 9 - - 4 N ,  4 9 - - 4  NF, 4 9 - - 4  N" doivent  ~tre carr6s parfaits .  D'a-  
pros l '~quation ar i thm6t ique (2i), Fun au moins des nombres N,  N' ,  N" est positif, 

et par  suite 6ga! it 6, zo ou I2. Si Fun 6tai t  6, un aut re  serait 6, io ou z2, et  

le troisi~me - - 6 ,  - - i o  ou - - i 2 ,  ce qui est impossible. Si l 'un est  zo, les deux 

autres peuvent  ~tre IO et - - 3 0 ,  ou z2 et  - - 6 0 ,  d'ofi les deux 6quations 

IX  y"f + 6y '2 = I8 (y' + y~) (y' + 3 Y~'), 

X y'" = 6 y S y ' +  3 9 + 71/3 (y ' + y-~)~. 
I I  

Si Fun des nombres N,  N' ,  N" est i2 ,  un  aut re  est n~eessairement to ,  e 'est  le 

eas pr6c6dent. 

Supposons enfin a diff6rent de z~ro. Les rapports  des raeines h, k , l  sont  

commensurables,  et le produit  

- -  6 N N '  N "  = 6 '  ( h  - -  k )  ~ ( k  - -  l )  ~ ( l  - -  h )  ~ 
h 2 k s l ~ 

N,  6 (k - -  l)k,(k - -  h) = N' ,  6 (l - -  h)l,(l - -  k) = N" , 
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est un earr6 parfait. On r6soud l '6quation (2x) en nombres entiers tels que 
6 N N ~ N" soit carr6 parfait,  on fair pour les nombres N,  N ~, N" de chaque 

so]ution la discussion pr6c6demment faite pour  le nombre 6: les valeurs de a 

calcul6es ~ part ir  des trois nombres doivent  ~tre 6gales. On obtient  ]es deux 
nouvelles ~quations 

XI y,, ~ - -  ( ~ - - k '  6) . . . . . .  z k~yy'' + z + Y'*-- 3 (~ --k*) Y*Y' + 3 (~--8 k*)~- y* 

ou y' = .z - y* + z, z" = 6z * (k entier > I ,  non multiple de 6), 
4 

4 y~)~ dfffdrent de 6) XI I  y '"= 2yy'~--3y '~ + 36__k------- ~ (6y ' - -  (k entier > x, 

Remarquons que les entiers r~, r,, reiatifs h une racine h du polynome P(u) 
ont la signification suivante:  s'fls sont positifs, ou si Fun d 'eux r~ est positif, les 
�9 p ] :  

mtegrales de l '~quation rSduite admet ten t  des pSles simples de r4sidu ~ ~,  e t  dans 

les d4veloppements polaires eorrespondants,  les coefficients des puissances r ~ - - i ,  
r 2 -  i ,  ou le coefficient de la puissance r ~ -  i ,  sont arbitraires. De m~me, si r~ 
et r2 sont n~gatifs, ou si l 'un d 'eux r2 est n~gatif, l '6quation r6duite est satisfaite 

x formellement par  des d6veloppemen~s suivant  les puissances de ~ ,  don t l ep re -  

I 
mier terme est h(x + C)'  et dans ]esquels les coefficients de (x § C) ~,-1 et de 

(x + C) ~-1, ou le coefficient de (x § C) ~-1, sont arbitraires: ees d6veloppements 
convergent si ~x § C] est assez grand, et repr6sentent  I des intSgra]es au voisinage 
de la va]eur x ~ ~ .  

Si ~ est inf~rieur h ~, l '~quation rSduite a l 'une des formes 

~2 

ou enfin l '6quation (15) est lin6aire. 

L'~quation y , r  dyS, dans laquelle ~ est 6gal ~ ~, admet  des int6grales de 

la forme m m d6signant une constante;  l 'int6grale g6n6rale n 'est  pas uniforme. 
(x + c)~' 

L'~quation 
X I I I  y .1=  cy y~, soit y.r ffi i2yyr 

admet  l'int~grale premiere y " ~  6y*+  C, elle est done ~ retenir. 

1 Vo i r  le  no 12 .  

Aeta mathematica. 34. Imprim~ le 23 novembre 1910. 43 
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I 
L'6quation y'"-----dy', soit y'" + 60 y S _  o admet l'int6grale particuliSre (x+ C) - - - - - s  : 

I 
6tudions les int6grales voisines. P~176 Y----(x +-----C) -~ + az, et d6veloppons z sui- 

vant les puissances de a. zo est donnd par l 'dquation lin6aire d'EULER 

dent  l'6quation caract~ristique 

,,, IZO 
zo + (-~ + C),z0 = o, 

r ( r - - i ) ( r - - 2 )  + i2o---- (r + 4 ) ( r ' - - 7 r  + 30) = o  

a dos racines imaginaires, z0, et par suite l'int6grale g6n6rale no sent pas uni- 
formes. 

7. Une transformation lin6aire de la fonction et un changement de variable 
d6finis par les 6quations 

(22) y---- X(x) Y +/~(x), X -----q0(x), 

~, 2u, 9 d6signant des fonetions analytiques de x, n'Mt~rent ni la forme de l'6qua- 
tion (I5), ni la nature des points critiques, fixes ou mobiles, de l'int6grale. On 
profite de l'ind6termination de ces fonctions pour r6duire les 6quations ~ points 
critiques fixes g des formes eamoniques le plus simples possible, en particulier 
pour donner aux coefficients a(x), b(x), e(x), d(x) les valeurs num6riques des 
coefficients des 6quations r6duites. Les coefficients g,/~, 9 do la transformation 
qui famine  une 6quation g points critiques fixes donn6e g l'6quation canonique 
correspondante sent des fonctions alg6briques des coefficients de l'6quation donn6e 
et de leurs d6riv6es, si l'6quation canonique n'admet pas de groupe de transforma- 
tions en elle-m~me de la forme (22), d6pendant de param~tres variables. Ils sent 
d6termin6s par des quadratures, si l'6quation canonique admet une tel groupe de 
transformations ~ un ou deux param~tres. Enfin ils sent d6termin6s par des 
quadratures, et par l 'int4gration d'une 6quation lin6aire du second ordre, dent  
les coefficients sent des fonctions alg6briques des coefficients de l'6quation donn6e 
et de leurs d6riv6es, si l'6quation canonique admet un tel groupe de transforma- 
tions g trois param~tres. ~ 

Au point de cue de la recherche des 6quations irr~luctibles, une quadrature 
et l 'int*gration d 'un syst~me lin6airo doivent ~tre consid6rfes eomme des op6ra- 

1 On vol t  n e t t e m e n t  ici que ce t te  sorte  de calcul r e v i e n t  ~ la fo rma t ion  de l 'dquat ion  aux  
va r i a t ion  de M. POII~CAR~ (OU de l 'dquat ion  anx i l i a i re  de  M. DA~,sovx) re la t ive  h une  in tdgra le  
par t icul i~re  connue.  Voir le no 25. 

Voir le nO I2, voir aussi  le no i8. 
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tions 616mentaires, ct en g~n6ral nous ne pr6ciserons pas la nature des op6rations 
qui effectuent la r~duction aux 6quations canoniques que nous consid6rerons. 

8. Pour obtenir les 6quations k points critiques fixes admet tan t  une ~qua- 
tion r6duite donn4e, il faut ~crire les termes compl6mentaires, et rechercher de 

nouvel]es conditions n6cessaires pour que l'6quation compl6te air ses points criti- 
ques fixes. On peut d4velopper l'int6grale de l'6quation (x6) suivant les puissances 

du param~tre a, ou se servir des d6veloppements polaires. Si au voisinage d 'un 
p61e le d6veloppement d 'une int6grale de l'~quation r~duite contient un ou deux 

coefficients arbitraires, les int~grales de l'~quation compl6te doivent admet t re  des 
p61es mobiles au voisinage desquels leur d6veloppemcnt a l e  m6me terme pr6- 

pond6rant, et le, ou les m6mes coefficients arbitraires: sinon, comme M. GAMBIER 
l'a montr6 pour les ~quations du second ordre, 1 l'int6grale g~n6rale a des points 
critiques mobiles autour desquels elle acquiert une infinit6 de d~terminations. 

Pour los 6quations du troisi~me ordre, les d6veloppements polaires dont deux 
coefficients sont arbitraires, fournissent plusieurs ~quations diff6rentielles entre les 

coefficients. 
9. Appliquons ces principes aux ~quations ~ points critiques fixes admet tant  

comme 6quation r~duite l'$quation I.  Les int~grales de ccs ~quations ont des 
p61es mobiles, et admettent  au voisinage des d6veloppements de la forme 

I 

y = + c~ + fl (x - -  Xo) + ~' (x - -  Xo) ~ + ~ (x - -  xo) s + ~ ( x - -  Xo) ~ + q~ ( x - -  xo) ~ +-" -, 
~ a :  o 

les coefficients a et ~ 6rant arbitraires. 
six types: 

y'" + 

ym + 

ym + 

(23) ym + 

ym + 

ym + 

Ces 6quations se ram6nent  k l 'un des 

6ylS .~  g__2 , 
2 

6 y  rs --~ - - x ,  

6 y  '~ ----" 6 y  + 3 x  ~, 

6 y  r~ --- I 2 x y  + z x  4 + a,  

6Y r~--6yr + y9 + axS(xYt--2Y) + ~x2 + ?-"'x 

6y r~ =- 6p(x; o, x) ( y r + y ~ ) + a ( z p y r - - p ' y )  + f l a ( x + h ) e _ = r 1 6 2  ' 
q T ,  qgg 

g2, a, fl, 7 d6signant des param6tres arbitraires, et h une solution de r6quatio n 
transcendante p (h; o, i)  ~ o. 

Chacune de ces 6quations est une d6g6n6rescence de la suivante, comme il 

t Acta mathematica, xgm. 
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arrive ~t certaines des ~quations (A). Nous allons montrer qu'elles se ram~nent 
pr~cisSment aux ~quations (A). EUes admettent  des facteurs int~grants, et par 
des transformations simples, deviennent les ~quations du second ordre 

y'~ + 4y ~ - g ~ y ~  + g~---- o, 

I y'~ + 4y ~ + 2 ( x y ~ - - y ) ~ o ,  

II  y'~ + 4y ~~ + x y ~ - - y  y~ + a = o, 

I I I  y'~ + 4y ~ + (xy~--y)  ~ + ay ~ + f l = o ,  

- -  x , f  4 +~-(xy +y)+~=o, 

V (y"--q.py)~ + 4y ~a-  z zpy~y~+4p~ya+a(py~--p~yy~+p~y")+Hy~--H~y+~=o,  

g~, gs, a, fl, ~,, d d~signant des param~tres arbitraires, h une solution de la m8me 

~quation transeendante et H la fonction ~ multiplieateurs constants fl a (x + h) e-~ ~h § 
ax 

+ ~ , a ( x - - h ) e ~ h ,  int~grale de l'~quation de LAu~ H"-~ z p H .  
ax 

De m6me, chacune de ces ~quations est une d~g~n~rescence de la suivante. 
La premiere admet comme intt~grale g~n~rale y -~ ~ (x + A; g~, g3) + B. M. PA~- 
LEV~ a montr~ que l'~quation (B, I) est transform~e alg~brique de l'~quation 
(A, I): y ' = 6 y ~ +  x. I1 r~sulte que les cinq ~quations (B)sont irr~ductibles sauf 
pour des valeurs exeeptionnelles de ]eurs param~tres. 

M. PAI~LEV~ a form~ x pour ]'~quation (A, VI) une expression qui poss~de 
des pSles mobiles simples de r~sidu i ,  comme l'int~grale g6n~rale de chacune des 
~quations (B), et qui n'a pas d'autres points singuliers mobiles: e'est l'expression 

: ~ ( x - - I ) y  '~ a y  # 7 y ' - - d  z ~  §  ~ y ( y ~ z ) ( y - - x )  x ( x - - I )  ( x - - z ) y  x ( y - - x )  y - - x  

Ellc satisfait ~ une ~quation diff~rentielle du second ordre, mais de degr~ $1ev~. 
Pour obtenir une ~quation transformSe du second ordre et du second degr$, il 
suffit d'employer un proeSd~ que M. P~I~.~v~ a appliqu$ aux plus simples des 
~quations (A). Les int~grales de l'~quation (A, VI), qui ont pour pSle le point 
arbitraire x0, admettent  au voisinage le d~veloppement 

x(z- -~)  x + h +  .-. (pour a ,~o) ,  u = +  

le terme constant du d6veloppement 6tant arbitraire. Consid6rons alors la fonetion 

Gomptes Rendus, 24 d6cembre I9o6. 
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x(x-- I) y " 

Pour cette fonction, ]es p61es de y correspondant au s i g n e -  sont des points 

r~guliers, et les p61es de 9 eorrespondant au signe -F sont des p61es simples de 
r~sidu z. L'~quation transform6e en t est du second degr6 en t", et ]es termes 
pr~pond~rants au voisinage des p61es sont t "~ + 4t rs. Cette 6quation se ram~ne 
alg~briquement ~ l 'une des ~quations (B), en g~n~ral /t l 'dquation (B, V) qui ren- 

ferme quatre param~tres. Ainsi le8 deux gquations (A, VI) et (B, V) sont trans/ormdes 
algdbriques pour des valeurs arbitraires de leurs Taram~tres. Les 6quations (B), et 

par suite les 6quations du troisi~me ordre (23), ont leurs points critiques fixes, 
ce sont seulement les points singuliers du coefficient diff6rentiel. 

La forme des 6quations (B) est partieuli~rement propre ~ l'6tude de la 
croissanee de leurs int@rales, du genre et de l 'ordre des fonctions enti~res qu'on 
peut y rattaeher. M. BOUTI~OUX a eonsid6r6 ~ ce point de rue  les 6quations 
(A, I), (A, II), (A, III}: 1 nous pouvons compldter ses r6sultats. Si dans les dqua- 

~t t 
tions (B) on pose Y = ~ - ,  on obtient des 6quations du troisibme ordre en u, dont 

les int6grales sont r6guli~res en dehors des points singuliers du coefficient diff6rentiel. 
Les 6quations en u d6duites des 6quations (B, I), (B, II), (B, I I I ) o n t  comme 

int6grales g6n6rales des fonctions enti~res, et, si l 'on admet que la croissance de 
ces fonctions entibres est r6gulibre, il r6sulte des 6quations (B) qu'elles sont de 

genres et d'ordres 2 et 5, 3 et 3, 4 et 4. Dans la suite form6e par ]a fonction 
2 

a(x; g2,g~) et par ees trois fonctions entibres, chacune est une d6g6n6rescence de 

la suivante. La fonction entibre d'ordre 5- a 6t~ consid6r6e par M. BOUTROUX. 
2 

M. BOUTROUX a consider6 la fonCtion e - / ~ / r  ~ ,  y d6signant une int6grale de 

l'dquation (A, II):  elle est le produit de e i~ et de deux fonctions enti6res ddfinies par 

des 6quations (B, II), et  par suite est comme elles de genre et d'ordre 3. L'6tude des 
int6grales de l'6quation (A, IV) se f amine  ~ celle de la fonction enti~re de genre 4. 

Les intdgrales de l'6quation en u d6duite de l'6quation (B, IV) sont r6gulibres 

en dehors des deux points o, ~ .  Par  le changement de variable (x, eZ), l'int~grale 
g6n6rale devient une fonetion entibre de" genre infini. La d6riv6e logarithmique 
satisfait ~ une 6quation telle que 

(y"--y')~ + 4y'~(y'--y) + ae~(y ' - - y )  " + f le ' (y ' - -y )  + ye ~ + ~ e ' y ' =  o: 

Acta mathcmatica, 19o 4. 
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on obtient de m~me l'ordre de grandeur de cette fonction enti~re. Pour a # o, 

le module maximum sur la circonf~rence de rayon r, M(r),  croit, s i r  est suffisam- 

ment  grand, comme e ~#~, h d6signant une constante: l'6quation (B, IV) est alors 

transform6e de l'6quation (A, V). Pour a = o ,  l'6quation (B, IV) est transform6e 

de l'6quation (A, III). Pour fl # o, le module maximum M (r) croit  eomme ehe~; 

pour fl = o, 7 ~ o, comme ehe~r; pour fl = y = o, J # o, comme e he�89 Ces r~sultats 
concordent avec ceux que M. BOUTROUX a obtenus directement sur l'6quation (A, III). 

Les int6grales de l '~quation en u d~duite de l'~quation (B, V) sont r~guli~res 

en dehors des pSles de p(x) et du point x-----00. Avec la nouvelle variable 
X = 4 ps (x), elles sont r6guli~res en dehors des trois points o, i ,  oo ; et par le nouveau 
changement de variable X = f p ( ~ ) ,  (p(~) d6signant la fonction modulaire, elles 

deviennent des fonctions de ~ holomorphes au-dessus et au-dessous de l 'axe r~el, 

qui est pour elles une coupure essentielle. 
Remarquons encore que l'int6grale g~n6rale de chacune des deux premieres 

6quations du troisi~me ordre (23) est fonction transcendante de deux constantes 
d'int6gration et fonction rationnelle de la troisi~me: au contraire l'int6grale g6n~rale 
de chacune des quatre derni~res 6quations (23) est fonction transeendante des trois 
constantes d'int6gration (parce que l'int6grale g6n~rale de l'6quation y"= 2 y3 + xy + a 
est fonetion transcendante des deux constantes d'int6gration et du param~tre a). 

Signalons enfin des transform4es alg~briques des 6quations (A), du second 
degr6 comme les 6quations (B), et  curieuses en raison de leur 616gance: 

I y " = 6 y  s + a  + x V y ' ~ - - 4 y S - - 2 a y ~ f l ,  

I I  y ' = z y  a + ay + fl + 2i(y--e=)Vy'S--y~--ayZ--z f ly--~, ,  

I I I  y"~-ay + fl + 2 Y V y ' ~ a y ~ - - 2 f l y - - 7 ,  
(c) 

2 / z'I 
IV y"----6y' + ay + fl + x (Y--T] V y ' ' - 4 y a - a y ' -  2fly--)', 

( V y " = 2 y ~ + a y + f l + 2 t g x  y - - ~  - - a y  ~ 

Les quatro premieres 6quations sont des d6g6n6reseences de la cinqui~me. 
L'6quation (C, V) est transform6e de l'6quation (A, VI), les 6quations (C, II) et 
(C, IV) sont transform6es de l'6quation (A, V), l '6quation (C, I) de l'6quation (A, IV), 
et l '6quation (C, III) de l'6quation (A, III). Dans les 6quations (C) l'6limination 

du radical conduit it des 6quations du troisi~me ordre de la forme (7), admet tant  

comme simplifi6e y "  = y' y" 
Y 
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IO. Les 6quations ~ points critiques fixes qui admet ten t  comme 6quations 
r6duites les 6quations II, IV, V, VII  se ram~nent  ~ des 6qaations du second ordre 
eonnues par  les recherches de M. PAINLEV~ et de M. GA~tBIER. Chacune adme~ 
en effet comme 6quation r6duite au voisinage de la valeur y = r l '6quation du 
second ordre, int6grale premiere de l '6quation r6duite du troisi~mc ordre, dans 
laquelle on a annul6 la eonstante O. 

I1 en est de m6me des 6quations k points critiques fixes admet t an t  comme 
6quations r6duites les 6quations VI I I  et XII I ,  g I 'exeeption d'6quations qui se 
ram~nent  aux trois types 

y , r _  6y~yr + i 2 x y y '  + 4 ( x 2 - - a ) y  r + 4 y  2 + 4 x y ,  

y,t I2yyr  + 6 y - - 6 x ,  

y t , . ~  12yyr + Y ' - - 6 Y  ~ - a  + 1 2 x y - - 6 x  s. 
gg 

La premiere 6quation est l '6quation (A, IV) diff6renti6e de fa~on h 61iminer la 
constante ft. La deuxi~me et la trgisi~me deviennent  par  la t ransformation 
(y, __yr) et par  int6gration, des 6quations du troisi~me ordre admet tan t  comme 
6quation r6duite ] '6quation I. 

Les 6quations g points critiques fixes admet tan t  comme 6quation r6duite 
l '6quation V I s e  ram~nent  g l '6quation 

(24) y,I y y ,  + 5 y l ~ _ y . . y ,  + 3ay~ + d y  + a ' ,  

a d6signant une int6grale de l '6quation 

a~ a a ( a 7~ ) 
a ' ~ = a a  ~, d'ofi - -  = --  + aa  + fl, et a = i 2 p  x + 7; 2 6 6 '  

L'6quation (24) admet  l'int6grMe premiere 

+ av + a - - ;  ( v ' -  v' v_' + 4 ( y ' - - y ~ ) ( 2 a y  ~ + a 'y  + a ' )  

+ 4a~Y ~ + 4aary  + 2a t~ + O. 

L'int6grale g6n6rale de cette 6quation du second ordre a ses points critiques fixes, 
et est fonction rationnelle des deux constantes d ' int6gration:  on suit par suite la 
ramener aux 6quations lin6aires, y s 'exprime en fonction rationnelle de a, de ses 
d6riv6es, et  des d6riv6es logarithmiques premiere et seconde de l 'int6grale de l'6qua- 
tion lin6aire et homog~ne 

0" = a 0' + V f i +  O 0. 
3 

y est fonction t ranscendante  do la' troisi~me comtan te  d'int6gration. 
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Les 6quations ~ points critiques fixes admet tant  comme 6quations rdduites 

les 6quations IX et X se rambnent aux deux 6quations 

y'" + 6y '2 = 18 (y' + y2) (y, + 3y2) + a, 

y,,, = 6yJy, + 3 9 + 7V3_(y ,  + yS)~. 
i i  

Je  n'ai pas int6gr6 ces 6quations. Elles ont cette propri6t6 particuli~re, que leur 

int6grale g6n6rale poss~de deux families de pSles simples mobiles, dont  les r6sidus 

sont incommensurables l 'un ~ l 'autre. Mais cette propri6t6 n'est pas essentielle, 

elle n 'appart ient  plus aux 6quations transform6es en y' + yL II est vraisemblable 

que les int6grales de ces deux 6quations sont uniformes, mais ne sont pas des 

fonctions nouvelles, qu'elles s 'expriment par les fonctions elliptiques par  exemple. 

II .  Les 6quations ~ points critiques fixes admet tant  comme 6quation r6duite 

l '6quation XI  se ram~nent au syst~me 

y~ = _ _ _ I  - -  k ~ y~ + z + a ,  z 't ~ 6z  ~ + b (k  entier > i ,  non multiple de 6), 
4 

OU 

4 t r t" k t -  I 

Y = k ~ - - I  t ' t 4 
- - ( z + a ) ,  z"=6z  ~+b. 

2 

Dans ces quatre cas, la fonction a a, fl, 7 d6signA.nt des eonstantes num6riques. 

L'int6gration de l '6quation r6duite (a = b = o )  se ram~ne ainsi ~ celle de 

l '6quation lin6aire 

k ~ -  I 
t" - -  p (x + A ; o, B) t. 

4 

Si k est impair, eette 6quation est une 6quation de LAM~. Si k est pair, mais 
non multiple de 6, l'int6grale g6n6rale n'est pas uniforme, mais le quotient de deux 

int6grales quelconques est uniforme, et l 'on salt que l'int6grale g6n~rale s 'exprime 

encore (alg6briquement) au moyen des fonctions p, ~, a. 

Les fonctions a e t  b ne sont pas arbitraires. Evidemment  la fonction b e s t  
lin6aire. Quant ~ la fonetion a, des consid6rations d'homog6n6it6 montrent  qu'elle 

satisfait aux ~quations: 

pour k - ~ 6 m + 2 ,  m entier > o ,  a = o ,  

k = 6 m  + 3, a r = o ,  

k =  6m + 4, a" ----- a a  2 + fib 

k = 6 m  + 5,  a " ' = a a a '  + fib' ,  d'ofi a" = a a 2 +  fib + 7, 
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est done un polynome, une fonction elliptique ou s'exprime par les intSgrales de 

l'6quation y"---- 6y ~ + x. 
Si k est de la forme 6m + i ,  m entier > o ,  la fonction a satisfait ~ une 

~quation pr6sentan$ la m~me homog~n$it~, mais d 'ordre ~gal ~ 5. Par  exemple, 

p ~ 1 7 6  a'b;5aI6' z--~), cette ~quation est 

aV=i5aar" + 75 ara'--45a~ar + bar + 2bla, b ~ a x  T fl. 
2 

Je  ne l'ai pas int6gr6e. Rappelons que l'6tude des 6quations ~ points critiques 
fixes du second ordre et du premier degr6 a mis en 6vidence un fair curieux les 

coefficients des 6quations canoniques auxquelles elles se rambnen~ sont arbitraires,  
ou, s'ils ne sont pas arbitraires, sont des fonctions uniformes classiques, ou enfin 
sont des fonctions uniformes int6grales des 6quations irr6ductibles (A): la th6orie 

des 6quations diff6rentielles g points critiques fixes a ainsi une application en elle- 

m~me. La nature des 6quations diff6rentielles que nous obtenons pour k = 6m + 4, 
6m + 5 confirme cette remarque. L'dquation obtenue pour k = 7 est, en tout  6tat 
de cause, introduite dans l 'Analyse par la th6orie des 6quations diff6rontielles g points 

critiques fixes, mais il semble qu'elle a son int6grale g6n6rale uniforme, et il est 

possible qu'elle se rambne aux 6quations connues. 
Enfin, pour k > 7, la fonction a satisfait g d'autres 6quations diff6rentielles, 

dont le hombre crolt  avee k, et qui la simplifient. 
i2. Consid6rons maintenant  l '6quation 

4 XI I  y ' t t=2yy"--3y '~ + 3--6__k-----i(6y'--y~)~ , k entier > I , r  ou k = ~ ,  

qui, pour k = :o, devient l '6quation III,  et les 6quations h points critiques fixes 
qui admettent  cette 6quation r6duite. Par  des quadratures, et par l 'int6gration 

d 'une 6quation de RrccATI, on peut  annuler duns ces 6quations les termes en y" 
et y~-, et les termes compl6mentaires sent alors: pour k = z, ay + b; pour k =  3, 

b, a et b d6signant des fonctions analytiques de x; pour k diff6rent de 2, 3, il 
n 'y  a pus de termes compl6mentaires. 

L'~quation XI I  a la propri6t6 de ne pus changer quand on prend pour nou- 
Ax + B A D - - B G  6C 

veUe variable Ox +--------D' et qu'on remplace y par (Gx+D)~y  C x + D , A , B , C , D  

dfisignant quatre constantes arbitraires. Cette propri6t6 permet de d6duire d 'une 

A D - - B C  ~IAx+B 1 60 
int6grale particulibre y --~ / (x) l'int6grale g6n~rale Y-----(Cx+ 1)) ~1 ICx +Dr CxWD' 

et nous conduit k consid6rer la fonction dent  y est la d6riv6e logarithmique, ou 
u n e  puissance de eette fonetion. 

Aeta mathematiea. 34. Imprim6 le 23 novembre 1910. 44 
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L'6quation X l I  admet les int6grales parCieuli~res: 

k - 6  i k + 6  I 6 
pour k fini, Y = - ~ - ' z + A  ~ - . ~ ,  d 'oh y = - - x  +------A; 

6 B 
pour k = ~ ,  y = x + A + (x + A) - - - - ~ '  

qui ne suffisent pas ~ donner l'int6grale g6n6rale. L'int6grale g6n6rale admet, si k est 
k - - 6 u '  

fini, une famille de pSles simples de r 6 s i d u / r  6 Posons y ~ --: l '6quation 
2 2 

XII  dovient 

3 k ( k - - 2 ! u " J =  o; 
(25) u u Iv ~ (k - -  2) u' u'" + 2 (k + 6) 

l '6quation eompl6te pour k = 2 devient 

u u Iv = a u u f - -  b uj ' 6quation lin6aire; 
2 

et l '6quation eompl6te pour k-----3 
U it2 2 

2 3 
d'ofi, par d6rivation, 

u u V =  2 (2buu'  + b*u2), 6quation lin6aire. 
3 

L'6quation (25) a la propri6t6 de ne pas changer quand on prend pour nou- 

velle variable A x  + B et qu'on remplaee u par  u(Cx + D)e~k: on peut  esp~rer 
C x + D '  

l'int~grer par des fonctions analogues aux fonetions th~tafuchsiennes. 

I 2  
Rendons la fonction u homog~ne de degr6 ~ par  rapport  h la variable 

x et ~ une nouvelle variable x~: l '6quation (25) se transforme en l'~quation 

aux d6riv6es partielles remarquable 

(26) O~uO'u a~u 04u I 04u ~ 
O# Ox~" 40-~Ox-~ OxOx, s + 3 iOx2#x/l = o. 

I2 
Notre probl~me revient h la d6termination des int6grales homog~nes de degr~ 6 - - k  

de eette 4quation aux d6riv6es partielles, et distinetes des int6grales partieuli~res 
6 + k  12 

u = (Ax  + Bxt)  n-k (Cx + Dxl),  u = (Ax  + Bxt) *-k. 
I 2  

Pour k ----- 2, 3 ,4 ,  5, la fraction ~ a l e s  valeurs enti~res positives 3, 4, 5, I2. 

Pour k ~ 2, l'int6grale g~n6rale de l'~quation (25) est un polynome du troisi~me 
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degr~ ~ coefficients arbitraires; pour k = 3, elle est un polynome du quatri6me 

degr$, dent  les coefficients satisfont ~ la relation S = o. I1 existe de m6me des 

polynomes de degr~s 6 et x2, dent  les coefficients d6pendent de quatre para- 

m6tres, et dent  le covariant (25) est identiquement nul. I Une transformation 

homographique de la variable permet d'~crire ees polynomes de degr~s 4, 6 et x2 

x ~ + 2 i V ~ x  ~ + I ,  

(27) x 5 + x, 

fl~ll + I I X 6 _ _ X .  

Inversement l'int~grale g~n~rale de l '6quation (25) se d~duit de ces int4grales 

particuli6res par une transformation homographique de la variable. Ainsi, pour 

k = 2, 3, 4, 5, l'int~grale g~n6rale de l '6quation (25)es t  un polynome, et par suite 
celle de l '6quation XI I  est rationnelle. 

Les racines des polynomes (27) ont comme representation sur la sphere, dans 

le mode de representation des points du plan complexe sur la sphere introduit 

par  RIEMA~N, les sommets du t6tra~dre r6gulier inscrit, le~ sommets de l 'octa6dre 

inscrit, ou les centres des faces du cube circonserit, les sommets de l'icosa~dre 

inscrit, ou les cen~res des faces du dod6ca~dre circonscrit. Par  les substitutions 

e~x + $i) faisant des des inscrits partie groupes poly6dres eorrespondants, les 
t 

12 
polynomes se reproduisent, divis6s par (7i x + r 6-~. Rendons-les homog6nes. II 

r6sulte que le polynome x x~ (x~~ H x 5 x~ 5 ~  xt ~~ est inalt6r6 par les substitutions du 
groupe correspondant;  le polynome x x~ (x 4 + x, ~) est inalt6r6, ou bien change de signe, 

car la fonetion (?i x + di)~ a deux valeurs 6gales et de signes contraires; la fono- 

tion (?i x + dl)$ a trois valeurs, et le polynome x ~ + ~ i V 3 x  ~ x~ ~ + x~ ~ est multipli6 

par une racine cubique de l'unit6. Nous coordonnons ainsi des r6sultats ~ dent  

le lien n'6tait pas apparent.  On peut  d'ailleurs adjoindre aux polynomes (27) 

comme solution de l '6quation (25) pour k = 2 le polynome x ~ + x. Ce polynome 

rendu homog6ne, par les substitutions du groupe eorrespondant, est multipli6 par 

une racine quatri6me de l'unit6: effectivement par  les substitutions du groupe 
du di6dre, la forme fondamentale x" + x~ ~ est multipli6e par  une racine quatri6me 

de l'unit6, s i n  est impair, par une racine carr6e, s i n  est pair. 

Les polynomes (27) ont  une propri6t6 qui so rat tache ~ la pr6c6dente, et 

qui par  analogie va nous conduire h l 'int6gration de l '6quation (25) pour k > 6. 

I Cf. KLEIN, Vorle, sungen ~ber das Icosaeder, p. 57. 
Id. p. 51, 54, $7. 
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Ils font partie des solutions du probl~me trait6 par HALPnEN: d6terminer tous 

les systbmes de polynomes ~ une variable X,  Y, Z, tels qu'on ait l'identit6 

(28) X "  + Y "  + Zv  = o, 

m, n, p d~signant trois entiers positifs. II est clair que d'une solution on peut 

d6duire une infinit6 d'autres, en y remplavant la variable par une fraction rationnelle 

en une nouvelle variable: HALPHEN appelle primitive une solution form6e de trois 

polynomes, dont les degr6s ne peuvent ~tre abaiss6s par le proc~d6 inverse. Les 

identit6s entre solutions primitives sont en nombre tr~s restreint: ce sont seulc- 

ment celles que l'on rencontre dans la th$orie des groupes lin~aires finis. Les 

entiers m, ~, p correspondants sont 2, n, 2 (groupe du di~dre); 2, 3, 3 (groupe 

du t6tra~drc); 2, 3, 4 (~oupe  de l'octa~dre); 2, 3, 5 (groupe de l'icosa~dre): et dans 

ces trois derniers cas, les polynomes d'exposants 3, 4, 5 peuvent, par une trans- 

formation homographique de la variable, recevoir ]es formes (27). Pour toutes 

ces solutions, la somme ~ + i + 3 est plus grande que i .  
m n p 

HALPnEN a o b ~ n u  de mSme des fonctions uniformes satisfaisant ~ l'identit6 

I + i  I 
(28) dans les cas, en nombre limit6 aussi, oh la somme - + - est ~gale g i:  

m n p 

co sont des fonctions enti~res de la th6orie des fonctions elliptiques. E t  il a obtenu 

enfin des fonctions uniformes satisfaisant ~ l'identit~ (28) dans les cas en nombre 

infini oh la somme ~ + i + i est plus petite que I : 1 ces fonctions ne sont d6finies 
m n p 

que dans un cercle dont la circonf6rence est coupure essentielle. Elles d6rivent 

des fonctions de S c H w ~ z  de la favon suivante. 

Soit l '6quation hyperg6om~trique de GAuss 

:(I -- :) dsZ d z 

a v e c  

0(:-2 I - - m - - - -  + n  , # : ~  I - - ~  n , ~-~" I - - - - '  

m, n, IP d~signant trois entiers Dositifs tels que ]'on air _I + I_ + i_ < I ,  ou /~ > o. 
m n p 

HALPHEN consid~re les deux int6grales particuli~res qui, pour I tl > ~, se repr6sen- 

tent  ainsi: 

, 

Com~tr~ ~ ,  4 avr i l  X88L 
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z~ (t) 
F d~signant la s~rie hyperg~om~trique. Si l 'on pose x =  z ( t ) '  la fonction t ( x ) e s t  

~t; ~_~. 
une fonetion de SCHWARZ, dent  le triangle fondamental a eomme angles m '  n '  p 

elle est holomorphe daMs un cercle dent  [e centre est h l'origine, et dent  le rayon 

s'exprime au moyen de la fonction F (lee. cit.); la eirconf~rence est pour la fonetion 
t(x) une eoupure essentielle. 

Formons les trois fonctions: 

1 1 1 1 1 

X (x) = ( - -  t)mz,~. ~ , Y (x) - -  ( t - -  ~)'~z"~, Z (x)  = zp~. 

Ces trois fonctions satisfont ~t l 'identit6 (28): elles sent ddfinies dans le m~me 

cercle que ]a fonction t (x) ,  admet tent  la eirconf~rence comme coupure; elles sent  

holomorphes dans ce cercle: il suffit de le constater au voisinage des valeurs 
t =  o, z, oo, puisque, ]x[ restant fini, z(t) ne peut  s'annuler pour une autre valeur 

de t. Les fonctions X,  ]7, Z admet tent  respeetivement comme z~ros simples les 

points off la fonction t (x)  atteint  les valeurs o, z, oc. Si re ,n ,  p dtaient des 

entiers positifs tels que l'on efit /3_< o, les fonctions X ,  Y , Z  obtenues par ce 

calcul seraient les polynomes, ou, en passant s ]a limite, les fonetions enti~res 

satisfaisant k l'identit~ (28). HALPH~N a remarqu~ que, si l 'on considSre les trois 

I I I 
fonctions X ,  Y, Z eomme des fonctions homog~nes de degr~s - - m ~ '  --n-fl '  --p--fl' 

comme dans les cas off, /3 ~tant n~gatif, elles sent  des polynomes, et si ]'on eal- 

cuIe ]curs invariants et  covariants, ces invariants et covariants s'expriment au 

moyen des fonctions X,  Y, Z elles-m6mes. E t  il arrive que  le eovariant (z6)de la 

fonction Z, qui est nul dans les cas off les entiers ont ]es valeurs: 2, 3, 2; 2, 3, 3; 

2 , 3 , 4 ;  2 , 3 , 5  d'oh /3<o,  est nul encore pour f l > o ,  s i m  et n sent ~gaux h 2 
et 3, et s i p  est un entier queleonque plus grand que 6. Le degr6 d'homog~ndit$ 

i___s 
de la fonetion Z(x) est 5 - - p "  

Une int~grale partieuli~re des ~quations (z5) ou (25) est done la fonetion 

Z ( x )  eonstruite avee ]es nombres 2, 3, k, et v~rifiant avec les fonctions associ~es 
X (x), Y (x )  l 'identitd 

X ~ + y8 + Z k ~ o. 

Son ddveloppement au voisinage de l'origine se ealcule de proche en proche: 

k + 6 - ~ ( k - -  2) ( k - -  3) ( k - -  4) (k + 6) x~k+ ~ + . . .  
Z(X) =% ~- 7 zCk~'--- I) ~'~§ - -  I2 4 ( k - I )  ~(k-F I)(4 k z - I )  "' 

]e rayon du cerele de convergence, qui est eoupure essentielle, a comme earr~ 
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, ___L'L | r , ( ~ ) l ' ,  , I i _  i , , i i i i 

L + + + 

Pour  k = I ,  cet te expression est nulle. Pour  k - -  2 , 3 , 4 ,  5, elle est n6gative: elle 

est en effet  le carr6 du rayon  du cercle or thogonal  /~ un triangle d 'arcs de cercle 

d'ang]es ~r 7r ~c �9 , , - - , - - ,  ce cercte est imaginaire pour  les valeurs de k conslderees; l e  

d6veloppement s 'arr~te au second ou au troisi~me terme, et  se ram~ne par  une 

t ransformat ion  lin6aire de la variable /~ l 'un des polynomes consid6r6s pr6c6- 

demment .  Pour  k = 6, le rayon  de convergence est infini; le d~veloppement n 'es t  

au t re  que le d6veloppement  /~ l 'origine de la fonction t~ (x; o , -  4)- Pour  k > 6, 

le r ayon  de convergence d6croit ;  lorsque k erol t  de 6 h or l 'expression donn~e 

de ce rayon  d~croit  cons tamment  de la valeur  oo h la valeur  i .  

Il est clair que, pour  obtenir  l ' int6grale de l '6quation (25) et  par  suite cel]e 

de l '6quation X I I  pour k fini, il suffi t  dans la d6finition de la fonction de Sc~wARz 

t(x), de subst i tuer  aux deux int~grales de l '6quation hyperg6om6trique 

d'z (;  7 )dz (I i)z 
t ( I - - t ) ~ +  --~)t d i - -  36--~" 4 --0 

choisies par HALPH~ deux int~grales distinctes arbitraires z et z~. Les fonetions 

a~ 6 dz u(x)-=-z~-6, y(x)=zd-x sont  les int6grales g6n6rales des 6quations (z5) et X I I .  

Elles adme t t en t  pour k > 6 une droite ou une eirconf6rence mobile comme coupure 

essentielle, et ne sont  d6finies que dans la r6gion variable du plan situ6e d ' un  

c5t6 de la droite,  h l ' int6rieur ou ~ l 'ext~rieur de la circonf6renee. L' int6grale 

g6n6rale y (x) est m~romorphe darts eet te r6gion: elle admet  les pSles de la 

k - - 6  
fonctl~)n t(x) comme p61es simples de r6sidu Quand elle est d6finie b. 

2 

l 'ext~rieur de sa coupure, elle est  r6guli6re et  nulle au point  x - - ~ ,  et  admet  au 

voisinage un d6veloppement de la forme 

6 t~ fl y =  + - -  + .. .  
x + A (x + A )  s (x + A) ~ + ' 

dans lequel la cons tante  A e t  les coefficients a ,  fl sont  arbitraires.  

L' int~grale g6n6rale u (x) est holomorphe dans la r6gion off elle est d6finie, 

saul  en g6n6ral au point  x = ~ ,  comme le montre  le d6veloppement  en produi t  

infini d6dui t  de la s6rie pr6c6dente: 

12 (t 1 + 2,~ 1 

u = (x + A)e~  e6:~ i~4ai' a i~k)" ~4~)3 + ' 
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Si el]e est d6finie ~t l 'int6rieur de sa eoupure, ou si la eoupure est une 

droite, elle est uniforme. Si elle est dSfinie ~ l'ext~rieur de sa coupure, 

elle n'est pas uniforme en g6n6ral; une d6termination de l'int6grale, suivie 

l e  long d 'un ehemin qui tourne une fois autour  de la eoupure dans le 

sons direct, est multipli6e par e 2 " I ~ .  Quand la ooupure cireulaire se r6duit 

un point, x----o, l'int6grale se r6duit h l 'une des int6grales partieuli~res 
6-I-k 12 

u~xS-~'(x + C), u = x  6-k, dent  los d6terminations, suivies le long d 'un chemin 

qui tourne autour  du point x----o, sent  multipli6es par le m6me facteur. Les 

int6grales de cette seeonde cat6gorie ont un nombre de branches 6gal au dSno- 

I2 
minateur de la fraction irr6ductible 6gale /~ 6 - - k ;  elles sent uniformes pour 

k---~ 7 ,8 ,  9, IO, 12, 18. 
Pour k =  ~ ,  l'int6grale g6n6rale de l '6quation I I I  est encore donn6e par 

6 dz 
l'expression y(x)=-zd-~' eomme on peut le v6rifier par un ealcul direct. Ello 

admet une droite ou uno circonf6rence mobile eomme coupure essentielle, et est 

holomorThe dans la r6gion off elle est d6finie. Quand elm est d6finie ~ l'ext6rieur 

de sa coupure, elle est hullo au point x-= :r et admet au voisinage un d6ve- 

loppement de m6me forme que pr6c6demment. La fonction Y =, fydx  = 61ogz 

est l'int6grale g6n6ralo de l'6quation 

(29) yiv~= 2 y1 Y ' " - -3  Y"~, 

qui peut 6tre d6duite de l '6quation (25) par un passage g la limite pour k = oo. 

Si l'int6grale Y (x) est d6finie g ]'int6rieur de sa coupure elle y est holomorphe 

et uniforme. Si elle est d6finie g l'ext6rieur de sa coupure, e]le n'est pas holo- 

morphe au point x = ~ ;  e t e s t  une fonction multiforme avec p6riode, comme ]e 

montre son d6veloppement en s6rie: une d6termination de l'int6grale, suivie le 

long d 'un chemin qui tourne une fois autour de la coupure dans le sons direct, 

est augment6e de la p6riode - -12 z i, comme les d6terminations de l ' in t6gra le  
C 

particuli~re Y = - -  6 log x + x"  

Pour k ~-- o~, los nombres m, n, p sent 2, 3, o0 : on pout choisir les int6grales 

z et z~ de fagon que leur quotient soit celui de deux p6riodes distinctes de l'int6- 

grale elliptique admet tant  I -  t comme invariant absolu; la fonction de SCHWARZ 

correspondante est la fonction modulaire d (x) de M. Klmn~. M. KLmN a souvent 

aussi eonsid6r6 les fonctions de SOaWARZ aux nombres 2 ,3 ,  k: on sait qu'elles 

sent fonctions uniformes de la fonetion J(x). Les fonctions u (x) sent des fonc- 

tions th6tafuchsiennes, ou analogues h des fonctions th6tafuchsiennes, et M. 
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POINCAR~ les signale ~ ce point de vue dans ses M~moires des Acta mathematica: 

ai x + fl~) d 'un groupe fuehsien, dent  le polygone fonda- par  les substitutions x, Y~ x + d~ 

12 

mental est un triangle d'angles ~ ~- ~ 2-' 3 ' k-' la fonetion u est multiplide par (y~x+J~) k--~ 

L'exposant est entier pair, et la fonction u est thdtafuchsienne pour k ~ 7, 8, 9, I2. 
M. POIi~CAR]~ a d'ailleurs indiqud des solutions uniformes de l'identitd (28) plus 

gdndrales que les fonctions X,  Y, Z.  
k + 6 v '  

La fonetion v, ddfinie par  l 'dquation y -- , et rendue homog~ne de 
2 

I 2  degrd ~ ,  satisfait ~ la m6me dquation aux ddrivdes partielles que la fonction 

i2 de l 'dquation (26) est donc u. L'intdgrale gdndrale homog~ne de ddgrd 6 + k 
12 6--/~ 

v (x)=z -k+-~= u 6+-T, u ddsignant une intdgrale homog~ne de degrd 12 Cette 
6--k" 

intdgrale v (x) admet, pour k > 6, une coupure circulaire mobile, et est ddfinie 

l'intdrieur ou ~ l'extdrieur de cette eoupure, suivant les valeurs des constantes 

d'intdgration. Dans les deux eas, elle admet eomme points critiques algdbriques 

les zdros de l'intdgrale correspondante u(x): autour de chaque point critique, 

et dans l'ensemble de la rdgion off elle est ddfinie, elle aequiert un nombre 
12 

de ddterminations dgal au ddnominateur de la fraction irrdductible dgale ;~k + 6 

Nous avons ainsi obtenu l'intdgrale homogAne de degrd ~ de l'dquation 

aux ddrivdes partielles (26), pour les valeurs de N entiAres, positives ou ndgatives, 

l'exception des cinq valeurs: o, + i, + 6. 
I3. L'dquation y'"-~ 2yy"--3y '~ est l'exemple le plus simple d'une dquation 

dent l'intdgrale gdndrale a une eoupure essentielle mobile, et n'est ddfinie que dans 
une rdgion du plan variable avec les constantes d'intdgration. II y a des exemples 

elassiques d'dquations du second ordre, dent l'intdgrale gdndrale a des points 

essentiels isolds mobiles. Ainsi l'dquation 

[ 6y '  - -  9--2 \ 
y,, = ,/s | ___ 2_ + I .~ (g2, i7,, it eonstantes numdriques) 

,, k 4 y S _ g , y _ g  3 i tV4yS- -g2y- -g3~  

a eomme int~grale gSndrale y -- p [it log (A x + B); g,, g,]; si z z iit est pdriode de 

la fonetion elliptique ? ,  eette intdgrale gdndrale est uniforme et admet le point 

B 
x ---- - -  ] eomme point essentiel isold. Mais d'apr~s un rdsultat dtabli par M. P ~ m E v ~ ,  

l'int4grale gdn~rale d 'une ~quation du second ordre, algdbrique en y", y', y, ne peu{~ 
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admettre une coupure; et il est vraisemblable que eette int~grale ne peut admettre non 

plus un ensemble parfait, discontinu de points singuliers mobiles. Nous avons vu d~j~ 

que la th6orie des groupes automorphes a mis en ~vidence des ~quations de la forme 

y,,  3_ Y"__~ = 2 yl + yra F (y), 

F (y) d6signant une fonction rationnelle ou alg~brique de y, dont  l'intSgrale pr~- 
sente de telles singularit~s. 

I1 est facile de former des ~quations diff4rentielles du quatri~me ordre, dont  

l'int~grale g~n~rale poss~de la m6me propri6t4 que celles des ~quations (25 )e t  

(29). Consid~.rons une fonetion fuchsienne y (x), admet tant  une eoupure rectiligne 

ou circulaire, et dont  y -~  ~ soit une valeur singuli~re, la fonction modulaire 
d'HERMITE, OU la fonction J (x )  de M. KL~.I~, par exemple: y satisfait h une 

~quation du troisi~me ordre de la forme que nous venons de rappeler. La fone- 

tion f y d x  satisfait h une 4quation diff~rentielle alg~brique du quatri~me ordre: 

les int~grMes de eette 6quation, d6finies h l'int~rieur de leur coupure, sont uni- 

formes; les int~grales, d6finies h l 'ext6rieur de leur eoupure, sont des fonctions 

multiformes. Dans le m6me ordre d'id~es, M. KT.m~ a form6 des ~quations du 

troisi~me ordre, dont  l'int~grale g6n6rale, pour eertaines valeurs des eonstantes 

d'int6gration, est d6finie seulement dans la r~gion du plan comprise entre deux 

coupures circulaires eoncentriques, est holomorphe en tout  point de cette r~gion, 

et  aequiert une infinit~ de d~terminations autour  du peti t  eercle. 

L'~quation XII ,  pour b > 6, est intdressante encore au point  de rue  de la 

notion de simplifi~e. I1 est ~vident que, si l'int~grale g~nSrale de la simplifi~e 

d'une ~quation ~ points critiques fixes, a des singularit~s essentielles mobiles, 
il en est de m6me de l'int~grale g~n4rale de l '~quation elle-m6me. Mais, pour 

les ~quations s points critiques fixes du second ordre que l'on a form4es jusqu'ici, 

la r~ciproque est vraie. Nous avons l'exemple d'~quations du troisi~me ordre 

dent  la simplifi~e y " ~  o a son int~grale g~n~rale rationnelle, et dont  l'int~grale 

g~n~rale a une coupure essentielle mobile. 

Les fonetions X,  Y, Z ont permis ~ H ~ P H E ~  d'int~grer diffSrents syst~mes 

d'~quations jouissant d'une propri~t~ d'invariance analogue h celle de l 'dquation 

XII .  Le plus simple avait  ~t~ indiqu~ par M. D~RBOUX: 

yr  § yr  ~ y~ y~, yr a -t- y~ = Ya Y~, Yrt + y r  ~ y~ y~. 

L'4quation I I I  est l '~quation transform~e de ce syst~me en y~ + y~ + Ya.~ Les ~quations 

transform~es en y~ ou y~ § y~ et leurs simplifi~es donnent lieu h ]a m~me remarque. 

1 HA~'HES a donn6 la repr6sentation d'un syst~me particulier d'int6grales y~,y2,ys au 
moyen de s4ries de la th~orie des fonctions elliptiques (Comptes Rendus, 13 juin i88i): on en d~duit 
un d~veloppement ~ loi de r~currence simple qui repr~sente une intSgrale de l'6quation III. 

Acta mathematica. 34. Imprim~ le 24 novembre 1910. 45 
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Signalons une ~quation form6e 1 autrefois par JACOB~ et qui offre une parti- 
cularit~ analogue: 

(30) Y~ (Y Y"' + 3 Y' y,,)2 _ y,,g (I6 yS y,, __ ~ ) .  

La simplifi~e de eette 4quation, obtenue en supprimant _ z s ,  a eomme int6grale 
C~+D 

g6n6rale y = (A x + B) e ~ + ~, A, B, C, D d6signant quatre constantes arbitraires: 
B 

cette int~grale g6n~rale admet done le point essentiel isol~ x - - - - - - ] .  L'int~grale 

g~nSrale de l'~quation (3o) a au contraire une eoupure essentielle mobile. Des 

~ ~ suivant les nota- int~grales partieuli~res sont les expressions 2 K '  2 k K '  2 k' K '  

tions de JACOBI, consid~r~es comme fonetions du rapport  des p~riodes de l'int~grale 

elliptique. L a  premi/bre fonetion, par exemple, est dSfinie par la s6rie 

V 2  = I + 2 e i~ 'x  -t- 9. e 4 i ~  + 2 e g i n = +  �9 " ,  
K 

et d6finie seulement dans la r6gion du plan off cette s6rie converge, e'est-g-dire 
au-dessus de l'axe r6el, qui est pour la fonetion une eoupure essentielle. D'ail- 
leurs d 'une int~grale particuli~re y = f ( x ) ,  on d6duit l'int~grale g6nSrale 

Cx  + D f ~xx +- : elle admet  comme coupure la circonf6rence ou la 
Y =  1 / A D - - B C  

droite d6finie par l '~quation 
A x + B  

pattie imaginaire de Cx +-------D -- o. 

Enfin l'exemple de ees diverses 6quations montre que la th6orie des 
groupes automorphes ne permet pas seulement d'int~grer les 6quations diff4ren- 
tielles de la forme elassique que v~rifient les fonetions fuehsiennes et klein6ennes: 
elle est utile encore s l 'int~gration d'autres 6quations du troisi~me ordre, de 
forme toute diffdrente. I1 serait d'aflleurs int~ressant de reehereher a priori des 

at x + fit) d 'un groupe automorphe, soient fonctions / (x) qui, par les substitutions x, 71 x + 

alt6r6es de fa~on simple et deviennent ~ [ [ ( x ) , 7 ~ x  + ~i,a~, fit, 7~, 8~]; les fonetions 
/(x) pour ]esquelles la fonction rf est homog~ne de degr~ z~ro en 7~x + ~i, ai, fit, 7~, ~ ,  

v~rifient des ~quations diff~rentielles du troisi~me ordre, transcendantes en gSn~ral. 
~4- La solution du probl~me que nous avons pos~ dans ee ehapitre presence 

aux n ~ io et ~ trois laeunes. D'autre part  je n'ai pu d~cider si les ~quations 
(~8) et (2o) ont leur int~grale gSn~rale uniforme. Avant d'insister sur ]a difficult~ 
que pr$sente la solution de cette question, il est utile de faire quelques remarques 

au sujet des ~quations r~duites que nous avons int~gr~es. 

1 Journal de Crelle, t. 36. 
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D'apr~s  ]a mani~re don t  el]e a dr6 obtenue,  l 'dquat ion  r6dui te  

(I7) y'"-~ ay~y '' + by~-ly 's + c y ~ y  ~ + d y  a~+l 

admet  le groupe de t r ans fo rmat ions  ~ deux  param~t res  Xo e t a ( x , y ; X o + a ~ ' x , Y ) ;  

l ' in t6grat ion de ce t te  6quat ion dol t  donc se r amene r  ~ celle d ' une  ~quat ion du premier  

ordre ,  suivie de deux  quadra tures .  E n  effet  la fonct ion u ne change pas pa r  ce groupe  

de t ransformat ions ,  la fonct ion v d6finie pa r  l '$quat ion  d__yy ~ u v d u  ne change pas  
Y 

non  plus, e t  ces deux  fonet ions  sen t  li~es p a r  l '~quat ion diff6rentielle 

d v  
(3 I) ~ =  [(Z+ I)(2Z + I) U"--[()k + I)a + b]tt"--(3u--d]~)"+ [(4 ~ + 3) u--a]?)". 

Inversement ,  nous  avons  int6gr6 d i r ee t emen t  onze 6quat ions  r fdu i t e s ;  nous d6- 

duisons de ce t te  in t6grat ion l ' in t6gra t ion des 6quat ions du  premier  ordre  corres- 

pondan tes :  u e t  v sen t  exprim6s en fonct ion de la var iable  Xo + aXx et  d 'une  

eons tan te  d ' in t6gra t ion,  u ~ et  v dans le cas de l '6quat ion X I I I ,  u e t  v dans  les 

dix au t res  cas sen t  des fonct ions uniformes de x,  et  de la cons tan te  d ' in t6gra t ion  

si elle est eonvenab lement  choisie: dans les onze cas, la re la t ion  6tablie en t re  

v e t  u,  ou en t re  v e t  u ~, par  l '6quat ion  diff6rentielle (31) est ainsi uniformis6e. 

Les eas d ' int6grabil i t6  de l '6quat ion 

(32) y,~_ py3  + QyS + R y  + S,  

P ,  Q, R , S  d6signant  des fonct ions de x, sen t  assez par t ieul iers :  ~ il p eu t  6tre  

int6ressant  d 'en  a jou te r  quelques-uns.  

L '6qua t ion  t ransform6e en u ~ de l '6quat ion  X I I I ,  en u de chaeune  des dix 

au t res  6quat ions r6duites que nous avons  int6gr6es, est  une 6quat ion du  troisibme 

ordre  d e n t  l ' int6grale g6n6rale est  uniforme,  e t  de la forme simpli/ide, puisqu 'e l le  

ne change pas si l 'on change x en x0 + a x x.  L '6 tude  des int6grales d ' une  6qua- 

t ion  du  second ordre  e t  du  premier  degr6 au voisinage d ' une  va leur  singuli~re 

se ram~ne ainsi au probl~me de la fo rmat ion  des simplifi6es, e t  par  sui te  au pro-  

blame de BRIOT et  BOUQUET. Mais ici l '6quat ion simplifi6e est  le r6sul ta t  de l'61i- 

ruinat ion de y~ ent re  les deux  ~quations 

' Voir APt'ELL, Journal de Liouvillv, x889; DArmoux, T~orie des Surfaces, t. IV, note VI. 
Dans le 52 r cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, M. R. LIOUVlLL~ int~gre par une quadra- 
ture l'6quation renfermant les m~mes termes que l'6quation (3I), sous deux conditions entre les 
six coefficients: parmi les quatorze ~quations r~duites de la forme (I7) que nous avons ~ consid~rer, 
les ~quations VIII et XIII sent les seules dent les ~quations transform~es satisfont aux deux 
conditions de M. T,IOUVILLE. 
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-{- [~ (~L T I ) u - - a ] v  + (~, -{- I)(2). ~- I) uS--  [(), -{- i ) a  Jr b ] u S - - c u - - d  = o, 

+ (;t+3)uu"+3()~+I) u ' ~ - a u ' '  yZ + 3( z + ~) ~u~u'-  [(Z+ 2)a + 2 b] u u ' - -cu '=o .  

Rendue rationne]le en u" ,  u" ,u ' ,  elle est du second degrd en u'": elle n'est done 

pas de celles que nous avons formdes prdcddemment. Ici encore, de l'intdgrale 
gdndrale de chacune des dquations rdduites, nous ddduisons l'intdgrale gdndrale 
de l 'dquation transformde en u, et nous remarquons d'abord que les fonetions 

classiques qui permettent  d'intdgrer les dquations simplifides du troisi~me ordre 
et du premier degrd dent  l'intdgrale gdndrale est uniforme, ne suffisent pas 
intdgrer celles du second degrd. Pour intdgrer celles-ci, il faut ajouter aux fone- 

tions que nous avons dnumdrdes des fonctions thdtafuchsiennes et m6me des 
fonctions plus gdndrales, ainsi que la transcendante ddfinie par l'dquation de 

RmCATI y ' ~ y ~  + x, ou eelle ddfinie par l 'dquation lindaire t ' +  x t ~ o .  

M. PA~LEVk a indiqud un proeddd de rdduction I des dquations simplifides 
du troisiAme ordre dent  l'intdgrale gdndrale u(x) est uniforme, de degrd queleon- 

d dx  
que: si l'on pose ~-~ log ~ w ,  la fonction w(u) satisfait h une dquation diffd- 

rentielle du premier ordre, et les intdgrales de cette dquation ne peuvent avoir 
de points critiques mobiles, puisque l'intdgrale gdndrale u ( x ) e s t  uniforme, off 
elles aient une valeur finie. 2 Si l 'dquation simplifide considdrde est du second 

dw. 
degr6 en u" ,  l 'dquation du premier ordre est elle-m6me du second degrd en ~-~, 

dans le eas off la valeur w = ~ n'est pas racine impaire du discriminant, et l 'on 
peut  dvidemment eonsiddrer ce cas comme le eas g6n6ra], eette dquation n 'a 
pas de points critiques mobiles: et l'on sait ramener l 'intdgration d'une dqua- 
tion h points critiques fixes du premier ordre ~ une quadrature ou h l'intd- 
gration d 'une dquation de RmCA~L Mais, dans l 'dquation du premier ordre 

obtenue h partir de l 'une des dquations simplifides que nous considdrons iei, la 
valeur w ~ r est racine impaire du diseriminant; la transformation qui chasse le 
radical conduit, non s une dquation de R~ccA~, mais ~ une dquation de la forme 

(32), par exemple ~ l'dquation (3z). Les dquations simplifides, transformdes des 
~quations r~duites de la forme (z7) den t  l'int~grale g~n~rale est uniforme, ~ehap- 
pent donc au proc~d~ de r4duetion indiqu~ par M. PAI~LSv~. 

L'int~gration de l'~quation (32) se ram~ne n~anmoins k une quadrature ou 
l'int~gration d'une ~quation de RICC~T~, dana le cas off ses int~grales acqui~rent 

1 Acta mathematica, i9o2, p. 74, 78. 
(Jr. laICARD, Trait~ d'Analyse, t. III, p. 7 o. 
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un  m6me hombre  fini de d~terminat ions  au to u r  des points  cr i t iques mobiles,  saul  

un  hombre  fini ou un ensemble d~nombrable  d ' en t r e  elles. ~ Tel  est  le eas des 

~quat ions  (3~) t ransform4es des ~quations r~duites V I I I  e t  X I I I :  les int~grales de 

ces ~quat ions ont  respec t ivement  qua t re  e t  t rois  branches ,  sauf  trois d ' en t r e  elles, 

e t  sent  d~finies par  les ~quations 

v [ v ( u ~ - - ~ ) +  ~]a=C ' v [ v ( u ~ - - 4 ) +  ~] ~ 

[ v ( u ~ - - z )  + ~] ~ [ v ( u ~ - - 4 )  + ~] ~ 

= C .  

Pa rmi  les ~quations (3~) co r respondan t  aux  ~quations rSduites que  nous avons  

int~gr~es, il en est  au contra i re  d e n t  l ' int~grale g~n~rale acquier t  au to u r  des 

points  cr i t iques mobiles une infinit~ de d~terminat ions.  Soient  p a r  exemple  

l '~quat ion r~duite I I ,  y i ,  ~ y y , §  2y~,  e t  l '~quat ion cor respondan te  

dv 
(34) du -- (6 u ~ - -  6 u ~) v ~ + (7 u - -  2) v ~ . 

On peu t  d~montrer  que l ' int6grale g6n~rale de l '~quat ion (34) aequier t  une infinit6 

de d6terminat ions  aur  des points  cr i t iques mobiles au moyen  des expressions 

de u et  v e n  fonct ion du  param~t re  x que nous  poss~dons impl ie i tement :  nous 

allons donner  une d6mons t ra t ion  fond~e sur  la m6thode  de eontinuit6.  I1 est  

clair que le earaet~re  de l ' int6grale n 'es t  pas alt6r6 au po in t  de r u e  que nous 

eonsid6rons, si l 'on effeetue dens  l '6quat ion la sdbs t i tu t ion  u, v; eu, e(t +--------2 u) ' 

quel que soit  le nombre  ~ diff6rent  de z6ro. Or, pour  les pe t i tes  valeurs  de e, 

l ' int~grale g~n~rale de l 'gquat ion  t ransform~e 

(34 bis) d t  6 e u  ~ (x - -  ~ u )  
du - ~ - T e u +  t,-4-2u 

peu t  ~tre d6velopp~e su ivant  les puissances de e: 

6 f u'du I + ~'(--.).  

1 Le cas off toutes los int6grales de l'6quation ( 3 2 ) s e n t  alg6briques pout soulever des 
difficult~s analogues s cellos que nous signulons plus loin. Remarquons quo, dans co cas, route 
int~gralo g6n~rale u(x) de l'~quation simplifi6o correspondante est fonction rationnelle do x, 
ou de e ax, OU fonction elliptique de x, ou de a log x + fl, a et fl d6signant des constantes. Tels 
sent on offer los r6sultats obtenus par M. PICARD darts la d~termination des 6quations do la 
forme u '=  u'~a(u), a(u) d6signant une fonction alg6brique de u, dent l'int6grale g~n6rale est 
uniforme, avec cette restriction quo la fonction e fa(u)du n'ait pas de points singuliers trans- 
condants (Traitd d'Analyse, t. III, p. 66). M. PAI~EV~ a 6tabli quo los r6sultats de M. PIC~BD 
s0nt encore complets si l'on l~ve cette restriction. 
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Si e est assez petit, ce ddveloppement converge dans le plan des u sur la circon- 

fdrenee de centre - - C  et de rayon I C[ par exemple, et quand le point u ddcrit 
-Y  T 

cette circonfdrenee autant  de fois qu'on veut. Chaque lois l'intdgrale qui figure 
dans le coefficient de e est augmentde d'une m~me quantit6. D'ailleurs les 

points singuliers fixes de l '6quation (34 bis) sent  u ~ o, u ~ ~, u ~ co: l'intdgrale 

gdndrale acquiert donc une infinit6 de ddterminations autour des points critiques 
mobiles. Les ddterminations correspondantes de l'intdgrale gdndrale de l'6quation 

(34) ont des points critiques dans le cercle de centre --C___~ et de rayon I Ce---~" 
2 4 

ces points critiques mobiles admet tent  comme point-]imite le point singulier 
fixe u ---- o. 

Assurdment l 'intdgration de l'dquation (34) se ramdne h celle de l'6quation 
de RICCATI y ' =  yS+ x, nous avons ramen6 aussi l 'intdgration de l'dquation XI I  
s celle d 'une dquation IJndaire du second ordre; et de m~me routes les dquations 

rdduites que nous avons intdgrdes, et par suite les 6quations (3I) correspondantes, 
sent rgductibles au sens le plus gdndral du mot. 1 I1 est possible encore que route 
6quation de la forme (32), transformde d 'une 6quation simplifide du troisidme ordre 

et du second degr6 dent  l'intdgrale gdndrale est uniforme, soit rdductible, et s'intdgre 
par |es fonctions classiques, ou se ramdne s une dquation lindaire. Mais quand 
l'intdgrale gdndrale acquiert une infinit6 de ddterminations autour  des points 

critiques mobiles, l 'intdgration directe d 'uue telle dquation est aldatoire, et il 
peut n'~tre plus avantageux de la considdrer. En effet, pour en obtenir la 
rdduction, on est amend s s reehercher une intdgrale rationnelle d 'une  6quation 
aux ddrivdes partielles: c'est ]~. un probldme pour la solution duquel on ne possdde 

aucune mdthode gdndrale, aboutissant ndcessairement aprds un nombre limitd 
d'opdrations. 

15. Enfin les 6quations transformdes en u de certainds dquations rdduites 
nous donnent  l'exemple d'dquations dent  l'intdgrale gdndrale est uniforme, et 
den t  l'intdgrale singulidre a des points critiques mobiles. Rappelons ]es principes 
de la thdorie des intdgrales singulidres. 

Considdrons une 6quation du premier ordre 

(35) P (y', y, x)---- o, 

P ddsignant un polynome en y' et y, k coefficients analytiques en x; supposons, 
pour fixer les iddes, que ce polynome soit du second degrd en y~, inddeomposable 

1 Voir DRACH, Th~se, Paris, 1898; PA1NLZV~, Confdrence faite au Congrbs d'Heidelberg, I9o 4. 
9 Cf. no  x6. 
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pour des valeurs arbitraires de yr, y e t  x, et qu'il ne renferme en facteur aucun 
polynome en y. Soit R ( y ,  x) son discriminant: le polynome en y R ( y ,  x )peu t  se 

ddcomposer en plusieurs facteurs. L'~quation obtenue en 4galant s z~ro un facteur 
K (y, x) ind~composable et d 'ordre impair, repr6sente ou bien un lieu geom6trique 
de points de rebroussement des courbes int~grales, ou bien une enveloppe des 
courbes int~grales: dans le second cas, la fonction y(x), d~finie par l'~quation 

K ( y ,  x ) ~  o, est une int~grale singuli~re de l'~quation (35). I1 est clair que, si 

l '6quation (35) n'a pas de points critiques mobiles, les facteurs de la seconde 
sorte peuvent  seuls exister. 

Consid6rons une 6quation diff~rentielle d'ordre sup6rieur, soit 

(36) p (yrr, y,, y, x) ~ o : 

P d~signe un po|yn0me en y ' ,  yr, y h coefficients analytiques en x, du second 
degr6 en ytr, ind~composable pour des valeurs arbitraires de " r y , y , y , x ,  et ne 
renferme en facteur aucun polynome en yr et y. Soit K(yr, y ,x)  un facteur 

ind~composable et d 'ordre impair du diseriminant: si l'~quation (36) a ses points 
critiques fixes, toute int~grale non singuli~re de l'~quation K(yr, y , x ) ~ o  est 

n6cessairement int~grale de l'~quation (36). Elle en est une int~grale singuli~re. 
Ainsi nous avons rencontr~ l'6quation 

(B, I) y~r~ + 4yrS + 2 ( x y t - - y ) ~  o 

dont l'int4grale g~n6rale est uniforme. L'fiquation du premier ordre y ~ x yr + 2 yrS 
admet  l'int~grale g~n~rale y ~ O x +  2C ~, qui est int~grale de l'~quation (B, I): 

d'ailleurs l'int~grale singuli~re de l'~quation du premie r ordre, d4finie par l'~qua- 
2 X 3 

tion y S + _  = o, n'est pas int6grale de l'~quation du second ordre. Chacune 
z7 

des fiquations (B) et (C) d u n  ~ 9 fournit un exemple analogue. 

Mais, au voisinage d 'un point x0, Y0, Yr0, ..  �9 d 'une int~grale singuli~re, le 
coefficient diff~rentiel n'est pas fonction holomorphe de x ~  Xo, y - - y o ,  Yr--Y'o . . . .  
On ne peut pas obtenir, ~ ra ide  de rdquation aux variations, des int~grales infini- 

ment voisines de cette int~grale singuli~re dans un domaine off elle est holomorphe, 
en ehoisissant arbitrairement et d 'une mani~re ind~pendante les valeurs y, y r , . . .  

de l'int~grale et de ses d~riv~es au point x 0 de ce domaine, ~ l'int~rieur de cercles 

suffisamment petits de centres Y0, Y~0 . . . .  Toute int4grale infiniment voisine d'une 
int~grale singuliSre est une int~grale singuli~re, non une int~grale gfin4rale. I1 r~sulte 

que l'int~grale singuli~re peut avoir des propri~tfis diff4rentes de cel]es de l'int~gra]e 
gdn~rale. En particulier il y a des ~quations dont l'int~grale g~n4rale est uni- 
forme, et dont l'int~grale singuli~re a des points critiques; telle est l '~quation de 
CLAIRAUT que nous venons de consid~rer. 
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Parmi les ~quations d 'ordre sup6rieur au premier, il existe de m~me des 
6quations don t  l 'int~grale g~n~rale est uniforme et  dont  l'int~grale singuli~re a 
des points critiques fixes. M. APP~.LL en a reneontr6 des exemples dans une 
th6orie toute  diff~rente. 1 L'6quation 

3 x s y , t  __ 2 (3 x y' + y) y" + 4 yrl = o 

a eomme int4grale g~n~rale y = A 2xl  + A B x  + B ~, et eomme int~grales singuli~res 
a4-2V~ 

y = C x  3 

I1 existe d 'autre  par t  des dquations dont  l 'int4grale g~n~rale est uniforme 
ou a ses points  critiques fixes, et  don t  l 'int~grale singuli~re a des points critiques 
mobiles. Ainsi l '6quation 

/ O_~_yl P2/ O~P, Y 1/4y i'~- Y~ + 4 P2, y ' , = _ _  ly s + y ' - -  + y' 

/)2 d4signant un polynome du second degr6 en y k coefficients analytiques en x, 
admet  l 'int6grale premiere 

1/-4y, + y4 + 4 p  ~=y~  + C, d'ofi 4y  ~ + 4P2 = 2 C y  g + C 2. 

Les points critiques de l 'int~grale gSn4rale ne peuvent  6tre que des points  
singuliers des coefficients du  polynome /)2, on le point  x = ~ :  ils sont fixes. 
Mais l 'int6grale singulibre a 4videmment  des points  critiques alg~briques mobiles. 

L'int~grale singuli~re d 'une dquation du troisi~me ordre, don t  rint~grale 
g~n6rale est uniforme, ou a ses points  critiques fixes, peut  avoir des points  
critiques non alg~briques mobiles. Ainsi l '6quation du second ordre 

y" = 2 y y'  + 2 i y r V y' ~ yS _ I 

A 2 - - I  
a son int~grale gdn4rale enti~re: y = e 2 . a ~ + B +  4 A  l 'int~grale singuli~re 

y = tg (x + C) a des pSles mobiles. Si dans eette dquation l 'on pose y ---- z', on 
obtient  une Squation du troisi~me ordre en z dont  l 'int~grale g~n~rale est enti~re, 
et  dont  l'int~grale singuli~re a des points critiques logarithmiques mobiles. 

y, 
Consid~rons encore l '4quation transform~e en u = ~ i  d 'une ~quation r~duite 

de la forme (I7)- Un  calcul facile montre  que le diseriminant  de cette Squation 
transform~e renferme le facteur simple 

u '~ [3 (it + ~) u - -  al ~ 
4 u'' ( k + x ) ( 2 k + i ) u s _ _ [ ( k + ~ ) a + b ] u ~  c u _ _ d  

t Journal de Crelle, 1889. 
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et qu'elle admet les intSgrales d e  l'~quation du second ordre obtenue en annu- 
lant ce faeteur comme int6grales singuli~res, quelle que soit ]a nature, uniforme 
ou multiforme, de l'int~gra]e g~n~rale. En particulier l'~quation en u trans- 
formic de l'~quation r~duite 

y" '~  2yy" + ~y~, d'oh y'-~y~ + A x  + B, 

a, comme cctte ~quation r~duite, son int~grale g6n~rale m~romorphe. EUe admet 
comme int6grales singuli~res les intSgra]es de l'~quation 

u" (3 u - -  i) ~ 
u '2 6 u  ~ ( u - I )  

La fraction du second membre ayant  un p51e double, ees int6grales ne sent  
pus uniformes, d'apr~s une proposition ~tablie 1 par M. PAI~LEV]i. Reprenons le 
calcu] de M. PAIZCL~V~ pour en pr~ciser la conclusion. Rempla~ons l'~quation du 
second ordre par le syst~me 

v (3 u I)  
6 u ~ ( u - - x )  

Faisons duns ce syst~me la substitution (u, v; e u, e~v), et d~velpppons l'int~grale 
g~n(~rale du syst~me transform~ 

-6u' + 

suivant les puissances du param~tre e: 

6 Uo ~ 
u-----uo+e.6u0 ~ l o g ( x + C ) + e  ~(-. .) ,  v = x + - C  + e ( ' ' ' ) '  

uo et C d~signant des constantes arbitraires. Si e est assez petit, ce d~.veloppe- 
ment converge duns le plan des x sur une circonf~rence de centre mobile, x ~ - -  C, 

dent  le rayon, le centre une fois fix~, peut ~tre ehoisi aussi peti t  qu'on veut, et 
qui peut ~tre d$crite un nombre quelconque de lois. L'int~grale g4n~rale acquiert 
ainsi une infinit~ de d~terminations formant une suite unilin4aire; le centre de 
la eirconf6rence est un point critique tout  h fai~ analogue ~ un point critique 
logarithmique. ~ 

Signalons enfin le cas de l'~quation (3o): l'int~grale g~n~rale de cette Squation 
poss~de une coupure circulaire mobile, e t e s t  uniforme duns la r4gion du 

1 Bulletin de la Socidtd MatMmatique de France, t. X X V I I I ,  p. a74. 
Voir BovTaovx, Le~,ons sur les fonctions ddfinles Tar les dquations diffdrentielles du 2m'emier 

ordre p. 9f et suiv. 
Aeta mathematir 34. Imprim6 le 28 novombre I910. 44] 
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plan situ6e /~ l'int6rieur ou s l 'ext6rieur de cette coupure; au contraire l'int6grale 

singuli6re, d6finie par l'6quation A y 3 :  ( A x  + B)~+ ~ ,  e s t  alg6brique. 

~6. D'apr6s la mani6re m6me dont a 6t~ obtenue l '6quation 

(~8) y,, ~ y;.y, ~ (3. + ~) y;.-1 y,~, 3. entier positif, 

ses intdgrales ne poss6dent ni points critiques alg6briques, ni pSles. On a remar- 
qu6 souvent quo les dquations de la forme y ' =  P(y ' ,  y, x), P d6signant un poly- 
nome en y' et y s coefficients analytiques en x, dont les int6grales n 'ont  ni points 

critiques alg6briques, ni pSles, sont lin6aires: dans l'6tude des 6quations du second 
ordre et du premier degr6, la difficult6 que nous rencontrons ici, n e s e  pr6- 
sentait pas. 

L'6tude de ]'6quation (~8) pout 6tre remplac6e par cello du syst6me 

dv 
(37) du  --(3. + z)(23. + I ) u S v  s + [(4 3. + 3) u - - I ]v ' * ,  

d x  _ve_Z/, , , , ,~ u 
- - -  _ _  o 

du  

Si l'int6grale g6n6ralo y(x)  est uniforme, il en est de m6me de la fonction u, 
ddfinio par  l '6quation y ' =  u y TM. Inversement,  si la fonetion u(x) ,  d6finie par 
le syst6me pr6e6dent, est uniforme, les deux 6quations (33) font correspondro 
cette fonction une fonction y;- uniforme. 

L'int6grale g6n6rale de l '6quation du premier ordre (37) acquiert autour des 
points critiques mobiles une infinit6 de d~terminations: eomme pour l'6quation 

(34), on pout d6montrer ce r6sultat par la m6thode de continuit6. Cette m6thode 
permet aussi d'6tablir que l'6quation (37) est irr6ductible au sens le plus g6.n6ral 
du terme: R ( v , u )  d6signant le second membre de l'6quation (37), il suffit de 
montrer  que l'6quation aux d6riv4es partielles 

0I R O I  OR I OSR ~ +  ~ + ~ -  + ~ = o  

n'admet  pas d'int~grale I rationnelle en v e t  u. L'application des th6ories exactes 

l'~quation (37) ne donne done que des r~sultats n6gatifs. 
I1 sera int~ressant d'~lucider le cas do l'~quation (I8), et de savoir si l'app- 

lication do la premiere m6thode de M. PAINLEV~., c'est-h-dire l ' introduction 
dans l'4quation d 'un param~tre convenablement choisi, suffit s montrer  que 
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l ' intdgrale g6n6rale n ' es t  pas uniforme,  ou s'il fau t  au contraire,  pour  me t t r e  en 

6vidence des points  cri t iques ou des lignes cri t iques d 'une  na tu re  part icul ibre,  

avoi r  recours  h u n  art if ice plus subti l  de la th6orie des fonctions.  ~ 

]~quations ~t po in t s  critiques fixes de la  f o r m e  y ' " :  R(y" ,  y', y ,  x), off R d6signe 

une  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  en y", y', y ~ coeff ic ients  a n a l y t i q u e s  en x. 

17. On sait  depuis  longtemps que, si l '6quat ion  y ' = R ( y ,  x), R d6signant  

une  f rac t ion ra t ionnel le  en y ~ coefficients ana ly t iques  en x, a ses points  cr i t iques 

fixes, la f ract ion R e s t  un po lynome du second degr~ en y. De m6me, si une 

6quat ion  d 'o rd re  n ,  ra t ionnel le  en y(") e t  y(n-~), alg6brique ou ana ly t ique  en 

yC,~-e),.., y,, y,  x, a ses points  cr i t iques fixes, les degr6s en y(~-~) des coefficients 

des diff6rentes puissances de y(~ sen t  limit6s. P a r  exemple,  dans l 'dquat ion  

(38) y"~ + A (y', y,  x) y" + B (y t, y ,  x) ~ o, 

les fonct ions A,  B rationneUes en y', sen t  des po lynomes  de degr$s 2 et  4. 

La  m6thode  in t rodui te  pa r  M. PAINLEV~ pour  former  des condi t ions  n4ees- 

saires pour  qu 'une  6quat ion ai t  ses points  cr i t iques fixes, a eu p o u r  r6sul ta t  

impor t an t  de l imiter  le degr6 en y de l '6quat ion y ' ~  R (yr, y,  x), R d4signant  un  

po lynome du second degr6 en y', ~ coefficients ra t ionnels  ou alg6briques en y,  

ana ly t iques  en x: les pSles, ou les points  de ramif ica t ion y ~ a (x) de la f rac t ion  

R sen t  d ' o rd r e  I, e t  pa r  suite son degr6 d ' in f in i tude  pour  y = oo est 3 au plus.  

La  m~me m6thode  l imite sans difficult6 nouvel le  ~ le degr6 en y d ' une  ~quat ion 

n o n  r6solue en y" et  de degr6 donn6 en y": p a r  exemple,  si les fonet ions A, B 

de l '6quat ion (38) sen t  ra t ionnel les  en y,  et  si l 'on suppose que l ' int6grale g6n6- 

rale do ce t te  6quat ion air ses points  cri t iques fixes, l ' int~grale singuli~re p o u v a n t  

avoi r  des points  cr i t iques mobiles, les pS]es y ~ a (x) des f ract ions  A et  B sen t  

d 'o rdres  5 et  Io au plus. Dans une  6 q u a t i o n  alg6brique en y(~), yC~-l), y(~-2~, 

�9 Dans les Legons sur les fonctions ddfinies par les dquations diffdrentielles du Iyremier ordre, 
M. BOUTROUX 6tudie les int6grales des 6quations de la s (32), quand ces int6grales acqui~rent 
une infinit6 do d6terminations autour des points critiques mobiles. Sur dos oxemples simples, 
et par application syst6matiquo de la m6thode do continuit6, M. BOUTROUX 6tudio la fonction 
multiformo on elle-m~me, les points critiques, les permutations de ses d6terminations. Les ro- 
cherches de M. BOVTROUX apportent une contribution utile it l'6tude de l'6quation (37), et par 
suite ~ celle de l'~quation (I8). 

Toutefois on utilise une proposition d'uue nature un peu diff6ronto: m et n d6signant 
deux nombres entiers, si les fonctions ym, (y__ i)n sent analytiques et uniformes dans un certain 
domaine, la fonction y est elle-m~me uniformo dans co domaine. 
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le degr~ des coefficients en y(n-e~ est limit6 de m6me, en fonction du degr6 en 

y('~ de la relation alg6brique ~tablie par l'6quation entre y(,O et y("-~.~ 
Admettons un instant qu'il soit d6montr~ que l'6quation (18) n'a pas son 

int6grale g6n6rale uniforme. Ce r~sultat ach~ve de limiter le degr6 en y de l'6qua- 

tion h points critiques fixes 

(2} y'" = P (y", y', y, x), 

P d6signant un polynome en y", y', y ~ coefficients analytiques en x. I1 montre 

que ce n'est pas une hypoth~se arbitraire de supposer que la fonction P est un 
polynome en y, plut6t qu'une fonction transcendante;  par la nature  des choses, 
on dolt a t tendre de cette hypoth~se des simplifications: de m~me qu'il est plus 
simple d'6tudier les 6quations du premier ordre alg6briques en y' et y, que celles 

qui 6~ablissent entre y' et  y une relation transcendante. 
C'est d'ailleurs dans le cas de l'6quation (2) que le probl~me de la formation 

des 6quations r6duites au voisinage d'une valeur singuli~re est le plus difficile. 
Darts tout  autre cas, ce probl~me n'offre pas de difficult6 d'analyse nouvelle, et 
offre des difficult6s arithm6tiques moindres. Il est h pr6voir que d 'une fa~on 

g6n6rale le degr6 en y des coefficients de l'6quation (8) est ainsi limit6: tout pSle 
y ~ a (x) de la fonction B (y', y, x.) (pour y' arbitraire) est simple, et y = a (x0) est 
pSle du coefficient b (y, xo) de l '6quation simplifi6e; tout  p51e y = a (x) de C (y', y, x) 

est double au plus~ si y----a (x0) est pBle double de c (y, x0), simple si y ~ a (x0) 
est pBle simple de c(y, x0); les fonctions at(y, x) sont des polynomes du second 
degr6 en y. 

J 'ai  d6montr6 la proposition suivante: soit y = a ( x )  un p51e des fonc- 
tions ai, B , C  de l'6quation (8) pour y' arbitraire; si y-~a(Xo)n'est  pas pSle 
des coefficients b(y, Xo), c(y, Xo) de la simplifi~e, l'int~grale g6n~rale a des 
points critiques mobiles autour desquels elle acquiert une infinit6 de d6ter- 
minations. 

Remarquons que la proposition analogue n'est pas exacte pour les 6quations 

du second ordre: l'int6grale de l '6quation y,  i d~finie par la relation 

A y~---- (A x + B) ~ + i ,  n'a que deux d6terminations. 

t Les nombres 5 et Io sont on d6saccord avec un nombre donn6 par M. PAINLEV]~ (~eta 
mathematica, 19o2, p. 73), et  qui est exact  si l 'on consid6re des 6quations dont  l ' int6grale g6nd- 
rale et l ' int6grale singuli6re ont  leurs points  crit iques fixes, l~ous adoptons ici une hypothbse 
plus rat ionnel le:  les int6grales singuli6res de deux 6quations transform6es alg6briques de m6me 
ordre ne se correspondent  pas par la t ransformat ion;  il se peut  que l 'une des 6quations ait uno 
int6grale singuli6re, et  que l 'autre n 'en ai t  pas. 
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Si l 'on suppose la valeur y = r rdguli6ro pour la simplifide, la proposition 

dnone6e limite le degr6 d'infinitude pour y =  r des diffdrentes fractions qui 

figurent dans l '6quation (8); en partieulier, le degrd d'infinitude des fractions 
al est. 2 au 'plus. 

Une autre cons6quence est la suivante. Supposons que les deux entiers 

N1, N~ relatifs dans la simplifide ~ un p61e y = a (x) de l 'dquation compl6te soien~ 

N et (n + i) N,  et que N soit positif. Pour  6tudier les intdgrales au voisinage 

de la valeur a (x), faisons la transformation y = a (x)+ ZN: la valeur z = o est rd- 

gulibre pour la simplifide de l 'dquation transformde. Si z = o dtait un p61e de 

cette dquation transformde, l'intdgrale gdndrale acquerrait  une infinit6 de ddter- 

minations autour des points critiques mobiles, et la fonction z ~ ne saurait avoi r  

ses points critiques fixes. En particulier, non seulement y - - a  (x) n'est  pas un 

p6le des fractions ai(y, x), mais encore y = a (x) est une intdgrale de chacune 

des 6quations du premier ordre y' + al (y, x ) =  o. 
z8. Formons comme application les ~quations ~ points critiques fixes dent  

la simplifidc a comme intdgrale une fonction fuchsienne ou kleindenne. Soit 

y,i 3 y,,_s 
~-z  Y' + yr~ F (y) 

eette simplifide. Supposons la valeur y - - ~  rdgulibre: la fonction F ( y ) a  au 

moins trois p61es. Dans l'dquation compl6te figurent des d6nominations, au hombre 

de trois au plus, de la forme y' + hy  ~ + ky  + l, h, k, l d6signant des fonctions 

analytiques de x, et chaque valeur singuli6re y = a ( x )  dolt vdrifier chacune des 

conditions 
a r + ha 2 + ka + l = o .  

A la vdritd ces r4sultats ne ddpendent de la proposition prdcddente qu'en ce 

qui concerne les pSles auxquels correspond un entier N fini; mais rextension 

en est facile aux p61es auxquels correspond un hombre infini. Effectuons sur la 

fonction y une transformation homographique, de fagon que trois des valeurs 

singuli~res a(x) deviennent des constantes: h, k, l seront nuls, les autres valeurs 

singuli6res seront aussi des constantes, nous pourrons r6unir les ddnominateurs 

en y' en un seul, et l 'dquation prendra la forme 

y,. 3 Y"~ + y~ F (y) + y'~ ~ B Cy" P (y) = ~  y~- y . a  + + DY r+ y, 

Les fonctions B, C, D satifont aux conditions: 

2C + ~ B = o ,  
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I I ) pour chaque pSle, B +  t - - N  C o. 

P(y) est un polynome du quatri~me degr~ en y ~ coefficients analytiques 

en x, qui admet comme raeines simples les valeurs y ~ a auxquelles correspond 

un entier N ~gal ~ 2, et comme racines doubles les autres. 
Si la fonetion F(y) a au moins quatre p61es, et si l'on ~earte le cas off elle 

en a qua t r e  et oh les quatre entiers correspondants sont ~gaux h 2, le po]ynome 

P(y )  a au moins cinq racines, il est done identiquement nul. Si C t~tait different 

de z~ro, les entiers N,  qui sont plus grands que i ,  devraient satisfaire s l'~qua- 

tion arithm~tique ~ ( ~ - - ~ ) ~ 2 ,  ce qui est impossible. L'~quation complete se 

r~duit done 

yr, 3 Y"a 

Si la fonction F (y) a trois pSles, on sait que les entiers correspondants sont 

li~s par l'in~galit~ ~ i < i ,  done C est nul: un seul des entiers peut  ~tre Sgal 

2, done P e s t  nul. Nous sommes ramen~s ~ l a  m~me forme. 

L'~quation se r6duit s son ~quation simplifi~e par le changement de variable 

(x) ~ X d~termin~ par l '~quation 

ou par  le syst&me 

~ , r  __ 3 9 ~ 
--  2 el' + Depr' 

Cp =~-~, u" + - -u - - - -o .  
2 

L'int6grale de l 'une des 6quations eonsid6r6es se d6duit done de l'intdgrale de la 
simplifi6e de cette 6quation par l'int6gration d 'une 6quation lin6aire suivie d 'une 

quadrature.  

I1 est tout  aussi simple de former les 6quations ~ points critiques fixes 

admet tant  une simplifi6e dont  l ' in~grale g$n6rale a des points essentiels isol6s 

mobiles. Ces 6quations se ram6nent au syst~me form6 par l'une des einq derni6res 

quadratures (iz) et par  une 6quation du second ordre en z' de la forme 

( ~-I z''. n + ~ Az" H .  
z r ' ~  I - - n i T  + ~  zra + + B z ' +  z ~ ,  

pJ~,  
ou bien au syst~me form~ par la quadrature z ~ | - ~ ,  et par une 6,quation du 

J Y  
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second ordre en z r, qui peut avoir un, deux ou trois p61es en z r. Dans tous les 

eas, l '6quation du second ordre en z ~ a ses points critiques fixes, et par suite est 

une ~quation connue. R6ciproquement d'ailleurs, si dans le premier syst6me les 
int6grales de l'6quation en z' n 'ont  comme points singuliers mobiles que des p61es 

dent  les r6sidus sent les quotients par 2 zr i de p6riodes de l'int6grale elliptique 
correspondante, l'6quation transform6e en y a ses points critiques fixes; son int6- 

grale admot les pSles de z r comme points essentiels isol6s. Si dans le second 
syst6me les int6grales de l'6quation en z r n'ont comme points  singuliers mobiles 

que des p61es dent  les r~sidus sent des nombres entiers, l '6quation transform6o 
en y a ses points critiques fixes; son int6grale admet comme points essentiels 
isol6s les p61es multiples de z'. 

J 'ai  donn6 pr6c6demment des exemples d'6quations s points critiques fixes 
dent  l'int6grale g6n6ralo a une coupure essentielle mobile~ tandis que l'int6grale 
g6n6ralo de la simplifi6e a ses singularit6s non polaires fixes, ou poss~de un point 

essentiel 1sol6 mobile. Jo n'ai pas form6 d'6quation dent  l'int6grale g6n6ralo 
poss~de un point essentiel isol6 mobile sans que l'int6grale g6n6rale de la simpli- 

fi6e pr6sente la m6me singularit6. I1 est possible qu'il n'en existe pas. D'uno 
fa~on g6n6rale, les propri6t6s et les singularit6s d 'une 6quation h points critiques 
fixes ((se refl6tent, en quelque sorte, dans celles de la simplifi6o en s'affaiblissant~). ~ 
Mais une diff6rence apparal t  iei entre les 6quations den t  l'int6grale g~n6rale poss6do 
un point essentiel isol6 mobile, et celles dent  ]'int6grale poss~de une coupure mobile. ~ 

~9. Consid6rons enfin la simplifi6e 

(I4) 
y, ,  p Q" - -  o p "  ' ~," _P' -~~ - -  Q, p ,  y,S. 

P e t  Q d6signent deux polynomes du quatri~me degr~ en y h coefficients con- 
stants, pr, Qr, p , ,  Q, leurs d~,riv4es par rapport  ~ y, et les racines du polynome 

PQ~--QP~ sent suppos~.es simples et finies. Les ~quations h points critiques 
fixes admet tant  eette ~quation simplifi~e sent n4eessairement de la forme 

(39) 

(yr a'i) (yr, __a t , )  
y"_~ 

y - - a i  
+ ,~  At (y' - -  ati) 8 + Bt ( y ' - -  a't) ~ + Ct (y' - -  art) + 

y ~ ai 
Fi  

+ Dy"  + E y '  + H ( y - - a t ) ~ y _ a  

1 P,~I~LEV~, Notice, p. 75. 
Voir dans les Lemons de Stockholm, p. 440, quelques points de comparaison entre les 

fonctions qui poss~dent un point essentiel isol~, celles qui poss~dent une coupure, et celles qui 
admettent un ensemble parfait discontinu de points singuliers. 
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i prend los valeurs I ,  2, 3 ,4 ,  5, 6, et  par  suite les fonctions ai, A i ,  B i ,  Ci, D ,  E ,  F i  

sont au nombre de trente-deux. Il est facile d 'obtenir des conditions n6cessaires 

pour que l '6quation (39) air ses points critiques fixes. D'une part  la valeur 

y-----~ doit 6tre r6guli6re: 

~ A i = o ,  2 ~ A i a i = - - 6 ,  2 ~ A i a ~ = - - 2 ~ a i ,  

z D + 2~ ( B i - -  3 A ia ' i )  = o, ~ F i  = ~ F i a l  = ~ Fia~i  = o: 

ees conditions remplies, les int6grales de l '6quation (39) ont des p61es mobiles, 

et admettent  au voisinage de chaeun d'eux un d6veloppement de la forme 

Y 
X - -  X o 

+ fl + 7 (x - -  x0) * + d (x - -  xo) 3 + . . . . .  , 

dans lequel los trois coefficients c,, fl, 7 sont arbitraires. Exprimons d 'autre  par t  

que l'6quation (39) admet des int6grales qui prennent en un point arbitraire xo 

la valour singuli~re ai(xo),  et dont le d6veloppement au voisinage est holomorphe: 

(40) y~- -a l  + a ( X - - X o )  + f l (x--xo)*" + 7 ( x - - x o )  3 + . . . . .  , 

et renferme deux coefficients arbitraires, les coefficients a et 7: 

y.A,-4i 2A~i  + "-- a ~ - - a /  - -  o (j prend, sauf la valeur i, los valeurs i ,  2, 3, 4, 5, 6), 

I ) , A ~ a l l - - a ~  a ~ - - ~  B~ + A i - -  i a i - - a ~  + 

+ ~ 3 A j  (a'i - -  a))  2 + 2 B j  (a'i - -  a•) 

al  - -  a t 

I ! H I f  

- -  a " i - -  Bi  Ci + C'i + 2 ( a  i - -  a j )  ( a  i - -  a j - -  C i )  + 
a l - - a j  

,~  A j  (a'i - -  a~) + 3 a i - - a j  

B~i + Bli - -  B i  2 ar i - -  a~ + 
ai - -  a/ 

i~6 

3 - 2 ~ A i a i =  
i -1  

a ' i  - -  a'~ 
B I D + E +  . 

+ 2 A j ( a ' i - - a ~ ) S  + B j ( a ' i - - a ~ )  2 + C j ( a ' i - - a ~ )  
al - -  a~ 

+ E a'i + F i  H (ai - -  aj) ~ o.  

O, 

O, 

+ D (a"i - -  Ci) + 

20. D6signons par (8) le syst~me de ces trente et une 6quations entre les 

trente-deux fonctions h. d6terminer, et par (E) une ~quation de la forme (39) 

dont los coefficients satisfont au syst~me (S). Nous allons d~montrer que r6ci- 
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proquement les conditions obtenues sont suffisantes, et que les int6grales de 
r6quation (E) n'ont, en dehors des points singuliers des coefficients, d'autres points 
singuliers que des p61es. 

Soit l'int6grale y (x) d6finie par les conditions initiales arbitraires x0, Y0, Y'0, Y"0: 
d 'une fa~on pr6cise x0 est un point r6gulier pour les d6terminations des coeffi- 
cients que nous consid6rons, la valeur Yo est finie et diff6rente des six valeurs 

ai(xo), les valeurs Y'0, Y"0 sont finies. D'apr~s le th6or~me de CAUOHr, l'int6grale 
y(x )  est holomorphe dans un cercle de centre x0. Prolongeons analytiquement les 
coefficients, et rint6grale y (x). Admettons que dans ce prolongement nous arri- 

vions ~ un point X,  off les coefficients soient holomorphes, et off l'int6grale 
y(x)  ne soit pas m6romorphe: il suffit de montrer  que eette hypoth~se est 

absurde. 
Supposons d'abord que sur un ehemin 4, de longueur finie, aboutissant en 

X,  et sur lequel les coefficients de l'6quation (E) sont holomorphes, l'int6grale 
y (x) soit m6romorphe, sauf en X,  et supposons en outre que, quand x tend vers 
X sur le chemin )~, l ' ind6termination de y (x) ne soit pas complete, mais qu'une 
aire du plan du point y ne fasse pas partie du domaine d'ind6termination. 

Comme une transformation homographique effectu6e sur y ne change pas la 
forme de l'6quation (E), nous pouvons aussi bien supposer que sur le chemin 

it y(x) finisse par 6tre born6. 
Selon le principe de la m6thode que M. PAII~LEVli a appliqu6e aux 6quations 

(A), consid6rons des expressions rationnelles en y ' ,  y', y,  analyt iques en x, qui 
prennent  en un point arbitraire x des valeurs arbitraires quand on y remplace 
y (x) par une int6grale ayant  au point x l 'un des valeurs a~(x) et admet tant  au 

voisinage un d6veloppement de la forme (4o). Ce sont les expressions 

(41) u = 

p y ,  I 8 P  r~ Qy,, i 8Q ,2 
2 + Ry '  + S + T y '  + W 

I I  (y - -  al) , v - -  1I ( y - -  a~) ' 

oh P e t  Q sont deux polynomes du quatri~me degr6 en y dont  le jacobien est 
H ( y - - a i ) ,  et  R ,  S ,  T ,  W des polynomes du cinqui~me degr6 en y, dont les 

coefficients sont d6termin6s par ]es conditions indiqu6es; d'ailleurs les coefficients 
des six polynomes P,  Q, R, S, T, W sont holomorphes en tout point off les 

coefficients de l'6quation (E) sont holomorphes. 
S'il existe sur le ehemin Z, aussi pros que l'on veut du point X,  des points 

oh u et v sont born~s, l'int6grale y(x )  est holomorphe en X. En effet l'on 

d6duit des deux 6quations (41) les 6quations 
A c t a  mathematica. 84. Imprlm6 le 29 novembre 1910. 47 
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{ '~-+P,y'+Q, 4-Pv--Qu=o 

y + ~ Y  +[g2+~7~y V- -~yyU=O,  

P, ,  Q3, P2, Q2 d6signant des polynomes on y dent  le degr6 est 6gal ~ l'indiee, et 
dent  lee coefficients sent  holomorphes en tout  point oh les coefficients de l'6qua, 

tion (E) sent holomorphes. Par  suite y' et  y" sent aussi born6s aux points 

consid6r6s. Si en eertains d 'entre eux, lee six modules l Y--a~(x)l sent  sup6rieurs 
k un hombre positif fixe, l'int6grale y (x) est, d'apr~s le th6or~me de CAUCHY, 
holomorphe au voisinage de chaeun de ces points dans un cercle de rayon fixe: 

co cercle finit par eontenir le point X.  Admettons au contraire qu'en chacun 
des points consid6r6s l 'une des quantit6s y--ai(x) soit arbitrairement petite. 

Au moyen des 6quations (4I bis), l'on peut mettre  lea d6riv6es u' et v' sons la 
forme 

u'= Rt y' + 81 + R~ is + $2 v, 
v'=T~y' + W~ + T~u + W2v, 

R 1, S~, R2, 82, Tj, W 1, T2, W2 ddsignant des polynomes en y dent  le degrd est 
6gal /t l'indice, et dent  los coefficients sent  holomorphes en tout  point ot~ les 
coefficients de l'dquation (E) sent holomorphes. Par  suite les trois fonctions 
y, yr, u satisfont /t un systAme diffdrentiel rdgulier pour y voisin de ai(x), et, 
d'apr~s le th6orAme de CAVCHr, l'intdgrale y(x) est holomorphe au voisinage de 

chacun des points consid6rds dans un cercle de rayon fixe: ce cercle finit encore 
par contenir le point X. Toutefois le syst~me diff6rentiel auquel satisfont les 
trois fonctions y, y', u n'est pas holomorphe pour les valeurs de x, y qui annulent  
la fonction P(y, x): de sorte que le raisonnement est en d6faut, si la valeur ai(X) 
est racine du polynome P(y, X). I1 suffit dans ce cas de consid6rer le syst~me 

auquel satisfont les trois fonctions y, yr, v pour arriver ~ la meme conclusion. 
La valeur ai(X) ne pent ~tre racine des deux polynomes P (y, X) et Q (y, X), car 
elle serait alors racine multiple du polynome II[y--a~(X)]: ce qui ne peut 
avoir lieu en un point X oh les coefficients de l'6quation (E) sent holomorphes. 

Supposons que le module maximum des deux quantit6s u et v tende vers 

l'infini, quand �9 tend vers X sur lc chemin Z. Si nous substituons dans l'ex- 
pression de u' l'expression de yr en fonction de u, v, y, x tir~e de la premi/~re 

des 6quations (4I bis), nous voyons que la d6riv~e logarithmique -- est bernie  u 

aux points oi~ v est lui-m~me born6, et oh d'apr~s notre hypoth~se u tend vers 
i s  



Sur les ~quations diff6rentielles du troisi~me ordre ~ points critiques fixes. 371 

l'infini. I1 est impossible que _v finisse par 6tre born6: ear il en serait de m~me 
u 

u v 

de la d6riv6e logarithmique u '  et la fonction u ne pourrait  croitre ind6finiment. I1 

est impossible aussi que _u finisse par  6tre born6. I1 faut done admettre que, quand 
v 

x tend vers X,  u oseille ind6finiment dans son plan, et que sur le ehemin ~ il y 
v 

la valeur A h l a  

valeur B,  sans sortir de l 'intervalle A - - B ,  A et B d6signant deux nombres 
U t V t 

positifs arbitraires. Or sur ees segments les d6riv6es logarithmiques u '  v sont 

born6es, la longueur de ehacun d'eux est infiniment petite: ~'~o~r~o ~ono 

infiniment peu de la valeur initiale A e t  ne saurait atteindre la valeur B: eette 
derni6re hypoth6se est absurde. 

Nous avons toutefois introduit  une restriction: nous avons suppos6 que, quand 

x tendait  vers le point transeendant X sur le chemin 4, l'int6grale y (x) n'6tait 

pas eompl~tement ind~termin6e. Notre discussion 6carte ddjh certaines singu- 

larit6s des fonetions e lass iques .  Ainsi l'int6grale y (x) ne peut  avoir de points 
1 

singuliers mobiles analogues au point singulier x = o de la fonetion e x, puisque 

eette fonetion tend vers une limite quand la variable tend vers le point x = o 

sur un e h e m i n  qui ne coupe pas l 'axe des quantit6s purement imaginaires 

et qui n'est  pas tangent h cet axe. L'int6grale y(x) ne peut  admettre non 
plus une coupure mobile analogue ~ la coupure de la fonetion modulaire, 

puisque la fonction modulaire tend vers une limite quand la variable tend vers 

un point d'abseisse rationnelle de l 'axe r6el sur un chemin normal h cet axe. 

Mais il existe des fonctions fuchsiennes et klein6enues qui admettent  une coupure 

essentielle, eb qui sont complbtement ind$termin6es quand la variable tend vers 

un point queleonque de eette coupure sur un chemin de longueur finie quelconque: 

telles sont les fonetions de SCHWARZ dont le triangle fondamental n'a aucun 

angle nul. Comme la fonetion modulaire, ces fonctions fuchsiennes et klein6ennes 

v6rifient une 6quation diff6rentielle alg6brique du troisi~me ordre, de forme elassi- 

que, et, consid6r6es comme int6grales de cette 6quation, admet tent  leur coupure 

comme singularit6 mobile: l'int6grale y (x) pourrait  admettre une coupure mobile 

de m~me nature. L'int6grale y (x) pourrait  poss6der des points singuliers mobiles, 
isol6s ou formant un ensemble parfait, et ~tre compl6tement ind6termin6e quand 

la variable tend sur un chemin de longueur finie quelconque vers l'un quelconque 
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de ces points. Enfin l'int~grale y (x) pourrait  poss~der des singularit~s transcen- 

dantes et critiques. 

II est donc n~cessaire de lever la restriction que nous avons introduite, et 

de supposer maintenant que l'int~grale y (x) est compl~tement ind~termin~e quand 

l'on s 'approehe du point X sur un chemin de longueur finie que]eonque. Parmi 

les chemins situ~s dans la r~gion off les coefficients de l '~quation (E) ont ~t~ 
prolong~s analytiquement,  et qui aboutissent au point X,  nous pouvons choisir 

un chemin form~ de segments rectilignes, par exemple la ligne polygonale dont  

les sommets sont les centres des cercles successifs construits dans le prolongement. 

Nous pouvons admettre que l'int~grale y(x) est m~romorphe le long de cette 

ligne polygonale depuis l'origine jusqu'au point X: sinon notre raisonnement 

s 'appliquerait au premier point o/1 l'int~grale y(x) ne serait pas m~romorphe. 

Nous pouvons enfin nous borner ~ considSrer le dernier e5t~ de cette ligne 

polygonale; nous appeUerons ce dernier cbt~ le therein l: remarquons seule- 

ment qu'il suffirait, pour que la suite du raisonnement f f t  applicable, que le 

chemin l efit une tangente continue. Nous allons montrer que l'on peut  par 

d~formation continue substituer au chemin l un chemin de longueur finie, abou- 

tissant en X,  sur lequel les coefficients de l'~quation (E) sont holomorphes, et 

sur lequel, sauf en X ,  l'int~grale y(x) est m~romorphe, et tel en outre que, 

quand x tend vers X,  le point y finisse par ne pas p6n6trer dans un cercle de 

son plan: nous serons ramen~s par 1s au cas precedent. Le centre de ce cercle 

peut  ~tre choisi arbitrairement en dehors des six points ai(X):  comme une trans- 

formation lin~aire effectu~e sur y ne change pas la forme de l '$quation (E), 
choisissons pour centre l'origine du plan des y. 

Pour 6tudier l'int~grale y(x) au voisinage de la valeur y =  o, prenons y 
comme variable, et posons y" -- ty% l '6quation (E) peut  ~tre remplac~e par  le syst~me 
(El) d~x dx  dt t ~ t ~  ~ A, dx ( + + . . . . .  ) ,  

dy '  y ~ a i  y ~ a ~  dy 

dx 
la parenth~se d~signant un polynome en ~ .  Donnons-nous un nombre positif 

tr~s grand A, un nombre positif tr~s petit  r, et admettons que A soit assez 

grand e t r  assez petit  pour satisfaire ~ toutes les conditions que nous allons 

obtenir. Consid~rons un segment y~ Y2 d~crit par le point y (x) dans le cercle 

de centre y = o  et de rayon r, quand le point x d~crit le segment xlx2 du 

chemin l, et supposons qu'il existe sur le segment y~ Y2, extr~mit~s comprises, 

un point Y0 qui eorresponde h u n  point xo du segment x~ x~ ot~ l'on ait I tol = 

--lY'~I< A Au point xo, Y'0 est arbitrairement grand: sinon, Yo, Y',, Y"o seraient 
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bombs, et ]yo--ai(xo)] sup6rieur s un nombre fixe; l'int6grale y(x) serait holo- 

morphe en x0 dans un cercle de rayon fixe, et par consequent serait holomorphe 

en X.  Par  suite, d'apr~s un th~or~me de M. PO~CAR~, l'int4grale du syst~me 

(E~), transform~e de l'int~grale y(x) de l'~quation (E), peut  ~tre d6velopp~e 

suivant les puissances du param~tre i Posons dx ~Y" le syst~me trans][orm~ y'-;" 

en x, Y, t se r~duit pour Y'0-~ ~ au syst~me 

dz  d Y d~ t ~ t ~ I A~ + 
y - -  ai 

qui est ~quivalent s l '~quation simplifi~e de l'~quation (E), et dent  par suite 
nous poss~dons implieitement l'int~grale g~n~rale. L'int~grale de ce syst~me, 

ddfinie par les conditions initiales y = Y0, x = x 0 ,  Y = i ,  t ~ to est holomorphe au 

point Y0: si A est assez grand, r assez petit  et x0 assez proehe de X,  la valeur du 

rayon de convergence de cette int~grale au point yo donn~e par le th~or~me de 

CAVCHY peut  6tre limit~e inf6rieurement en fonetion de A seulement. S i r  est 

inf~rieur ~ la moiti~ de cette limite inf~rieure, l'int~grale consid~r~e, et par suite 

l'int4grale du syst~me (E~), transform~e de l'int~graIe y(x) ,  sent  holomorphes 

dans le eercle de centre y = o e t  de rayon r, et sur la circonf~rence de ce cercle. 

dx 
Quand y varie dans ce domaine, la fonction ~ est holomorphe et ne s'annule 

pas, d'apr~s la relation dy--d-x _ ~__+_~y,~ , off ~ d~signe une fonetion de y, yo, x0, to, ~o' 

holomorphe en y dans le domaine conmdere, nulle pour .7  = o e t  holomorphe au 
Yo 

voisinage de cette valeur: inversement, la fonetion y(x) est holomorphe quand x 

varie dans le domaine correspondant de son plan. 

D~signons par dl et ds les longueurs des segments correspondants x~ x~ et 

y~ y~; et faisons d~erire au point y le plus petit  arc de la circonf~rence de centre 

y = o et de rayon r compris entre les points y~ et y:, soit da la longueur de cet 

d x  �9 + ~ d~crit entre les deux points arc: le point x, d'apr~s la relation ~-y-- y,----~, 

x~ et x~ un segment analytique r~gulier de longueur d)~, et l'int~grale y(x) est 

holomorphe dans la r~gion du plan comprise entre les deux segments $1 et $)~ et 

sur le segment ~)~. Les deux segments $)~ et ~?l sent  de longueurs comparables: 

int~grons en effet l'~galit~ ~ ]dx] (~ + e)]dy[ quand y d~crit le chemin Ss, et 
I 'ol ' 

' Nous d~signons par  r ~ ,  r ~a des quanti t~s posi t ives  ou ndgat ives  d e n t  on peut  
rendre  les valeurs absolues aussi pet i tes  que l'on veut,  en chois issant  A assez grand, r assez pet i t  
e t  X assez proche  de X sar  ie ehemin  l. 
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appliquons au second membre la formule de ia moyenne; il vient $l (I + ~j)$8. 
ly '01  ' 

l 'on obtient de m6me ~;~ : (i + ~2)$0 ~)~ 1r [Y'0[ , et par suite ~ < ~ ( i + t 3 ) ,  car le rapport  

~ ne peut s u r p a s s e r - .  Une premi6re cons6quence de cette in6galit6 est que 

le segment ~)~ est ~ une distance 'arbitrairement petite du point xl, et par 

suite, si x I est assez proche de X,  est int6rieur comme le segment ~l au 

cercle de convergence des coefficients de l '6quation (E) au point X:  ces coeffi- 

cients song done holomorphes dans la r6gion du plan comprise entre les deux 

segments dl et ~it et sur le segment 01t. 

Substituons sur le chemin l le segment (~ au segment dl, et faisons cette 

substitution pour t o u s l e s  segments y~ y~ int~rieurs au cercle de rayon r, sauf 

lY" I pour ceux sur lesquels on a constamment I ~ l  > A: nous obtenons ainsi un 

chemin compos~ d'une infinit~ de segments analytiques r~guliers, aboutissant en 

X,  dent  la longueur totale est finie, sur lequel les coefficients de l '~quation (E) sent 

holomorphes, et sur lequel, saul en X,  l'int~grale y (x) est m~romorphe; le chemin 
correspondant d~crit par  le point y ne p~n~tre dans le cercle de rayon r que le 

long des segments except~s. Parmi ces segments except~s, les uns ne p4n6trent 

r .  
pas dans le cercle de centre y = o et de rayon ~, il est clair que nous pouvons 

les hisser de cSt~, car il suffit d 'obtenir un cercle de rayon non nul dans lequel le 

point y ne p~n~tre pas. I1 reste donc k consid~frer les segments yl y~ sur lesquels 

]Y"I r on a constamment y,S I > A  et qui pgngtrent dans le cercle de rayon -:2 nous 

[y"l  
allons substituer /~ ehacun d'eux une suite de segments gels que I ~ l  soit born6 

r 
sur les parties de ces segments int6rieures au cerole do rayon - :  co qui nous 

2 

ram6nera au cas pr6o~dent. 

Pour 6tudier l ' in~grale y(x) sur le segment x~ x2 correspondant h l 'un des 

segments y~ y~ consid6r6s, prenons comme nouvelle variable Y' V ~ :  z; en un 

I 
point quelconque x 0 du segment x~ x~, [Zo[ est tr~s petit, plus petit  que ~ .  En 

outre, au point xo l'int6grale y(x) est holomorphe, et Y"o n'est pas infini; mais, 

quand le point. Xo tend vers X,  Y'o tend vors l'infini: sinon, encer ta ins  des points 

x0, Yo, Y'o, Y"o seraient born6s, et [y0--ai(xo) l sup6rieur h u n  nombre fixe; l'int6- 
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grale y (x) serait holomorphe en chacun de ces points dans un cercle de rayon 

fixe, et par suite serait holomorphe en X. I1 r6sulte d 'abord qu'il est inutile, 

pour d6finir la fonction z(x) sur le segment x~ x~, de consid6rer deux feuillets 

sur le plan de la variable x. D'autre  par t  l '6quation (E) peut  6tre remplae6e 

par le syst~me 

I d I d I d I 

(E,)-d--z=V~ 2 d z '  2 d z '  d----z ~ ' \ ~ - -  2 -dz.z, # y - - a ,  
+ 

i ] A~ + (.. .) , 

I Vn qui est holomorphe par rapport  k ~ et z, si est assez grand et z assez petit. 

Par  suite ]'int6grale du syst~me (E~), transform6e de l'int6grale y (x) de l '6quation 

I Posons (E), peut  etre d6velopp6e suivant les puissances du param~tre 1/y ~ . 

I Z 
- - = - r ,  : le syst~me transform6 en x, y, Z se r6duit pour 9'o = ~ au syst~me 
y" yo 

dx du z ~ d Z  d Z  
dz - - o ,  ~ = z - -  2 Z  dz dz 2Z  ~ y - - a i  

qui est encore 6quivalent ~ l'6quation simplifi6e de l '6quation (E). L'int6grale 

de ee syst~me, d6finie par les conditions initiales z = z o ,  x = x o ,  y ~ y o ,  Z = I ,  
est holomorphe, si A est assez grand, si r est assez petit, et si x0 est assez proehe 

de X,  dans un cerc|e de centre z ~ o e t  de rayon fixe, et par  eons6quent dans 

i 
le cerele de centre z ~ o  et de rayon ~-~, qui contient le segment zl z2: il 

en est de m~me de l'int6grale du syst~me (E2), transform6e de l'int~gra|e y (x). 

D'ailleurs le segment zl z2 n'est pas tout  entier infiniment voisin du point $ = o. 

En particulier, si l'on d6signe par y.~ et Y, les points off le segment y, Y2 rencontre 

pour la premiere lois et pour la derni~re lois la eirconf6renee de centre y = o e t  de 

r 
rayon 2 '  il y a sur ehacun des segments partiels Yl Y~ et y~ Y4 des points off I zl 

Iv"l est sup6rieur s un hombre fixe, et off par suite I ~ 1  est inf6rieur s un nombre 

fixe. Supposons en effet que le segment z~zs soit tout  entier int~rieur au 

cercle de centre z = o  et de rayon e I < ~ a } .  On d6duit du syst~me (El) les 
~ w  
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d x  I + ~ d y  : z (I -4- et d6signant des fonetions de deux ~quations dz ~ V - ~ '  ~ ' ~ ) '  ~ ~'~ 

I I 
z- -z0 ,  _ et z, holomorphes et nuUea pour z = Z o -  ----o. Comme le segment 

x t x~ eat reetiligne, il r~sulte de la premiere 4quation que le segment z, z~ eat un 
segment analytique r~gu]ier, et que l 'on peut  rendre la variation de ]a tan- 

gente le long de ee segment aussi petite que l'on veut, en choisissant ~ assez 

petit:  la longueur du segment z~z~ est au plus 2 ~ ( ~ + ~ ) ,  ~ d~signant une 

quantit4 arbitrairement petite. Il r~sulte alors de la seeonde ~quation que 

le module ~y,--y,] ne peut  surpasser 2 ~ ( ~  +e~), ~ d~signant une quantit~ 

arbitrairement petite. Or ee module est sup~rieur h -.r Si ~ est assez petit, 
2 

mais fixe, il y a donc sur le segment y~ y~ des points Ys, et il y a de m6me sur 

le segment y~ y~ des points y~, tels que les points correspondants z~ et z~ soient 

ext~rieurs au cercle de centre z ~--o et de rayon ~. 
En proc~dant comme pr~c~demment, on peut  d~s lors remplacer les parties 

du segment z5 z~ int~rieures au eercle de rayon ~ par des segments de la circon- 
f4renee. Le segment x~ x~ du chemin 1 eat remplacd par  une suite de segments 

analytiques rdguliers, dont la somme a une longueur comparable h celle du seg- 

ment  primitif, et sur leaquels les coefficients de l '4quation (E) et l'int~grale y (x) 

sont holomorphes (sur les nouveaux segments z eat holomorphe en x, et y est 

holomorphe en z). Le segment y~ Yz est remplac~ aussi par une suite de seg- 
y" 

ments: ~ eat born~ sur lea segments eompris entre les points y~ et y~, et par 

suite sur tous lea segments du nouveau therein d~crit par le point  y qui sont 

int~rieurs au cerele de centre y ~ o et de rayon -.r La d~monstration est 
2 

�9 �9 1 termmee. 

I Cet te  d~mons t r a t ion  eat ~ un  double  po in t  de vue une  ex tens ion  de celle que M. P/tlSLEVl~ 
a c o n s t i t u t e  pour  Ies ~quat ions  (A); en  d~fini t ive  l 'une  e t  l ' au t re  son t  fond~es sur  le th&or~me 
de CAve ,Y ,  sur  le th~or~me de M. POINCAR~ qui exp r ime  la con t inu i t~  des  int~grales  d 'un  sy- 
s t~me diff~rentiel  en fonc t ion  d 'un  pa ram~t re  con tenu  dana ce syat~me, et  pa r  suite en  fonct ion  
des condi t ions  init ialea,  e t  sur  la cons idera t ion  des d~riv~es logar i thmiques ,  qui  joue un  rSle 
essent ie l  dans  toutes  les ques t ions  de croissance.  

Dans la deux i~me part ie ,  nous  d d m o n t r o n s  que, le po in t  X ~ tan t  suppos~ t r a n a c e n d a n t  
pour  l ' in t~gra le  y(x), il ex is te  des c h e m i n s  de longueur  finie abou t i s san t  au po in t  X ,  sur  lesquels 
l ' in t4gra le  y ( x )  n ' e s t  pas  compl~ temen t  ind~termin4e .  Cet te  pa r t i e  de  la d~mons t r a t i on  n ' e s t  
paa appl icable  ~ l '~quat ion diff~rent ie l le  claasique que v~rif ient  lea fonct iona fucha iennes  e t  
k l e in~ennes  (cette ~quat ion  ne peu t  ~tre t r ans fo rm4e  en  un  syst~me de la fo rme (E~), holo- 
m o r p h e  pour  z~ -o ) :  nous  avons  vu  qu 'on  ne  dol t  paa a 'en ~tonner .  La deuxi~me par t i e  de la 
d t m o n s t r a t i o n  es t  appl icable  au cont ra i re  ~ l '~quat ion y'" ~ 2 y y "  - -  3 Y'~, et  ~ l '~quat ion X I I  : 
elle p e r m e t  de m o n t r e r  que, pour  l ' in t~grale  g~n4rale de chacune  de ces ~quations,  il exis te  des 
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ZI. NOUS avons ainsi d~montr~ que l'~quation (E) a ses points critiques 

fixes, en nous servant seulement des conditions Stablies entre les coefficients par 

le syst~me (S), et sans avoir intdgr~ ce systbme. Effectivement, ~ l'oppos~ des 

syst~mes diff~rentiels qui d4terminent les coefficients des 4quations (A), et  dont  

l'int~gration est tr~s simple, le syst~me (S) pr~sente une grande complexitY: et 

je n'en ai pus achev~ l'int~gration. I1 renferme neuf ~quations alg~briques entre 

les fonctions ai et Ai. Si ron  regarde les as comme donn6s, ces neuf ~quations 

entre les Ai sont compatibles, et ont cinq solutions: la r~soIution de ces dqua- 

tions revient en effet s la d~termination de la forme pr Q ,  Qrp, par la forme 

p Qr__QF,  c'est-h-dire ~ la d~termination d 'un faisceau biquadratique s une 

variable par sa jacobienne. Supposons les Ai exprim~s en fonction des ai par 

l 'une des cinq solutions; il reste vingt-deux 4quations entre vingt-six fonctions 

ineonnues. En ~cartant le cas off les rapports anharmoniques quatre h quatre 

des six fonctions as sont constants, cas qui ne conduit qu'~ des ~quations banales, 

nous pouvons, par une transformation homographique de la fonetion et un 

changement de variable, donner ~ quatre des fonctions al trois valeurs num~riques 

et la va]eur x. Pour d6terminer les vingt-deux fonetions inconnues, nous avons 

alors un nombre ~gal d'~quations. Ces ~quations forment un syst~me diff~rentiel 

du sixi~me ordre. Les coefficients de l'~quation (E) ainsi r~duite d~pendent done 

de six param~tres arbitraires. 

D'autrc  part, si l'on consid~re ]'~quation simplifi~e (r4) duns laquelle les 

polynomes P et Q sont tels que le polynome PQ~--QP~ ait trois racines doubles, 

et si l 'on forme les ~quations k points critiques fixes admet tant  cette ~quation 

simplifi~e, on constate que ces ~quations se ram~nent h l'~quation du troisi~me 

ordre obtenue en diff~rentiant l '~quation (A, VI) pour 41iminer l'un des quatre 

param~tres. J 'a i  d~montr~, au moyen du syst~me (S), que l'~quation (E) admet 

cette ~quation du troisi~me ordre eomme d~g~n~rescence. I1 en r~sulte que 

l'~quation (E) est une ~quation h points critiques fixes nouvelle. Mais deux cas 

peuvent  encore se presenter: ou bien l'~quation (E) se ram~ne s une ~quation 

irr~ductible du second ordre, ou plus probablement elle ne peut  6tre remplac6e 

par aucune ~quation plus simple. 
J e  renvoie h u n  M~moire ult~rieur la d~termination de la elasse d'~quations 

irr~ductibles h laquelle appartient  l '~quation (E), et la d~termination explicite 

des coefficients. 

chemins de longueur finie aboutissant en un point quelconque de la coupure, ~t sur lesquels y 
tend vers l'infini. D'une fa~on g~n~rale, la deuxi~me partie de la d~monstration, en raison du 
rSle qu'y joue l'~quation simplifi~e, permet de pr~ciser la relation qui existe entre ies singu- 
larit~s de l'int~grale de l'dquation simplifi~e et les singularit~s .de l'int~grale de l'~quation 
complete. Voir no i8. 

Acta mathe~nalica. 34. Imprim~ le 29 novembre 1910. 4~ 
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Equations ~ points cri t iques fixes du quatr i~me ordre  et d 'ordre  sup~rteur.  

22. Consid~rons l'~quation ~ points critiques fixes 

- -  t (42) yIV__ p ( y , ,  y,,, y ,  y,  x), 

oh P d~signe un polynome en y", y", ' y ,  y, ~ coefficients analytiques en x. Les 
ffl It y !  degrSs de ce polynome en y , y , se limitent sans difficult~ nouvelle, si l'on 

admet que l'~quation (xS), pour X_>I, n 'a pas son int6grale g~n~rale uniforme; 

l'~quation (42) a n$cessairement la forme 

y~V = Q (y, x) y"' + R (y, x) y'y" + 8 (y, x) y" + T (y, x) y'* + U (y, x) y'~ + V (y, x) y' + W (y, x), 

Q, R , . . . ,  W d~signant des polynomes en y ~ coefficients analytiques en x. Pour 
limiter les degr~s de ces polynomes en y, on rencontre la m6me difficult6 que 

dans le cas des 6quations du troisi~me ordre: il faut d~cider si des ~quations 
telles que 

yiV = a (y y'" - -  3 Y' Y") + # (y2 y,, _ z y y'~), 

dont les intSgrales n 'ont  ni points critiques alg~briques, ni pSles, ont  leur int~- 
grale g4n4rale uniforme. Peut-~tre le proc~d~, qui permettra de r~soudre la 

question pour les 4quations du troisi~me ordre, s'appliquera-t-il, aux ~quations 
du quatri~me ordre et d'ordre sup~rieur, et donnera-t-il d 'une fa~on g~n~rale la 

limitation suivante: ~ dans l'~quation ~ points critiques fixes 

y(,) ~ p (y in-1) ,  y ( , - 2 )  . . . . .  y , y , x ) ,  

off P d~signe un polynome en y(~-~,  y(~-2~, . . ,  y', y, s coefficients analytiques 
en x,  consid~rons chaque d~riv~e y(1) et la fonction y comme de poids Sgal h l'indice 
de d~rivation augment~ d'une unit~: le poids de chaque terme du second membre, 

ne peut surpasser le poids du premier membre, n + ~. 
Pour d~terminer les ~quations s points critiques fixes de la forme (4~), on 

est conduit ~ d~terminer les ~quations r~duites de la forme 

(43) y~V=ayy , ,  + by'y" + cy~y '' + d y y  '~ + eySy ' + / y~ ,  

a, b, c, d, e, f d~signant des constantes, dont l'int~grale g~n4rale est uniforme. 
Cette sorte de probl~me se traite toujours par la m~me m~thode, mais les diffi- 

A la v~ritd l'int~grale gdn~rale de l'~quation ylV___ 2yry,,'--3y,,~, que nous 6cartons ici, 
n'a pas de points critiques mobiles, mais elle admet, pour certaines valeurs des constantes 
d'int~gration, une ligne critique mobile (et le point critique x----~). Quand la ligne critique, 
qui est circulaire, se r~duit ~ un point, l'int~gralc g~n~rale se r~duit it une int~grale particuli~re 
qui a un point critique mobile. Voir no 12. 
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cul t ,s  ariShm6tiques eroissent avec l 'ordre diff~ren~iel. La d6termination des 
~quations de la forme 

y" = a y y' + b yS 

dont  rint~grale g6n6rale est uniforme, se rambne ~ la r6solution en hombres 
entiers de r6quat ion 

'I I I ~+~=~" 

La d6termination des 6quations de la forme 

y " - ~  a y y "  + by  '~ + cy2y  ' + d y  4 

dont  l 'int6grale g6n6rale est uniforme eat li6e k la r6solu~ion en hombres entiers 
de l '6quation 

I I I I 

~+~+~=~.z.3 
De m6me la d6termination des ~quations (43) dont  l ' int6grale g6n6rale est uni- 
forme est li6e h la r6solution en hombres entiers de l '6quation 

I I I I I . 

Les 6quations r6duites du deuxi6me et du  troisi6me ordre, dont  l '6tude 
conduit  aux 4quations (A), sont les 6quations simples dont  l 'int6grale s 'exprime 
par  les fonctions elliptiques, ou la fonction ~: 

y " =  6y ~, y " =  2y 3, y'" + 6 y " =  o, y ' " =  6 y ' y ' ,  y"'-= I z y y ' .  

L'dtude des 6quations (4z) qui admet ten t  l '6quation rOtuite 

yiV + i z y ' y "  = o, d'ofi y"' + 6y 's + C = o, 

no donne pas d 'dquation nouvelle. 
Si dans le second membre de l 'dquation (4z), tous les termes sont de poids 

infdrieur ~ 5, l '6quation r6duite est de la forme 

yIV = a y y "  + by  '~ + cy  s, 

ses int6grales one en g6n6ral des pSles doubles. L '6tude de l '6quation 

yiV = i 2 (y y,, + y,8), d'ofi y'" -~ x 2 y y' + C, 

ne conduit  encore h aucune 6quation nouvelle. 
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23. Citons enfin l '6quation 

(44) ylV ~ 3o yy" -- 6o ya; 

les int6grales de ectte 6quation ont deux families de p61es doubles mobiles, et 

admettent  au voisinage les d6veloppements 

I 
Y ---- ( x - -  x0P  + a + fl ( x - -  x0) + . . . .  + 0 (x - -  x0) 8 + . . . .  , 

les coefficients des puissances o, I e t  8 6rant arbitraires, et 

2 
- -  + a ( x  - -  x 0 P  + . . . .  + ~ ( x  - -  x 0 p  ~ + . . . .  , Y ~ ( x - -  x0) t 

les coefficients des puissances 3 et  io ~tant arbitraircs. Ces d~veloppements 

polaires permettent, comme dans le cas des ~quations des deuxi/lme et troisi~me 

ordre, de former des conditions n6cessaires pour que les ~quations admet tant  

l%quation (44) comme ~quation r~duite n 'aient pas de points critiques mobiles: 

elles se ram~nent alors h la forme 

(45) yiV _~ 3 o y y " - - 6 o y  s + ay + fl, 

a, fl d~signant des param~tres arbitraires. J 'a i  obtenu pour cette ~quation une 

int6grale d~pendant de trois constantes: 

y : p ( x - I - A ' a  --fl + C ) §  B ; a , - - f l  C) 
' I 2 '  2 4 I 2  2 4 ' 

mais je n'ai pu d~cider si l'int6grale g4n~rale est une combinaison de fonctions 

uniformes classiques, n'est pas uniforme, ou est une fonction uniforme nouvelle. 

L'6quation se ram~ne au troisi~me ordre en prenant y comme variable: pour 

a ~ o ,  elle se ram~ne m6me au second. Mais l'~quation diff~rentielle que 

v~rifient les fonetions fuchsiennes et klein~ennes, se ram~ne de m6me, en per- 

mutant  les rSles de la fonction et de la variable, h une 4quation de RICCATI, et 

l 'int6r6t de ces fonetions n'en est pas diminu~. 

Signalons une analogie remarquable. Faisons dans l'~quation (45) la trans- 

~r2 _ _  U U rr 
formation y ~ uS : aux deux families de p61es des int~grales de l'~quation 

(45) correspondent deux families de z~ros, simples et doubles, des int6grales de 

l'~quation transform6e: 

(46) u u vz - -  6 u r u v + I5 u" u Iv - -  zo u ;''~ = a (u u" - -  u '2) - -  ~ u ' .  
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Le premier membre est un invariant de la forme binaire en 

u w + 6 ~ u v + ~5 ~ uIV § 20 )~ u"' + ~5 ~ u" + 6 ~ u' + )~ u. 

C'est lh u n f a i t  h rapprocher de eeux qu'a signal4s M. BORELA M. BORV, L a group~ 

un certain nombre d'~quations dent  l'int~grale g~n~rale est enti~re, e t a  remarqu6 
qu'en s4parant dans ees 4qua~ions les termes de-poids le plus 41ev~ par rapport  

aux indices des dSriv~es, on obtient des invariants usue]s de formes binaires 
telles que 

(47) u("~ + n)~u ("-~) + n ( n -  ~)~, u~,_~ + ... + n)~_, u ' +  ;t~u. 
2 

S6parer l e s  termes de poids le plus 61ev6 6quivaut h remplacer dans l '6quation 

x par x o + a x ,  et ~ faire tendre a vers z4ro: l'6quation r6duite obtenue a son 
int4grale g4n6rale enti6re, si l '4quation compl6te a elle-m6me son int6grale g4n~- 

tale enti6re. Ainsi l'6quation 

(4 8 ) u u v* - -  6 u' u v + x5 u" u I v i -  Io u "'~ ~= o 

est le troisi~me t e r m e  d 'une suite dont les deux premiers termes sont 

u u " - -  u '~ = o ,  d'oh u = e A x + B ,  

u u * V - - 4 U ' U  "' + 3U"~=-O, d'ofi u = e a ~ + B a ( x  + C; o, D) .  

L'4quation (48) admet une int4grale enti~re d~pendant de einq constantes arbi- 
traires 

u =  eA'~+Ba(x + C; o, E ) a ( x  + D;  o, - - E ) .  

II est s remarquer que, si l'int4grale g~n~rale de l'une des ~quations (48) et (46) 
est une fonction enti~re ~ croissance r~guli~re, le genre et l 'ordre de cette fonetion 

enti~re ne peuvent surpasser 2, d'apr~s l'$quation (45): la fonetion exponentielle 
et la fonction a suffisent-elles h l 'exprimer? 

24. On pourrait  ~tre tent6 d'induire des remarques de M. BORV.L que les 
~quations diff~rei]tielles d4duites de tous l e s  invariants usuels ont leur int4grale 

g4n4rale enti~re, et on pourrait  esp4rer obtenir par c e t t e  voie de nouvelles 
fonetions enti~res. Les 6quations d4duites des diseriminants des formes binaires 

(47) ont leur int4grale g4n4rale enti~re, mais ne d4finissent pas de fonctions 
nouvelles: l'int4grale g~n4rale s'exprime tr~s simplement par la fonction expo- 
nentielle. 

G o ~ t ~  Rends, 8 f~vrier 19o4. 
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Avant  d'6tablir ce r6sultat, faisons quelques remarques g6n6rales au sujet de 

l '6quation diff6rentielle I~ obtenue en annulant un invariant quelconque de la 

forme (47). L'6quation I .  est homog6ne par rapport  ~ la fonction u et ~ ses d6ri- 

v6es, et ne change pas si l'on change u en e""u,  quel que soit le param6tre a, car 

cela revient 1 ~ former l ' invariant correspondant en remplagant dans la forme 
'l~ t2 - -  "U "1.~ t t 

(47) it par  Z + a: l '6quation transform6e de l '6quation I ,  en u~ est donc 

d'ordre n -  z. On peut abaisser encore de deux unit~s l'ordre de cette trans- 

form6e, en changeant de fonction et de variable, paree que l '6quation I~ admet 

le groupe de transformations h deux param6tres (x, f ix + ~,). En d6finitive l'int6- 

gration de l '6quation I,~ se ram6ne ~ l'intdgration d 'une 6quation d 'ordre n -  4, 

suivie de quatre quadratures. D'autre  part  l '6quation I ,  est v6rifi~e si l 'on 

annule dans la forme (47) les n_+i  premiers termes, s i n  est impair; et les n_ + i 
2 2 

premiers termes, si n est pair. L'6quation In admet  donc l'int6grale u = Pk (x), 

et par  suite l'int6grale u = eC~pl,(x),  Pk (x )  d6signant un polynome en x de 

degr6 k s coefficients constants, et k le nombre entier n - - i  n - -  ou - - - I .  Cettc 
2 2 

n 
derni6re int~grale d6pend de n + 3 ou - + i eonstantes: elle est l'int6grale g6n6- 

2 2 
rale p o u r  n ~ 2 ou  n ~ 3 .  

Le discriminant de la forme binaire (47) est une expression d6finie, au moins 
un facteur num6rique pr6s: appelons D ,  l '6quation diff6rentielle obtenue en 

l 'annulant. Cette 6quation r6sulte de l'61imination de it entre les deux 6quations 
alg6briques 

J ?/,(n) + (Tb-- I )Zl$  (tt-l) + (~b--___ ~_2I)(n-- 2)it~ u ( ,_e )+ . . .  +(n_I)it , ,_lu,,+it,~_~u,=o ' 
(49) / 

/ U  (tt-1) "~ ( n - -  lr))~U (n- l )  -~ "'" -~ ( n ~  I)itrt--2Ut2t- ~ t t - - I  U ~ O .  

Or on obtient une int~grale de ce syst6me d'6quations d6pendant de n - - I  con- 

stantes, en posant i t = o ,  u ("-1) ~-o: une int~grale de l '6quation D~ est donc 

u ~ - P , _ ~ ( x ) .  La fonetion u =  eC~P,,_~(x) est encore une int~grale, queue que 

soit la constante C, et par suite est l'int6grale g6n6rale. Pour obtenir les ini~- 

grales singuli6res, il faut annuler le discriminant par  rapport  ~ u(m de l '6quation 

On peut dire encore que le premier membre de l'6quation In v6rifie l'6quation aux 
d6riv6es par t ie l les  qui exprime qu'un invariant est fonction des diffdrences des racines de la 
forme dent il d6rive: on retrouve ainsi les quatre conditions 6nonc6es par M. STEPHASOS dans 
une Communication au Congr~s de Rome (Atti, vol. II, p. I48). Au contraire r6quation (2I) 
rentre clans le premier cas consid6r6 par M. Srv,~Hx~os (ib/d., p, I45). Tandis que les 6quations 
14 s'int~grent par quadratures, l 'int6gration de l'6quation (25) d6pend de l'int6gration d'une 
6quation lin6aire du second ordre. 
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D. ,  ou encore le diseriminant par  rapport  ~ g de la seconde 6quation (49): on 
obtient  6videmment  l '6quation D~-I.  L'int6grale singuli~re de l '6quation Dn ost 
done u~eC':P, ,_a (x), l'int~grale singuli~re de l 'int6grale singuli~re est u = e  c'~ P, ,_4(x) ,  

et ainsi do suite. 
Si les 6quations D~ s ' int~grent au moyen de la fonetion exponentiolle, les 6qua- 

tions obtenues en a joutant  aux 6quations D~ des termes eompl6mentaires, et den t  
l 'int6grale g6n6rale est enti~re, peuvent  d6finir des fonetions nouvellos. Ainsi, darts 
les 6quations transform6os des 6quations (B) en u = efvd,~, et den t  l ' int6grale 
g6n6rale est enti~re, ou a ses points singuliers fixes, les termes de poids le plus 6lev6 
proviennent  des termes y"~ +4y r3, et sent  par suite (uu'"--uru")~-4(u'u"~-u"Z) (uu"-ur2):  

los transcendantes d6finies par los 6quations (A) se ra t taehent  ~ l '6quation Ds. 
M. ]3OREL a propos6 d'appeler 6quations (P) les 6quations den t  l 'int6grale g6n6rale 
est enti~re; de m6me qu'o~a a 6t6 conduit  par  une extension de la classe des 
6quations den t  l'int~grale g6n6rale est uniforme, g eonsid6rer les 6quations ~ points 
critiques fixes, nous sommes amen6s ici, pour  des raisons eonnexes, par  extension 
de la elasse des 6quations (P), s consid6rer les 6quations den t  l ' int6grale g6n6rale 
a sos points singuliers fixes: ees 6quations sent  la g6n6ra|isation direct ,  des 
6quations lin6aires. 

D6signons d 'une fagon g6n6rale par u l 'int6grale d 'une telle 6quation (a|g6- 
brique par rapport  ~ la fonction et ~ ses d6riv6os, et  analytique en x). M. P~I)~- 
LV, Vk a d6montr6 que l'int6grale g6n6rale de l 'une des 6quations (A) ne peut ,  
sauf pour des valeurs exceptionnelles des param~tres, s 'exprimer par  une fonction 
alg6brique de u et de ses d6riv6es, analytique de x, l 'ordre de l '6quation diff6ren- 
tielle qui d6finit u 6rant inf6rieur h 3 :~ los 6quations (B) fournissent ]a repr6sen- 
tion la plus simple des int6grales des 6quations (A). 

De m6me les 6quations diff6rentielles de la suite 

uIV Um Urr I 
0 ~ U flt U tt U ~ ] 

U ft U r U 

O~..,  

ont  leur int6grale g6n6rale enti~re. Chaque d6terminant  est en effet un d6ter- 
minant  de WRoz~sKI, et l '6quation obtenue en l '6galant h z6ro 6quivaut ~ une 
relation lin6aire er homog~ne s coefficients constants et arbitraires entre los 616- 
ments  de la dernibre ligne. L'int6grale g6n6rale s 'exprime encore par  la fonetion 
exponentielle. 

1 Com~vtes Rend, us, io novembre I902. 
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25. Mais routes  les ~quat ions diff6rentielles d6duites  des invar ian ts  usuels 

n ' o n t  pas leur int6grale g6n6rale enti~re. Leurs  int~grales n ' on t  pas de pSles; et  

si, au voisinage d 'un  point  alg6brique ou t ranscendan t ,  le te rme pr6pond6ran t  du  

d6ve loppement  d ' une  int6grale est  (x + C) ~, l ' exposant  r est en t ie r  positif.  A c e  

point  de rue ,  l 'analogie ne va  pas plus loin, comme nous allons le m o n t r e r  sur  

un  exemple.  

Les invar ian t s  les plus simples ~ 6crire sont  ceux de la suite don t  nous avons  

eonsid6r6 trois  termes,  e t  don t  le t e rme  g6n6ral fourni t  l '6quat ion E , :  

u u(") - -  n u ~ U ( n ~ l )  -4- 
n ( n ~  i )  u,, u(, ,_2~.." + _ _  

2 

(n § o, 

:Z . 

n 6 tan t  un  ent ier  pair.  Po u r  n > 6, l ' int6grale g6n6rale de ce t te  6quat ion  a des 

poin ts  cr i t iques t ranscendants .  

P o u r  6tudier  les int6grales voisines de l ' i n~gra l e  u = x + C, on peu t  faire 

la subs t i tu t ion  u = x + C + a v ,  et  d6velopper  v su ivan t  les puissances du para-  

m~tre  a:  pour  que l ' int6grale g6n6rale soit  enti6re,  ou m~me uniforme,  il es t  

n6cessaire que t o u s l e s  coefficients du d6ve loppement  Vo, v , ,  v2 . . . .  soient  unifor-  

rues. v0 est donn6 par  l '6quat ion 

(x + C) vo (n~ - -  n Vo ("-1~ = o, d'ofi Vo ("-1) = H (x + C)~; 

v0 est uniforme.  

De m6me, pour  6tudier  les int~grales voisines de l ' int6grale u = (x + C) ' ,  

raisons la subs t i tu t ion  u = (x + C) ~ + ~ v, et  d6veloppons v su ivan t  les puissan- 

ces de a.  Vo est donn6 par  l '6quat ion 

(x + C) ~ v~("~ - -  2 n (x + C) vo (n -~  + n (n - -  i)  vo(n-2) = o. 

C'est une 6quat ion lin6aire d 'Ev~gR,  posons Vo (n-2~= (x + C)r: l '6quat ion carae-  

t~ris t ique est 

r Z - - ( 2 n  + I ) r  + n ( n - -  i)  = o .  

P o u r  que v 0 soit  uniforme,  il est  n6cessaire que les racines de ee t te  6quat ion  

soient  enti~res, c 'est-h-dire que 8n + ~ soit  cart6 parfa i t :  sinon, v0 a un po in t  

cr i t ique t r anscendan t  qui pe rmute  une  infinit6 de d6terminat ions .  8n  + i e s t  cart6 

par fa i t  pou r  n = 6, mais non  p o u r  n = 8. 

Pou r  n > 6, l '6quat ion En admet  l ' int6grale part icul i~re u = (x  + C) 3, et  on 

est condui t  de m~me ~ consid6rer l '6quat ion 
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r ( r ~ I ) ( r - - 2 ) ~ 3 n r ( r - - I )  + 3 n ( n - - I ) r - - n ( n - - I ) ( n - - 2 )  = o 
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( r - -n ) [ r~- - (2n  + 3)r  + ( n - - I ) ( n - - 2 ) ]  = o.  

Les raeines de eet te  6quation sont  enti~res, si 24n + i e s t  carr6 parfait .  E1]es 

ne sont  enti~res ni pour  n = 8, ni pour  n = IO. 

D 'une  fa~on g6n6rale, pour que l '6quation E,~(n > 6) air son int6grale g6n6- 

rale uniforme, il est n6oessaire d ' abord  que 8 n  + i et  24n + i soient earr6s 

parfai ts :  il existo une infinit6 de nombres pairs n d6pendant  d 'une  6quation de 

PELL, t els que les deux nombres 8 n + I e t  24 n + i soient earr6s parfai ts ;  le plus 

pet i t  est le nombre 21o. Mais il est encore n6eessaire que, dans  l '6tudo des int6- 

grales voisines des int6grales u = (x + C) ~, (x + O) 5, . . .  (x + O)~ -1, les 6quations 

en r form6es oomme pr6o6demment aient  toutes  leurs raeines enti~res: par  exemple, 

pour  l '6quation E2~0, il reste ~ consid6ror cent  une 6quations, dont  les degr6s 

croissent de 4 a lO4. I1 n 'es t  pas vraisemblable qu'il  existe des vMeurs de n ,  

pour lesquelles toutes  ees conditions successives soient remplies. De plus l a  

na ture  des points critiques mis en 6videneo est telle qu' i l  n 'es t  pas facile de 

d6duire do l ' int6grale g6n6rale une fonction m6romorphe,  ou uniforme. 

Enf in  ]a not ion d ' invar ian t  usuel n 'es t  pas pr6eise, et  l 'on ne voit  gu~re 

oomment  pr6ciser le ohoix des invar iants  qui fournissent des 6quations (P). Posons 

S : u u Iv - -  4 uf u m +  3 u'~, T = ?, u t~ u Iv + 2 u w u tr u ~" - -  u ~s ~iv _ urrS __ u u rrr2: 

les 6quations I4 son~ de la forme $3 + a T 2 =  o, a d6signant un param~tre  arbi- 

traire,  et  s ' i n t~gren t  par  quadratures.  Parmi  elles, seules les 6quations S = o, 

T = o e t  S s - - 2 7 T g =  o, ou /)4, ont  leur int6gralo g6n6rale uniforme. 

AcJa mathematiea. 34. Imprim6 le 29 novembre 1910. 49 


