
UN PROBLI ME DE COMPOSITION DES SINGULARITIES 
DES SI RIES DE DIRICHLET GI NI RALES. 

Par 

MAURICE BLAMBERT. 

Introduction. 

Le probl~me de la composition des singularitds des s~ries de Dirichlet gdndrales 

exposants rdels rut, en 1929, dans un mdmoire de cette revue, posd en termes prdcis 

par S. MANDZLSROJT qui formulait des th~or~mes gdndralisant les thdor~mes c4l~bres 

de J. HADAMARD et A. HURWlTZ sur la composition des singularitds des ddveloppements 

tayloriens. 

Quelques anndes plus tard, en 1933, dans un mdmoire des Annals of Mathematics, 

G. P6LYA dnongait, au sujet du thdor~me de J. HADAMARD, de.~ conditions suffi- 

santes pour que le produit de deux points singuliers des fonctions composantes soit 

point singulier de la fonction composde; prdcisant une terminologie relative h diverses 

esp~ces de points singuliers, cet auteur obtenait un important thdor~me contenant 

comme cas particuliers des r4sultats anciens, bien connus, obtenus darts cette vole 

par E. BOREL et G. FABER. 

A ma conaissance aucun essai analogue ~ ceux de E. BOREL, G. FABER, G. P6LYA 

n'avait jusqu'ici ~td tent~ sur la gdn4ra|isation dfe  ~ S. MANDELBROJT du thdor~me 

de J. HADAMARD, g~ndralisation que nous conviendrons d'appeler thdor~me HADAMARD- 

MANDELBROJT. Pr4cisons cependant que H. CRAM~R avait posd un probl~me tr~s 

voisin: celui de la recherche des singularitds des sdries de Dirichlet d'une certaine 

classe commun~ment appel~e depuis, par divers auteurs, classe de CRAM]~R; probl~me 

auquel G. POLYA, ~ l'aide de ses notions de <~point extr~me~ et de <~diagramme 

conjugud ~ d'une fonction enti~re, a apport~ une contribution int~ressante gdndralis~e 

par V. BERNSTEIN s'inspirant d'un travail de J. SOULA. 
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Utilisant pour base le th~or~me fondamental HADAMARD-MANDELBROJT, je me 

propose dans ce travail d'~tendre aux sSries de Dirichlet ~ exposants r~els les rd- 

sultats de E. BOREL, et ceux de G. P6LYA clans le cas off l'une de~ siflgularit~s 

composante3 est un p61e. Me limitant 's cette forme d'extension que l'on peut qua- 

lifier de type borelien, j'aborde l'5tude du cas difficile oh il existe des points <<com- 

pos~s,) qui coincident. Un tel problSme n'a pas 6t5 posS, pour les s4rie~ de Taylor, 

par les auteurs cites. 

J'~vite, dans les principaux r4sultats, toute hypoth~se restrictive explicite sur les 

suites d'exposants et de coefficients des sSries composantes et je ne me limite pas 

la consideration des singularit~s situ~es sur les axes d'holomorphie. 

Dans un autre travail, ~ paraltre prochainement, j'~tudie un type faberien de 

probl~me~ analogue.~ off l 'un de~ points singuliers composants e~t, non plus un pSle, 

mais un point essentiel. 

En terminant, qu'il me soit permis d'associer dans un mSme sentiment de re- 

connaissance, les noms de deux maitres de la pens~e mathSmatique contemporaine, 

MM. S. MANDELBROJT et G. P6LYA, aussi intimement que leurs oeuvres re~pectives 

sont unies tout  au long de ce travail. 

I o  

1. D~finitions et notations.  

Soient deux s~ries de Dirichlet ~ane -:an et ~bne-'"",  le:~ suite; {2,} et {/*n} 

croissant strictement vers l'infini, arc, o]v, o~A sont respectivement le3 abscisses de 

convergence simple, uniforme, absolue de la s~rie / ( s ) = ~ a n e  -8~'. Soit n o le plus 

petit entier tel que t,~ >21 et soit k un entier positif. L'expre~sion -(*) ~gale par ~t~ n , 

d~finition h: 
0 si l < n < n  o 

(/Un -- ~m)k arn si n>__n o 
]~m < l~ n 

est dite le n 1."" coefficient d'ordre k, par rapport ~ la suite {t~}, de la fonction/(s)  

d~finie par ~ a~e -~*n. En particulier, ~ (n-~m)kam, off la suite {/,n} est identique 
~ m < n  

la suite des entiers, e~t le n 16~e coefficient ~taylorien ~ d'ordre k de la fonction 

/(s). Nous appelons opSrateur HADAMARD-MANDELBROJT et le notons HM[/, ~lk] 

celui qui fait correspondre formellement la s~rie compos~e ~a~k~bne -~' '  au couple /4 n 

des deux s~ries composaate3 ~ane -'~'~, ~b~e-~l'~; la fonction, d~finie par le pro- 
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]ongement analytique, h partir  de son demi-plan de convergence, de la s6rie compos~e, 

est notre HM [] (s), cp (s) lk ]. 

Soit - c~ < a I < vo, et soit A un domaine I situ~ dans le demi-plan a >  al, ayant  

les caract~res suivants: 

A) A contient des points s tels que ~ / s=  a >  aft, 

B) I1 existe une fonction /(s) holomorphe dans A, ~gale h la somme de la 

s6rie ~ane -s~ pour sEA, a>afa. 

S'il existe un domaine A (ax) qui contient chaque domaine A a y a n t  les propri~t~s 

mentionn~es, par d~finition, la fonetion ](s) holomorphe dans A (al) et ~gale h la 

somme de la s~rie pour s E A (al), a >  afA, est dite (~ uniforme UM* dans le demi-plan 

a > a  x. L'enselnble form~ de tous les points du demi-plan a>_a 1 qui ne sont pas 

points de A (ax) sera repr~sent~ par S~' et appel~ (~ l'ensemble singulier de /(s)  par 

rapport  au demi-plan a>al~>. L'ensemble S~' est fermi. Les points de la droite 

a = ax appartiennent h S~'. Si a~ < a x, on a ~videmment A (O'1) C z~ (O*~). / (S) d6finie 

au moyen du prolongement analytique de la s~rie dans les domaines A (al) et A (a~), 

prend, h l'intersection de ces domaines, les m~mes valeurs, si elle e~t uniforme dans 

rensemble de ces domaines. Dire que [ ( s ) = ~ a , e  -'a" est ~r UM* dans le 

demi-plan signifie que: 

a) A (ax) existe, 

b) /(s) est holomorphe dans A (al), 

c) ](s) est donn~e pour, s e A  (al), a>afc,  par la somme de ~ a . e  -~a", 
d) ](s) ne peut ~tre prolong~e analytiquement jusqu'h un point de S~' sans 

qu'on puisse effectuer ce prolongement le long d'un chemin eoupant la droite 

O ' =  Ot 1. 

Comme dans tout  le cours de ce travail a~ sera choisi fixe, on note /)I et PI  res- 

pectivement les demi-plans a>ax et a>a  1. Dire que les seules singularit~s *pos- 

sibles~) 2 dans PI, d'une fonction ](s) ddfinie par une sdrie ~ a . e  -~a., arc,< 0% sont 

les points d 'un ensemble S fermi, signifie que dans tout  domaine A = {} (PIf l  S) et 

contenant des points du demi-plan a >  arc, 

a) /(s)  est holomorphe, 

b) / ( s ) = ~ a . e  -'a", si ~s=a>afc.  

1 Ensemble connexe de points  tous  int6rieurs. 
2 Les notions, * uniformit6 UM * et singularit6s * possibles *, peuvent 6videmment ~tre ~tendues 

des  fonct ions non repr~isentables en s6ries de Dirichlet. Nous utiliserons cette remarque ul- 
t6r ieurement .  
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Ces pr&autions de langage prennent route leur importance quand on constate qu'il 

peut exister des points cr E S~ ' et cependant tels qu'ils appartiennent non seulement 

au domaine d'existence de /(s), au sens de Weierstrass, mais aussi au compl~mentaire 

de S~" par rapport au dcmi-plan a >_ a~ si a~ <al .  Notons que la branche principale 

de ](s) est holomorphe dans [~S~ ~. *$7' est ~(l'en~emble singulier par rapport ~ P/* 

de cette branche. 

Apr& l'importante notion de (~l'uniformit~ UM~>, passons ~ celle non moins 

importante de <( l'ordre g~n~ralis60M ~>. Soit / (s) = ~ an e -~an <( uniforme UM * darts Pt. 

Posons S~'(e)= Uc(s, ~), s qS]',  oh c(s, e) est le cercle ouvert de centre s et de 

rayon e. Supposons par hypoth~se qu'il existe une constante non n~gative m ayant  

la propri&~ suivante: ~ chaque e > 0 il correspond une constante k (e, m, al) telle que, 

dans toute r~gion appartenant ~ C (PIn  8~' (e)), [/(s)[ < k (e, m, a~) ]t[~ si It[ est suf- 

fisamment grand. A chaque ~/>0 et ~ chaque ~ > 0, il correspondra une constante 

N ( e ,  ~/, a,) telle que [ / ( s ) I<N(e ,  ~, a~) It] "+n pour s ainsi choisi et It[ suffisamment 

grand. De plus, aucune quantitfi inf6rieure ~ v ne poss~dera cette propri&& Par 

d~finition, v e s t  (( l'ordre g~n~ralisfi OM ~> OU plus bri~vement (~ l'ordre OM~> de la fonc- 

tion /(s)  (( uniforme Ug* dans PI. 

Posons arH=borne a', /(s), holomorphe dans a >  a', et dSfinie par la somme de la 

s~rie ~.ane -~a" pour  a >  arc. C'est l'abscisse d'holomorphie au sens habituel. 

Posons ar~ (a~) =-borne a, s E S~'. o~ (a~) est par d~finition l'abscisse d'holomorphie 

de /(s) dans P:. II est ~vident que o~ (a~)= ar~ si a~ < arm et ar~ (at)= at si a~_> ate. 

Si E~ et E2 sont des ensembles de hombres complexes, par d6finition, l'ensemble 

(~ somme compos~e, des ensembles E x et E~ est l'ensemble form6 de tous les  nombres 

~+/~, oll ~r et ~EE~. 

S~'~ ~' repr&entant l'ensemble compos~ de s et S$', on dira qu'un point 
~I O'I X E(S~'U ~ ) est un point y* s'il est assujetti ~ la condition suivante: il existe un 

arc de Jordan @, sans point multiple, d'origine z o, !}t zo> a~ + a~, d'extr4mit4 y, dont 

t o u s l e s  points, ~ l'exception 4videmment de y, appartiennent au compl~mentaire par 

rapport ~ P (demi-plan a > max (0, o~ ((h))+ a~) de l'intersection de ( ~  U ~ ) et 

de P;  succinctement, on ~crira: 

et si ~ [Zo, 7) c ~s (P n 185 ~ u $ ~ , ) )  

alors 7 est un ?*. 
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(La notation ~ [zo, y) repr4sentant l'ensemble @ ferm6 au point z o et ouvert au 

point y.) 

2. Ces d4finitions ~tant pos~es, voici les th~or~mes fondamentaux que nous 

utiliserons. 

T h 6 o r ~ m e  A. Supposons que / (s)= ~ a~ e ~s~n, o:A < oo, soft (( uniforme UM~> et 

((d'ordre OM~) $gal d ~ clans le demi-plan P : ( a > a l )  et que q ~ ( s ) = ~ b , e  -s"n, a ~ < o o ,  

soft (( uni/orme UM ~ et (( d'ordre OM ~ dgal d /x dans le demi-plan P~ (a > (~2). Soit S~' 

l'ensemble singulier de /(s)  par rapport d P: et soft S$' celui de qJ (s) par rapport d 

P~. Si  k > v + / x ,  la s$rie ~ ( k ) l .  e-S~, a une abscisse de convergence absolue qui n'est [&Hit tzn 

pas sup~rieure d Max (a~, a:A + a~), la /onction HM [/(s), ~ (s) I k] est (( uni[orme UM*~ 

dans le demi-plan a > max [a:~ (al) , O] + a~, et les seules singularit~s ((~ossibles, de cette 

/onction dans ce demi-plan sont les points de l'ensemble ~ ~  U S$'. 

T h 6 o r b m e  B. Avec les m~mes hypotheses que dans le tMor~me precedent, s i s  = 0 

est un point rdgulier de /(s),  la /onction HM [/(s), q~ (s)]]c] est (~ uni]orme UM ~) dans le 

demi-plan a > a:x (al) + a~ et les seules singularitds (~ possibles ~, dans ce demi-plan, de 
J - k  

la /onction HM[[ (8), q~(s) l k ] - I ~  (s), ott I~ (s)= ~ ( -  1)~C~/(~-h (0) ~(h (s), sont les 

points de l'ensemble ,~'~~ 

Comme on le voit, le th~or~me B est une modification simple du th~or~me A. 

La remarque qui suit n'est pas inutile pour la comprehension du sens de la con- 

clusion de chacun de ces th~or~mes. CeUe de A signifie que la somme de la s~rie 

de Dirichlet a (k) ~ , , u , e - ' " "  peut ~tre prolong~e analytiquement, dans le demi-plan 

s > max (0, a~ (~)) + a~, le long de tout  arc de Jordan ~, sans point multiple, ayant  

pour origine un point s o du demi-plan ~ s > max (oY~ + a~, a~) et tel qne 

Dire qu'un point sz, ~ s ~ = a ~ >  max (0, o~(a~))+a~ est r~gulier pour la fonction 

HM [/(s), ~ (s) lk], c'est affirmer l'existence d'une telle courbe ~ dont le point s~ eat 

l'extr4mit~. 

Il n'entre pas dans l'objet de ce travail d'exposer en ddtail la d~monstration 

des th~or~mes A et B, mais, comme nous en utiliserons frfiquemment les mat~riaux, 

il est n4cessaire de fournir les explications indispensables h l'intelligence du texte. 

Nous renvoyons, h ce sujet, et pour toutes questions connexes, h l'ouvrage de 

S. MANDELBROJT, ((Dirichlet series, (The Rice Institute Pamphlet, 31 (1944)), d'oh 

proviennent certaines d~finitions et notations du w I, ainsi qu 'aux m4moires ori- 
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ginaux 1. Ces thdor~mes constituent une extension tr~s large aux sdries de Dirichlet 

gdndrales du cdl~bre thdor~me de J. HADAMARD 2. 
c+loo 

F ( k + I )  
On ddmontre que l'intdgrale 1 

ds 
2:~i ](s) q~(z-s) s ~ ,  oh c > m a x ( 0 ,  af~), 

C-- |oo  

ddfinit la m6me fonction de z que la sdrie ~ a  (k)h ~-~,'n On pave la bande a l < a < c  

c -- 0" 1 
avec des carrds de c6td e = - - ,  q cntier. Soit D 1 (el l'ensemble composd de tous 

q 

leu carrds qui ne contiennent dans leur fermeture ni un point de S]' ni le point 

s = 0 et qui ne sent pas contigus /~ de tels carrds, e est choisi suffisamment petit  

pour que t o u s l e s  carrds bordant la droite a=c appartiennent s D x(e). Ceci est 

possible en raison du choix de c. Soit D~'/(e) la plus grande rdgion appartenant  /t 

D,(e) et contenant les carr~s bordant la droite cr=c. Soit C~*/(e)la partie de la 

frontibre de D~f(e) qui ne eontient pas les points de a=c. On d&nontre que la 

fonction de z ddfinie par la sdrie est la m~me que celle ddfinie par l'intdgrale 

/ ' ( k +  l)  f ds 
2 ~ i / (s) ~ (z - s)  s~+~ �9 

C~f(e) 

Nous ne ferons pas usage d'une mani~re explicite du reste. 

II. 

du th~or~me A. Par ~ on repr6sente un en- 1. Considdrons la fonction /(s) 

semble ddfini comme suit: 

b) ~ cut h distance positive de son compldmentaire par rapport h S~', 

c) ~ ne contient pas ]e point origine. 

De b) et de la d6finition de S~' rdsulte qu'il e~t possible de trouver une courbe 

1 S. MANDELBP.OJT,  * Cont r ibu t ion  k la th6orie  d u  p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  des  sdries de Di- 

r ichlet  ,, Ac ta  Math . ,  55 (1929). - - ,  * Sur  la recherche  des  po in t s  s ingul iers  d ' u n e  sdrie de Dir ichle t  *, 
Bull .  Soc. Math .  France ,  57 (1929). D. V. WIDDER, * T h e  s ingular i t ies  of a func t ion  def ined  by  a 

Dir ichle t  series*,  Amer .  J o u r n a l  of Math . ,  1927. V. BERNSTEIN, Leqons  sur  les progr~s rdcents  de la 
thdorie  des  sdries de  Dirichlet ,  Par is ,  1933. S. BOCHNER, (( H a d a m a r d ' s  t h e o r e m  for Dir iehle t  series a, 
A nna l s  of Math . ,  41 (1940). H.  B. BRUNK, (CTheorems of compos i t ion  for Di r ich le t ' s  series~, D u k e  

m a t h .  Jou rna l ,  12 (1945). 
2 Au  su j e t  de ce thdor6me,  consul ter :  S. M),NDELaROJT, (~ Modern  Resea rches  on t he  s ingu la r i t i e s  

of func t ions  def ined  by Tay lor  series~, The  Rice I n s t i t u t e  P a m p h l e t ,  14 (1927). - -  P o u r  une  int6- 

r e s san te  gdndra l i sa t ion  de ce thdor~me,  consu l t e r  dga lemen t  W. J. T I t J I T Z I N S K Y ,  (I On compos i t ion  of 

s ingular i t ies* ,  T r a n s a c t i o n s  of t he  Amer .  Math .  Soc., 32 (1930). 
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rectifiable E, int4rieure & Pf, limitant un domaine D contenant des points s satis- 

faisant & ~ s = a > a r c ,  et telle que s 1 6 3 1 6 3  
s;~ 

L'ensemble s en vertu de sa d~finition et puisqu'il est singulier pour la branche 

principale de /(s) (la seule que l'on consid~re en raison de la faoon dont S~' est d4- 

fini), est un ensemble ferm& 

1 ( / ( z ) d z  
Posons L (s)= ~/ J z - s  ' s ~/9, l'int4grale 4rant prise dans le sens indirect 

C 

par rapport au domaine D limit4 par ~, et F ( s ) = / ( s ) - L ( s ) .  Tout point de ~ 
s;, 

est (~ singulier par rapport h Pt~) pour F (s), L (s) 4rant r4guli~re en tout point ex- 

t4rieur & D et tend vers 0 avec 1/]s[; tout  point de s est r4gulier pour F(s). 

Th6or~me  I. Dans les hypothJses relatives d /(s) et qo (s) du thdor~me A (ou B) 
et le choix de l'entier k> v +/~, joints aux hypotheses suivantes." 

a) o ~ s  
b) fl point isolJ de S$', p61e de q~ (s), 

c) y=os+fl  est un ?*, 
d) ), {~ (S$' 0 ~ ' ~ , ) ,  oh S'I~ ~ est l'ensemble compos4 de S~' et de S~ ~' (d~duit de 

S~ ~ par suppression du point fl), 

alors, y est singuIier pour la /onction H~ [] (s), ~0 (s)[k]. 

Pour e suffisamment petit, la partie de C~ f (e), correspondant h l'ensemble s 

que l'on note c* (s e), est disjointe de C c* (s e). On a C~f(e)=c * (s e)0 C~ r (e). 
* f  

c I (0 

En choisis~ant z int~rieur au demi-plan �9 z > os4 + a~ + 2 e, on peut 4crire l~gitimement: 

( i) 

f ds f ds / (s) ~ (z - s) ~ = F (s) ~ (z - s) s ~  + 

+ f ds f ds L (s) ~ ( z -  s) ~ + P (s) ~ (z - s) s-T~, 
* f c*(~.,  e) 

C 1 (e) 

oh les fonctions / (s), ~0 (s) et l'entier k satisfont aux seules conditions du th~or~me A. La 

mdthode que nous utilisons consiste & 4tudier la premiere int~grale du second membre 

l'aide du th4or~me A, la seconde & l'aide d'une m~thode analogue & celle permettant les 
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g~n~ralisations dries h J. SOULA 1, et V. BERNSTEIN 2 d'un th~or~me de G. P d L Y A  3, la troisi~me 

en utilisant les seules notions d'int~grale de CAUCHY et de prolongement analytique. 

a. F (s) admet, par rapport ~ PI, l'ensemble singulier S~. ~ = C ~. Elle est ((uni- 

forme UM>> et (( d'ordre OM >) ~gal ~ v dans Ps. L'~tude des singularit~s (, possibles>> 

de la fonction d~finie par ]a premiere intt~grale n'exigeant nullement que F (s) soit 

representable, dans un certain demi-plan, par une s4rie de Diriehlet, les conclusions 

du th~or~me A (ou B) sont donc valables avec le choix k >  v+/~. Pour fixer les id~e~, 

utilisons le th~or~me A; appelant J~ (z) la fonction h ~tudier, ses singularit~s ((pos- 

sibles >> dans ]e demi-plan a > max (0, a F (al)) + a2 sont les points de l'ensemble 

~.~g'OS$'. Or la fermeture de l'ensemble compos~ des ensembles S~ "" et ~ ~ ap- 

partient s ~ ~  En vertu de (d), eo+fl ne peut appartenir ~ la fermeture de 

l'ensemble compos~ de S~ "* et {J ~. En outre, i[ ne peut appartenir ~ la fermeture 

de l'ensemble compos~ de Sg' et [J ~,  sinon, eu ~gard h (d), il devrait exister ~r C 

tel que ~+fl~-(o+fl ,  c'est-h-dire :r = w, ou bien une suite {~r162 [~ ~ telle que 

lim a~= m, ce qui est contraire h la d~finition de ~. Enfin, ~ = ~o +fl  est un 7*; il 

existe donc un arc de Jordan ~, sans point multiple, d'origine z o (~ z 0 > af~ + a~ + 2 e), 

d'extr~mit~ ~ dont t ous l e s  points, sauf ~, sont intSrieurs ~ C (P fl (S$' U ~ ' ) ) ;  par 

consequent, t ous l e s  points de ~ sont int~rieurs ~ [J (P~ fl (S$' U ~ ' ) ) ,  off P~ est le 
P~ 

demi-plan a >  max (0, a~ (a~))+ a~, et ~, e~t point r~gulier de J~ (z). 

b. L'hypoth~se (b) implique ~ f l >  a2 (les points de a= as ne sont ~ividemment 

pas des singularit4s ponctuelles (( par rapport ~ P~>~ pour ~ (s)) et, en raison de la 

d4finition de S$', il existe un domaiue contenant des points s, a > a~, ~ l'int~rieur 

duquel fl est la eeule singularit~ de ~ (s) obtenue par prolongement dans P~ de la 

somme de la s~rie ~.b ,e  -s~'n. 

M Bm 
Soit ~ ( s ) =  ~ ( - 1 )  ~ - + q o ( s ) ,  qo(S) fitant r~guli~re au point fl, la re- m- ,  ( s - p )  m 

presentation de ~ (s) dans ce domaine au voisinage du point ft. 

Posons S = (S~' t] ~%~ fl P,  P d~fini par a _  max (0, oY~) + a~, 

.e=CS. 

1 , Sur los fonct ions  d~finies par  des s~ries de Dirichlet  ~. Journa l  do math . ,  4 (1925). 
s Voir la no te  p. 222. 
s , Un te r suchungen  i iber Liicken und  Singulari t~ten yon Po tenzre ihea  9, Math.  Zeit . ,  29 (1929). 
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Lea ensembles P, (Sg' IJ ~ o , ) ,  et par consdquent S sont fermds. Considdrons d u n  

domaine bornd contenant ~ son intdrieur des points du demi-plan a > max (a~, a r +~ a~) 

et tel que A ~ E ,  A f l S = ~ .  Alors pour seC~ t(e), z~A et e suffisamment petit, 

z -  s eat intdrieur ~ ~ S~'. Par consdquent z -  s est rdgulier pour ~ (~) et on peut 6crime 

~(z-s)= ~ (-1)mB~ 
m.~ ( z -  s -  8 ) "  + ~o (z - s); 

d'ofi 

L(s) qJ(z-S) si ~ = ~ Bm s l+k[s- (z -8)]  m + L(s)rpo(Z_S) ds . * S l+k  m-1  
C 1 f(~) C~ "'(e) C~ ~) 

z - 8  est intdrieur au compldmentaire par rapport ~ P '  (a_> max (0, asH)+ a 2 - ~ 8 )  de 

l'intersection de $I' et P ' .  On peut faire en sorte que ~ (S~ ~ fl P ' )  c ~ S~'. I1 suffit 

de choisir a2 suffisamment voisin de 9~ 8 de fagon que max (0, arH) - a x > 9~ 8 -  a2. 

Ceci e~t toujours possible et ne diminue pas la gdndralitd de la ddmonstration. 

II en rdsulte 

/ 
C~ f (e) 

U s  / i  <z - 8 )  / (m-1)  _§ 
L ( s ) ~ ( z - S )  s- ~ = - 2 ~ i  ~ Bm 

c+ioo 

+ ~ B~ s~+~[s_(z_8)]m + L(s)~o(z-s) ds m-1 . 81+4 
c-~Qr * f  

C 1 (s) 

c dtant choisi suffisamment loin sur le demi-plan rdel positif de fagon ~ satisfaire 

la condition c > max (0, arm borne ~ (z -  fl)), z E A. La seconde fonction est holo- 

morphe pour ~R z < c + 9~ ft. La droite 9l z = c + ~ fl est d'ailleurs une coupure pour 

cette fonction mais qui peut 6tre rejetde arbitrairement loin ~ droite. Le thdor~me A 

s'applique ~ la troisi~me fonction et, eu dgard aux conditions (c), (d), on ddduit que 

oJ +fl  est rdgulier pour cette fonction; il est atteint dans le prolongement analytique 

de cette fonction le long du m~me arc ~ que ci-dessus. 

L'6galitd prdc6dente peut 6tre considdrde comme une dquation diffdrentielle lind- 

aire, ~ coefficients constants, non homog~ne, satisfaite par la solution L (z - 8) / (z - 8) x+k. 

Si la fonction J2 (z) ddfinie par l'intdgrale du premier membre est holomorphe au 

point ro + fl, alors, en raison des propridtds bien connues des dquations diffdrentielles 

du type ici considdrd et des propridtds de rdgularit~ des deux fonctions du membre 

droit, la solution L ( z - 8 ) / ( z -  fl)x+~ est rdguli~re en ce point, rdsultat contradictoire 

avec l'hypoth~se to ( r  0) e 2, singulier pour L (s). Par consdquent, to + 8 est singulier 



226 Maurice Blambert. 

pour f12 (Z). Pour les m6mes raisons, tout point de l'arc ~, h l'exception 6videmment 

de to+fl,  est r6gulier pour J2 (z). 

e. F (s) est holomorphe h l'int6rieur et sur le contour du domaine (ou des do- 

maines) limit6 par e* (~, ~), e suffisamment petit. Si z E A et s E C~ r (~), e suffisamment 

petit, alors ( z - s ) E  {]S~ ~ et par consfquent ~ ( z - s )  consid6rfe comme fonction de s 
P~0 

est holomorphe lorsque s d6crit c* (~, e) ou est int6rieur au domaine (ou aux do- 

maines) limit6 par c* (~, e). La fonction J3 (z) d6finie par la troisi~me int6grale du 

second membre de (1) est identiquement nulle. 

La r6union de r6sultats 6tablit le th6or~me. 

Th~ori~me II.  Dans les hypotheses relatives d /(s) et 9 (s) du thdor~me A (ou B) 

et le choix de l'entier k> v+/~, si: 

a) to(#  O) est point isold de S?', p6Ie de /(s), 

b) flES$', 
c) ) ,=o~+fl  est un ),*, 

d) ~,~(S$'0~$1~') ,  o~ 3~$1"' est l'ensemble composd de ~ '  et S'I" (ddduit de 

~S~ ~ par suppression du point co), 

alors, le point 7 est singulier pour la /onction HM [] (S), ~ (s) lk]. 

Pour , suffisamment petit, la partie de C~f(e) correspondant art point to, que 

l'on note c* (oJ, e), est disjointe de C c* (m, e). Choisissons z tel que ~1 z > a~ 4- a~ + 2 e. 
*f  C 1 (e) 

'~ A+ la partie principale de ] (s) au pSle co, et Soit c > max (0, aln). Posons [~, (s)= ~-1 ~ ( s -  to)" 

Si  '+~ Di 
s '+'~ ( s .  co)' , .~ 

Le choix ci-dessus de z e t e  permet d'~crire 

(:) 

f / (s)q~(z 's)  ds f ds st+,, - /~  (s) q~ (z - s) ~ + 
*f * f  

C 1 (*) C 1 (e) 

f d+ f + F(s )q~( z - s ) s - i~  + 
C*f~, S) C* 1 F (e ) 

d s  
F (s) ~ (z - s) - s ~ ,  

o~ F (s) = / (s) - / +  (s), CV (e) = e* (co, ~) u C~ ~ (~). 
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La premi~:e intdgrale du second membre, Jx (z), s'dcrit en raison de la convergence 

absolue de la sdrie pour le choix de z, et la ldgitimitd de la permutation des signes 

5 et j', 
C+too 
/ a  

Jl(Z)=~bv e-~'" ~ /o~(s) e~', d s_ 
81+ k 

t Y  

c-loo 

d'ol:l, par application de l'intSgrale t tadamard-Perron, et apr~s un calcul facile, 

(II) 

.~-~ 1~ q~(~)(z- to ) g~(z)=2~i ~ (-_ ,  ~ _ ~  
v-O j ~ r + l  

l + k  

+ 2 ~ i  ~ ( - 1 )  ~ - ~ - ~ ( z )  '~' 
r - 1  / ~ ( r )  J -1  ~ A~D{, 

les coefficients B~+I, D~ ddpendant de r, j, to, k. 

a. D'apr~s (c) et (d), on a y e  C S~. Par consdquent, y est r6gulier pour la 
P~ 

seconde fonction de (II). Mais ~, e:;t singulier pour la premiere fonction de (II) en 

veitu de (c) et des propridt~s des dquations diffdrentielles du type lin6aire ~ coefficients 

constants. En outre, cette fonction ne peut disparaltre, c'est-~-dile qu'il n'existe, 

dans nos hypotheses, aucune fonction /(s), ni aucun entier k>  v+bt, tels que les ~[ 

coefficients, ~ AjB{+1, r - 0 ,  l, 2 . . . . .  ~[--l ,  soient tous nuls. Sinon ceei exigerait, 
J - r + l  

comme le montre une application t r ~  simple de.~ propridtds dldmcntaires des ddter- 

minants, qu'il existe all moins un entier j tel que B~=0. Mais oll constate facile- 

I 
meat que B~ = -~-~, 1 _< j _< ,~t'. 

to 

est singulier pour J1 (z). 

b. On constate que pour le choix de z, la fonction de z d6finie par la seconde 

int6grale de (I) est identiquement nulle. 

e. F (s) admet, par rapport ~ PI, l'easemble singulier S~ = S; ~ Elle est, comme 

[ (s), (~ uniforme Uu~ et d'ordre OM 6gal ~ v darts PI. L'6tude des singularit6s <~pos- 

sibles~) de la fonction ddfinie par la troisi~me intdgrale de (1) n'exige nullement que 

F(s)  soit reprdsentable, dans un certain demi-plan, par une s~rie de Dirichlet; les 

conclusions du thdor~me A (ou B) relatives aux singularit~s sont done valables avee 

le choix k > v + / x .  Pour fixer les iddes, utilisons le th~orbme A; appelant Js(z) la 

fonction h ~tudier, ses singularitds (( possibles )) dans le demi-plan a > max (0, a~ (al)) + a~ 

sont les points de l'ensemble 8~'U ~$~"'. Eu dgard h (c) et (d), le point y est 

rdgulier pour Ja (z). 
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Rgunissons les r4sultats: il existe un arc de Jordan ~, sans point multiple, 

d'origine z 0 (~ z 0 > ar~ + a~ + 2 e), d'extr~mitd 7, dont t ous l e s  points, h l'exception de 

7, sont int4rieurs ~ [~ (P fl (S$ ~ 0 ~7;~ et r~guliers pour J ,  (z) et J3 (z) d4finies par 

prolongement analytique Ie long de cet arc. 

Le point 7 singulier pour J1 (z) et r~gulier pour Js (z) est singulier pour 

H~ [/(~), ~ (s)] ~]. 
Lorsque s=O est p61e de ](s), le th4or~me I s'4nonce: 

Th6ori~me (II.2). Dans les hypotheses relatives d / (s), ~ (s), k du th$or~me I, si 

a) l'origine est p4le de /(s), isold dans S~', 

b) fl e Sg' est un fl', 
c) fl~'~$~o', /ermeture de l'ensemble composd de S$' et S't ~' (ddduit de S~' par 

sul~pression de l'orioine) 

t 3 est singulier ~our la /onction H~  [] (s), q~ (s)] It]. 

La d4monstration utilise, avec les m~mes pr4cautions dans ]e choix de e et z, 

l'dgalitd: 

1 f ds  
2 ~ i / q~ -~7~ = ~ /o~-~+ ( (o) (z) § 

d-O c~r(.) c~ I(6) 
(in) 

C'iP (e) 

o~ /o (s) e~t la partie principale de / (s) ~ l'origine, F (s) = / (s) -/o (s). II suffit de 

constater que 6',~ ! (e)--C~ ~ (e). 

fl est singulier pour la premiere fonction du second membre et r6gulier (en vertu 

du th. B e t  c)), pour la seconds fonction. La r~union des r6sultats, eu ~ k r d  ~ b), 

4tablit le th4or%me. 

2. On sait que G. P6LYA a 4nonc4 que: si :r est un p61e de / ( z ) = ~ a n z "  

et le seul point singulier situ~ sur le cercle de convergence de la s~rie, et si fl 

est un point singulier quelconque de 9~ (z)= ~ b, z" situ4 sur le cercle de con- 

vergence de cette s~rie, alors ~6 est singulier pour h (z)= ~ a, b, z". (Lorsque 

est une singularit~ plus eompliqu4e, la conclusion subsiste pour fl convenablement 

pr4cis4. Comme nous nous limitons ici ~ des propri~t~s de type borelien nous ne 

nous 4tendrons pas davantage sur ce sujet, renvoyant le lecteur au beau m~moire* 

1 G. P6LYA, r U n t e r s u c h u n g e n  fiber Lt leken  u n d  Singular i t&ten y o n  P o t e n z r e i h e n  ,, A n n a l s  of 
Math. ,  34 (1933). - -  Ce m/Lmoire fair su i t e  ( e t e n  ut i l i se  cer ta ins  m a t 6 r i a u x )  au  c~l~bre m6moi r e  de  

m ~ m e  t i t re ,  Math .  Zeit . ,  29 (1929)j p. 549. 
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de cet auteur.) Ce r~sultat eontient ~videmment un r~sultat ~l~mentaire primitif de 

]~. BOREL qui suppose fl pSle. Il est manifeste que les th~or~mes ant~rieurs g~n~- 

ralisent largement ce r~sultat de type borelien. Cependant lorsque /(s) et ~0 (s)sont,  

ce que S. MASDmLBROJT a appel~ den s4ries de Taylor-D, c'est-h-dire lorsque les 

suites {An} et {/~} sont identiques ~ la suite des entiers positifs, les th~or~mes ant4- 

rieurs ne sont plus applicables. En raison de la p4riodicit4 de la r~partition des 

singularit~s, ~ tout point :r :r163 flESg', correspond l'ensemble des couples 

:r162 f l '=[3-2z~ni ,  n=O, _+l, __+2 . . . . .  Or, l'hypoth~se (d) des th~or~mes 

I et II  ~limine pr~cis~ment la possibilit~ d'existence de tels couples. 

Cette remarque ne constitue pas une critique majeure du point de vue consistant 

consid~rer les thdor~mes ant~rieurs comme une g~n~ralisation du r~sultat rappel~ 

de BOICEL-PSLYA. En effet, il suffit d'une modification tr~s naturelle de la condi- 

tion (d), modification qui tient compte du caract~re de p4riodicit~ des fonctions ] (s), 

~0 (s), pour retrouver, avec le langage de~ s~ries de Taylor-D, le r~sultat de BOEEL- 

P6~VA sous une forme un peu plus g4n~rale. 

Four satisfaire h l'unit~ de l'expos~ on introduit quelques precautions de langage: 

Soient ~ complexe et ~ r  la pattie imaginaire de a. J 'appelle << r~sidu minimum 

posit if ,  de ~ ~, module 2 ze, le plus petit nombre r positif (ou nul) satisfaisant h une 

~galit~ de la forme ~:r  p entier, et je le note (~r162 ~ ( ~ a ) o  (mod. 2z~). 

J 'appelle << affixe r~duite ~> d'un point d'affixe ~r et je la note %, le notable com- 

plexe ~o = if{ or + i (~ r162 

Par T j e  d~signe l'ensemble des points s = a + i t ,  0 _ < t < 2 n .  B?' eat d~fini par 

l'~galit~ B~' = T fl S~', et B~' = T fl ~ ' .  

Le th4or~me suivant, dont la d4monstration plus d~licate utilise les m~mes m~- 

thode8 que les th~or~mes ant~rieurs, l~gitime notre point de vue. 

Th4or&me III .  Dans les hypotheses: 

a) /(s) et q~ (s) sont des s$ries de Taylor-D, 

b) ?=~o+fl  est un ?*, 

c) il n'existe aucun point de l'ensemble - '~ Bf  ~ ~ tl B$' dont (< l'a//ixe reduite ~> soit 

d#ale d <~ l'a//ixe rdduite,> du point d'a//ixe co + [3, 
o~: 

tous l e s  points o~+fl+2zeni,  n=O, __1, + 2 , . . . ,  

HM [] (s), ~o (s) I k], k entier >_ 1. 
15--533805. Ac~a Mathematica. 89. Irnprim6 1o 6 so~t 1953. 

fl e S$', 

o~ (eoe~ O) isol$ dans S~' est p6le de /(s), 

B'I~ 1~ est l'ensemble compos$ de B$' et B'f ~ (ddduit de B~ ~ par suppression de coo) , 

sont singuliers pour la ]onction 
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T h 6 o r b m e  III .2.  L'assert ion du thdor~me I I I  reste vraie si o~o= 0 d condition 

de remplacer l'ttypoth~se (c) par:  

(c') il n 'existe aucun  point  de - '  . . . .  ~ ' " B}  ~ dont ( l a / / ,xe  r~duite ~) soit dgale d rio, (~ a/- 

/ ixe  r~duite)) de fl, (B'~ ~ ddduit de B~ ~ par  suppress ion du  point  origine). 

Nous ne d6montrons pas ces thdor~mes, la dSmonstration de leurs analogues de 

type faberien devant parai~re prochaine dans un autre p6riodique. 

III.  

Au chapitre ]I,  on a fait un usage syst~matique de~ propri~t~s ~l~mentaires des 

~quations diffdrentielles lin~aires, non homog~nes, h coefficients constants, d'ordre fini. 

Le passage du type borelien au type faberien de probl~mes aboutit  '~ l 'intro- 

duction d'~quations diffSientielles d 'un type dont l'~tude est plus d41icate et moins 

avanc6e, celui des 6quations diff6rentielles lin~ailes non homog~nes, "~ coefficients 

constants, d'ordre infini. C'est ls que r~side la difficult6 du sujet traitd lorsque 

l'on maintient une hypothSse de l'e~p~ce (d) des th6or~me~ I e t  I[. Les th4or~mes 

de composition que l'on e.~t en mesu~e d'~noncer avec les mdthodes introduites ci- 

dessus, sont tributaire~ de l'~tat d 'avancement de cette th~orie. 

Si l'on ~largit cette hypoth~e  dans le sens de l'existence, correspondant au point 

Y = % +  flo ~tudi~, d 'un nombrc, par exemple fini, N, de couples ar E S~ ~, fl~ E,~;~', tels 

que y = a~ + fl~, n = 1, 2 . . . . .  N ,  h l'exclusion de tout  autre couple, les m~mes m6- 

thode.~ introduisent la consid6ration d'~quations diff6~entielle.~ aux diffdrences. C'est 

un probl~me de cette e~p~ce, que l 'on ~e propo~ce 4'~tudier dans ce chapitre ~, l 'aide 

d'une m~thode qui utilise les propri6t~s 616mentaires des ddterminants d'ordre fini 

et un rSaultat (~noncd sans ddmonstration, 's l 'exception de br~ves indications, par 

G. P6LYA ~ et dfivelopp~ par E. SCHWENGELER, 2) relatif h la distribution de3 z~ros de 

polynomes exi)onentiels g6n6ralis6s dont  le~ coefficients sont des polynomes alg6brique.~. 

On 6nonce le r6sultat de P6LYA-ScHWENGELER SOUS forme de lemme. Quelques nota- 

tions pr~liminaires siml)lifieront son ~nonc6. En outre, comme h ma connaissance, 

la th~..:e de E. SCI'IWENGELER, darts laquelle figure cette propri4t~ n'a pas fait l 'objet 

d'une publication dans un p~riodique, il n'e~t pas inutile, je crois, de donner la d6- 

monstration de ce lemme; celui-ci (~tant un cas particulier et 61~mentaire de la 

1 G. P6LYA, (~Geometrisches iiber die Verteilung der  NullsteUen gewisser ganzer t ranszendenter  
Funktionen~), Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der  Wissenschaften. Math.-phys. Klasse.  

Miinchen, 1920. 
2 E. SCHW~-Na~L~, (~ Geometrisches fiber die Verteilung der Nullstellen spezieller ganzer  Funk-  

tionen.*) (Dissertation, Ziirich, 1925). 
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thdorie des  zdros des fonctions entibres, on conservera  ~ sa d~monst ra t ion  un caract~re 

vo lon ta i rement  dLdmentaire. 
t = r r t  

Posons zt(z) = ~ Pt (z)e ~~ off les Pt (z) sont  des polynomes  et  les ~r sont des 
t - 1  

constantes  complexes  distinctes. Consi(tdrons le plus pe t i t  polygone convexe con tenan t  

dans sa fe rmeture  les points  d 'af f ixe  cr ~2 . . . . .  :c~ du plan de la var iable  z. Soit 

ce polygone e t  soient ~,,,r162 . . . .  , u ~  ~es sommets ,  n~<_m,i=l ,  2 . . . .  , ;  il se 
r p t 

peut  que v<m.  Ordonnons ces v sommet s  de sorte que, les appe lan t  ~r :r . . . .  a, ,  

on les rencont re  successivement  dans  l 'ordre  nature l  des indices quand  on tourne 

dans le sens positif  par  r appor t  au polygone.  :c~ est  choisi a rb i t r a i r ement  pa rmi  les 

ar pour  prdciser ce choix, on peu t  prendre  par  exemp]e r tel que ~ l c r  

J >  1. Considdrons ~ ,  le polygone image du polygone ~ ,  par  r appor t  ~ l ' axe  rdel. 
_ !  ~ i  _ t  

Ses sommets  sont  :cl, ~2, �9 . .  ~r Considdrons les rayons  issus de l 'origine e t  engendrds 
_ l  _ i  _ t  _ !  _v  _ !  _ r  ! 

par les points iQ(:c~-=~), i~(=3-:c=) . . . .  i~(=, -=,_1) ,  i~ (=1-~ , ) ,  ~>_0. 

Avcc ccs rayons pour axes de symdtric, construisons les secteurs de sommet 

=0  et d'ouverture 2e, ~>0. Chacun d'eux constitue un ensemble fermd. On sup- 

pose ~ choisi de sorte que deux quclconques de ces sccteurs n 'a ien t  aucun  point  

commun,  ~ dis tance finie, h l ' except ion de l 'origine. Notons  S a l e  secteur  con tenan t  

le point  i ($~+~-$~) ,  2 =  1, 2 . . . . .  v - l ,  et  S, celui con tenan t  le point  i ( ~ - ~ : ) .  

Notons  S~ le secteur de s o m m e t  z = 0, limitd par  des rayons  fronti~res des secteurs 
�9 _ ~  t 

Sa et  S~+~, e t  ne con tenan t  aucun  des points  ~( : r  ~ t = l ,  2 , . . . ,  v - l ,  ni 

( ~ t - ~ ) ;  S~ est  le secteur  limitd par  de~ rayons  fronti~res de S, e t  S~, e t  ne con- 

tenant aucun des points i (=~+~- =~), ni ~ (:c~- =,), ~ = l, 2 . . . . .  ~ - I .  

On ach~ve de caractdriser les ensembles  S~ en les assuje t t i ssant  h ne contenir  

aucun  de leurs points  fronti~res situds h dis tance finie, h l 'cxclusion du sommet .  
t 

Donc pour  z # 0, Iz I < c~, si z e S~ alors z ~ S~,, rdc iproquement  si z fi 8x alors z ~ S, ;  

2, tt p renant  inddpendamment  l 'un  de l ' au t re  len valeurs  l ,  2 , . . . ,  v. 

L e m m e .  l l  n'existe qu'un nombre /ini de z~ros de la /onction ~(s)  hors des 

secteurs St, S~ . . . .  S,, aussi petit que soit ~ > O. 

r s 

Posons arg (~i§ - :r = 0h, 2 = 1, 2 . . . . .  v - l ,  et  arg  (~r - r162 = 0~, oh 0 _< 01 < 2 z~ 

ct oh 0h est  le plus pe t i t  des a rgumen t s  de ~ i+ i - r162  supdrieur ~ 0a-l, 2 = 2  . . . .  , 

v - l ;  0, d tant  le plus pet i t  des a rgumen t s  de : c~ -~ :  supdrieur h 0~-1. On prend 

~r arg - '  - 0h, 2 = - l ,  2,. .  ~ - l ,  arg(~r arg (~a+l-' - - '  - 0r, i (r162 - :ca)-' = 2ze ., _, , 
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�9 _ i  _ i  ~ t 
arg * ( ~ t - * r  Consid6rons Sa~ 2o ehoisi arbitrairement, mais fixe, parmi 

les v premiere entiers. Je dis que ee secteur ne renferme qu'un nombre fini, au plus, 

de z6ros de z~ (z). Soil e (0, 9) un eerele renfermant la totalit6 des z6ros des poly- 

nomes Pt (z), et soit zE ~ (S~0rl5(0, p)). ~r est un des *(t, par exemple ~t,; on a: 
60 

m 
(z) 1+ X Pt(z)  e(Qt_~.ao+p ~ 

P,o , , * , 0 , - ,  

Dans le domaine pr6eis6, eette fonetion est 6videmment holomorphe, quel que 

soit le ehoix de 2 0 fair ei-dessus. On volt faeilement que pour t#to,  l'6galit6 

arg (~t - 0r = 0ao+X + ~t ~, 0_< ~t < 1, est l~gitime. 

D'ofi 

+e_< -~ + e + ~ t z t <  arg {(txt-- ot,~o+l) z} < ~ + 0),o+1 - -  O ) . . - - e + ~ t  ~'/~__~ ~ --e 

et 

lim ~. Pt(Z) e(Q,-*'ao+P'=O. 
t , , - -  Pro (z) t ( 4 : t o ) - I  

Ainsi dans le domains ci-dessus, z~(z) a la forms Pt~ (z)ea'~o +lz (1 +~/(z)), ~ (z )y  ~tant 

holomorphe et lim ~/(z)=0. Le lemme est d6s lore 6vident. 
I z l - o r  

Th6orbmo IV. Dane lee hypotheses relatives d ] (s) et ~o (s) du theorems A, jointes 

aux suivantes: 

a) ~n ( # 0), n = 0, 1, 2 . . . .  N, points isol~s de S~', sont des p6les de ] (s) ne vdri- 

/iant aucune relation de la /orme P (%, 0q, " . . . ,  0t~)= 0, or P est un polynome 

d coej/icients entiere, par rapport aux arguments r162 

b) ~otn#0, ~{Ot.#~Otn,, n#n', 
c) il exists fin e S$' tels qu, r = %  + flo=Ce,+ fin, n =  1, 2, . . .  N, soit un y*, 

,~,o, est l'ensemble compos~ des ensembles 85' et S'I ~' d) yr ), ot, S;$ '~ 

(d~duit de S~ t par suppression des N +  1 points 0t,), 

il existe un entier ko /ini (d~pendant du choix de ] (s) et ~ (s)) tel que le point ~, est slngulier 

pour chaque ]onction H~  [i (s), ~ (s)[k], k entier >_ k o. 

On exposera bri~vement les parties de la d6monstration qui no pr6sentent pas 

de nouveaut6. 

~" AJ' 
Posons: ]~n (s)= j-xX (s--~r j la partie principals de [ (s) au p6le xn d'ordre ~ , ,  
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N 

i~ (s) = Y / o .  (s), i~ (s) = / ( s ) -  F (s). 
r$--O 

Soient c>  max (0, ata), z E A, A 6tant un domaine born6 tel que, pour z quelconque 

dans ce domaine, on ait ~ z > c + a~a + 2 e, e > 0. Soit e choisi suffisamment petit de 

sorte que, appellant c* (r162 e) la partie de C~ t (e) correspondant au pSle ~., on ait: 

c*(0~,,e) fi C c* (~,, e) = 4, n = 0 ,  1 , 2 , . . . , N .  
*I  

C 1 (~) 

I1 r~sulte de ce choix, compte tenu des remarques faites au th~or~me I I  sur les 

fonctions de l'~galit6 (I) que, pour z E A, on a: 

f f f 81+k �9 
n-O 

La d~monstration du th~or~me I I n e  n~cessitait pas d'expliciter le calcul des coefficients 

B~s, D~ de l'6galit6 (II); il e~t utile, pour ce qui suit, de combler cette lacune. Un 

caleul facile montre que 

1 I 
( -  1) '+j s ' + ~ ( s - ~ . ) '  ,_~ 

k l + k  c k - t + l  

~k+~-j+l d '  
1-1 

oll les k C~-j+I Ck+l-j, k+~-j sont des coefficients 'binomiaux. Posons 

q~. (z) F ( k +  1) f ds 2•i ]~.(s)q~(z-s)~, zEA. 
*f  

C 1 (0 

Se rapportant h la d~monstration du th~or~me II et aux expressions ci-dessus des con- 

stantes B~, D~, on a: 

~.-xq~(~>(z_~ ) ~ 1)y_lA~ C k 
r  (z)= r ( k +  1) .-oE F( r  + 1) ,-,+.Y'(- ~+~+'-'-'j-, 

~ ~ (0 "~ ''~-~ l,~J,~lJ U k +  J - r - 1  
+ F ( k + l ) , . o ( - 1 ) ' F ( r + l ) , . x  ~ ( - "  ~ ' 

k entier > v +/~. 

$~n C k  
Posons y~'(k)=F(k+ l) ~ ( -  1) j -IA7 k+]-V--1 

~.~+ J - r  
J - r + l  
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On sait (thdor~me II) que ]es St~ coefficients, y~ (k), r = 0, 1, 2 . . . .  $~ - 1, corres- 

pondants h u n  mSme indice n, ne peuvent ~tre simultandment nuls. En vertu de 

(c) et (d), le point y est rdgulier pour la seconde fonction du membre droit reprdsen- 

tant  r  (z). La condition (b) entralne que la fonction ~ (z) ne peut ~tre solution de 
N 

l 'dquation fonctionnelle ~. r  (z)= 0, ni de l'dquation fonctionnelle 
~affi0 

N 

(~ I ~ ) -  ~ r (z) = 0, 
r$ffi0 

off on pose 

, ~ ~(~)(z - or 
~ (~)= ,_o ~ - 7 ~  ~' (k). 

Cette assertion constitue un point important de ]a ddmonstration. Le raisonnement 

qui la justifie est expos6 en ddtail dans un passage de la ddmonstration qui suit off 

l'on dtudie une dquatien fonctionnelle de mgme e~pgce que celles ci-dessus. 

Je dis qu'il existe un cntier k0 tel que pour chaque entier k 2  ko, chaque fonc- 

tion W(zlk ) admet ~ pour point singulier. En effet, sinon, quel que soit l 'entier 
N 

choisi fixe k '>  u +/~, on pout toujours trouver No( = ~ ~n) entiers, k I < k~ < ... < kNo, 
n - 0  

k l > k ' ,  pour lesquels les N O fonctions ~p(zlk~ ) assocides aux entiers ki sont rdguli~res 

au point ~. 

Supposons ce choix fait et considdron% associd h l'ensemble fini de ce~ N O 

fonctions: 

. ~1  ~(r~ (z - So) .~,-1 ~(,~ (z - ~1) .%-i ~(~ (z - ~ )  
~~ r-o F ( r + l )  Y~ ,-~o / ~ - + I ) Y ~ ( l " ) - ~  . . . . .  ~-,~-o / ' ( r ~ U  ~'U(k,}, 

i = 1, 2 . . . . .  N o, 

le ddterminant D(k~, k 2 . . . .  kN~ = II~ 7 (k,)[[, oh r~" (k,) e~t le terme du tableau situd 
n - 1  

au croisement de la i ~m€ ligne et de la colonne de rang r +  1 + ~ ~p. 
p - 0  

On ne se propose pas l 'dtude directe de la valeur du ddterminant. Deux cas 

sont donc, (~a priori~), possibles: 

D(kl  . . . .  , kNo)~O, alors les fonctions ~ (z--cr n=O, 1, 2 . . . .  , N, peuvent s'ex- 

primer linbairement h l'aide de~ fonctions ~)(z]]cf), i=  1, 2 . . . .  , N o, ct le point ~ serait 

rdgulier pour chacune d'elle~. Ce cat est ~, rejeter. 

D (k 1 . . . .  , k~0) = 0; soit h, 1 < h _< N 0 -  1, rordre du d~terminant principal extrait  

du table.~u II~' (k,)ll. Si on consid~re le syst~me des formes 
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N , t i n -  1 

2 XT~,~ (k,), i =  1, 2 . . . .  , No, 
r t ~ 0  r ~ 0  

235 

off les variabIe3 sont lez X~, on sait qu'il existe h forme3 inddpendante~ et que Ie3 

autres forme~ du syst~me ,~'expriment lin6airement en fonction de celles-ci. 

(Pour 6viter l'introduction d 'un nouvelu symbole, il n 'y a aucun inconvenient 

conserver la notation ~p(z I/c,) pour le3 forme3 ci-dexsus). I1 existe donc au moins, 

parmi les ~(z[k,), une forme, soit ~o (z[k~~ cette forme, et des entiers i~, i, . . . . .  ia ,  

appartenant aux N o premiers entiers, tels que 

h 

(III.1) y)(zlk,~ E A,,,W(z[I%,)~O, 
; n = l  

le3 formes v/(z[k~a) 5tant des forme~ indSpendantes, m =  1, 2 . . . .  , h. Les constantes 

A~  ne sont pas toutes nulles. On sait que les A, a sont, ~ un coefficient pros (le 

m6me pour ces h constante~ puisque c'est la valeur du d~terminant principal d'ordre h), 

des mineurs du d~terminant caract6ristique construit avec les coefficients des forme~ 

v?(z[k%), m = 0 ,  1, 2 . . . . .  h. 

L'identit6 (III.1) s'obtient en d6veloppant, suivant sa derni6re colonne, le d~- 

terminant obtenu en bordant le d6terminant principal issu du tableau I1 7 (x,)ll par 

les coefficients de la forme ~p(z[k~,), (qui constituent la derni6re ligne), et par les 

forme3 v2(z[k~), re=O, 1, 2 . . . . .  h, (qui constituent la derni6re colonne). Mettant 

en 6vidence les XT, on obtient le~ relations 

h 

~,7 (k,o) + ~ A, m ~ (k,m) = 0, r = 0, l, 2 . . . . .  R,  - 1; n = 0, 1, 2 . . . . .  N. 
m - 1  

Chacune de ee~ expressions est le d6veloppement d'un d4terminant h h +  1 lignes 

et colonnes, nul comme ayant deux colonnes identique3 ou bien comme d~terminant 

d'ordre h +  1 issu du tableau, Il e~t 6vident que l'identit6 (III.1) est vraie quand 

on remplace (avec corre~pondance des indices) les X;  par le3 

qY) ( z - ~ n ) / F ( r +  1), zqA:  

(III.2) 1 f { 2zti  F (s) q; (z - s) F(kl0 + 1) h s,+% + ~ A i m - -  
m - - I  

C 1 (~) 

/1 (k,~ + 1) } 
s l + k , z  d s = ..~ ( z ) ,  

a v e c  
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~ (~) = r ( k , . +  ~),_oy ( - 1 ) ' / ~ ( ; u  \n-'=o ,.~ "'" 

+ ~-~2 Ai~r(kim+l),_o2 ( -  1)' r (~+ 11 . -o  ,-~2 . . . .  

Posons k*= borne k~ m, k. = borne k~,,, m = 0, 1, 2 . . . . .  h. 

�9 1 [ ds 
Ecrivons (III.2) sous la forme condens~e, ~ J Fq~Ps~7~=~(z), P(s) poly- 

C~ f(O 
nome de degrd k * - k ,  au plus. 

Si yJ(zIkNo) est une des formes ind~pendantes, alors k*=kN~ sinon elle est li~e 

aux formes indfipendantes et on choisit pr~cis~ment pour i o l'entier No, done on a 

encore k* = kN~ 

Les an sont racines de P (s). En effet, raisons r = ~ ,  - 1 dans ~7 (k~m) et s = a .  dans 

{ F(k,~ 1) h F(k,,,, + 1) } 
s l+~ t~  + ~. A i  m s l+k tm 

m-1 

on obtient: 

e t  

r(k,, ,  + 1) 
?],,_~ (kt,,,) = ( - 1) s~n-' A n 

�9 qn k l m + l  
a n  

( _  1)sb,-1 { h } 
" A n P (a,,) A" r~,,-~ (k,.) + Y ,,. y~,,-,  (k,.,) a,§ = o. 

.qn m-1 

II est impossible que les a~ soient racines de P (s), toutes ~ l'ordre respectif ~n. 

Sinon, on devrait avoir: 

F(t+k,o+l) h F ( t  + k~,,, + 1) 
a~+%+1 + ~ Al., t+k, +l =0,  

m--1 a n  m 

ou, en introduisant les ~ (k), 

" A n ~,s,,_l (t + k,.) + ~ ,., y~,,- ,  (t + ~,.)  = o, 
m--I 

i f 0 ,  1, 2 . . . .  , ~ n - 1 ;  nffi0, 1, 2 . . . .  , N. 

Ainsi les constantes 1, A~I, A~,, . . . ,  Ala constitueraient un syst~me de solutions 

des N O ~quations homog~nes h h + 1 inconnues Xm, m = 0, 1, 2 . . . . .  h: 

h 

X x~,rL_l(t+k,~)=o, 
m-O 

t = 0 ,  1, 2,  . . . ,  ~ n - 1 ;  n = 0 , 1 ~ 2 , . . . , N .  
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Mais, en raison de (a), ce syst~me ne peut admettre que la seule solution Xm = 0. 

La contradiction &ablit l'assertion. (I1 en r&ulte que, dans le cas &udi~, 

D (k: . . . .  , kNo) = O, 

il est impossible que les ~ soient tous pSles d'ordre 1 de /(s)). 

On a donc: 

P1 (s) 
F (s) P (s) = E (s) + r 

H (s - ~.)~n 
n--O 

E (s) et P1 (s) &ant des polynomes, P1 (s) n 'admettant  aucun ~r pour racine et &ant 
N 

de degr6 au plus 6gal h ~. ~ - 1 ,  0 < ~ ' _ < ~ ;  P~(s)~O. 
n - 0  

Par cons4quent: 

(III.3) 

oil on a pos& 

I f  ds 2 ~ i  P F q J s ~  
.I" 

C 1 (e)  

0 Bq  ~(k*-q)  w(z) 
=q-o2 ( - 1 ) k * - a F ( k ,  q + l )  

t 

: Y y, (k*) 
+ / '(k* + l) , .o  ,-o F ( r + l )  

t 

l v " J - ' ~ ~ 2 4 7  ; ~ ( z ) ,  - -  ~ 1  k * + / - r  + ~ ( - 1 ) ' r ( r +  1 n - O  r - O  OCn 

i 

E (s) = ~ Bq s q, - N (S ~-~r 
. -o  1-I (~ - ~,~),~'~ o 

n - O  

y,n (k*) est obtenu en substituant A~ n, ~ et k* respectivement h A~', ~ .  et k dans 

l'expression y;  (k). 

Les coefficients 7~=(k *) correspondants h un mgme indice n ne peuvent &re 

simultanEment nuls. 1 
(III.3) est une expression de la forme: 

N ~n-I O" __(r) 
(III.4) ~ ~ ~(') ( z - ~ )  ,~ ~v(~) 1)(~,=0, 

,,-o ~,-o F ( r + l )  Yr (k*)+, .o  ~ F(r+ 

les ~, &ant des constantes. 

t 
1 I] est  b ien  e n t e n d u  que les coefficients 7'r n (k*) p r o v i e n n e n t  de p61es ~r pou r  lesquels  , ~  ~ 1; 

N 

les p61es cr n pour  lesquels ~ = 0 d i spara i s san t ,  en  fait ,  du  p rodu i t  H (s - ~tn)~n. 
o 
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P o s o n s  

N ~n - x  
y'~n (k*) z ~ ~ ( - 1) ~ ~ z ~ 

0(~)= E e ~  ~ ( - 1 ) " ] , ( r + ] )  + ~ ( 7 - + i )  n =o r=O r=O 

Si ~0 (z) dtait une solution de l'dquation fonctionnelle (III.4), on aurait 

~ bp 0 (l~p) e-~l'p = O, z e A, 
p m l  

ce qui exigerait 0(/~y)=0, p = l ,  2 . . . . .  oo (ceci suppose b y # 0 ,  p = l ,  2 . . . . .  0% ce 

qui ne diminue d'ailleurs pas la gdndralit6 du raisonnement. Sinon, il suffit de con- 

starer que ~Y by 0 (/zp)e-Z~'p = 0 exige qu'il existe une suite infinie d'entiers Pt } oo tels 

que 0 (/ ,p,)=0). En vertu de (b), le plus petit polygone convexe, contenant dans sa 

fermeture l'origine et les points ~ ,  n 'a pas de cStd parall~le (ou confondu) ~ l 'axe 

imaginaire. En vertu du lemme, dans un secteur de sommet s l'origine ayant le demi- 

axe rdel positif pour axe de symdtrie et d 'ouverture 2e, e > 0  suffisamment petit, il 

n'existe qu'un hombre fini, au plus, de zdros de 0 (z). Donc ~0 (z) ne peut ~.~re solu- 

tion de l 'dquation fonctionnelle (III.4) et donc D(k  x . . . . .  kNo)#O; y serait alors r6- 

gulier pour q ( z -  ~r Cette contradiction entralne, 6galement dans ce cas, l'existence 

d'un k o tel que pour chaque entier k'-_:ko, chaque fonction w ( z l k ) a d m e t  7 pour 

point singulier. En vertu de (c) et (d), 7 e~t r6gulier pour la fonction d6finie par 

1 lntegrale 

. d s f ,~ (s) ~ ( z -  ~ ) s , ~ .  

c~ a(,) 

La r6union des r6sultats, compte tenu que y e~t un y*, 6tablit le th6or~me. 

T h d o r ~ m e  IV.2. Si les pdles =. sont tous du premier ordre, l'assertion du th&- 

r~me I V  est w'aie sans l'hypoth&e b). 

Cette proposition rdsulte immSdiatement, comme cas particulier, de la ddmonstra- 

tion ci-dessus. Ici, ~ n =  l, et on a D(k x . . . . .  kN0)#0, sinon les constantcs Ai m de- 

vraient satisfaire aux conditions 

h 

7'J(ki,)+ ~ At,,,y~(ktm)=O, n = 0 ,  1, 2 . . . .  , N, N o = N - t - l ,  
ra--1 

ee qui eat impossible en raison de a); mais cette condition relative au ddterminant 

est h rejeter, d'ofi rdsulte le th6or~me. 

Remarquons qu'ici l'dtude directe du ddterminant D(k  1 . . . .  , kN~ est tr~s simple. 

La Ionction ~p(zlk ) se rdduit h 
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N N n 
E ~ ~ A1 ~ ( ~ -  ~)~o (k) =: F (k + l ) E ~ ( z - ~ ) ~ + ~ .  

n=O n~O 

) On a D(lq . . . .  , kNo)= A[ F ( k t + l )  " [ l ~ n k / - 1 H ,  O[1 ~n kl-1 est au croisement 

de la ligne de rang n +  1 et de la colonne de rang i. L'hypoth~se (a) entraine mani- 

fe3tement D (k 1 . . . .  , kNo) r 0. 

Si k~+l= l + k ,  i =  1, 2, . . . ,  N o - 1, cette hypoth~se eat inutile et on a 

D ( k l , . . . ,  k~o)= (,=I~0 A ~ V ~ ' - I )  �9 ( f l~ l / ' (k ,+  1)),, :r 

oh H~-k~[ l e s t  un d~terminant classiqne de VANDERMONDE. 

D'ofi le corollaire: 

Si  les p61es ~ sont tous du premier ordre, alors, avec les seules hypotheses (c), (d), 

il est impossible qu'il existe plus de N valeurs successives de l'entier k pour lesquelles 

la /onction HM [] (s), q~ (s) ] k ] admette y pour paint r~gulier ; k > r + /~. 

Le thSor~me IV peut ~tre ~nonc5 sous une forme un peu plus g6n~rale si on ne 

se limite pas '~ rechercher la g6n6ralit6 en formulant le~ hypotheses restrictives dont 

on a besoin de pr6f6rence sur les ~ .  

T h 6 o r 6 m o  IV.3. L'asserlion du thdr)r~.me 1V est vraic si, routes les autres con- 

ditions restant inchangdes, l'hypoth~se b) est remplacde par." 

b') d ehaque pdle r162 on peut associer un certain point fl E S~ ~, (fl ddpcndant dvi- 

demment du p61e ~n considerS), ( ~  -'r- fl) E P (a :> max (0, a~) ~- a~) est un 

( ~  + fl)*, tel qu'on ne peut /aire correspondre fl' E S~'- vdri/iant u~ + fl = ot~, + fl', 

n' r n, ni fl" E S$~ vdri[iant ~,  + fl = fl". 

I1 suffit de reprendre la d6monstration du th6or~me IV h la condition (III.4). I1 

existe au moins un p61e parmi les ar qui n'est pas racine de P (s) ~ l'ordre ~n. Soit ~n, 

un tel p61e. La condition (III.4) s'~crit, en met tant  en ~vidence le te}me corres- 

pondant s ce p61e: 

'finO- 1 [ ~ ~ 'Rn- E O' . . . .  } 
(m.4 )  E ' + .  E ' + O. 

r-O n(~no). 0 r-O r-O 

L'hypoth~se b') entralne qu'il existe au moins un point singulier pour la premiere 

fonction et r6gulier pour l'expression entre crochets. Donc, z E A, ~p (z) ne peut 6tre 

solution de l'6quation fonctionnelle (III.4). I1 en eat de m~me pour les ~quations 
N 

fonetionnelles ~ r (z) = 0 et v 2 (zlk) = 0. 
n - 0  
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Ces remarques suffisent pour dtablir le th4or~me, tout  le reste de la d4monstra- 

tion restant valable mot  pour mot. 

Citons encore quelques propridt~s, cons4quences de l'utilisation imm4diate pour 

la d4monstration du th. IV de r4sultats dfis s A. OSTROWSKI* sur les fonetions 

*algebrico-transcendantes~> (terminologie dfie s E. H. MOORE) et leur extension sous 

la forme de solutions d'une certaine classe d'4quations diff4rentielles alg4briques aux 

difference3 qui admettent  une repr4sentation diriehletienne. 

I1 est bien connu que H6LDER a d~montr~ que la fonction gamma ne v~rifie 

aucune 4quation diff4rentielle alg4brique. E. H. MOORE, l~. NIELSEN, A. OSTROWSKI 

ont donn4 des d4monstrations de cette propri6t4. HILBERT a ~tabli la m~me pro- 

pri4t4 pour la fonction ~(s) de RIEMANN et 4nonc4 comme (~ probable ,> que la fonc- 

tion $" (x, s )=  ~" xv p'Y-1 ps ne pent v~rifier aucune 4quation diff4rentielle alg4brique partielle. 

A. OSTROWSKI g4n4ralise ces r4sultats et 4tablit que les s~ries de Dirichlet g4n4rale3, 

[(s )= ~.a,  e - ~ "  dont les exposants ne sont pas exprimables sous formes lin4aires 

coefficients entiers, au moyen d 'un nombre fini d 'entre eux, poss~dent aussi eette 

propri4t4; plus g~n4ralement encore, ces s~ries de Dirichlet ne peuvent v4rifier une 

4quation diff4rentielle alg4brique aux diff6rences, c'est-h-dire une 4quation fonc- 

tionnelle de la forme 

(III.5) P (s, / (s) . . . . .  /~) (s); / (s + hi) . . . . .  /(~'~ (s + hi); �9 �9 .; / (s + h , ) , . . . , / (~ , )  (s + tl,)) = 0, 

oh hi, h2 . . . .  , h, sont des nombres r4els et off P est un polynome des arguments qui 

figurent. 

En partieulier, ~ (s) ne v~rifie aucune 4quation fonctionnelle de cette esp~ce. 

Cet auteur d4montre 4gaJement la propri~t~ 4nonc~!e par HILBERT au sujet de ~ (z, s), 

savoir que ~(x, s) ne peut v6rifier aucune ~quation fonctionnelle de la forme 

P (~',. a (x, s)) = 0 oil P e s t  un polynome des arguments ~,. ~ (x, s) = a€ ~a ~" (x, s). 
0 x " a s  ~ 

T h ~ o r ~ m e  IV.4. L'assertion du thdorOme I V  est vraie si, routes les autres conditions 

restant inchang~es, l'hypoth~se (2) est remptacde par: 

(2") ~0r  n = 0 , 1 ,  2, . . . ,  N, 

et si la suite {/~=} des exposants de q~ (s) n'admet pas de base lin~aire /inie. 

Comme pour (IV.3) on reprend la d4monstration de (IV) ~ la condition (III.4). 

Si 9(z),  z 6 / l ,  6taft solution de cette 6quation Ionctionnelle, en vertu d 'un th6or~me 

1 ~ ~ber  Dirlchletsche Reihen und algebraische Differentialgleichungen ~), Math. Zeit., 1920. 
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d'OsTROWSKI 1 la suite {#u} devrait poss~der une base lin~aire (m~me remarque pour 
N 

lee ~quation~ ~ ~ (z) = 0, v/(z]k) = 0) c'est-h-dire que les )zp seraient des formes lin~- 
n ~ 0  

aires, h coeff icients  entiers, d 'un certain nombre d 'entre eux. I1 est int4ressant de 

noter que le th~or~me reste vrai, si la condition sur la suite {/~} est remplac$e par la 

condition lim/~p//~u-1 = er 2 

J. POPKEN 3 a r~cemment 4nonc4 le compl~ment suivant: Si / ( s ) = ~ a ,  e -~a. satis- 

f a i t ~  une ~quation diff~rentielle aux diff4rences de l'esp~ce (III.5), oh les a .  sont 

tous non nuls, alors il existe un nombre c > 0 et un entier fini n o tels que 2n > n ~, 

pour chaque n_> n o. 

Ainsi: le thdor~me est encore vrai si la condition sur {tz~} est remplacde par la 

suivante: il est impossible de trouver un nombre c > 0  tel que lim i~p/p~>_ 1. 

Ce~ trois derni~res formes du th~or~me IV supposent, (en raison de l'emploi des 

th~or~me~ rappel~.s de A. OSTROWSK~ et J. POPKSN), les b~ non nuls; cette condition 

n'est pas restrictive: 

T h 6 o r 6 m e  IV.5. L'assertion du thdor~me IV  est vraie si, toutes les aut~es conditions 

restant inchangdes, l'hypothOse b) est remplacde par: 

b'")  les p~les ~r appartiennent d la bande Itl < ~ D ,  et si la suite {/~} est me- 

surable, de densitd D, d'indice de condensation (au sen8 de V. BERNSTEIN) nul. 

Comme pour IV.3 et IV.4, on modifie la d~!monstration k partir  de la condition 

(III.4). Le polynome de Dirichlet 0 (z) v6rifie manifestement, pour r suffisamment 

grand et ]3] <zd2 ,  la relation 

I 0 (z) l < e""~ oo8,+  z = r e " ,  

e I e t  e 2 ~!tant des arbitrairement petits positifs, b = borne ] ~ ~, I, n = 0, 1 . . . . .  N. Supposons 

0 (/~p)= 0 k partir  d'une certaine valeur de l'indice p; 0 (z) satisfait alors comme cas 

particulier aux conditions d'un th~or~me d5 i~ V. BSRNSTEIN 4 que nous ~non~ons: 

Soit �9 (z) holomorphe dans le demi-plan l arg z I< -~ et y satis]aisant, quelque petit 

que soit e > O, ~our r su/[isamment grand, d l'in~galitd 

1 Loc. cit.  par .  1 & 4. 

2 Loe. cir. par .  1. 
8 ~ A p r o p e r t y  of a Dir ich le t  series r ep resen t ing  a f u n c t i o n  s a t i s fy ing  a n  a lgebra ic  d i f ference-  

d i f ferent ia l  e q u a t i o n  ~>, K.  Nede r l andse  A k a d e m i e  v a n  W e t e n s c h a p p e n ,  52 (1949). 
4 ~ Lemons su r  les progr~s r~cents  de la th6or ie  des  s~ries de  Di r i ch le t  ~>, Chap.  I X ,  p. 249. 
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]r  ( z ) [ <  e '~ , o ~ r  cos ~+b i s ,n , l+~ ,  r, 

oh a et b sont des constantes r~elles non ndgatives. 

S i  {/z~} est une suite de hombres positi/s d'indice de condensation nul et de den- 

sit~ D telle que ze D > b + ~ a  si q~ (tip)= 0 d partir d'une certaine valeur de 79, alors 
2 '  

r (z )  = :  0 .  

~ e  1 
Ici, il suffit de choisir e 1 tel que ~ D > b +  ~ - ,  off 

b =  borne[~.~' ~[, n = 0 ,  1 ,2  . . . . .  N. 

Il en r6sulterait O(z)~O. Or on sait que le thSor~me de LINDEMANN-V~rEIER - 

S T R A S S  1 6nonce que: ~o, ~1 . . . .  , ~N &ant  des nombre~ alg6brique~ diff6rents, et ~o, 
N 

61 . . . . .  6N de.~ nombres alg~briques arbitraires, alors si ~ 6~e"~=0,  o11 a n&es- 

sairement 6o = ~1 = 62 . . . . .  6N=0.  Une propri&~ analogue mais ~l~mentaire est 

que: ~o, ~1 . . . .  , ~, &ant,  cette fois, des nombre:~ cliff,rents, P0 (z), PI  (z) . . . . .  PN (z) 
N 

&ant  des polynomes arbitraires, alors si ~ P~ (z)e~'~-~0, on a n&essairement 
n - 0  

Po (z) := P1 (z)-=- P2 ( z )~  "" ~ P~ (z)==-O. 

Donc, il existe une suite infinie d'entiers {P,) telle que 0 (#p , )~0 .  

Le raisonnement se poursuit mai tenant  comme a u t h .  IV et suppose qu'on ne 

peut t rouver parmi la suite {bp} une suite particlle infinie de coefficients tous nuls 

(ceci ne diminue e n r i e n  la g~nSra~.it~ du raisonnement). 

1 WEIV-RSTRASS, ~'Zu Lindemanns Abhandlung Ober die Ludolplmche Zahl,7, Math. Werke II. 


