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Der zweite Hauptsatz ~ 

In  diesem Kapitel  wird der zweite Hauptsa tz  ffir meromorphe F1/ichen bewiesen. 

Die Theorie, die dazu entwickelt wird, ]ehnt sich eng an die entsprechende Theorie 

einer Ver~nderlichen von H. WEYL, J.  WEYL und L. AHLFORS an. Jedoch t r i t t  bei 

mehreren Ver/inderlichen ein analytisches Differential ~ B,  1 auf, das - - v o n  gewissen 

Einsehr/inkungen abgesehen - -  beliebig gew/ihlt werden kann, und das bei einer Ver- 

/~nderlichen der Konstanten 1 entspricht, also fiberhaupt kein eigentliches Analogon 

hat. Die ganze zu entwickelnde Theorie wird wesentlich yon der Wahl des Differentials 

~Bn-1 abh/~ngen. Erst  der zweite Hauptsa tz  ist weitgehend invariant  gegenfiber der 

Wahl des Differentials ~Bn_l. Diese weitgehende, aber nicht vollst/tndige Invarianz 

zeichnet den zweiten Hauptsa tz  vor allen anderen S/itzen der Theorie der mero- 

morphen F1/ichen aus und verleiht ihm einen neuen Charakterzug, der bei einer Ver- 

/inderlichen unbekannt  ist. 

Die Begriffe und Bezeichnungen aus Kapitel  I und I I  werden ohne neue Er- 

kl/irung fibernommen. Die Numerierung der Definitionen, Sgtze und Gleichungen 

schliesst sich unmittelbar  an Kapitel  I u n d  I I  an. 

1 Der erste Teil dieser Arbeit,  also Kapitel  I und  I I ,  ist in den Acta Mathemat ica  Bd. 90 

Seite 1--115 erschienen. 
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w 12. Assoz i i er te  Fl; ichen 

Wie in der Einleitung niiher begriindet wurde, werden die assoziierten F1/ichen 

mittels eines Ableitungsoperators definiert, den man durch ein analytisches Differential 

8B~-1 erhiilt. Er werde in Form einer allgemeinen Voraussetzung eingefiihrt: 

VIII.  Ableitung. Au/ der Manniglaltigkeit ~,j~n gebe es ein analytisches alter. 

nierendes Di]/erential 

(12.1) ~Bn I='~B~-I(P,  :r ~ ( - 1 ) ' - l b , ( P ,  ~)az 1 ""~z~- laz~ l  ""~z~ 
v = l  

der Stu/e n -  1. Es werde /iir das Weitere /est geugihlt. Ist die Abbildung cr der Struktur 

beliebig gewdhlt, liegt die o//ene Menge M in Us, und ist die vielleicht yon :c ab- 

h/ingige Funktion / (P, ~) au/ M meramorph, so seien die Ableitungen (beziiglich ~ B~_I) 

durch 

(12.2) / ' = / '  (P, ~ )=  ~ b, (P, cr ,_, az:, / (~ (3)' ~), 

(r -1)  (12.3) {1 ( " - " } '=  Z b,, (P, oc) ~-_I (~ (3), ~) 
r = ,  U ~ v  

mit ~=o~ -1 (P) erkliirt. Ist die Polyaden/unktion 

k 

(12.4) ~9P=~9" (P, ~ )=  ~_'w, ....... ,,p (P, ~) [e,,,, -. . ,  c,q,] 
I t  P 

au/ M meromorph, so sei 

k 

(12.5) ~p( r )=~p(~)  (p, ~)= ~ 'u  '('),,, ..... ,,, (P, ~) [e,,,, ... , e,,j,]. 
/ t P 

Ftir diesen Ableitungsbegriff gelten die gew6hnlichen Regeln, so: 

-F ff~ (~) = ~)~P (~) (12.6) /..r,)-~2"~ ~.~} ~-t ~_~)~v(,) 

r / \ 

(12.7) = z / ' / 1 "  " '  

(12.S) {~"  (')}(') = ~13 ~(' § 

(12.9) ['.)91~, ~q ] ( ' )=  ~ (r)[~'~3~(."),9:,3"('-")], 
it=O l~ 

q 

(12.10) ~(lz . . . . .  !~) '= E ~ , ' l : -  
r = l  
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H a n g t  die meromorphe Funkt ion  / nicht  yon  der Abbi ldung cr ab, so gilt 

(12.11) ~ / ~ B n _ l :  ~ / ~  by(P, (~)~Z 1 "'" ~ Z n : / ' ~ Z  1 "'" ~Z n . 
V--1 

Dann  ist die Ablei tung i '  eine meromorphe  Dichte (der Stufe n) auf M. Dagegen 

sind die hSheren Able i tungen im allgemeinen keine Dichten mehr.  

Die assoziierten Flachen werden nun auf Grund des folgenden Satzes eingefiihrt. 

Satz 12.1. Assoziierte Fliichen. 2 

Voraussetzung. Au/  der komplexen Mannig/altigkeit ~)~2 n sei eine meromorphe Fldche 

W gegeben. Die Menge W p bestehe genau aus den Polyaden/unktionen ~P (P, cr 
k 

/olgenden Art: Die Vektor/unktion ~ ( P ) =  ~ wt, (P)r sei au/ einer o/fenen Menge M 
g = l  

eine Darstellung der m*~romorphen Fldche W. Die Abbildung cr E ~ sei beliebig, ]edoch 

mit der Einschrdnkung M N U~4:0, gewdhlt. Dann gelte 

(12.12) ~9" (P, ~ ) - - [ ~ ,  l~', . . . ,  lo(v-~)(P, ~)] /i~r P E M  N U~. 

Behauptung. Die Menge W p ist eine meromorphe Flt~che der Stu/e p. 

Beweis. Die drei Forderungen von Definition 3.1 sind nachzupriifen, a Die For- 

derungen 1 und 3 sind mit  U ( ~ P ) = M N  U~ offensichtlich erfiillt. Sind ~ ;  (P, ~1), 

~ (P, ~2) zwei Elemente  aus W p, fiir die M12=M 1 N U~, N M 2 N U~#O ist, so gibt  

es eine auf M 1 {/M 2 meromorphe Funk t ion  ~t (P) ~: 0 mi t  ll. h (P) =) ,  (P) m2 (P)- Die 

Funkt ionalde terminante  A (p) = ~ ~'~l ~x (~) mit  ~ = ~ (P) ist auf U~, N U~, analyt isch 

und yon  Null verschieden. Ha l t  man  ~ fest, so ist jede Koordinate  des Vektors 

b~ (P, ~r I~).~')(~. (~), ~.,), wobei ~ = ~ - ~  (P) ist, eine meromorphe  Dichte der Stufe 

n auf M2. Also gilt 

(u) n 0 
(12.13) /~ b~(P, ~I)~-UIO~ (~1 (~), (~z)= ~ b,(P, ~,.) (l~i~) (:r (~'), ~ ) )  A (P) 

ex~ v=l  u~ '~  v~ l  

fiir P~MI~ , wobei $ :~ r  und ~ : : r  ist. Nun  wird behauptet ,  dass es auf 

MI~ meromorphe  Funkt ionen  g~,~ gibt, sodass 

Ftir n = 1 siehe W [43] Kap. I w 6 Seite 3~. Dabei bezieht sich eine Bezeichnung wie ,,W [43]" 
oder ,,NEVANLINNA [36]" auf die Literaturangabe am Schluss der Arbeit. Die Zahl ,,36" ist das Er- 
scheinungsjahr der Arbeit. Die Arbeit ,,H. WEYL und J. WEYL [43]" wird kurz mit , ,w [43]" zitiert. 

a Die Definition 3.1 ist die erste Definition in w 3. Alle Paragraphen mit Nummern x _~ 11 be- 
finden sich im Tell I der Arbeit. 
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u - 1  
(12.14) F0~u)=lV(~=)JtAu+ ~ g~,u (P)~"(") ftir u = 0 ,  1, ;U 2 ,*,  

p=O 

auf M12 gilt. Fiir u = 0  ist die Behauptung riehtig. Gilt sie ffir u, so werde sie fiir 

u + 1 bewiesen: 
U-1 

Ul -- lu2 
pffi0 

(12.15) ~-,=1 ~ b,(P, ~I)~{ID~u)(~1 (~), ~2)}~ AU~ - 

Nach (12.13) ist 

(12.16) 

mit 

(12.17) ~/,, u +1 : 

+ 5 go ,, b, (P, ~ )  {Iv~ ') (~  (8), %)}. 
p=O ~=1 

in(u+1) in(u+l )  A U + l  _~_ ~ ll)'0 I0 ~'1 = ,~2 2 g~,. ,~+I (P) 

t 
go~ ffir Ft=0,  

g$, U g t t -  1, it A f i i r  /~ 1, -- .  u - 1, 

(2A~)'+g,,_~.~A ffir # = u .  

Also gilt (12.14) allgemein, woraus 

(12.18) 
~ ( P ,  I 1 ) =  [lOl, ll)tl, " " ,  I~ 1 ) ( p ,  ~1)] = 

=~t p A �89 [IV s, lye, �9 . . . . . ,  ,~2"-1)(p, %)] 

fiir PEM12 folgt. Da )~P A-t-P(P-1)~0 und meromorph auf M12 ist, ist auch die zweite 

Forderung erfiillt. Also ist W p eine meromorphe Fl~che der Stufe p, w . z . b .w .  

Die meromorphen Fl~chen W p mit p > k sind alle totaldegeneriert. Es ist W 1 = W. 

Definition 12.1. Assoziierte Fli~chen. s 

Die im Satz 12.1 de/inierte meromorphe Fldche W ~ der Stu/e p heisse die p-re 

assoziierte Fldche der meromorphen Fldche W. Fi& p =  0 sei 

(12.19) s)~3o (p, ~)= 1 

und W ~ die konstante meromorphe Fldche, die durch die Konstante 1 gegeben wird. Die 

Darstellungen ~ P  (P, ~), die durch (12.12) bzw. (12.19) gegeben werden, heissen eigent- 

liche Darstellungen, und zwar heisse spezielle ~ P  (P, ~) die zur Darstellung Iv (P) und 

zur Abbildung cr gehSrige Darstellung von W p. 
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Die p-te assoziierte Fls W p kann  man  als eine meromorphe  F]~che der Stufe 1 

in R 2 (~) auffassen. 4 Daher  gelten fiir sie die in Kapitel  I u n d  I I  aufgestellten Siitze, 

insbesondere der erste Haup t sa tz  und die Darstel lungen der Charakteristik.  

Satz 12.2. Der 1. Haup tsa tz  ffir assoziierte Fl i ichen)  

u Au/  der Mannig/altigkeit ~2n seien die allgemeinen Voraussetzungen 

I, I I  aus w 4, I I I ,  IV, V aus w 7 und V I I I  aus w 12 er/iillt. Die meromorphe Fldche 

W au/ ~j~.n habe die p-te assoziierte Fl•che W p, die nicht totaldegeneriert sei. Ist eine 

kontravariante Polyade A ~ mit (W p, A p) ~ 0 gegeben, ist vp (P, A p) die Schnittzahl im 

Punlct P zu A p und ~ (A p) die zugehSrige Schnittstellen/liiche, so seien als Funktionen 

der zuldssigen Menge G die Anzahl/unlction durch 

(12.20) Ny (G, A ~) = f v, (P, A p) y) (P, G) ~ X2n-u, 

die Schmiegungs/unktionen durch 

i f  1 (12.21) log ll ',/'ll 
/ -  

(12.22) my(7, A Y ) = ~  log Hg.~jp ' A, II,Wy,,V7~2~ 2 

erkldrt. 

Behauptung. Das Di//erential 

ist unabtdingig vonder  Wahl der Darstellung ~l~ Y der assoziierten Fliiche W Y au/ ~)~2~, 

abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen von W p, eindeutig erlcldrt. Bei /eater zuliissiger 

Menge G hat /ilr ~ede kontravariante Polyade A ~ ~:0 mit (W p, A p) 2 0  die Charalcteristilc 

(12.24) T~ (G)= T~ (G, g ) =  N ,  (G, A p) + my (F,  A ") - m p  (7, A ") 

4 Nach w 1 ist R 2k der Raum der Polyaden ~P der Stufe p und der ]Dimension k und R12(pk) der 
Raum der Vektoren ~ der Dimension (pk). Beide Raume sind isomorph. Bei dieser Isomorphie 
entsprechen sich das innere Produkt, das skalare Produkt und die Sternoperation. Ytir das ~ussere 
Produkt gilt das nicht mehr. 

5 Fiirn = 1 siehe W [43] Kap. IV w 3 Seite 173-177. 
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der p-ten assoziierten Fldche W ~ 

(12.25) Tp (G)= 

Der Beweis wurde berei ts  

bracht .  Nach w 9 bis w 11 gilt  

Die Anzahlfunkt ion erffillt 

denselben, yon A p unabMingigen Wert 

G 

mi t  Satz 8.2, Hilfssatz  2 yon w 9 und Satz  9.4 er- 

ausserdem: 

die Invar ianzforderungen  1 bis 6 yon w 3, w~hrend 

(12.26) 

(12.27) 

(12.28) 

(12.29) 

I s t  die assoziierte Fli~che W p ~ 0  nichtkons tant ,  so gilt: 

(12.30) 

die Schmiegungsfunkt ionen und die Charakter is t ik  nur  den Invar ianzforderungen  1 bis 

5 genfigen. Ff ihr t  m a n  eine neue Metrik (~'I l})o in R] k und die induzierte Metr ik  

( '~'[OP)0 nach (1.34) in R~ ~ ein, bezeichnet  m a n  die beziiglich der Metrik (~]I)) o ge- 

bi ldeten Ausdriicke mi t  e inem Index  (o) und b e s t i m m t  man  die nur  yon den Metr iken 

abh~ingige K o n s t a n t e  ~tp nach w 1 d, so folgt: 

Im?' (F, A ' ) - m ~  (F, A")I_< log ),~, 

]m(~~ A ' ) - m ,  (y, A,)I_< log 2~, 

I T'~ ~ (a)  - T~ (a)  l _< 2 log 2~, 

N(~ ~ (G, A ~) = Np (G, A ' ) .  

0 < Tp (ax) < Tp (a2) ffir a 1 c a 2. 

I s t  die assoziierte Fl~che W p nicht  to ta ldegener ier t  und  ist G eine zul~tssige Menge, 

so ist der QuotienO 

~p ~ p ~ t ~ p  ]~zP) = _ 2 ~ % ( ~ - 9 ~ ) ~ X 2 ,  ,, " (12.31) 0_<Sp ( P ) =  2, . . . .  , ( ~ , ,  J~ ~,, 
n 

Y. a,,.Vz,,V'~,l~"]' eve '  v e z  ~-.~~ 
I t ,  V ~ 1 

auf / 7 -  E n, abgesehen yon den Unbes t immthei t ss te l len  von W ' ,  unabh~ngig  von der  

gew~hlten Darstel lung ~r (p)  und  der uniformisierenden Abbi ldung ~r fi ~ eindeutig als 

Funk t ion  des Punk tes  P erkl~rt.  Das  Differential  Sp (P)0y~a• ist f i b e r / t - E  

und das Differential  Sp (P)O'~f~Zz,~_ 2 fiber fas t  alle /~  integrierbar .  Se tz t  m a n  5 

(12.32) ap = - 0 w 2 (~r ~) ~ Ze ~-2, 
g 

Nach IV ist H = G - g der Kondensa to r  der zulassigen Menge G und E = {P iS ~, (P, G) = 0} N / t  
seine kritisehe Menge. 
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(12.33) 1 f ~oa(~p)~X2~_o, ~ (r)= 
GrflE 

(12.34) 
I/ 

rr 

(12.35) 1 f~o~2(~)aZ2 ~ 2, A, (t)= 

Gt 

so gilt die sphi~rische Darstellung 

(12.36) 

und die Darstellung 

(12.37) 

Ferner ist 

(12.38) 

R(G) 

Tv(G)= ~ Ap(t) dt 
0 

R(G) R(G) 

T~ (G) = a~ R (G) + f (R (G) - r) Qp (r) dr + f (R (G) - r) d ep (r). 
0 0 

t 

o 

Ist W p nicht konstant, so sind ap, Q, (r) und Ap (t) positiv; ist W" konstant, so sind 

sie Null. In 0 <_r<_R (G) sind A~ (r) monoton und Tp (Gr) monoton, totalstetig und 

konvex. 

Setzt man 

(12.39) np(G, AP) = f vp(P, A')aZ2~ e, 
Gng~(.4P) 

so ist 

(12.40) Np (Gr, AP) = f n, (Gt, A ' )  dt. 
0 

Werden die allgemeinen Voruussetzungen VI und VII auch noch gemacht, ist b der 

Eichfaktor der Massbestimmung ~2~-2  und ist die p-re assoziierte Fliiche W ~ nicht 

konstant, so gilt 

(12.41) mp (7, A p) + T,  (G) _> N; (G, A") _> R (G) b > 0 

ftir jede kontravariante Polyade A p mit (W p, AP)~0.  Hat  die Mannigfaltigkeit ~y~2, 

ausserdem die Gesamtkapazit/it ~ =0,  so strebt 
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(12.42) 

und es gilt 
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T~ (G)-->~ fiir G-->~J~ ~ ,  

lira T,(G)  _>b>0. 
a_~:~, R (G) 

w 13. Projektion 

Als Beweishilfsmittel werden wie in W [43] die projizierten Fliichen eingeftihrt. 

Satz 13.1. Projizierte Fl~chen. 7 

Voraussetzung. Die meromorphe Fliiche W au[ der komplexen Mannig/altigkeit ~)~2n 

habe die p-te assoziierte Fldche W p. Eine kovariante Polyade `9[h sei gegeben. Die Menge 

[`9[h, W p] bestehe qenau aus den Polyaden[unktionen [9~ h, 2~P (P, ~)] [iir die ~P  (P, ~) 

eine eigentliche Darstellung yon W p ist. 

Behauptung. 1. Die Menge [`9[h, W p] ist eine meromorphe Fliiche der Stu/e h + p. 

2. Ist 9.~ p (P) irgendeine Darstellung yon W p au/ der o][enen Menge M, so ist 

[~h, ~3y (p)] eine Darstellung von [`9[h, W p] au/ M. 

3. Ist ~Y~ h (p) au/ der o//enen ~lenge M eine Darstellung yon [9.I h, ~P  (P)], so 

gibt es zu ]edem Punkt Po E M eine Um.Tebung U (Po)c M und eine Darstellung ~P  (P) 

von W Y au/ U (Po), sodass ~JY h (p)=[`9[~, ~ y  (p)] au/ U (Po) gilt. 

Beweis. Die Forderungen 1 bis 3 yon Definition 3.1 sind offensichtlich erfiillt. 

Daher gilt die 1. Bebauptung; die 2. Behauptung ist offensichtlich ebenfalls richtig. 

Ist ~ P  h (p) auf der offenen Menge M eine Darstellung von [~l[ h, W ~] und geh6rt 

dcr Punkt  Po zu M, so gibt es auf einer Umgebung U(P0)_CM yon P0 eine Dar- 

stelhmg ' )~ ~- 1 (P) yon IV p. Es ist ~),~3 p~ h (p) = [`9[h, ~ (p)] ~ (p) auf U (Po), wobei die 

Funktion 2 (P) in jedem Teilgebiet yon U (Po) nicht identiseh Null und meromorph 

ist. Auf U (Po) ist ~k~Y (P)=2(P)~g~ (P) eine Darstel]ung yon WY; es gilt ~)p+h(p)_ 

= [.9[ h, ~gY (P)] ffir P C U (Po), w. z. b. w. 

Definition 13.1. Projizierte F1/~ehen. 7 

Die ira Satz 13.1 de/inierte meromorphe Fliiche [`9[~, IV Y] heisse die Pro]ektion der 

assoziiertert Fliiche W ~ entlang der kovarianten Polyade `9[~. Fiir h = 0 sei [9[o W Y] = IV Y, 

/iir p = 0  sei [~[~, IV Y] die meromorpl~e Fliiche der Stu/e It, die durch die konstante Dar- 

steUung `9in de/iniert wird. Die Darstellungen, die der Menge [?In, W ~] angehSren, heissen 

eigentliche Darstellungen. 

Ff i r  n = 1 s i ehe  W [43] K a p .  I I  w 7 S e i t e  109-112 .  
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Da [9~ h, W T] eine meromorphe Fliiehe ist, gelten ffir sie die S~tze fiber mero- 

morphe Fl~ehen, insbesondere der 1. Hauptsatz.  Ist  [9.1h, W T] ~=0, so sei TT (G, 9~ h) 

die Charakteristik von [~[h, WT]. Unabh~ngig yon der Wahl der Darstellung ~T (p) 

von W T ~ 0 ist 

(13.1) 119~h : ~ T  (P)ll = I [?1~' ~ .  (P)]] 

auf ~)~", abgesehen yon den Unbestimmtheitsstellen yon W T, eindeutig als Funktion 

des Punktes P erkl~trt, falls ~h4:0 ist. Ist  [~][h, W T] ~ 0, so seien ~ 

 .If I1 [ (13.2) ~T (F, ?lh) = log (p)i1~" ~ p , ,  (P, G) ~ X2~_~, 
/- 

i f  1 (13.3) rh T (y, i[h)= log ii ?~[n : ![gT (p) ii O' ~p (P, ,, ,, a) e z.,,_ 2. 

Diese Integrale existieren und sind nichtnegativ. Es gilt: 

Satz 13.2. Die Xnderung der Charakteristik bei Projektion. 

u Die meromorphe Fliiche W habe die p-te assoziierte Fliiche W T. Die 

Pro}ektion 9~ h W T . . . .  , [ , W T] von entlang der speziellen, kovarianten Polyade ~[h [al, ah] # 0 

sei nicht totaldegeneriert und habe die Charakteristik TT (G, ?[h). Die Funktionen Ca T (F, ~ )  

und mT (7, ~ )  ~eien nach (13.2) und (13.3) erkldrt. 

Behauptung. 1. Ist  nach w 3 Satz 3.2 ff. d T (P, 0) die Viel/achheit der Nullstelle 

P uncl d,  (P, c~) die Viel/achheit der Polstelle P der Darstellung ~ (P) yon W ~, ist 

d~ (P, 0, 9~ ~) die Viel[achheit der Nullstelle P und d~ (P, o~, ~(~) die Viel/achheit der 

Polstelle P der zugehdrigen Darstellung [ , (P)] son [?l T, WT], so ist 

(13.4) ~T (P, ~ )  = d,  (P, O, 9~ ~) - dT (P, o~, ~ )  - d T (p, O) + dT (g, o~ ) 

nichtnegativ und hiingt nicht v o n d e r  Wahl der Darstellung ~b3 ~ (P) ab. Es ist ~ (~1 ~) = 

= {el ~T (P, ?;[~) > 0} eine abgescldossene Nullstellen/Itiche aus ~ ~, der man die Viel- 

/achheit ~T (P, ~ )  zuordnen Icann. 

2, 

(13.5) 

so gilt 

(13.6) 

Setzt man 

2V T (G, 9~ h) = f ~T (P, ~(a) Y~ (P, G) ~ Z2 n -2 >- 0, 
~t(~l h) 

Tp (G) -  T~ (G, ~[h):  2V T (G, ~l a) +rhT (F, 9J h) - ~ T  (Y, ~[h). 
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(13.7) 

so gilt 

(13.8) 

3. Setzt man 

A~ (G, ~ )  = N~ (G, 9~ ~) + ~ (F,  ~ )  = T~ (G) - T ,  (G, ~[~) + ~h~ (~, ~[~), 

0 < Ap-1 (G, ~1 ~) <_ Ap (G, ~ ) .  

4. I s t  {~[h-1} ein Teilraum yon {9~h}, so gilt 

(13.9) Ap (G, ~h-1) _< Ap (G, ~{h). 

Beweis. 1. Eine Normalbas i s  Q, - . . ,  r des R a u m e s  {~[h} wird gew~hlt  und  durch 

oh§ " " ,  ck zu einem Koord ina t ensys t em des Raumes  R~ g erg~nzt.  Auf  der offenen 

Menge M, sei ~f~" (P) eine Dars te l lung yon W p. I h r  ist die Darste l lung [9~ h, ~ P  (P)] 

yon  [?[h, Wpj auf  M zugeordnct .  Es  ist 

k 

(13.10) ~)3" ( P ) =  ~'w~ ..... ~,p (P) [c~ . . . . . . .  c~,p] fiir P e M ,  

(13.11) [9~h, 9.)jp ( p ) ] =  ~ w t ..... ,,p (P) [~I ~, c~,,, . . . ,  c,,p] ffir P e M .  
h .1<1~1<.-.<llp<k 

* p * 
Auf der offenen Menge O~_M seien die Funk t ionen  A z ( P ) ,  AN(P) ,  A z (  ) AN(P)  

analyt isch und mSgen die folgenden Eigenschaf ten  haben:  

1. Zu jedem festen Wer tesa tz  ganzer  Zahlen /~1, . . - ,  t~p mi t  1_<#1 < "'" </~p-<k,  

gibt  es ein P a a r  in 0 analyt ischer  und in jedem P u n k t  von 0 te i lerfremder  Funk-  

It ..... t,p in 0 gilt. sodass w~,, ... ~,r ~ - -  t ionen /l . . . . .  t,p, g/ ..... /,p gl ..... ~,p 

2. Die Funk t ionen  ]1,,...i,~, mi t  l _ < t t l < . . .  < f t p < k  haben  in jedem P u n k t  yon 

0 den grSssten gemeinsamen Teller Az (P). 

3. Die Funk t ionen  g~ ..... ~,p mi t  l_<ttl  < "'" </~p_<k haben  in jedem P u n k t  yon 

0 den grSssten gemeinsamen Teiler  AN (P). 

4. Die Funk t ionen  /~ ..... ~,, mi t  h + 1 _</~1 < "'" < ~t~ _< k haben  in jedem P u n k t  yon  

0 den grSssten gemeinsamen Teiler A z (P). 

5. Die Funk t ionen  g~ ..... ~,, mi t  h + 1 _<,ux < "'" < / ~  -< k haben  in jedem P u n k t  von 

0 den grSssten gemeinsamen Teiler A~,(P). 

Es  sei 
* p  Az(  ) AN(P)  

(13.12) D ,  ( P ) =  , p �9 
A~,( ) A z ( P )  
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Liisst man ~i~' (P) alle mSglichen Darstellungen durchlaufen, trifft man dabei alle 

mSglichen Wahlen der offenen Menge 0 und der Funktionen Az, AN, Az, AN, SO erhalt 

man eine Menge F von Ausdriicken (Dp (P), 0). Es wird behauptet, dass F eine CovsINsche 

Verteilung II.  Art auf ~J~  ist. Zu jedem Punkt  P o E ~  2~ gibt es eine Umgebung 0 

von Po, auf der eine Darstellung ~i~ p (P) von W p existiert, fiir die sich die Forderungen 

1 his 5 erfiillen lassen, sodass (D, (P), O) E F i s t .  Sind (D~) (P), 01) und (D~) (P), 02) zwei 

Elemente von F, so seien ~1  (P), ~2  (P) die zugehSrigen Darstellungen auf M I ~ O  1 
bzw. M 2_~ 0 2. Die zugehSrigen gr6ssten gemeinsamen Teiler seien /.-~z ,A(I) A(~), az(1)  ' AN(l), 

A(2) A~), Az(2), A~2) Ist PoEO1N02, s o  gibt es ein Gebiet U mit PoEU~OIN02, Z ~ 

auf dem es zwei in jedem Punkt yon U teilerfremde analytische Funktionen / und g 

/ ~ 2  (P) in U gilt. In U sind daher die Funktionen gibt, sodass ~[t~ l (P )=g  gibt, sodass ~[t~l (P)=g 
A(1) AZ(1) A(NI) AN<l) z * _ _  * 

( 1 3 . 1 3 )  h z =  ] A ~ ) ,  h z -  [ Az(2 ) ,  AN= A(N2 ),  hN = - -  g g AN (2) 

regular und von Null verschieden. Dasselbe gilt also auch von 

9(, 1) (P)_  A~ (') A~ ) A~ ) AN (e) hN hz 
(13.14) D(~ 2) (p) AN ('' A~ ) A~' Az(~')=hzh N" 

Ist (D, (P), O) ein Element yon F, so gibt es zu jedem Punkt PoEO ein Gebiet U 

mit Po E U ~ - O, in dem es eine reduzierte Darstellung ~9" yon W p gibt, und auf dem 

die Forderungen 1 bis 5 fiir die gr6ssten gemeinsamen Teiler /~z= s  AN= l, s  

erffillt sind. Dann ist /)p (P)=/~z auf U analytisch. Nach (13.14) ist aber auch 

(13.15) D,  ( P ) -  D, (P)~), (p) 
D,  (P) 

auf U analytisch. Damit ist bewiesen, dass die Menge F eine CousI~sche Verteilung 

auf ~[~e~ ist. Nach Satz 3.2 ist d~ (P, 0) die Vielfachheit der Nullstelle P yon Az 

und dp (P, ~ )  die Vielfachheit der Nullstelle P von AN, sowie dp (P, 0, O/h) die Viel- 

faehheit der Nullstelle P yon A~ und d~ (P, ~ ,  ~[h) die Vielfachheit der Nullstelle 

P von AN. Nach (13.12) ist 

(13.16) ~p (p, ~{h) = dp (P, 0, 9~ h) - dp (P, ~ ,  ~[h) _ d, (P, 0) + d, (P, ~ ) 

die Vielfaehheit der Nullstelle P der CousI~schen Verteilung F. Also ist ~, (P, 9~ ~) _> 0 

und hiingt nicht yon der Wahl der Darstellung ab. Die Co~-sINsche Verteilung F hat 

die abgeschlossene Nullstellenfl~che ~ (9~ h) = {P iv, (P, ~{h) > 0} mit der Vielfaehheit 

~,p (p, ~h). Damit ist die 1. Behauptung bewicsen. 
5--  543808. Acta Mathematica. 92. Imprim6 le 30 d6cembre 1954. 



66 W I L H E L M  STOLL 

2. Zum Koordinatensystem q . . . .  , r werde das duale Koordinatensystem ~ ,  ..., ~ 

bestimmt. Der kontravariante Polyade 

(13.17) A " ~  = ~ ~ ..... ~,, [~  . . . .  , yn, ~,,, -.., ~ , ]  
h + l ~ p l <  *-. <pp<<_],: 

ist die kontmvariante Polyade 

(13.18) A ' =  ~ ~l ..... ,,~ [~, . . . . . .  , ~,,~] 
h + l ~ / i t <  . . .  <itp~]~ 

Ist ~9" (P) eine Darstellung yon W" auf der offenen Menge 

( 1 3 . 1 9 )  ~[h : ]~ [h [  [Cl, " - - ,  Ch ] 

gem/tss den Gleichungen (13.10), (13.11), 03.17) und (13.18) die Beziehung 

(13.20) ([?in, ~2)3" (P)], AP~n)=]?[ n] ~ w~ ..... z , ~  ........ v=]?~ ~ ] (~]3" (P), AV). 
h + l ~ p a < . - - < p p < - k  

Da eine Koordinate von [2[h, ~9, (p)] in keinem Teilgebiet yon M identisch ver- 

sehwindet, kann man A "~h so w/~hlen, dass (13.20) mit (~233"(P), A " ) ~ 0  in jedem 

Teilgebiet yon M gilt. Ist vv (P, A p) die Sehnittzahl in P von IV y zu A" und 

vp+~, (P, A ;~h, ?[~) die Sehnittzahl in P yon [9[ h, W"] zu A "+~, so folgt aus (13.20) 

und Satz 3.3 die Gleiehung 

v~+h (P, A "§ ?[h)+dl, (P, 0, ?Ch)-d,  (P, ~ ,  ?lh)= 
(13.21) 

= u, (P, A")  + d; (P, O) - d~ (P, oc), 

was mit (13.16) dann 

(13.22) r,+n (P, A p +h, ?[~) =vp (P, A ' )  - 7, (P, ?In) 

ergibt. Ist ~)~ (A p ~ ~) die Sehnittstellenfl/iche zu A" ~ n beziiglich [?1 n, IV y] und ist ~ (A p) 

die Schnittstellenfl/~che zu A" beziiglich W ~, so ist ~ ( A " ) = ~  (A "+~) U ~ (?~[h). Ffir 

die zugeh6rigen AnzMllfimktionen gilt 

(13.23) ;~, ~ ~ (G, A " ~ ,  ?[h)= Nv  (G, A ' )  - f v (G, ?[h). 

Die Schmiegmagsfunktionen zu A p ~ von [~2{ n, IV y] sind 

1 ( I[ ~ ,  ~"]11A" ~le~0z,,~ ~= m~,~ (F, A ~ ?i n) = ,.T~. log [ ([~3", ?(~], AV+n)] 
P 

I (13.24) _ 1 I [[2B", ?[~][[A ~ 
2=.I  I(~", A")I I W~ 

F 

=m~ (F, A " ) - ~  (F, .~), 

eineindeutig zugeordnet. 

M ,  so gilt wegen 
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(13.25) m,+~ (y, A "+a, ~[a)=m, (},, A') -ff~, (y, 9.1~). 

Nach dem 1. H~uptsatz ist 

(13.26) T, (G, ~[u)=,u (G, A "+~, 9~[~)+ m,+a (F, A ~ ,  g[a)-m,+~ (y, A "+~, .9[~), 

(13.27) T, (G)= iV, (G, A ~) + m~ (F, A ' ) -  ms (Y, A"). 

Mit (13.23) bis (13.25) folgt dureh Subtr~ktion aus (13.26) und (13.27) die Gleichung 

(13.6), womit die 2. Beh~uptung bewiesen ist. 

3. Aus [.~I ~, W"]~0 folgt [9~ ~, W"-l]e;0. Ist Iv(P) eine Darstellung der mero- 

morphen Fl~che W ~uf M und ist die Abbildung ~r e ~  mit U~ N M = U ve 0 beliebig 

gew~h|t, so seien ~"-~ (P, e) und ~ (P, ~) die zugeh6rigen eigentlichen Darstellungen 

von W "-1 bzw. W" auf U. Nach (1.49) ist 

(13.28) 

~lso 

(13.29) 

(13.30) 

0_<~. _, (F, ~")_<~, (F, ~["), 

0-<~._1 (7, ? /h )<~ .  (7, ~-lh) �9 

Ist die offene Menge O~  U hinreichend klein gew~hlt, so k~nn man zu ihr die 
�9 p Funktionen A z(P), A N(P), A z ( ) ,  A N(P) und D, (P) gem~ss den Forderungen 1 

bis 5 zu ~!3" und entsprechend dig Funktionen /~z (P), A~ (P), / ~  (P), A~ (P) und 

Dp-1 (P) zu ~9" 1 bestimmen. Es sind 

( 1 3 , 3 1 )  ~ - I =  ~N~. 1, ~ =  AN~p 

_ _ _  [ , ~ 3 " - I ] ,  ~ 7  + h  
Az 

Auf 0 gilt reduzierte Darstellungen auf O. 

( 1 3 . 3 3 )  

Mit (13.28) folgt 

(13.34) 

=-X~I , 
~.a Z 

I D.(P) < I~lP I I ~ §  I 
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Also 

sie ist also analytisch in O. 

decken, ist 

13.35) 
( 
also 

D~ (P) 
wird die meromorphe Funktion auf keiner Nullstellenfl~che unend]ich, 

D~_~ (P) 
Da die offenen Mengen O die Mannigfaltigkeit ~)~e~ fiber- 

~p-1 (P, 9-In)-<'v~ (P, ~ ) ,  

(13.36) o_<R,_~ (o, ~P) _<R. (o, ?P). 

Aus (13.29), (13.36) und (13,7) folgt (13.8). Die 3. Behauptung ist bewiesen. 

4. Ist der Raum {~[a-~} im Raum {9~ a} gelegen, so gilt bei geeigneter Wahl der 

Normalbasis Q . . . .  , ca yon {~[a} die Beziehung 

(13.37) ~[h- l=l~[h-- l [  [C 1 ..... Ch 1][, ~ [ h : l ~ [ h [ [ r  1 ..... Ch], 

Is t  ~f~ ~ eine Darstellung der assoziierten Fl/iehe W; auf M, so gilt 

(13.38) 1[ 9.1[~ : ~2~" [[ -< [I ?[a-1 : ~ j ,  [[, 

also 

(13.30) 0_<rhp (F, ?[~-1)_<rhv (F, 9/h), 

(13.40) O <--mv (7, ~[h-1) < ~_~p (7, ~[h). 

Ist O eine hinreichend kleine, offene Teilmenge yon M, so kann man zu ihr die 

Funktionen A z (P), A N (p) zu ~gv, die Funktionen A z (P), AN (p), D v (p) zu [~[~, ~.~vj 

und die Funktionen Az (P), ~ (P), Dv (P) zu [~[h ~, ~ , ]  bestimmen. Es sind 

" ~  Az (P) ( g ) -  ~zz(P-)['a , ?)~v (p)] 
(13.41) 

~ (P) op ,, ~ ~3f ~ ~ , (p) - : [. (P)] 
A~ (P) 

reduzierte Darstellungen auf O. 

(13.42) 

Dort gilt 

~-~,l " ~  (P) [  D,(P) ['*~,'(P)[ [[?l n, ~9"(p)[ [~p(p)[ [,~,p+~ 

Wegen (13.38) folgt 

(13.43) D~ (P) I <- l~ + ~ ' (V) 1 
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Also wird die meromorphe Funktion Dp (P) auf keiner Nullstellenfl~che unendlich, ist 
bv (P) 

I)a die offenen Mengen 0 die Mannigfaltigkeit ~ J~  fiber- also anulytisch in O. 

decken, ist 

(13.44) 

also 

(13,45) 

~p (P, 9~ h-a) < ~p (P, s).lh), 

0<37,~ (a, 2h-~)<_R, (a, ?lh). 

Aus (13.39), (13.45) und (13.7) folgt (13.9), w. z. b. w. 

Die Differenz Tp (G) - Tp (G, 9/h) wi~ehst also, wenn man das unbedeutende ,,Rest- 

glied" ~p (7, 9~h) hinzufiigt, monoton in p und h. 

w 14. Die Funktion ~i (G) 

Hilfssatz 1. Ist die Funktion / au I der o//enen Men~e U m~romorph, enthSlt U die 

kompakte Menge K und ist G eine zulSssige Menge, so ist das Di//erential log ]/l~• ~ Z2 ~-2 

i~ber 7 N K und F N K integrierbar. 

Beweis. Nach Satz 5.5 und (5.60) ist log I/[~• die kompakte Teil- 

menge 7 N K der 2 n - 1 dimensionalen, orientierten Teilmannigfaltigkeit 7 yon ~)~2,~ 

integrierbar. Zu jedem Punkt  P0 E K N R d G w~hlt man eine offene Umgebung V von 

P0 mit V c U - y. Die Funktion 2 (P) mit 0 _< 2 (P) _< 1 set auf ~}~" n stetigdifferenzierbar 

und ausserhalb V identisch Null. Es ist H =  G -  ~. Die ganzen Zahlen m < 0 und 

M > 0 werden beliebig gew~hlt. Man setzt 

(14.1) H m . M = { P I m < 2 ( P )  log Ill<M) NH, 

2 (P) log Ill fiir m < 2 (P) log I/I < M, 

m ffir 2 (P) log [11 --- m, 
(I4.2) ~0~, M = 

i ffir 2 (P) log ]II>-M, 

0 ffir Pq.U. 

Die Funktion ~0~,~ ist auf ~pj~2~ stetig und erfiillt dort nach Hilfssatz 1 aus w 6 eine 

LIrscmwz-Bedingung. Wegen 

(14.3) S a{2 log I/I) wez.,, .few,., , ,e '  v, ez., ,  .2 
Vf3Hm, M H 

ist ~0~.M~'~p~Z.z,__2 tiber H integrierbar. Da q~m.M auf ~ identisch Null ist, folgt 

mit (14.3) aus Satz 6.1 die Gleichung 
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(14.4) f 
1" Vfl Hm, H 

Da ~ {~ log l/I} ~' q ~ Z ~ - ~  fiber V N H integrierbar ist, folgt 

(14.5) lim lim f~m,M~l)OX2n_2= f O { 2 l o g l ] l } ~ O Z 2 = _ 2 .  
m....,.-c~ M--~=,o Vf3U 

Da 61y~OZ2,_ 2 l t i ngs / ' e ine  positive Diehte hat, erhtflt man aus (14.5) gem~iss w 2 (5) 

10 ~ die Integrierbarkeit  yon 2 (P) log I [ I ~• YJ ~ Z2--2 fiber/~ N V. Mittels einer DIEUDONN]$~- 

Zerlegung yon K N R d G  sieht man, dass das Differential log t l l ~ y ~ Z . z , _ 2  fiber F N  K 

integrierbar ist, w. z. b. w. 

Eine meromorphe Dichte X der Stufe n auf der offenen Menge M i s t  eine Funk- 

tion X = X (P, :r der Abbildung :r E ~ und des Punktes P 6 M N U~, die bei fester 

Abbildung ~ (5) auf M N U~ meromorph ist, und die sich beim ~bergang zur Abbildung 

fl (t3) E ~ gem~ss 

(14.6) X ( P ,  ~ ) = X ( P ,  fl)~fl-x~($) ffir P 6 M N  U, NU~ 
~5 

mit 5 = a - '  (P) transformiert. Ist  X auf keinem Teilgebiet von M identisch Null, so 

hat die Vielfachheit v (Po, 0) der Nu]]stelle Po yon X (P, a) Ifir jede Abbildung ~ E 

mit PoEU~ nach (14.6) denselben Wert. Es ist ~ ( 0 ) = { P ] v ( P ,  0)>0} eine in M 

abgeschlossene Nullstellenfl~tche. Dasselbe gilt ffir die Vielfachheit v (P0, ~ )  der Pol- 

steUe P0 yon X ( P , a ) .  Es ist ~)~(~)={P]r(P,  oo)>0} eine in M abgeschlossene 

Nullstellenfl~che. 

Fiir den 2. tIauptsatz ist nun die Funktion ~ (G), die im folgenden Satz ein- 

geffihrt wird, von Bedeutung. 

Satz 14.1. Die Funktion ~7 (G) .s 

u Die Dichte X der Stu[e n sei in keinem Teilgebiet der zuldssigen 

Menge G identisch Null und au[ einer 0 um/assenden o][enen Menge meromorph. Die 

Viel/aehheit der Nullstelle P von X sei ~ (P, 0) und ~ (0) die zugeh6rige Nullstellen- 

/ldche; die Viel[aehheit der Polstelle P yon X sei v (P, oo) und ~ (oo) die zugeh6rige 

PolsteUenfldche. Es werde ~ (P) = r (P, O) - v (P, oo) und ~ = ~ (0) U ~ (oo) gesetzt. 

Es 8ei 

(14.7) N (G, X) = f v (P) yJ (P, G) ~ Z2 ~ 2- 

s FOr n= 1 siehe Vt" [43] Kap. IV w 5 Seite 186-189. 
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Au[ R werde die Dichte A durch 

(14.8) A = A (P, ~, G)= at '" (P, ~) y'% Y~z. 

definiert, wobei au[ y U F [iir die Funktionen ~z, die Randwerte, die man bei Anniiherunq 

aus H erhSlt, zu nehmen sin& 

A 
Behauptung. 1. Durch i N  wird au[ H -  ~ eine eindeutige Funktion erkldrt, die 

nicht vonder Wahl der Abbildung c( E~ abhdngt, und deren Logarithmus iiber l~n 

integrierbar ist. 

2. Es ist 

(14.9) ~ ( G ) = 4 - ;  l o g [ ~ x ~ v ~ 7 , 2 ~ _ 2  - ~ log ~ - [ ~  y ~ I 2 ~ - 2 + N ( G , X )  
F 

unabhiingig vonder Wahl der au] G meromorphen Dichte X. 
A 

Beweis. 1. Als Quotient zweier Dichten der Stufe 2 n ist I ~  eine eindeutige 

Funktion des Punktes P E H -  ~ und h/~ngt nicht von der Abbildung ~ E ~ ab. Zu 

jedem Punkt  Po ERdG w~hlt man eine Abbildung ~ E ~  mit Po E U~ und eine offene, 

beschr/~nkte Umgebung V yon P0 mit V ~  U~. Nach Hilfssatz 1 ist 

1 
log IX (P, ~) i2 ~• ~o ~ Z2 ~ 2 

fiber V N F integrierbar. Da ~ a , ,  (P, ~.) X~ X~ fiir jeden Punkt P E V eine positiv 
#, v = l  

definite HERmTEsche Form ist, gilt dort 

i t - - '  it, v = l  p = l  

_ / n  

mit positiven Konstanten c 1 und c 2. Setzt man �89 V ~  lYJz. l i, so ist 
V=I 

(14.11) Cl I grad ~fl2_< A (P, a, G) _< ce l grad ~vI 2 

fiir P E H N V. Da das Differential 8 ~v auf /7 stetig ist, ist A auf V N H besehriinkt. 

Mit einer Konstanten c 3 > 0 gitt daher 

1 
(14.12) I logA(P,  cc, G)l<_c3A 4 ffir P E V N H .  

Es sei ~o) das euklidische Oberfli~ehenelement von ~ I (FN V)= F ' .  L~ngs F' be- 

steht nach (4.31) die Beziehung 



72 W I L H E L M  S T O L L  

(14.13) /~y~0Xzn-2 = ~ a~,,v/% v2z, 
~. ,= ~ ] grad ~ [ 

Aus (14.11), (14.12) und (14.13) folgt 

C, 3 (14.14) I log A I ~  W a ;(2 .-~ < ~-~ A~ a ~ .  

1 
])a A auf V N H stetig ist, und d a / "  ein endliches C~ATH~ODORY-Mass hat, ist A~ ~ co, 

also auch log A 01 ~00X2 . 2 fiber / " ,  das heisst fiber /" N V integrierbar. I)a endlieh 
A 

viele der offenen Mengen V den Rand yon G fiberdecken, ist log ~ 01 yJ 0 X2 ~-2 fiber 

/1 integrierbar. Ebenso zeigt man, dass dieses Differential fiber 7 integrierbar ist. 

Die 1. Behauptung ist bewiesen. 

2. Is t  X eine zweite Dichte mit den entsprechenden Gr6ssen v (P), ~ ,  N (G, X), 

so gilt nach der JENsE~sehen Formel 

1 121~ " 3 1 If~l~-vjOZ2n_2=N(G ,2~) -N(G,X) .  (14.15) ~ f l o g ~ ]  y~  - ;flog  
A A 

Da ~X]i und ~ - ~  Funktionen des Punktes P E H sind, gilt 

1 f l o g  A 1 1 f A ,+.v(a, x)-- 
P 

(14.16) 

- 41 f _A_~log ]Xl* V~aZ'2" 2 -  ~ 1  f log 7~__ff~0"~O7~2,_2+N(G,X). 
7:;. ~ IX  I 

Daher h/ingt ~ (G) nicht von der Wahl der Diehte X ab, w. z. b. w. 

W/ire A =  [YI 2 und Y eine meromorphe Dichte, so w/~re naeh der JE~sENschen 

Formel ~ ( G ) = N  (G, Y) das Mass der Nullstellen yon A also der Nullstellen yon 0% 

Nun ist zwar, wenigstens fiir n > 1, A nicht Betragsquadrat einer meromorphen Dichte, 

aber man kann doch auf Grund dieser Analogie ~] (G) noch als ein ,,Mass" der Null- 

stellen yon 0 ~f, das heisst der kritischen Menge E = {PI ~ YJ = 0} f3/~ des Kondensators 

H ansehen. 

w 15. Die Differenzenformel 

Wie bei n = 1 wird nun eine sogenannte Differenzenformel bewiesen, die ffir den 

zweiten Hauptsatz yon grundlegender Bedeutung ist. Zun/~chst werden einige Vor- 

bereitungen getroffen. 
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tIillssatz 1. 9 Das iiussere Produkt der Polyaden ~P, ~ wurde mit [9~ p, ~q]  be- 

zeichnet. Fasst man ?I p und ~ abet als Vektoren des Raumes R 2(kv) an~, so werde ihr 

giusseres Produkt mit {9~", (~"} bezeiehnet. Eiir # = p  - 1, p, p +  1 sei ~ - [~o, ~1 . . . . .  ~,-~] 

und ~ " =  [~'o, ~1, " . ,  5,-2, ~,]- 

Dann gilt die algebraische Identitdit 

(O"lO") 

Satz 15.1. Station~rer Index.  1~ 

Voraussetzung. Die meromorphe Fliiche W babe au] der o]/enen Menge M die 

Darstellung iv (P). Fiir u = p - 1, p, p + 1 set ~)j= (P, o~) die zu iv (P) und zur Abbildung 

c c e ~  gehSrige eigentliche Darstellung der u-ten assoziierten Fliiche W ~. Es  set W p+l 

nicht totaldegeneriert. Die Viel/achheit der Nullstelle P der Darstellung ~ (P, ~ ) s e i  

d= (P, 0), die der Polstelle P set d= (P, co). Es sei d= ( P ) =  d= (P, 0 ) -  d= {P, co). 

Behauptung.  A n /  ~ 2 n  wird v p ( P ) -  1 dureh 

(15.2) vv (P) - 1 = d,-1 (P) - 2 d,  (P) + d,+~ (P) _> 0 

unabhlingig v o n d e r  Wahl der Darstellung iv (P) yon W eindeutig und nichtnegativ er- 

kltirt. Die Menge 93, = {P] v v ( P ) >  1} ist eine abgeschlossene Nullstellen/l~iche aus ~i~ ~', 

der man die Viel/achheit v, ( P ) -  1 zuordnen kann. 

Beweis. Die Menge F bestehe aus den Ausdriicken (/, 0), die sich so best immen:  

1. Auf der offenen Menge 0 gibt es eine Darstel lung iv (P) yon  W. Fiir eine 

Abbildung c( E ~ sei 0 c_ U~. Die zugeh5rige eigentliche Darstel lung yon  W = auf 0 sei 

(15.3) ~3 u (P, ~) = ~ w ,  .... ,u (P, ~) [e, . . . . . . .  e,~] . 
l</q< �9 

2. Zu jedem Wertesatz  ganzer Zahlen u , / ~ ,  . . . , / ~  mit  p - l _ < u _ < p + l  und  

1 ~/~1 < "'" </t,~ </c gibt  es zwei Funkt ionen  /~ .... ~ und  g~ ..... ~,,, die in ]edem P u n k t  

von O analyt iseh und teilerfremd sind, und fiir die w~, .... , u -  ~n O gilt. 
g I Q  " �9 �9 t t l ~  

3- Fiir jede feste Zahl u mi t  p - 1  < u _ < p + l  seien auf 0 anMytisehe Funk-  

tionen A~ (P) und A~, (P) gegeben. Es sei A~ (P) grSsster gemeinsamer Teiler Mler 

Funkt ionen  ], . . . .  ~,~ mi t  1 _< #~ < ... < / ~  ~< k und A~v (P) grSsster gemeinsamer Teiler 

a ller Funkt ionen  g~ ..... ,u mi t  1 _</~ < ... < t ~  ~< k. 

9 Der Hilfssatz ist in W [43] Kap. I I I  w 5 Seite 143-144 bewiesen. 
a0 Fiir n= 1 siehe W [43] Kap. I w 7 Seite 41-45. 
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4. In 0 ist 

A~ -1 (P) {A~ (p)}2 A~+X (p) 
(15.4) l (P) = A~,-a (p) {A}  (p)}2 A~,+, (p) 

Nun wird behauptet,  dass F eine CousI~sche Verteilung auf ~)~"" ist. Fiir u = p -- 1, 

p, p + 1 sind 

A~, 
(15.5) ~..T~ (P)= (P)~u (p, ~) 

A~. ( P ) - -  

reduzierte Darstellungen. Nach Hilfssatz 1 und (15.4) gilt 

(15.6) 

II(P)l= I~'-111~P1~+11- I~ l ' l {~ "  ~'}1 

I ~  I ~ I {~3r, ~r} I I{~l ~, ~ } 1  
= I~-l l  1~9pll I~1 ~ = I ~ P I I ~ ' I "  

Die in 0 meromorphe Funkt ion / wird nach (15.6) auf keinem Fl~ichenelement un- 

endlich, ist also in 0 analytisch. Ist  ([, O) ein zweites Element yon F mit 0 fl 0 ~- O, 

so seien ~, ~, ~ u  (p, ~) @~ ..... uu, [u .... ~ ,  g~ ..... t,u ~ ,  A~v entsprechend zu (L 0) ge- 

bildet. Es gibt eine Funktion 2 (P), die in jedem Teilgebiet yon O fl 0 nicht identisch 

Null und meromorph ist, sodass 

(15.7) Iv (P) = 2 (P) t~ (P) fiir P E 0 tl 0 

gilt. Wird ~ (P) 

die Gleichung 

~&-'~(3)  mit $ = a - l ( p )  fiir PEo( IO  gesetzt, so folgt aus (12.18) 

(15.8) 9,33u(P, a)=2u(P){~(P)}�89 ~) fiir P E O 0 0 .  

Also sind die Funktionen 

(15.9) 
~u 
Az (P) A~ (P) 

hu (P) = 2 u (P) ~ ~ )  A~z (P) * 0  

(I5.10) 

auf 0 Iq 0 analytisch und von Null verschieden. In 0 fl (7 ist 

)y-1 h~ ;t ~+1 

hp_ 1 2 ~ v hv + x 

hi 
hp-a h, 
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analytisch und nicht Null. Zu jedem Punkt  Po E ~2~ gibt es eine offene Umgebung 

0 von P0, fiir die sich die Forderungen 1 bis 4 erfiillen l~ssen; also gibt es ein 

Element (f, O) yon F mit Po E O. Damit ist gezeigt, dass F eine CovsI•sche Ver- 

teilung, ist. Nach Satz 3.2 und (15.4) ist 

(15.11) v~ (P) - 1 = dD-1 (P) - 2 dp (P) + dp +1 (P) -> 0 

die Vielfachheit ihrer Nullstelle P und ~p = {PI v~ (P) > 1} ihre Nullstellenfli~che. Daher 

ist vp ( P ) -  1 nichtnegativ, unabh~ngig yon der Wahl der Darstellung l~ (P) yon W 

und der Abbildung ~ E ~ und kann der abgeschlossenen Nullstellenfliiche ~p als Viel- 

fachheit zugeordnet werden w.z .b .w.  

Definition 15.1. Stationi~rer Index. 1~ 

Die Bezeiehnungen werden wie in Satz 15.1 gewdhlt. Dann heisse vp(P) der p-te sta- 

tiondre Index des Punktes P zur meromorphen Fldche W. Es sei ~ die p-re station~ire 

Index]ldche und 

(15.12) V~(G)= f ( v p ( P ) -  1)~o(P, G)~X2~ 2 
~p 

ihre Anzahl/unktion. 

Satz 15.2. Die Funktion ~2p(F). u 

Voraussetzung. Die meromorphe Fldche W babe au/ der o]/enen Menge M die 

Darstellung ~o (P). Fiir u = p -  1, p, p + 1 sei ? ~  (P, :r die zur Darstellung re(P) und 

zur Abbildung r162 E ~  geh6rige eigentliche Darstellung der u-ten assoziierten Fldche W ~. 

Es sei W p+I nicht totaldegeneriert. Die Dichte A sei durch (14.8) erkldrt. E8 sei G 

eine zuldssige Menge und E die kritische Menge des Kondensators H = G - ~ .  

Behauptung. Abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen von W p ist unabhdngig 

von der Wahl der Darstellung m (P) und der Abbildung :r die Funktion 

(15.13) 3 ,  = $ ,  (P) = ~ ,  (P, G) = 2 ! ~ p - I  (P, (P, 
I ~ "  (P, ")[ '  A (P, or G) 

als Funktion des Punktes P E H -  E erkldrt. Die Integrale 

(15.14) D ~ ( F ) =  ~ log Np(P, G)0"~0Z2~ 2, 
/- 

Dp(~)-- ~ log N~(P, G)O'~0Z.~ 2 

Y 

(15.15) 

existieren. 

11 Ftir n = 1 siehe W [43] Kap. IV w 5 Seite 187 und Kap. I I Iw 1 Seite 123. 
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Beweis. Ist fi)(P) eine zweite Darstellung yon W auf M, ist ~ fi ~ eine zweite 

Abbildung, sind ~ (P, &) die zugehSrigen eigentlichen Darstellungen auf M f~ U5, ist 

N--  M fl U~, fl M ~ U;, 4= 0 und wird q)(P)= 0&-1~r mit ~=r162 fiir P ~ N gesetzt, 

so gibt es eine Funktion 2(P), die in jedem Teilgebiet yon N nicht identisch Null 

und meromorph ist, sodass in N die Gleichungen (15.7) und (15.8} gelten. Wegen 

(15.16) A(P, ~, G ) = [ r  G) fiir P e N  

folgt aus (15.8) die Gleichheit 

(15.17) , ~ ( p ) = 2  ]~3~'-~(P)]~I~p+~(P)I~ =2]~_  ~-~ (P) I~ ] ~ + ~  (P) ]z ffir ~P eN. 
[~v(P) I 'A(P ,  o~, G) } ~ ( P ) ] '  A(P, 5i, G) 

Ist ~ [  eine in U reduzierte Darstellung yon W r, so ist 

I (~ ' .  ~ ' } i  ~ = 2 ! { ~ .  ~ } l  ~ (15.18) Sp(P)=2 ~ v - ~  [ ~2~1, [4 A 

nach Hilfssatz 1. Gem/iss (15.17) und (15.18) ist Sv(P) unabh~ngig yon der Darstel- 

lung r0 (P) und der Abbildung cr auf H - E  bis auf die Unbestimmtheitsstellen yon 

W p erkli~rt. 

Da W p+I, also auch W p und W p-l, nicht total degeneriert ist, gibt es kon- 

travariante Polyaden A p a, A r, Av+I mit (A p-l, WP-a)~e0, (A p, Wr)$0 und 

(A p+I, W~+I)~0. Gem~ss (15.8)'ist 

(Ap-1, ~v-1 (p, r162 (AV+I, ~ + 1  (p, a)) 
(15.19) X(P,  a)=  (Ap, ~_~3p (p, ~r * 0  

eine meromorphe Dichte der Stufe n auf 9X z~. Nach (15.17), (15.19) und (1.45) gilt 

1 1 
log ~ , = i  log 2+log It~_1. Ap_,l I - e  log ij~,  ' A'II + 

(15.20) 
iA, lilA,+~i . . - . . 1  +�89 log ]XI2 -  log �9 

+ l~ 1[~3"'1. A"+I l] A ]A'] = 

Daher existieren naeh Satz 14.1 die Integrale ,Qp(F) und -Q~(~), w.z.b.w. 

Diese Integrale haben den Wert 

.Qv(F) =�89 log 2 - l o g  IA" ~] lAP1! A v 1) lAy] ~ +mp_l(F, - 2 m y ( F ,  AP)+ 

(15.21) 
1 ( h 0 + ~ , :  (r. A "+1) - ~ .  ! o g ~ v  z... 2. 

i i 

P 
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IA" 'IIAT+ll 
g2T(7)=�89 log 2 - l o g -  +rot 1(7, --2roT(7, AT)+ 

(I5.22) 
f , 1 A • O § ATe1)-- 4-~ log [~]-20 1/) Z2n-z" 

7 

Ist d.  (P) die Vielfaehheit der Nullstelle P weniger der Vielfaehheit der Polstelle P 

der Darstellung ~ (P, ~), ist vu(P, A ~) die Sehnittzahl in P von W ~ zu A" und 

vp(P) der p-re station/~re Index, so wird nach (15.19) und (15.2)die Vielfaehheit 

der Nullstelle P weniger der Vielfaehheit der Polstelle P von X dureh 

(15.23) 
{VT-~ (P, A T l) § dT_l (p)} _ 2 {~'T (P, AT) + dT (P)} + {VT+' (P, AT+~) + dT§ (P)} = 

= ~'p-1 (P, A T-x) - 2vT (P, A T) + ~'T+I (P, AT+l) + vT (P) - 1 

gegeben. Aus (15.23), (15.12) und (14.9) folgt 

~ ( G ) = ~  l o g [ ~ [ 2 0 1 ~ p 0 Z 2 . _ 2 - i ~  log[-~2 ~o0Z2. 2+ 

P 7 
(15.24) 

§ NT_ 1 (G, A T-a) -- 2NT (G, A p) + NT+I (O, A T+I) + VT (G). 

Die Gleiehungen (15.21), (15.22), (15.24) und der 1. Hauptsatz ergeben 

(15.25) VT(G)§247  

Dies ist die gesuchte Differenzenformel. Es gilt 

Satz 15.3. Die Differenzenformel. 12 

Yoraussctzung. Au/ der Mannig/altigkeit ~2n seien die allgemeinen Voraussetzungen 

I, I I  aus w 4, III ,  IV, V aus w 7 und VIII  aus w 12 er/i~llt. Die meromorphe Fldche 

W habe die assoziierten Fldchen W p-l, W" und Wp+I~0, deren Charakteristiken nach 

(12.25) de/iniert seien. Die Anzahl/unktion der p-ten stationdren Indexfldche sei nach 

(15.12) erkldrt. Die Funktionen 12p(F) und ~T(7) seien durch (15.14)und (15.15) 

gegeben. Die Funlction ~ (G) sei naeh (14.9) einge/iihrt. 

Behauptung. Fis ]ede zuldssige Menge G gilt 

(15.26) Vp(G)+Tp I ( G ) - 2 T p ( G ) + T p + I ( G ) = ~ p ( F ) - ~ p ( y ) + ~ ( G ) .  

12 Zu diesern Satz im Fallen = 1 und seinem vorhergehenden Beweis vergleiche mall W [43] 
Kap. IV w 5 Seite 184-187 und Kap. IIIw 1 Seite 123-124. 
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In W [43] wird die Differenzenformel als 2. Hauptsa tz  (im Sinne von H. WEYL) 
bezeichnet. Sie ist aber noch keineswegs mit dem 2. Hauptsa tz  im Sinne yon R. 

NEVANLINNA identisch, sondern gibt nur einen Tell davon. Zum zweiten Hauptsa tz  

muss noch das. ,,Restglied" .Qp ( I ' )  nach oben abgesch~tzt werden, was wie in W [43] 

durch die sogenannte Hauptdefektrelat ion geschehen wird. Ausserdem h~ngt die Dif- 

ferenzenformel noch wesentlich vom Richtungsfeld ~Bn-.1 ab. Diese Abh~ingigkeit wird 

im 2. Hauptsa tz  (im Sinne von R. NEVANLINNA) fast ganz beseitigt werden k6nnen. 

Allerdings muss dazu noch eine weitere Voraussetzung (IX in w 19) gemacht werden, 

die, wie ausdriicklich vermerkt  sei, fiir die Differenzenformel nocht nicht erforder- 

lich ist. 
w 16. Der Grenziibergang G~9~~ en 

In  diesem Paragraphen sollen alle S~tze und Definitionen, die sieh auf den 

Grenziibergang G ~ 9 ~  2n beziehen, zusammengestellt  werden, auch soweit dies bereits in 

w 11 geschehen ist. Diese S/~tze und Definitionen sind eine wSrtliche tJbertragung vom 

Fa]le einer Veri~nderliehen auf den Fall mehrerer Ver/~nderliehen. Fiir die Beweise 

kann daher auf W [43] verwiesen werden. 

Definition 16.1. Vollstiindiges System zul~ssiger Mengen. xa 

Eine Menge 63 zul~issiger Mengen G heisse vollstiindig, wenn gilt: 

1. Mit G geh6ren auch last aUe Mengen G~ mit O<r<_R(G) zu ~.  

2. Zu jeder kompakten Menge K gibt es eine zuldssige Menqe G E63 mit K ~  G. 

In  w 11 wurde bereits die allgemeine Voraussetzung VII  gernacht: 

VII .  Aussehiipfung. Zu ]eder kompakten Menge K der Mannig/altigkeit 9~ ~n gebe es 

eine zul~issige Menage G ~ K. Die Menge aller zuldssigen Mengen sei 630. 

Diese Voraussetzung besagt dasselbe wie 

VII ' .  Aussehiipfung. Die Menge ~o aller zuldssigen 3lengen sei ein vollst~indiges System 

zuldssiger Mengen. 

Nun werde ein beliebiges vollst~ndiges System 63 gew~hlt und festgehalten. 

Definition 16.2. Der Grenziibergang G~gJ~ 2 n.l, 

Es sei 63 ein vollstdndiges System zuliissiger Mengen. 

1. Die Funktion /(G) sei /iir alle zuldssigen Mengen G E63 erkldrt, die die kompakte 

Menge K o enthalten. Es sei 

(16.1) a =  lim /(G) (beziiglich 63), 

13 Sieho W [43] Kap. IV w 7 SeRe 200. 
14 Siehe W [43] Kap. IV w 6 Seite 190. 
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das heisst, es strebe / ( G ) ~ a  [iir G--->~J~ 2n (beziiglich (~), wenn es zu ]edem s > 0  eine 

kompakte Menge K,  ~ K o gibt, sodass I / (G) - a [ < s /iir alle G e (~ mit G D K~ gilt. 

Entsprechend erkldrt man lim /(G)= oo und lim / ( G ) = -  oo. 
G_._>9)~2 n G_.~9)~2 n 

2. Die Funktion ](G) sei /iir alle zuldssigen Mengen G E(~ erkltirt, die die kompakte 

Menge K o enthalten. Es ist 

(16.2) a =  lim /(G), 
G ~.93~2 n 

wenn es zu ]edem s > 0 eine kompakte Menge K~ ~ K o gibt, sodass ] (G) < a + e ]iir 

alle Ge(~ mit G~K~ und ] (G)>a--e  ]fir ein Ge(~ mit GDK~ gilt. Entsprechend 

erkldrtman lim /(G)=oo und lim / ( G ) = - o o .  E s s e i l i m  / ( G ) = -  lira {-/(G)}. 

3. Ist die Funktion h (G) /iir alle zulgssigen Mengen G E6J mit G ~ K  o erkldrt, so werde 

mit 0 (h(G)) /i~r G--->~ 2n (beziiglich (~) ~ede Funktion /(G) bezeichnet, zu der es 

eine gonstante C = C I und eine kompakte Menge Kf ~ go gibt, sodass I ] ( G) ] <_ C [ h ( G) I 

/i~r alle zuldssigen Mengen G E(~ mit G~  Kf gilt. Haben dabei Cf und KI /~r alle 

Funktionen f einer Menge ~ denselben Weft, so gilt / (G)=O(h(G)) au] ~ gleich- 

mdssig. Mit  o(h(G)) /iir G-+OJ~ 2n (bezi~glich (~) werde ]ede Funktion /(G) bezeichnet, 

/iir die gilt: Zu ]edem s> 0 gibt es eine kompakte Menge K~(/)~ Ko, sodass [/(G)[ 

<_ s ] h (G) I /i~r alle G e (~ mit G ~ K~ (]) gilt. Hdngt dabei K~ (/) /iir alle Funktionen 

/ der Menge ~ nicht von ] ab, so gilt ](G)=o(h(G)) au/ ~ gleichmdssig. 

Nach Definition 11.1 und Satz 11.2 ist die Gesamtkapazit~it ~4 

(16.3) ~ =  fin C(G)= lim C(G)<oo (beziiglich(~) 

und die Gesamtspannung 14 

{! (16.4) J =  fin R(G)= lim R(G)= f l i r t > 0  
G e 6~0 G__>9)12 n 

v~$ fiir ~=0 .  

Beide sind nach ihrer Definition unabhangig yon der Wahl des vollst~ndigen Sy- 

stems q~. Wie in W [43] werden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt. 

Definition 16.3. Die Bezeichnung (o). ~3 

Die Funktion s(G) sei /iir alle zuldssigen Mengen G~OJ erkldrt, die die kompakte 

Menge K o enthalten. Gilt 

(16.5) s(G) I 0(1) /iir ~ > 0  /iir G-+~i~ en, G e ~ ,  
(o (R (G)) ///r (~ = 0 

80  8~ i  
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(16.6) s (G) = (o) (beziiglich @). 

Entsprechend wird s (G) <_ (o) erkldrt. 

Definition 16.4. Die Bezeichnung coB(h), la 

Die Funktionen f(G) und h (G) seien fiir alle zuldssigen Mengen G E ~  erkldrt. Gilt mit 

einer Kon~qtanten B die Abschdtzung 

B ( G )  

(16.7) 1 + R (G) + f (R (G) - r) er(Cr) d r ~  Bh (G) 
o 

[iir alle G E (~, die die kompakte Menge K enthalten, so sei 

(16.8) / (G) = COB (h). 

E s  se i  o~1 (h) = co (h). 

Hieriiber gilt der Satz: 

Satz 16.1. Abschiitzungen. 1~ 

1. Ist /2=coB(h), ist /I(G)<_]2(G) /iir alle GE(~ und ist [x(Gr) in O<_r<_R(G) messbar, 

so gilt f~ = cob (h). 

2. Ist die Konstante C positiv, ist /= mB (h), so g i l t /+ C= eoh (h) mit B =  Be e. 

3 Sind die K o , ~ n ~  5,, ,nit ~ Q,, = 1 ~ i t i ~  un~ i~t /,, = o~. (h.) ~o /oOt ~ ~./,, = 
p=l  ~=1 

=co(  ,_~ q, Bvh,, ). 
p= l  

Der Begriff der , ,meisten" zul~ssigen Mengen G wird wie in ~7 [43] eingefiihrt: 

Definition 16.5. Die , ,meisten" zulassigen Mengen G. 17 

Die messbare Funktion ~ (r) >_ 0 de/iniere ein 2.Mass, wenn gilt: 

1. In  0 <_ r < J ist ~ (r) messbar, wobei J die Gesamtspannung ist. 
J r 

2. Das Integral f 2 (r) d r divergiert. Das Integra l  f ~t (r) d r existiert fiir 0 < r < J .  
0 0 

r 

3. Fiir ~ede Konstante a mit 0 _ < a <  1 strebt f ~ (r) dr--->c~ /is r--->J. 
r 

Die Funktionen /~ (G) seien /iir alle zuldssigen Mengen G E6J erkldrt, die die kompakte 

Menge K o um/assen. Fiir die ,,meisten" zuldssigen Mengen G E ~ gelten die Ungleichungen 

/~ (G) <_ O, in Zeichen 

(16.9) II/~(G)<_O oder auch il/,(G~)<_O, 

15 Siehe ~V [43] Kap. IV w 7 Seite 196. 
le Siehe ~V [43] Kap. V w 10 Seite 253. 
17 Siehe ~V [43] Kap. IV w 7 Seite 196--200. 
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wenn es eine Zahl M > 0 und eine kompakte Menge K gibt, so class/i~r ~ede zuldssige Menge 

G E (~ und ~ede Menge Gr ~ K die Ungleichungen 

(16.10) /, (Gr) _< 0 

in 0 <  r < _ R (G) hSchstens mit  Ausnahme einer messbaren Menge T = T (G) gelten, fiir die 

S,~(r) d r < _ M  ist. 
7; 

e" " ~ Der Begriff der ,,m ls~en zul/issigen Mengen G h~ngt also noch yon der Wahl 

des h-Masses und des vollst~ndigen Systems (~ ab. Es gilt 

Satz 16.2 Eine Abschi~tzung. 1~ 

u Es sei ] = cob (h). Die Zahlen x > 1 und d seien beliebig gewi~hlt. 

Behauptung. Fiir die ,,meisten" zuliissigen Mengen G E (~ gilt 

(16.11) II [ (G~) <_ x~ log h (G~) + (1 + x) log ~ (r) + d 

Die in Definition 16.5 erwdhnte Konstante M kann dabei als 

1 
�9 -- (x ~ log (16.12) M =  2 B a) -- I ex+l 

gewdhlt werden. 

Gilt II/~ (G)<_ 0 fiir i = 1,..., m einzeln, so auch gemeinsam. Diese Ungleichungen 

IIf~(G)_<0 erlauben noeh eine Aussage fiber den Grenzfibergang G-+~J~ 2n zu machen: 

Satz 16.3. Der Grenziibergang G--u~FJ~ 2n und die ,,meisten" G E ~ .  17 

u Fi~r die ,,meisten" zuldssigen Mengen GE(~ und i =  1,.. . ,  m gelten 

die Abschdtzungen II f~ (G) <_ O. Es  sei (~* die Menge aller zuldssigen Mengen G E ~ ,  ]iir die 

die Ungleichungen ]~ (G) <_ 0 gelten. 

Behauptung. 1. Es gibt Zahlen M und (~o mit  0 < 6 0 < 1, eine kompakte Menge K o 

und zu ~eder zuldssigen Menge G E (~ mit G ~ K o wenigstens eine Zahl r* mit  (1 - (~0) R (G) <_ 
R ( G )  

<_r*_<_R(G), sodass /i(G~,)<-O ist. Dabei ist f ~(r) d r > M  [iir G D K  o. 2. Ist  
(i- ~o) R(G) 

G (~) E(~ eine monotone Folge zuli~ssiger Mengen, G(~)~ G (~+1), mit  ~i~ ~ =  U G (~), so kann man 
Y=I  

C~ 

die obigen Zahlen r* = r* ]i~r alle v >- v o sogar so wdhlen, class U G(~: ). = ~)~2 ~ ist, und dass 
v=v  a 

die Folge r* wenigstens eine Teilfolge ra = r;* a mit  - -  ~ '~ Gr~ G~a+ ~ und mit  U G~"a)=~ ~'~ enthdlt. 

Daraus folgt unmittelbar: 

Satz 16.4. Gilt )] f~ ( G) < e ]i~r ~edes e > O, die ,,meisten " zuldssigen Mengen G E (~ 

und i = 1,.. . ,  m, so ist lim /~ (G) <_ 0 (bezi~glich ~ ) .  
G _ ~ 2  n 

6 -  543808 .  A c t a  M a t h e m a t i c a .  92. I m p r i m ~  le 30 d d c m b r e  1954. 
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w 17. Abschiitzung der ,,kleinen" Glieder 

Die ,,Restglieder" mp (~, AP), rhp (~, ~A h) und - / 2 y  (~) werden in diesem Para- 

graphen nach o b e n  abgesch~tzt. 

Satz 17.1. Die Absch~tzung von mp (y, AP). 18 

Voraussetzung. Die p-te assoziierte Fldche W Y sei nicht speziell degeneriert. Nach 

Definition 16.3 werde die Bezeichnung (o) erkldrt. 

Behauptung. Die Schmiegungs/unktion mp (~, A Y) ist /iir alle speziellen Polyaden 

A ~ ~=0 stetig und ]i~r die speziellen Polyaden A ~ ~ 0  gilt gleichmdssig 

( 1 7 . 1 )  my (~,, A Y) = (o).  

Zusatz. In  Voraussetzung und Behauptung kann zuffleich das Wort ,,speziell" 

weggelassen werden. 

Beweis. Wendet man Satz 11.3 auf die meromorphe Fl~che W Y an, so erh~lt 

man gerade den Zusatz. Ist ~ die Menge der speziellen Polyaden B'=[f i~  . . . . .  ~p] 

mit (fl~]fl~) {~ fiir/~4=v , so beweist man fast wSrtlich genau so, wie man den Satz 
fiir u = v 

11.3 beweist, dass mp (~, B ' )  auf ~ stetig ist, und dass auf ~ gleichm~ssig mp (y, B p) = 

--(o) gilt. Zu jeder speziellen Polyade A ~ ~ 0  gibt es Vektoren fi~ . . . .  ,/~p mit B ~ -- 

A p 
= [ s  . . . , f l : ] e ~ ,  sodass {AV}={B'} ist. Es gilt A '= IA Y I  .B  Y. Also i s t ~ e ~ .  

Wegen m, 7, = my (7, A Y) folgt die Behauptung, w.z .b .w.  

Ganz entsprechend wie Satz 11.3 und Satz 17.1 beweist man: 

Satz 17.2. Die Absch~itzung yon ~hy (y, ?[h).ls 

Voraussetzung. Die Pro]ektion [9~ a, WYJ der p-ten assoziierten Fldehe W" sei /iir 

~ede spezielle Polyade ~lU#O nicht totaldegeneriert. Nach (13.3) werde ~np(~, 9~h) = 

=5~, (y, G, 9~ h) de[iniert. 

Behaul)tung. Die Funktio~ ~y  (~, 9~ a) ist /iir aUe speziellen Polyaden ~a # 0 stetig 

und /iir diese gilt gleichmiissig: 

(17.2) ~ ,  (r, 2h) = ~  (r, G, ?~) = (o). 

is Fiir n= l siehe W [43] Kap. IV w 7 Seito 191--195. 
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Zusatz. In  Voraussetzung und Behauptung kann zugleich das Wort ,,speziell" 

weggelassen werden. 

Da der Beweis 'ganz analog zum Beweis yon Satz 11.3 verlAuft, braucht er hier 

nicht ausgefiihrt zu werden. Ist iibrigens W ~ nicht (speziell) degeneriert, so gilt fiir 

jede Polyade ~ ~ =[9~ -~-~ , 0g ~] die Abschi~tzung 

(17.3) II ~ :  ~ II-> I1~ -~: ~ II = ll*~ -~, ~ II. 

Mit A v =  .~/~-v gilt also 

(17.4) 

gleichm~issig in ~ ,  womit 

noeh ein Hilfssatz benStigt. 

~a~ (Y, ~A~) <- m~ @, A p) <_ (o) 

(17.2) bewiesen ist. Zur Abseh~tzung yon - Q v  (7) wird 

HilIssatz 1. is Wird die Dichte A (P, :r G) im Kondensator H = G -  g nach (14.8) 

de/iniert und sind Go= G zwei zuldssige Mengen, so gilt 

(17.5) 
A (p,  ~, G) 1 R (G) 

o g h ( p ,  r162 Go ) _< 2 mgR-(~o- ) 

]i~r alle Punkte P Ey und alle Abbildungen :r mit P E U~. 

Beweis. Die Ausdriicke, die von G O abh~ngen, mSgen durch einen angehgngten 

Index (o) bezeichnet werden. Die Abbildung ~ E ~ mit 7 N U ~ .  0 werde beliebig gewghlt. 

Das euklidische Oberfl~chenelement yon 7 '=:r  -1 (U~ N ~,) sei 80). Die Potentialfunk- 

tionen 9 = 9 ( P ,  G) und 9(~ Go) seien nach (7.1) und (7.2) gebildet. Wegen 

v = { P I g ( P ,  G ) = I ) = { P ] 9 ( P ,  Go)= 1} gelten nach (4.31)l~tngs 7 N U~ die Gleiehungen 

(17.6) 8•176 �89 ,~ ~ z ~  + 9~)  ' 
/~,v= 1 (]r ]grad 9I 

(17.7) ,7 t'~ (0) ~(0) 

i,t,v=l 

8~o 

]grad 9(0)] , 

r A 8 0  
(17.9) e ' 9 8 Z 2 " - ~ =  /~,v~l~ at~'gz~'Cf" ]grad 9I = R-~ ]grad 9I 

Hieraus folgt 

(17.10) Igrad 9'~ A(~ I grad 9l R '  
I grad 91 - (R(~ 21 grad 9(~ 

(17.8) 8• ~ _ _(o)_(o) 8o) 2X (~ 8co 
= ~,,~=1 %,~ ~v.~,(,v~ [grad 9 (~ ] - (R(~ 2 I grad 9 (~ I' 
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oder 

(17.11) 

Die Differentialgleichung 

W I L H E L M  S T O L L  

A R ' I 
A (~ - (R(~ ~ ]grad ~(o)iz 

Oa~0g~=_2=0 wird in Go- y durch ~ = q - ~ o  (~ gelSst. 

Da ~ ( P ) = 0  fiir PET' und ~ (P)=~_>0  fiir P 6 / ' o  ist, ist ~ ( P ) > 0  in 11o=(7/o- ~. 

Nach Satz 4.5 hat /~OZ2n-2 1/ings 7' eine nichtpositive Dichte. Daher ist die po- 

sitive Dichte von ~• nicht gr6sser als die positive Dichte yon ~l~o(~ 

lgngs 7'. Aus (17.6) und (17.7) ergibt sieh also 

] grad_~_!_ ~ 1. 
(17.12) ]grad q9 (~ } 

Aus (17.11) und (17.12) folgt (17.5), w.z.b.w.  

.Satz 17.3. Die Abschii, tzung der Funktion - -Qr  (7) nach oben. TM 

Voraussetzung. Die (p + 1)-re assoziierte Fliiche W v+ l von W sei nicht totaldegene- 

riert. Die Funktion ~2v(y) sei gemdss (15.15) erkldrt. 

Behauptung. Es gilt 

(17.13) - -Qv (7') < (o). 

Beweis. Die zuliissige Menge Go f i~ wird beliebig gewithlt. Es sei G ~ O  o eine 

zuliissige Menge G aus (~. Aus Hilfssatz 1 und (15.13) folgt 

A (P, ~r G) 
- log ~p (P, G) = - log ~p (P, Go) + log A (P, cr Go) < 

(17.14) 
�9 R (G) 

_< - l o g  ~p(P,  Go)+2 logR (Go ~ �9 

Es werde 7 ' ~ = { P l - l o g  ~p(P, G ) < w } N y  gesetzt. Da das Integral (15.15) existiert, 

gibt es zu jedem e>  0 ein co=o),> O, sodass 

(17.15) 

ist. Da, 

If ]log ~(P,  G0)[~' v2(P, Go)aZ2n_2<-e 

7 -  ~'(o 

wie im Beweis von Hilfssatz 1 gezeigt wurde, ~ ' ~ ( P ,  G)~Z.2n_2 I/~ngs 7' 

~o ist, folgt eine nichtgr6ssere Dichte a l s~ '  ~v(P, Go)~X2n-2 hat, und ~ = ~  
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(17.16) 

- ~2~ (7)= - 4-~1 flog ~r(P,  G)~'~p(P, G)OZ~n_u < 
7 

' f  < - - -  log N~(P, Go)O• G)OX2,~_~- 

1 flog &(P, ao) w(e, G)c3Z2n-z+2 logRRIGG:) <- 4n 
r~ 

1 f R(O) <-4~z-- [log ~v(P, Go)lO• Go)OX2~_ 2 . ~ o ) - r  
~'-Yeo 

, R(G) 
+ 2 mg R--~0 ) + co~ <__ 

< e R (G) R (G) 
_ R--~o ) +m~+2  lOgR(Go ) �9 

Ist  die Gesamtspannung J < c~, so ist - ~2v (7) -< R (Go-- ~ + O)1 ~- 2 log beschr~nkt. 

Ist  J = c ~ ,  so ist lim f2P(7) _<0. Also gilt die Absch~tzung (I7.13), w.z .b .w.  
G_~93~2n R(G) 

Damit sind die Restglieder abgesch~tzt. Sie werden beim Beweis des 2. Haupt- 

satzes keine Rolle spielen, da die eben bewiesenen Absch~tzungen gelten. 

w 18. Mittelwertbildung 

Mit diesem Paragraphen beginnt der eigentliche Beweis der Hauptdefektrelation, 

aus der zusammen mit der Differenzenformel der 2. Hauptsatz folgen wird. Allerdings 

wird die Hauptdefektrelation sich erst in w 22 ergeben. 

Definition 18.1. Mittelwertbildung. 19 

Die messbare Funktion ~r (~) >_ 0 sei tier alle kontravarianten Vektoren ~ =4:0 erklgrt. Ist 

2=~0 komplex, so sei 

(18.1) a(2~)=a(~)>_0.  

Die Kugel lal= 1 babe gas euklidische Obertliichenelement ev2k-l(~) und den Inhalt 
2~ k 

Vek-1 ( k -  1)!" Das Gesamtgewicht q der Gewichtsfunktion a(~) sei 

la Siehe W [43] K a p .  V w 2 Seite 213. 
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1 f a(~)O,U2k_ 1 (~) (18.2) 0 < ~ = V2k_ 1 

Ist die Funktion /(~) /iir [~[ = 1 erkliirt, so sei 

, , f  (18.3) /~(/) ~ U2k_ 1 /(~)O'(~)~V.ok-1 (~) 

l~lffi~ 

ihr Mittelwert, /alls dieses Integral existiert. 

Diese Mittelwertbildung soil nun auf 

Dazu dient zuni~chst: 

den 1. Hauptsatz angewandt werden. 

Satz 18.1. Das Differential 0f2z. 

Voraussetzung. Die Vektoren t o#0 ,  11, V seien beliebig gewdhlt. Das euklidische 

Ober/Idchenelement der Ebene (~, to )=0  sei Ov2~_2 (~). Das Integral 

, , f  (18.4) I = I ( l v ,  lt, D)= r ~ a(~)e_l:l,(~, u) (~, ~)) 
irol  ~ av. ,~_~ (~) 

(~, w)=0 

existiere. Die meromorphe _Flgche W sei nicht degeneriert. Wenn ro (P) eine Darstellung 

der meromorphen Fltiche W au/ der o[[enen Menge M ist, so existiere dort das Integral 

i " i 
(18.5) OQz(lV)= 5 ~ /(It,, tvz~,, tOz,) az,,05~= ~I(to,  ~910, aro) 

�9 ~/J, v=l 

last i~berall. 

Behauptung. Das Differential 0~Q2(11~) ist unabhd~gig vonder  Wahl der Darstel- 

lung re(P) /ast iiberall au/ der Mannig/altigkeit ~2~,  abgesehen yon den Unbestimmt- 

heitssteUen von W erkldrt. 

Beweis. Geht man zu einer anderen Darstellung 15 (P) auf der offenen Menge 

2}I mit M N 2~/:4:O fiber, so gibt es eine Funktion 2 (P) die in jedem Teilgebiet von 

M n 2kr meromorph und nicht identisch Null ist, sodass ro (P)=) l  (P)15 (P) in M N 2hr 

gilt. Fast iiberall auf M N ~r gilt also 

(18 .6)  

11 f r  a(1)e_CZ~:(~), al,) (i, i iv[~ ~ m ) ~ v . , ~ _ 2  (~)= 
(~. w)=o 

1 1  f q ~g-1 
(~) e_~: (~, ~a r5 + Ibm2) (~, ~a ~ + fi~a2)~v~_. = 

i ~ 1 ~ 1 ~ 1  ~ - . 
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(18.6) 

_ 1 1 ( ( ) (~x, ~lv) (~, ~rS) 

= ~ ~ (tS). 

WKhlt man zu jedem Punkt  Po eine in einer Umgebung von Po reduzierte Darstel- 

lung, so wird ~2,(~o) bis auf die Unbestimmtheitsstellen von W fast fiberall auf 

~ 2  ~ eindeutig erkl~rt, w .z .b .w.  

W~hlt man a (~) -= 1, so ist nach (9.41) das Differential ~ ~ (1o (P)) = ~ ~o 2 (II) (P)). 

~hnlich wie in w 9 beweist man den Satz: 

Satz 18.2. Eine Mittelwertdarstellung der Charakteristik. 2~ 

Voraussetzung. Die meromorphe Fldche W sei nicht degeneriert. Der Mittelwert 

/~(/) sei nach De/inition 18.1 und das DiHerential O~2(m(P))  nach Satz 18.1 erkldrt. 

Behauptung. Es gilt 

(18.7) T(G)= ~fv(P, a)e~(ro(P))aZ~=_~+~(m(F, ~))-~(m( r, ~)). 
G 

Beweis. I m  Gebiet D sei eine reduzierte Darstellung ~o (P) von W gegeben. 

Das Gebiet F liege mit  seinem Rand in D und sei beschr~nkt. Die auf ~J~ ~ stetige 

Funktion 2(P)  mit  0_<2(P)_< 1 sei ausserhalb F identisch Null. Dann werde 

(18.8) N1 (~) = { v(P, ~z)y~(P, G)2(P)~z2~_2 

gesetzt. Wegen N 1 (:r <_ N (G, ~) ~ T (G) + m (y, ~) und wegen Satz 11.3 existiert das Integral  

(18.9) /~ (N~) -  
1 1 

{ O'(~)~VI(~)~V2k-2 (~) 
V.~-I * 2  

{~{=1 

und hat  wegen N I ( ~ ) = N  1 ( ~ )  ftir ~ # 0  den Wert 

(18 .10)  /2 (~V1) = - - -  , i f  ~. 71:k_ 1 0"(~) N1 (~ )e - l a{~V2k  (~). 

Nun wird der Beweis genau so weitergefiihrt, wie der Beweis von Satz 9.4 

Gleichung (9.46) bis (9.55), indem man dort e "1~1~ durch a(~)e-I~*l'ersetzt. Man erh~lt 

~o FOr n = 1 siehe W [43] Kap. V w 2 Seite 214--215. 
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(18.11) 

l'(~v,)=~k2, ~_ l f  f . . .  
F Im/t I<~ 

"'" ~ ~(~)~-'~"(~' O~)lw, (~' o~)a~ ,~ , . . . o~~az~ , .~ .  
I~l<oe 

Mit (9.40) und (18.5) wird 

(18:12) ~(N0= ~f~(P)~(P, G>a-Q2(lv (P))~z~.,-2. 
F 

Mittels einer DI~.UDONN~-Zerlegung folgt aus (18.12) und (18.8) sofort 

(18.13) ,/ /~(N(G, ~))-- ~ y~(P, G)OQz(W(P))OZ2,_2. 
F 

Aus (18.13) und dem 1. Hauptsatz folgt (18.7), w.z .b .w.  

Ist die Funktion O<g(t)(1-t) ~-2 fiber das Intervall 0 < t < l  integrierbar, so 

gilt nach W [43] Kap. III ,  w 2 Lemma 2 B die Gleichung 

1 

(18.14) g[~]e-'r g(t)(1-t)k-2dt. 
I~l<oo 0 

Also gilt 

(18.15) 

1 ' /  / V2k_ 1 ~ ([ ~1 [2) 0~)2k-1(~) '~ ' ( ] r  1) g ( t ) ( 1  -t)k-2dt. 
I~I=I o 

Der Vektor b 4 0  werde beliebig gew~hlt. Dann gibt es ein normales Koordinaten- 

system ex, ..., ek, in dem b=bxe  I is. Es ist 

(18.16) J~l[ [(~, b)[ 

Aus (18.14) bis (18.16) folgt 
1 

1 / g(][~,~[]2)~V2k_l(~)=(k_l)fg(t)(X_t)l~_2dg~oo. (18.17) r  V2~-1 
i~ l=l  0 

Daher kann man 

(18.18) ~(~)=g(l[~, bll 2) 
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w~hlen. Nun  werde das Integral  I (m ,  it, V) fiir den Fall  (18.17) berechnet .  Zuni~chst 

werden dazu zwei auch sonst oft  gebrauchte  Transformat ionen eingefiihrt. Die Trans- 

format ion ~1 

(18.19) S~q(o~, t, 90): o:~=V~e'r fiir v = p  . . . . .  q 

bildet 0 _< t, < 0% 0 _< ~, < 2 n eineindeutig auf ] a, I < oo ab. Es ist 

(18.20) 0v2,_2,+2(0~,,  . . . ,  0:~)-- aoq, a~, ... a ~ , a ~ , =  ~ ]  at~,a(p~, ...atqa(pq. 

Die zweite Transformat ion  ist~ 

3 ,  q (t, s, v) : t ~ = v ( ~ , + l + . . . + s q ) ,  t , = ( 1 - v ) s ~  f i i r v = p 4 1  . . . .  , q  
(18.21) 

tr t tv + "'" + t q  s - -  - -  - -  fiir v = p +  1, ~ ; ~ ( t ,  s, ~) :  ~ =  t ~ + . . - + t r  - " t ~ + ~ + . - - ~ t r  "'" q" 

Ihre  Funkt ionMdeterminante  ist 

(18.22) 

Dabei gilt 

(18.23) 

Durch ~ q ( t ,  s, ~) 

( tp ,  . . . ,  tq) 

8(~, sp+l . . . . .  sq) 
= (sv+l + - - -  + sq) (1 - "t') q - p - 1 .  

tv + ".. + tq =sv+t + "" + sq. 

wird 0 < 3 < 1 ,  0 < S p + l <  ~ ,  . . . ,  0 < s q <  oo eineindeutig auf 

0 < t,  < ~ . . . . .  0 < tq < ~ abgebildet.  Nun  gilt: 

Satz 18.3, E ine  In tegra lumformung.  ~* 

Yoraussetzung. Die Funkt ion  g ( t ) ( 1 - t ) k - 2 > O  sei iiber 0 < t <  1 integrierbar. Der 

Vektor b # 0  sei beliebig gewdhlt. Die Gewichts/unktion a(~) werde nach ( 1 8 . 1 7 ) u n d  

das Integral I(m, u, V) nach (18.4) deliniert. 

Behauptung.  Fi~r k >_ 3 gilt 

1 

/(iV, U, 0 ) =  k -  1 1 (1-~)k-~g(Tl l iV:bl lZ)d~([ Iv '  
~l] I [m, 0 ] )  

- l i V l '  
0 

1 

. . . .  f m-~ ~ ( [ i v '  nil[m, ~])([iv, 6]l[iv, o]) (18.24) k - 1  ( I _ T ) ~  2 F(TI[ 

0 
1 

( k - 2 )  ( k -  1) ~'v( l j  _ v)k_3ff(vl lm:bj i2)d v ([iv, 11][ [R), b]) (m, b] [ [iv, V]) + 

0 

~1 Siehe W [43] Kap. III  w 2 Seite 129--130. 
22 Ftir n = 1 siehe W [43] Kap. V w 5 Seite 224--227. 
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Fi2r k=2 gilt 
1 ([m, u]I[lv, b]) ([5, re]lira, ~]) 

(18.25) I(rv, u, , )= ~g(llm:~D 
IIm:bll ~ Irol' Ibl-0 

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem ist 
2 g 4 

(18.26) l v = w l e  1, I~= ~ b~e~, it = ~ u~e~, I~= ~ v~e~. 
v=l ~=1 v=l  

Lgngs (~, tv)=O, also li~ngs ~1=0 ist 

+ u a ,5-0 a a 020 + u a v4 aa 024, 

(18.28) 8V2k_2(~)= (~)k-280~-00022 ... O@k8~. 
{ - ' - i t  *% fiir 0 T, 

Ist /t4= v, so zeigt die Transformation aq= dass 
--oq, ffir Q = t  t'  

(18.29) f e_l~,,g([~2[-0loqb-0[2 1 ) 

(~,'m) =0 

ist. Mit (18.26) und (18.29) berechnet sich J(lo,  It, ~) gem/iss (18.4) zu 

i =1  1 i f  f{c,=,, ...... ( I=..I ~ Ib, l'] 
I Wl [2 .Tgk 1 " '"  [~k]'g\[(~2i-0 +---+1~1' [~l'! 

o 

I~t, I < ~  Iz tk l<  zr 
(18.30) 

"(U2V2[~2122f-U3V31@.B[2)(~) k 1 ~ 2 ~  2 . . .  ~ k ~ k } "  

Die Substitution S~k (a, t, 9~) ergibt 
oo oo 

(18.31) I= l l f f ( t2 ~2~2) (u-0"O2t-0+ua~ata)dt2 ... dtk. -q ~ - 0  "'" e-t'- . . . .  tk g ,t2 + " "  + it: 
0 0 

Ffir k>  3 ergibt die Substitution ~2k (t, s, ~) die Gleichung 
1 ~o O~ 

i = 1  1 f f f ( Iw~l ~ ... ( 1 - ~ )  ~ ~(s~+ +s~)-0e "~ . . . .  ~ 

(18.27) 

(18.32) 

o 0 0 

�9 ( ~ +  (L :~ )~u~qa~a~  ... a ~ =  
s a + " "  +s~ ] 

1 

= _1~ (k- 1((k-2) 3(1-~)~-~g(~-I~Hd~I,.,I-~+ 
0 

1 

+ - ( k - 1 ) ~  ( 1 -  g ~ffff)a~l-~,l~. 
o 
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Fiir k =  2 wird 

(18.33) 

_ ~ Is " q I Wl 

Gem~ss (18.26) ist 

!~s l  s 

U s 

(18.34) 

W l b 2 W l b ~  I[to' ~]12 
w,e, l~ l  " -  Itol"lbl s - I l to:~l l  ~, 

(tolto)(~l~)[ 
Wl~)I(UIt)I~-"ttS~)--UlWIWl~I (U I to) (1[ [ D ) : 

w 1 l.~, $2 

(tolto)(~lto) I 
_ ( t o l ~ ) ( ~ l , )  Wl "t~)l (Vl bl + v2 bs) - Vl Wl 'tO1 bl 

([m, u]l[to, ~1) 

([to, ~] l [ to,  ~]) 
~ ~,  b. I to I' b, I ~ I s bs 

u s  vs 

u s ~ =  ([iv, u]l[to, ~])([iv, ~][[to, l~]) 
itol~ ilto:~ll2 ibl , ' 

t-O 1 U 1 W 1 '1~ 1 

([to, u]l [to, ~]) 

U21 Wl 

([m, u]l[to, b])([to, 5] [ [to, .]) , 

Iw, l=ltol.  

Fiir k > _ 3 erh~lt man aus den Gleichungen (18.32) und (18.34) die Behauptung (18.24), 

fiir k = 2  erh~lt man aus (18.33) und (18.34) die Behauptung (18.25), w.z .b .w.  

Ist to (P) eine Darstellung der meromorphen Fl~che W ~: 0 auf der offenen Menge 

M und ist b 4=0, so werde dort das Differential 23 

(18.35) a..Q 1 (to(p))= i ~Ito(P)I ~1~1 ~([m, atoll[m, ~])([m, ~]l[m, am]) 

definiert. Ist ~ (P) eine zweite Darstellung auf M mit M fi M ~-O, so gibt es eine Funk- 

tion ). (P), die in jedem Teilgebiet von M fi M meromorph und nicht identisch Null ist, 

sodass iv (P) =).  (P) ~ (P) auf MNJ/  gilt. Wegen [to (P), ~ iv (P)] =)2  (p) [~ (p), 0 ~ (P)] 

~a Ft i r  n =  1 siehe W [43] Kap .  V w 5 Seite 229. 
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ist 0 ~ (m (P)) =0f2~ (1~ (P)). Daher ist das Differential O f2~ (to (P)) unabhgngig von 

der Wahl der Darstellung iv (P) bis auf die Unbestimmtheitsstellen yon W eindeutig 

erkl~rt. Dasselbe gilt fiir das Differential 

O, Q~ (iv (P)) = a 0% (m (P))II m: b II = - o o,' (m (P)). 

die Abbildung ~ E ~  beliebig gewghlt, so haben diese Differentiale die 

O Q~ (iv (P) ) O Z2n_2 = 

= [ i  ~" 1 " ([iv, ivy,,] ] [m, b]) ([iv, b] I [iv, 

~,~l i,,.~-, ~"" Imrl~l' m"])o,,oe, ... a:,,ae, 
O ~r~2 (iv (P))aX2,-, = 

I Eiv, ~1 I' ([iv, iv.,,] I [iv, i v j )  - ([iv, r%] I [iv, O])([iv, b] I[iv, i v j ) .  
(18.38) ( i ] " l  ~. at*, 

= @  i Iml'l~l' 
�9 O h O h  ... Oz.O~.. 

Ist der Punkt PoE~I~ "n beliebig gewghlt, so gibt es eine geeignete Abbildung = E ~  

mit Po E U=, sodass 

(18.39) a"'(P~ ~)= {1 
ftir g # v  

' fiir/x = v 

ist. Fiir diese spezielle Abbildung ~ hat die Diehte des Differentials 0~2~ (iv (P))aX~, 

in Po den nichtnegativen Wert 

1 " [([iv, ivz~,l[ [iv, bl)I' 
(is 4o) i ~ ,  livI 'I~,l '-- _>0 mit 3=a- ' (Po)  

und die Diehte des Differentials a.Q~(iv(P))ag2=-2 in Po den nichtnegativen Wert 

(18.41) ~ ~ I[iv, ~]l'l[iv, r%ll'-I([iv, iv..ll[iv, ~])I' 
4. :~ l i v l * lb l  = _> o 

mit g=~- l (p) .  Nach (18.7), (18.5), (18.24), (18.35) und (18.36) erhglt man fiir k_>3 

die Gleichung 

T(G) +,u (m (7, ~)) - ~  (re(F, ~))= 
1 

[ I  

G) 1_ 
i i  

(18.42, = ~ J l w(P, ( k - 1 ,  J / (1  + 
ff 

G 0 
1 

'f f + -  w(P. G) (k-1)(k-m (1-,)~-~g(,lliv:bll')lliv:~ll-',a,oO~az=.-2. 
7f.,~ 

G O 

(18.36) 

Wird 

Gestali 

(18.37) 
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0 2 wobei beide Differentiale ~OZ2,,_~ und O,.Qx(tD)OZ~n_~ eine nichtnegative Dichte 

haben, sodass beide Summanden nichtnegativ sind. Fiir k--2 ergibt sich nach (18.7), 

(18.5), (18.25) und (18.35) die Gleichung 

T (O) + ~ (m (r, ~) ) - / ~  (m (/", ~)) = (18.43) 
l l f  

0 

Damit ist der folgende Satz bewiesen. 

Satz 18.3. Mittelwertbildung (Fortsetzung). 

u Die meromorphe Fldche W sei nicht degeneriert. Die F u n ~ i o n  

(1- t )k-~g( t )>0 sei iiber 0 < t < l  integrierbar. Der Vektor b=#O sei beliebig gew~hlt. 

Mi t  der Gewichts/unktion a (~) = g ([I 5, ~ I[ ~) werde die Mittelwertbildung t ~ ([) und das 

Gewicht r nach Definition 18.1 erkldrt. Das Differential 0g2~(ro(P)) sei dutch (18.35) 

de/iniert. 

Behauptung. Fiir k >_ 3 gilt 

(18.44) 

1 

O< I f ~o(P, G ) ( k - 1 ) ( k - 2 ) f  (1--'r,~-3g(Vl]lV: ~-]]2) z:d'r~Q~ (~ (P))~Z~,=_~ _< 

G O 

_< ~ T (G) + ~ ~ (m (7, ~)) - ~ ~ (m (/ ' ,  ~)). 

Ffir k= 2 gilt 

(18.45) 

O <  - ~ ( P ,  ( ~ o ( P ) ) O g 2 . _  ~ = , 

G 

= ~ T ( ~ )  + ~ (mCr, ~)) - ~ (m (/' ,  ~)). 

l~iir k > 2  gibt der Satz nur eine Absch~tzung, die jedoch zum Beweis des 2. 

Hauptsatzes ausreichen wird. Wie in W [43] wird nun die Funktion g(t) gewiihlt. 

Satz 18.4. Die Funktion J(s). ~4 

Voraussetzung. Die Funkt ion J (s) babe die Eigenscha/ten: 

1 ~ Die Funkt ion J (s) sei in 0 < s <_ 1 stetig, iiber 0 < s <_ 1 integrierbar und in 0 < s < 1 

beliebig o/t diHerenzierbar mit in 0 < s<  1 stetigen Ableitungen. 

=4 Zum Beweis siehe W [43] Kap. V w 5 Seite 228, 230, 234 und 236. 
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d J d 2 J d 3 J 
2 ~ . Fiir O < s < _ l  gelte J ( s )>_ l ,  d s  < 0 ' ~  >O, -ds  ~ <0,  ...  

3 ~ Fi~r 0 < s <_ 1 sei J*  (s) = s .  J (s) <_ 1 und nehme J*  (s) monoton zu. 

4 ~ . Es  sei J ( s t ) > _ J ( s ) J ( t ) .  

Es  werde gesetzt: 

(18.46) g (s) 1 1 d z-~ 
s ( k -  1)! ds  k~s ( skJ(1-s ) )"  

Behauptung. 1. Die Funkt ion ( 1 - t ) k - 2 g ( t )  ist iiber 0 < t < l  integrierbar. Fiir 

0 < t <  1 ist g ( t ) > 0 .  M i t  dieser Funkt ion  g(t) werde nach (18.17) die Gewichts/unktion 

a (~) erkliirt. 

2. Fiir  die so erkldirte Gewichts/unktion a(~) ist 

1 

(18.47) ~= f s J ( 1 - s ) d s > O .  
0 

3. Fiir  k >  3 gilt 
1 

d v  
(18.48) J ( s )  = (k - 1) (k - 2) | vg  (v(1 - s)) (1 ~)~-3 

I--8 sJ 

o 

4. Fiir  k = 2  gilt 

g(1-s)  
(18.49) J ( s ) =  1 - s  

5. E s i s t  

1 k - S { k - - 2 ~  k!  s,.+1 (18.~o) g(s): ~:-o~=:"~ ~ '~ / ~ ( -  1)" J "  ( 1 -  s). (k- 

6. Is t  0 < 2 < 1 ,  so kann man J ( s ) = s  -~ wdhlen. Es  ist dann 

1 1 2 3 - 3 ) . + 3  3 
(18.51) ; ( 1 - 2 ) ( 2 - 2 )  < ( 1 - 2 ) '  r  ( 1 _ 2 ) ( 2 _ 2 )  < 1----~' 

(18.52) k-2(k 2) 1 s~+12(2+1 ) . . . ( 2 + v - 1 )  

Zu jedem kovarianten Vektor b gibt es einen und nur einen kontravarianten 

Vektor H = v b  24a, sodass fiir alle Vektoren lv die Beziehung 

(18.53) (to, ~--- (to I ~) 

gilt. ~a Die antilineare Abbildung zb bildet den Raum R~ ~ eineindeutig auf den dualen 

Raum R~ ~ ab. Es ist ~a 

24~ -~ [1 ist eine Abbildung und kein Produkt. 
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i l iv,~l l .=l( iv,~)12 I(~!~)l ~ I(,, l~,}l~-Iivl ' l~l ~ 
livll~l 2 - l i v  I~1 ~ livFl~l~ + 1= 

(18.54) 
--1 I[iv, b]r 

I ivl"l~l" = l - I l i v : :~ l l '  

also 

(~8.55) Iliv, ~IF= 1 -  II iv'.~)lF fiir f l='rb. 

Nun wird das Differential 8 ~)~ (m) in seiner Abh/ingigkeit von fl= ~b berechnet. 

Satz 18.5. Das Differential ~/2~(iv (p)).2a 

u Au[ der o[[enen Menge M habe die meromorphe Fldche W ~O die 

Darstellung iv(P). Der Vektor fl=~O sei beliebig gewdhlt. Au/  M werde 

(18.56) 
i 

a'Q~ (iv (P)) = ~liv I-~1~1-~ (iv ( ~iv, Y)- (iv, F)aiv I iv (a iv, t ~ -  (iv, Y) a iv) 

gesetzt. 

Behaul)tung. Das Di//erential ~ ( I V ( P ) )  ist unabhdngig yon der Wahl der Dar- 

stellung IV(P) au] der ganzen Mannig[altigkeit ~2n,  abgesehen von den Unbestimmt- 

heitsstellen yon W, eindeutig erkldrt. Wird die Abbildung ~ durch (18.53) erkliirt, wird 

das DiHerential ~ ~2~ (iv (P)) nach (18.35) /iir b = v_ -1 fl erkldrt, so gilt 

(18.57) ~ Q~ (iv (P))=a ~ (iv (e)) + II iv, ~11" ~ o,. (iv (p)). 

Die Dichte des Di//erentials a Q~ (IV(P))aZ2,-2 ist nichtnegativ, 

Beweis. Nach (18.56) und (18.53) gilt 

a Q~ (iv (P)) = ~1 ~1-~1~ I-~(~ (0~1~)- (~1 ~)a~ I m(a~l ~)-  (~1 ~)a~) = 

(18.58) 

= ~1~ I-~I~ I ~ { l i v l , (~  I~) (~, I~r~)- (~ , l~} (~ l~ , ) (~ la iv l -  

- (iv I ~ ) (~ l iv )  (r~l~iv) + l(ivl~)l~(~iv i~iv}} = 

= '- I~1 ~ ~{ l~ l ' (~ iv l~) -  (~ l iv) (~ l~,) } { l iv l ' ( r~ l~)-  (~la~}(r:,liv}} + 2 

i l(ivl~)l~f(~ivl~iv) {~ivlt~) (iv l~iv}I 
+21ivFIr~Ft ~ F  I~1 ~ J=  

i 
= ,~liv I-~ o, ~iv]l (iv, ~]} (jr,.,, ~]1[~, ~iv]) + 
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(18.58) 

i I (to, ~')1 ~ ([to, ~ro]l[t~, ~t~]) + 

21rol~l~l  ~ In, I ~ 

= ~ ,.O~ (lO (P)) + II m, ~ 112 ~,,~ (n, (P)). 

Daher gilt (18.57), woraus die iibrigen Behauptungen folgen, w.z.b.w.  

Nun kann man die Funktion J(s) in die Absch~tzung (18.44) einfiihren. 

Satz 18.6. Eine Absch~tzung der Charakteristik nach unten. 25 

Yoraussetzung. Die meromorphe Fldche W sei nicht degeneriert. Die Funktion J (s) 

erfiille die Voraussetzungen yon Satz 18.4. Die Zahl ~ sei durch (18.47) de/iniert. Zu 

]edem Vektor b=kO werde mittels (18.50), (18.18) und Definition 18.1 die Mittelwert- 

bildung #([) erkldrt. Durch (18.53) werde die antilineare, eineindeutige Abbildung T_ 

gegeben. Der Vektor fi:4:O werde beliebig gewiihlt und b : v - l  fi gesetzt. Nach Satz 18.5 

werde das Differential s ~ Q2 (Po (P)) erkldrt. 

Behauptung. Fiir ]ede zuldssige Menge G gilt 

0_< f , ( P .  < 
G 

(18.59) 
_< (r + 1) T(G) + ~/~ (m (y, 2)) - r (m (F, 2)). 

Beweis. Nach der Bedingung 3 ~ yon Satz 18.4 ist I[Io, fl[IJ(]]lo, fl]12)~<l Daher 

erh~lt man aus (18.44), (18.48), (18.55), (18.57) und (12.25) fiir k_>3, aus (18.45), 

(18.49), (18.55), (18.51) und (12.25) ffir k--2  die Absch~tzung 

,f Y~(P' G)J(lltv, flll2)0~Q~2(lv(P))SZ2n 2 = 
G 

(18.60) 1 f 

G 

<_ (r 1)T(a)+r ~))-r ~)), 

w .  z , b .  w .  

Ausdrficklich sei darauf aufmerksam gemacht, dass man fiir jede zul~ssige Menge 

G eine andere l~unktion J(s) w~ihlen darf; es darf a]so J(s) yon der zul~ssigen 

Menge G abh~ngen. 

~5 Fiir n= l siehe W [43] Kap. V w 5 Seite 230. 
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w 19. Eine neue Voraussetzung 

d 
Bei einer komplexen Ver/~nderliehen ist to '=  ~zziO. Daher bereehnet sieh ffir 

n = 1 das Differential ~ D~ fro) bei beliebiger Wahl der Abbildung :r e ~ leieht zu aa 

(19.1) aD~(Iv(P) )=  { P0 (Iv', fl~)- (to, ~ lo'l ~ iOz~5. 

Diese Umformung ist fiir den Beweis des 2. Hauptsatzes yon wesentlicher Bedeutung. 

Bei mehreren VerSmderlichen (n>_2) gilt das AnMogon zu (19.1) keineswegs. Es ist 

(19.2) 

w~thrend 

�9 ~ Z I ~ Z  1 , . .  ~ Z n S Z n ,  

(19.3) 
tt. v = l  

i 
�9 ~ z ~ 5 1  . . . ~ z ~ 5 =  

ist. Verlangt man zwangsweise die Gleiehheit fiir alle Vektoren it), W%,, ~, so ergibt 

sich, dass fiir alle Zahlen x, ,  ..., x~ gilt: 

1 n 
(19.4) ~ b,~,x,~= ~ Y~ a,,~x,~. 

tt, r ~ l  p , v = l  

Da aber ~ %~x,2~ positiv definit ist, ist das unmSglich. 
It, v ~ 1 

Nun tr i t t  aber das Differential ~ f2~ (n)(P))~Z2n-2 n u r  in der Abschi~tzung (18.59) 

auf. Daher reicht es zu verlangen, dass die Dichte des Differentials (19.3)nicht  

grSsser als die Diehte des Differentials (19.2) ist. Das ffihrt start auf (19 .4)nur  

auf die Ungleiehung 

1 n 

(19.5) ~ b.D~x.~<_- 4 ~ a,~z,~, 
~t.v=l tt, t '=l  

7-  543808. Acta Mathematica. 92. Imprim6 le 30 d6cembre 1954. 
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die widerspruchsfrei ist. Damit ist eine wichtige Voraussetzung des zweiten Haupt- 

satzes gefunden. Diese Voraussetzung ist die einzige die in der Theorie mehrerer 

Vergnderlichen neu hinzutritt und kein Analogon bei einer Ver~nderlichen hat. Sie 

werde in der 'Form einer allgemeinen Voraussetzung getroffen: 

IX. Abschiitzung der Ableitung. Zwischen dem Di//erential 

~B~_~=~B~_~(P, ~)= ~ (-1)~-~b~(P, or ... ~z~ ~Oz~+~ ... Oz~, 

dos in der allgemeinen Voraussetzung VIII aul cler Manniglaltigkeit ~ eingeliihrt 

wurde, und der Massbestimmung 

"i ~-11 
a,,<e, oo~Sl,~z,~zl~21, ""~'"[l'" ~z~Sn + 

+ ~ a/,i,(P , o~)~z 1 05,, "'i["" ~ZnOSn} 
I ~ 1  

die in der aUgemeinen Voraussetzung II au] der Mannig]altig]ceit ~)J~ eingefiihrt wurde, 

bestehe die ]olgende Beziehung: Werden die Abbildung o~E ~3 und die lcomplexen Zahlen 

xl, ..., x~ beliebig gewiihlt, so gelte ]iir jeden Punkt P E U: die Abschiitzung 

n 1 n 

09.6) IZb~,(P,o~)x~[ 2= ~ b~(P, oOb~(P, oOx~2v <-- Z a~,.(P,a)x~2~. 
/~=i ~, ~'=1 41cv=l 

Mi~ der Voraussetzung IX ist gleichbedeutend: 

IX'. Abschiitzung einer Ableitung. Zwischen dem Di//erential ~ B~-I, das in der all- 

gemeinen Voraussetzun9 VIII au/ der Mannig/altigkeit ~2~ einge/iihrt wurde, und der 

.~lassbestimmun9 ~Z'z~ o, die in der allffemeinen Voraussetzung II au/ der Mannig/alti 9- 

keit ~ ' ~  einge[iihrt wurde, bestehe die /olgende Beziehung: Werden der Punkt Po E ~J~2= 

und die in Po analytische Funktion /(P) beliebig gewahlt, so sei die Dichte des Di/- 

[erentials ( - 1 )  �89 1> O/OBn-IO/OBn-1 in Po nicht grdsser als die Dichte des Di/- 

/erentials 2 /~]~Z',,-'2, clas heisst 

Sind das Differential ~B~_t und die Massbestimmung ~Z'z~-~ gegeben, so kann 

man die Voraussetzung IX immer durch eine andere Massbestimmung ~Z.zn~2 erffillen, 

beispielsweise dutch 
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(19.8) ~Z~_~=OZzn_~+ ( -- 1) �89 2) OBn-lOBn-~. 

Um nun in der Absel~tzung (18.59) das DifferentiM ~O~(Yo(P)) dureh das 

Differential (19.3) zu ersetzen, werden einige Hilfssgtze bewiesen. 

ltillssatz 1. 1st die Abbildung r162 ~ ?~ beliebig gewiihl~ und sind n Polyaden ~ ,  ..., ~ 

gegeben, so gilt 

In einem normalen Koordinatensystem ist 

1 • k rt j. ~ a ~ ( ~ [ ~ ) =  ~ '  1 

(19.10) >- 2 '  b, bvx, j , . . . jp~j, . . . jp= 
JIP t*, v= l  

= ., . (~. l~v) ,  
,u, u = l  

w. z. b. w. 

Hilfssatz 2. Ist der Vektor fi ~: 0 gege~ben, ist ro (P) eine Darstellung der meromorphen 

Flache W ~ 0 au/ der o//enen Menge M, so wird, abgesehen yon den Unbestimratheits- 

stellen yon W, dutch 

(19.11) I ~  (~', ~) - (~, ~) ~ '  I ~ 

eine Dichte au/ ~)~2n eindeutig erkldrt. 

Beweis. Die Abbildungen ~ ~ ~ und ~ E ~,  sowie die Darstellungen ~o (P) auf M 

und ~-v(P) auf ]ll seien so gew~hlt, dass D = M  n U~ N M N Ua nicht leer ist. Es gibt 

eine meromorphe Funktion ~(P), die in keinem Teilgebiet yon D identiseh Null ist, 

so dass r0 (P) = 2 (P) fiJ (P) in D gilt. Die Funktionaldeterminante der vermittelnderL 

Abbildung ~ - l g  sei q~(P)=  ~5-1g(3) mit 5=~-1(p )  und PEU~N Ua. Dann gilt 

I r~ [-*lf~-~[r~ (n) (to' (n, ~), fl) - (to (P), fi) t~' (P, ~)I ~ = 

= 12 ~o I -* I fl[-~ IX (P) ~ (P) (2 (P) ~'  (P, ~), fi) + 2 (P) ~o (n) (Z' (P) fi~ (P, ~), fl) - 

(19.12) - (Z (P) fv (P), fi) {)t (P) ~o' (P, :r + )~' (P) fo (P)} ]* = 

= I ~l-*l~l-~l~5 (p) (~o' (P, ~), a ) -  (~ (P), f i )~ ' (P ,  ~z)[ ~= 

=lrb[-*lf l l -~[~(P)(~o ' (P,  &),~)- ( (o(P) ,  ~ ~o'(P, &)]~ q~(p) ~b(P). 

(19.9) 

///r P E U~. 

Beweis. 
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Daher  wird durch  (19.1I) unabh~ngig yon der Wahl  der Darstel lung iv (P) eine 

Dichte der Stufe 2 n auf  ~j~2n definiert, w . z . b . w .  

Hilfssatz 3. Die in Hil/ssatz 2 de/inierte Dichte (19 .11) i s t  nicht grSsser als die 

Dichte des Differentials OQ3~(m(P))3Zzn ~, das in Satz 18.5 de/iniert wurde. 

Beweis. Mit Hilfssatz 1 ergibt sich 

Dichte (~.(23 (to (P)) OZ~ ~ - 2 )  = 

4 I 1'1 1" - 
(19.13) 

n 

w. z .b .w .  

Satz 19.1. Eine Absch~tzung der Charakterist ik nach unten,  e5 

Yoraussetzung. Dieselben Voraussetzungen wie in Satz 18.6 werden gemacht. Aus- 

serdera wird I X  vorausgesetzt. 

Behauptung.  Fiir jede zuldssige Menge G gilt 26 

i ,l, ldl 
G 

(19.14) 
_< (q + 1) T (G) + ~/t (m (7, ~)) - q/t (m (F, ~)). 

Beweis. Aus Satz 18.6 und Hilfssatz 3 folgt unmit te lbar  (19.14), w . z . b . w .  

Nun  soll wieder zu den assoziierten Fl~ichen iibergegangen werden. 

Hilissatz 4. Eine algebraischc Umformung.  

Voraussetzung. Die kovarianten Vektoren al, ..., ak seien beliebig gegeben. Fiir 

p 1, ..., k sei ?fP= [r . . . .  , ap]. Die kontravarianten Vektoren ~ und ~ seien eindeutig 

dutch 

(19.15) $ ~ = [ ( [ 1 '  *'*' i~k_l]=~[k 1, ~ ' ~ - -  [ { ~ 1 "  - -  . . . . .  {~k 2, C/k]=[  ~[k~2, 0k] 

28 Im folgenden Integral wird der Integrand als Dichte nicht als Differential geschrieben. Das 
Integral ist ja zunfiehst in dieser Form definiert worden (siehe Kap. I w 2 (5)). 
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de]iniert. Die Sternoperation * werde dabei bezi~glich eines beliebigen normalen Koor- 

dinatensystems gebildet. Der Vektor 5 ~ 0 sei beliebig gewiihlt. 

Behauptung. Dann gelten die Gleichungen: 

(19.16) ] ~ l = l ~ k - l l ,  t(~, 6) 1 : I [ ~  k - l ,  6]1 , 

(19.17) I]~, 611=11   1:611, b ) = d e t  (b, QI . . . .  , Qk-1), 

(19.18) *$ (~', 6 ) -  *~' ($, 6 )=  [b, 9A k-~] det  (fl 1 . . . . .  at), 

(19.19) I~(~', 6 ) - ~ ' ( ~ ,  b ) l= l [b ,  9~k-2]]l~k [. 

Beweis. Die Gleichungen (19.16) und  (19.17) folgen unmit te lbar  aus w 1, n/~mlich 

aus (1.43), (1.28), (1.47) und  (1.28) mit  (1.10). Aus (19.18) folgt (19.19). Ist  9~k40, 
k 

so ist b =  ~ 2 , a ,  und  es gilt: 

~ ~ -+ 
�9 ~ C ,  6) - *~' (~, 6) = 

k-2 = [9~ , ak-1] det  (D, Q1 . . . . .  ~Ik-2, Qk)-~ 

(19.20) + [gA k-~, ak] det  (b, al . . . .  , a~_~, ak-~)= 

~- ( -1 )k-2  [9~ k-2, 2 k : l a k - l + ~  a~] det (al . . . .  , a~)= 

= [6, 9~ k-e] det  (a,,  . . . ,  a~). 

Ist  9/1r so gibt es Vektoren (l(~)-~a, fiir v-+oo und # = 1  . . . . .  /c, wobei 
[a~,,), ~(m , k j : ~ 0  ist. Setzt man  a (~) in (19.20) ein und  l/~sst v-~oo streben, so folgt 

(19.19), w .z .b .w .  

Satz 19.2. Die Dichte Fp (9~h). 27 

Yoraussetzung. Die Polyade 9~ h ~ 0  und der Ve]ctor b 4=0 seien gegeben. Die Pro- 

~e]ction [ ~ ,  W ~] der p-ten assoziierten Flgche W ~ yon W sei nicht to~ldegeneriert. Es 

sei p>_ 1. Wenn au] einer o/]enen Menge M eine Darstellung Po (P) der meromorphen 

Fldche W gegeben ist, Wenn o~ eine Abbildung der Struktur ?~ mit M ~ U~=~O ist, und 

wenn ~ - ~  (P, r162 ~)~ (P, o~), ~i~ ~+~ (P, o:) die zugel~Srigen eigentlichen Darstellungen der 

assoziierten Fldchen W ~-~, W ~, W ~+~ au] M (~ U~ sind, so werde au] M ~ U~ gesetzt: 

(19.21)F~=Fp(9.I~)=F~(6, 9~5~)=F~(P,~, 6, 9.1 ) =  161~1 [9~[~, ~ ' ( P ,  ~)][~ 

..7 Fiir n= 1 siehe W [43] Kap. V w 6 Seite 233. 
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Behauptung. Au/  der Mannig[altigkeit ~ ) ~  ist, abgesehen yon den Unbestimmtheits- 

stellen von [9.1 ~, W ~] und [9.1 ~, WP-1], die Dichte F~ (P, ~, b, ~ )  der Stu/e 2 n unab- 

hdngig yon der gewdhlten Darstellung Iv (P) eindeutig erkliirt und nichtnegativ. 

Beweis. Auf einer offenen Menge ~r sci eine zweite Darstellung 15 (P) gegeben. 

Ausserdem sei eine zweite Abbildung a ~  gegeben. Es sei D =  M (~ U~ N M 0 Ua =4: O. 

Die zugeh6rigen eigentlichen Darstellungen von W ~-~, W ", W ~=1 seien ~ - ~ ,  ~[~', ~9"+~. 

Es gibt eine meromorphe Funktion ~t(P), die in keinem Teilgebiet von D identisch 

Null ist, sodass Iv (P) =,t  (P) l-v (P) auf D gilt. Die Funktionaldeterminante der ver- 

mittelnden Abbildung 5 ~:r sei ~b(p) aS-~:c(~)mit ] = a - ~ ( P ) f i i r  P ~ U ~ t ) U a .  Nach 

(12.18) ist 

(19.22) 

(19.23) 

(19,24) 

[1| ~, sl~t~ "-1 (p, a)] = ~'-~ ~ (~ ')(P -~) [gff, ~ - 1  (p, 5)], 

[9~ ~, ~1~ (P, :r = ~t" r ~ (~ ~) [~[~, ~ (P, 5)], 

Also wird 

(19.25) Y~, (p, a, 1), O[~)= r ~ ~ ,  (p, K, l), 9~). 

Daher ist F~, eine Dichte der Stufe 2n auf ~j~2n, die nicht yon der Wahl der Dar- 

stellung It~(P) von IV abhiingt. Ist  ~ h (bzw. ~ §  1) eine reduzierte Darstellung 

yon [~I h, W p] (bzw. [~[h, Wp-1]) auf der offenen Menge V mit VN M N  U~=#O, so gibt 

es eine meromorphe Funktion 0 (P) (bzw. ~ (P)), die in keinem Teilgebiet yon V n M (/ U~ 

identisch Null ist, sodass [~h, ~Bp(p, cr247 (bzw. [9.I h, ~)~,-l(p, :r 

= ~ p ~ , §  ( )~. ,  -1 (p)) auf V N M 0 U~ gilt. Fasst man [~[~, ~-9 p] als Vektor in R~ (p+~h) auf 
,) k 

und ist {, } das ~ussere Produkt in R[ (p'h), so besteht nach (15.1) die Gleichung 

'] r- I l[ _ 

' - 

(19.26) I[l~' -~ : ~-~12 

Daher ist F ,  bis auf die Unbestimmtheitsstellen von [~{u, W~-~] und [~1 ~, W'] erkl~irt, 

w .z .b .w.  
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Nunmehr kann man den Satz 19.1 auch ffir projizierte Fl~chen aussprechen. 

Satz 19.3. Abschi~tzung von T~ (G, 9~ h) naeh unten fiir h = k - p - 1 .  *s 

Yoraussetzung. Die p-te assoziierte Fldche W ~ der meromorphen Fldche W sei 

nicht speziell degeneriert. Es sei p ~ 1. Die spezielle Polyade ~h mit h = k -  p - 1 >_ 0 

und der Vektor 5 seien mit der Einschri~nkung [5, 9~h]=~0, aber sonst beliebig gewdhlt. 

Die Charakteristik der Projektion [9~ h, ~ ' ]  sei Tp (G, 9~h). Die Dichte Fp (5, ~ )  sei nach 

Satz 19.2 de/iniert. Es werde IX vorausgesetzt. Die Funktion J(s)  er/iille die Voraus. 

setzungen yon Satz 18.4. Die Zahl ~ sei durch (18.47) de/iniert. Das Zeichen (o) sei 

nach De/inition 16.3 bezi~glich des vollstiindigen Systems ~ zuldssiger Mengen erkliirt. 

Behauptung. Fiir ]ede zuliissige Menge G E~  gilt 

(19.27) 0< ~ yj(p, G)J(ll[~h,~[gP]:5112)Fp(5,~[h)<_(~§ l ) T , ( G ,  9.1h)+~.(o), 
G 

wobei (o) unabhdngig von J (s), 9~ ~, 5 mit [5, 9Jh]40 ist. 

Beweis. Da [~h, 5 ] 4 0  ist, sind 9~h40 und 5 4 0 .  Also gibt es ein normales 

Koordinatensystem a l , - . . ,  ak mit ~[h=!9~hl[(~l, ..., ah]. Zu diesem normalen Koor- 

dinatensystem werde die Sternoperation * gemass w 1 erkl~rt. Die Menge *[0/n, W p] 

bestehe gerade aus den Vektorfunktionen ~(P, cr zu denen es eine eigentliche Dax- 

stellung ~t~ p (P, o:) von W p gibt, sodass 

(19.28) *~(P, ~)=  [9~ h, ~ "  (P, :r 

ist. Die Forderungen 1 bis 3 der Definition 3.1 sind offensiehtlich erfiillt. Also ist 

Z = * [ ~  h, W ~] eine meromorphe Fl~,che im dualen Raum *R~ ~. Ist a ein Vektor mit 

[9~ ~, a] =~ 0, so ist naeh Voraussetzung (*[9~ ~, a], W ") ~ 0. Dann ist ffir jede eigentliche 

Darstellung ~ '  (P, :r von W" auch 

(19.29) I (~(P, ~), a)[=l[a, ~ ,  ~ ( P ,  ~)]]=1(*[~, ~(~], ~J" (P, ~) ) [~0.  

Also ist (Z, a )~0 .  Ist abet [a, ~ ] = 0 ,  so ist 

(19.30) [ (~(P, :r a ) ]=  ][~, 9J[ ~, ~[9 ~ (P, ~)] I- 

Also ist (Z, a)~-0. Dann und nur dann ist also (Z, a )~0 ,  wenn [a, 9.1~]=~0 ist. Die 

meromorphe Fl~che Z ist daher degeneriert, aber nicht totaldegeneriert. Ist ~ . . . . .  ~ 

das duale Koordinatensystem zu a~, ..., a~, so liegt die meromorphe Fl~iche Z im 
k 

linearen Unterr~um L yon *R~ ~, der aus den Vektoren ~=  ~. ~ besteht. 
yffi h-l-1 

~8 Fiir n= 1 siehe ~r [43] Kap. V w 6 Seite 231--234. 
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I s t  eh+~ . . . . .  ~ ein Kordinatensystem des Raumes *R~ ~-~ ,  so wird der Raum 
k 

*R~ ~ der Vektoren ~ =  ~ ~ durch 
u ~ l  

k 

(19.31) -~ff= Z ~,~, 
~ h + l  

linear auf den Raum *R~ k-2h abgebildet. Auf L hat  ~ die Umkehrung -1 _~ , die 

*R~ k-~h auf L abbildet. Im Raum *R~ ~-un werde durch (~'1~)=(~_-1~1~_-~)eine 

Metrik eingefiihrt; im dualen Raum R12~-2~ werde die duale Metrik eingefiihrt. Die 

Vektoren en+i . . . . .  ~k bilden ein normales Koordinatensystem, dessen duales Koor- 
k 

dinntensystem r . . . .  , ca wieder normal ist. Der Raum R12k der Vektoren a =  ~ a~a~ 

wird dutch 
k 

(19.32) * ~ a =  ~ a~e~ 
v = h + l  

linear auf den Raum R12k-2n abgebildet. Fiir zwei Vektoren a E R~ k und ~'EL gilt 

(19.33) (~, n)= ~ ~ a~,= (~ ,  *~fl), 
l,l=h+l 

k 

(19.34) I~']"= ~- ( . , ,~ ,=l :~ ' l  ~, 

k k 

(19.35) lal 2= 
/~=1 / t ~ h + l  

Nach Satz 9.3 bildet die Menge _~Z aller Vektorfunktionen 

k 

(19.36) ~ ( P ) =  ~. (~(P)~vE*R~ ~-2h, 
~ h + l  

k 

fiir die ( ( P ) =  ~. ~-v(P)~ EL eine Darstellung yon Z ist, eine meromorphe Fl~che, 
/ l = h + l  

deren Charakteristik T(G, ~Z), deren Anzahlfunktion N(G, a, _feZ)und deren Schmie- 

gungsfunktionen m(F,  ~, ~Z) und m(y, fi, z Z )  mit fiER~ k 2h sind. Nach (19.31) ist 

dann und nur dann (*_~a, ~ Z ) = 0 ,  wenn (t~, Z ) ~ 0 ,  das heisst, wenn [a, 2 h i = 0  also 

* ~ a = 0  ist. Daher ist die meromorphe Fl~che u Z nicht degeneriert. Auf sie kann 

Satz 19.1 angewandt werden. 

Die :Funktion J(s), die Zahl ~ und der Vektor b sind in der Voraussetzung 

gegeben. Wegen p_> 1 ist k - h = p +  1 _> 2. Die antilineare Abbildung ~ werde wie in 
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(18.53) jedoeh fiir den Raum *R~ ~-~ durch die Forderung definiert: Jedem Vektor 

- ~ _ R O ~  _ ~e*R~ ~:2~ werde eindeutig der Vektor ~oe  ~ zugeordnet, sodass (/r v~) 

ffir alle Vektoren ~e*R~ ~-2~ gilt. Es sei fl=~-~*~5. Die Funktion g(t) wird mit 

Ic-h statt k gemiiss (18.50) und die Gewiehtsfunktion a{a) gemiiss {18.18) dureh 

(19.3~) ~(5)=a(llh, ~II ~) f~ aeR1 ~'-~ 

erklZrt, Die Mittehvertbildung #(/) wird gemZss Definition 18.1 dutch 

(19.38) y (f) 
, ,  f r Iz~_.~_~_~ / (a)a(a)~v:~_~_~ (fi) 

erkl~rt. In ~bereinstimmung mit den Gleichungen (19.31) bis (19.35) erh~lt man aus 

Satz 19.1 die Absch~tzung 

_+ I(~, n)l ~ ~ I(~(~, n ) - ( ( ,  n)~)l ~- 

G 
(19.39) 

g (r 1)T(G, ~Z) + r 5, _~Z))-~# (re(F, a, ~_Z)). 

Da J*(s)=sJ(s) monoton zunimmt, folgt aus (19.39), (19.35), Hilfssatz 4 und Satz 

19.2 die Absch~tzung 

(19.40) 

J \ 1 ~ - , - ~ /  ir ~- = 

(1(~, ~)l:i I((r ~, ~)- (~, h)Cl'_  
>-J*~I~I~L 2/ /~1 ~ ) ?  

=J  <ll5 hll:) [~C' ~ -  (~' b ) ~ l :  
Ir 

=J  (ll[o/" ~']-~II~) ![h' 9~,, ~"-']l"l{o/", ~"+'~I"= 
' I[~', ~3~ ~ 

= J (1[ [o/h, ~f~p] : 6 II~) Fp (6, 0/a). 

Entsprechend berechnet man 
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(19.41) 

D~her ist 

(19.42) 

i 

= ~1"~[-' ~ {l*~['(*L.[*~z)-(*~.l*r162 = 
/~, I'= 1 

=0o~([9/h, ~ ' ] ) .  

T(a,~_Z)= ~ f w(P, a)oo,,(~)oZ2. ~= 
G 

1 ~" 
= ~ j  w(P'  G)0co,([~[ a, ggvJ)OZ.), z = 

G 

= T ,  (a, 9/~). 

1, 

1 ~ log [[9/a' ~ v ] l i a l  (19.43) 
= 2--~ j [[*~ 'a ,  ?I h, ~ ' ] l  a ' ~ z ~ "  ~= 

I' 

= mP (7, [g*Y'l 1 6, ~[h]) __ T~p (7' ~[h) ~_ Iog [~h  [I ~[ ] [$~_-1~, ~[h] [ ' 

[ ,n -  5 , . t ]  I 

D~ [*~-l/i, ~[h]=k0 ist, besteht wegen (13.39) und Satz 17.2 die Absch~tzung 

m( r, i~, ~ Z ) - m ( F ,  (~, ~Z)<_ 

(19.45)  --< mp (~2, [g*~_n-g -1 ~, ~h] )  _ {~p  ( F ,  :kX-1 fi, ~h] )  __ ~/p ( F ,  .~h)} 

-< ~ (7, [*_~ ~ ~, ?P]) s (o) 

gleichm~issig f i ir  ~ER~ k-2h und ~[h4:0; denn flit keine spezielle Polyade ~[a ~1%0 ist 

[ ~ . 1 ,  W p] totaldegeneriert. Daher gilt 

(I9.46) ,u(m(),, (I, ~Z)) - ,u(m(1- ' ,  (I, ~Z))<-(o), 

wobei (o) unabh~tngig yon J(s),  9~ ~ und [~ mit [I), 9~h]:~0 ist. Aus (19.46), (19.42), 

(19.40) und (19.39) folgt unmittelbar die behauptete Abschgtzung (19.27), wobei (o) 

un~bh~ngig yon J (s), b und 9.I n mit [b, 2a] + 0 ist, w.z.b.w. 

Entsprechend berechnet man 
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w 20. Eine zweite Mittelwertbildung 

In  diesem Paragraphen soll Satz 19.3 auch fiir den Fall h <  k - p - 1  bewiesen 

werden. Dazu dient die Mittelwertbildung #(]),  die jetzt im kovarianten Raum R~ ~ 

mit  der Gewichtsiunktion a = a ( a ) ~  1 gebraucht wird und mit  #o (]) bezeichnet werde. 29 

Is t  also ](a) tiber l a l = l  integrierbar, so set 

(2o.1) ~o (/) = V~_~ /(cOev~k-~. 
lal=l 

Gilt fiir alle Zahlen 2 > 0 die Beziehung /(~ a ) = / ( a ) ,  so ist 

! f 
(20.2) /~o ( / )= ~ | e - la l ' / (a )~v2k (a). 

, J  
lal<~ 

Existiert eines der beiden Integrale (20.1) oder (20.2), so existieren beide und haben 

denselben Wert  #o(/). Aus (20.2) folgt, dass fiir beliebige reelle Zahlen Yh . . . .  ,~k die 

Gleichung 

(20.3) /~o (/(a~, ... , ak)) : / s  (/( e~'~ as, ... , ev'kt~ ak)) 

besteht. Nun miissen noeh einige Hilfss~tze bewiesen werden. 

(20.4) 

(20.5) 

Hilissatz 1. 30 Is t  ~ = [~1 . . . .  , ~ ]  ~= 0 u nd  p <_ k -  1, so gilt 

k 

,uo(log I[a ,~ ' ] l~)=logl~"l~+,uo(log ~ [a.12) , 
\ v = p + l  / 

1 v = l  ~ - - ~ '  

Is 

Beweis. In  einem geeigneten normalen Koordinatensystem ist ~ , =  ~. x~,e,.. 

Dann gilt 

( (  }) eo(logl o, ,]l )=e, IXl ...x,l  2+La l = 
(2o.6) 

�9 

Die Transformationen S l k ( a ,  t, !P) yon (18.19) und S,k (t, s, v) yon (18.21) ergeben 

39 Siehe W [43] Kap. V w 6 Seite 234. 
a0 Siehe W [43] Kap. I I I w  5 Seite 147. 
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k p /Xo(l~247 la,,l') ~ ~l,ao(lOg lav+'12-t- "'" -l-!--ax-~~::]-~'iakl~ i= 

= ~ "" e - t ' -  . . . .  tk log C§ + "'" + . . .  dtk = 
v ffi 1 t u -[- " ' '  "1- t k  

o o 

= ~ . . .  e - t , -  . . . .  t k l o g C + l + ' " + t k d C . . . d t k  = 
v=l t v - ~  " ' "  + t k  

0 0 

= ( I - z )  k - ~ - l l o g ( l - v ) d ~  "-  "-~ " " + s k ) ' d s , + l - " d s e =  
I'ffil ' 

0 0 0 

1 

= 1,'-1 '~ ( ]g-- iJ) f  (1--T)k .... l ] og  (1 --'1") d"t"= 
o 

P - - I  
= ~ w . z . b . w .  

v = l  k - ~ . / "  

Hilfssatz 2. 31 I s t  KP -~ [~'~,... ~p] 4= 0 und  p < k - 1, so besteht /i~r jeden Vektor b + 0 

die AbschS~zung 

(2o.8) 

mi t  

(20.9) 

0 >/t o (log J* (11 [a, , ~q :  ~, I1~)) >_ log J* (ll,~": ~, II ~) - ~, 

tla.§ +lair 

(2O.lO) 

Beweis. 
p~-I  

b,e; .  
Y=I 

I n  e inem geeigneten  no rma len  K o o r d i n a t e n s y s t e m  ]st  Su= ~ x , v  e, und  

Gemg, s t  den F o r d e r u n g e n  3 ~ und  4 ~ yon Satz  18.4 gi l t  

0 _>/~o (log J*  (iI [a, ~ ] :  b I12) = 

tl[~, ~"]1 I~lV!- 

, [ ] X l l , . . x p p b p §  v~+ [a, ['~ 
=/z  o log J / - - - -  - ~ / / - >  

i l', z ,io.I W 

31 Siehe W [43] K a p .  V w 6 Seite 234-237.  
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>_ ,o(log J" 

= l o g  J* (liE": ~112) - ~ . ,  

§ 
,// ~+Ja, i, \ 

fro J ~ = ,o, tX+ia, l:) ) 
W, z , b .  w.  

Hil i s sa tz  3. a~ 

(20A1) 

Wird  J (s) = s ~ m i t  0 < It < 1 gewdhlt, 8o ist  

% = _ # o ( l o g J , [ l a ~ + 2 1 ~ + . . . + l a k l ~  1 - , ~  
\ ~ , + 1 l ~ §  + ] a k i 2 ] = k - - p - 1  

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt 

(20.12) c , =  - ( 1 - ; t ) f f  o log la,+~[2+ +la~[~ 

W. Z. b .  w.  

k - p - I  

Ililfssatz 4. S i n d  die Vektoren ~1, . . .  , ~, ,  ~), 3 m i t  p <_ l c -  2 

5q = [~1 . . . . .  ~q] 4 = 0 /i~r ~ = 1 . . . .  , p,  so ist  

(20.13) 

([a, ~?-~, t)] I [a, 5 ~ ~, ) 
if~ I [a, 5"11 ~ $' ~"]) - 

- ~0 I[a, 5"]1 ~ = 

[5 -, ~, ~.]) ([5"-', ~]15") (5" I [5 "-~, $, ~.]) ([ 5"-~, ~]l '" 

gegeben und  ist 

Beweis. 

(2o.14) 

Dann wird 

(20.15) 

In einem geeigneten normalen Koordinatensystem r ... r ist 

p+l p~2 

v = l  vffi, r = l  

([a, 5 "-1, ~]] [~, 5"% ~, ~.])) 
a~f f~  ][a, 5"]12 = 

=~,~_1/~0 l a p + l [ 2 +  ,,.  + ~  I X l l , , . X p p l  2 " 

Gem~Lss (20.3) besteht ftir ~ 4 a  die Gleichung 

(20.16) 
/~~ 2 

[ ~.+, L * a~ as = - f r o  + " + l a ~ l  ~) =0.  
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Daher ist 

(20.17) a =  q~l,ao la,,+,l ~+ ... -+-Ia,'cr ([eq, . t~]l[ee,.l~vt ~ 3, ~'p]) 

Es werde ~'~=[e~,...,  e o] gesetzt. Nach (20.14) ist 

(2O.lS) ~ = [~'1' " '" ' ~)] = Xl l  " '"  X ~  [e I . . . . .  eq] = X l l  , . ,  x~o ~t~  

Aus (20.14) und (20.18) folgt 

([eQ, ~ p - 1 ,  ~)JI leo, ~p-2, ~, ~ p ] ) =  

p - 1  p - 2  

= I ]  x~. l-I &~ ([% @p-l, yp ep +yp ~ e~+l] I [e~, ~ , -2 ,  
a=l "t=l 

/ ~ 
- -  Xl i  " '" Z P - I , p - 1  211 " '"  XP-2,  p - 2  Xp, V-1 Yp+I Zp+I 

(20.19) =} xn . . . xp - l , v - l :~n . . . ~v - e . v -2{y~5v -~2rv -y~zvxv .~ , -~}  

I 

p+2 
z~ e~, xp.~-i ev-l + x~p ep]) 

).~p-1 

ffir Q < p  

fiir 0 = P 

fiir ~ = p +  1 

fiir Q > p +  1. 

Die Gleichungen (20.17) und (20.19) ergeben 

a = Xll ... Xp_l,p_ 1Xll " ' "  Xp-2 ,  p -2  {Yp  Zp-1  XpP - -  Yv zp xv, p-l} [~P I -z - 
(20.20) 

_,,o (la,, I~ + la,,+~l~ + .-. + [a,~ [~ ]-a~l+ 1-i2 @ : .~ [ ;  fak" 12- ]Xll'"ZP-I,plX'll'''X'P-'2,P-2XP, p-lYp',lZp§ 

Entsprechend berechnet man den anderen Teil: 

(20.21) 
( a .a~aqa.  ~ ((e,,,~ "-~, tl]l[G, .t~]) ([eo, .~1:] I ([e~,.~ ~, ~, ~'~]) 

=,,,,,o..,,=, ~" " " \ ( l a , + , l ~ - ~ , - ~ - i a k l ~ ]  Ix,, . . .xp, " 

In den F~llen 

(20.22) 

t t#=v ,  ff=#Q, f f~=a 

,a4=v, i f = Q ,  f f#=a 

,a =C v, i f = Q ,  f f  = a 

ff4=v, i f # Q ,  i f = a ,  v # ~  

i f=v ,  ff:#:~, i f # a ,  ~ # a  

i f = v ,  f f  = ~ , f f  # a 

i f = v ,  # ~ ,  f f = a  

fiihrt die 
Substitution 

l a~,--> i a  l, 

at,--> _ at, 

] aq-~ - % 

l au---> -- al, 

( a u --> -- a/~ 
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das Produkt a~ 5~ a~ 5~ in - a.  a~ a e d. fiber. Aus (20.3) folgt dann 

[ a u 5~, % 5~ \ 
(20.23) [r + :.:71a~l,)=o. 
Die iibrigen Fgtle sind 

I 
~,#v, ,u#~, ~t=a, v=p 

(20.24) # = v ,  # + 0 ,  # # a ,  p = a  

# = v ,  u=t ) ,  # = a .  

Also gilt 
/ la I~la I s \ = ~ ,. t , ~ , ~ . ,  ( [ e o , ~ ' - ~ ,  ~ ] [ [ e ~ , ~ ] ) ( [ e ~ ,  ~ ' ] 1 1 %  , ~ - ~ ,  $,~]) 

b ~ t*o ~ -  . . . . . . .  ) ~,o=~ ~(1~.+~1 + - . - + 1 ~ 1 ~ )  ~ t~=1 ' 
(20.25( 

Es ist 

+ 

fie~ ~-1,  ~] [ [e~, ~"])([% ~ ]  [ [e~. Y"-~, $, ~.])= 
p-1 p p-2  

= ]-I x ~  ~ Ix~l  ~ l-I . ~  ([e~, ~ - 1 ,  e~y~+e~+lyp+l]][e~,, ~ ] ) -  
o:=1 fl=l 7=1 

�9 ([% ~ ]  [ [ee, ~ - 2 ,  z~_a e~_~ + z, e, + z~+l e~+l+ z~2 e;+2, Xp, p-1 ep._l+Zpp ep])= (20.26) 

I 0 fiir a_< p oder 
~ < P  

Xll . , .  X p - , , p - 1  I Xll ' '  .Xpp 12 ~11"" "XP-2, P-2 {Yp Z~-I  ~pp -- yp Zp Xp, p - l }  fiir 
u n d  P 

~ > p .  

Ffir a # ~  gilt 

= Xll . , ,  Zp_ 1, p-1  I Xll - , .  Xpp [2 ~11 " '" XP-2, p -2  (lea,  ~ P - 1 ,  yp ep + yp_~, e;~ 1] ] [ee, ~ ' ] )-  

(20.27) .([e o, ~ ] [ [ e , ,  ~p-2, zp_lep_l§ xp.,_~e,_l+xz~ep])= 

- [ 0 sonst. 

Aus (20.25), (20.26) und (20.27) folgt 

(2o.2s) 
b=Xl l . . .xp- . l .p - lXl l . . .x  p 2.p-2{ypzp-lXpp-ypzpxp.p_l}l~.P1-2- 

/ la,  121a , , t  ~ ~ 
- - , o [ ( t a , + i i ~  + ... + ta~l~)~} x,1 . . . x , - ~ . , - l ~ ,  ... ~ , -2 . ,  2U, ~1 ~ + ~ , . , - ,  I~' l  '- 
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N u n  werden die Mit te lwerte  in den Gleichungen (20.20) und (20.28) berechnet .  

Die Trans format ionen  Spk (a, t, ~) yon (18.19) und  Sp+l~ (t, s, ~) yon (18.21) ergeben:  

(20.29) 

/I a~l~ + la,+~l~ + . . .  +lak] u) 
u.~ lav+l is + ... + [ a k l S  = 

; tk d t 1 . . . .  e-~t, - . . . .  tktvA-tv+2 + ... + 
t ,+l + ~..~_ ~ . . . d t k =  

0 0 

. . . .  e-tv+l . . . . .  t~ tr+2 ~- "'" + tk 
t v + t  + " "  + t ~  

0 0 

d t p + 1 . . . d t k  + 

+ . . .  e-%+~ . . . . .  tk 1 
�9 t v + l + ' " + t k  

0 0 

dtv+l . . .  d tk  = 

=f(1--T)~-'-'d~ . . .  e - ' ~ + ~  . . . . .  ~ k ( S p 4 2 + ' " + s k )  d s p ~ . 2 . . . d s k +  

0 0 0 

. " k - p  k - p - 1  
0 o 0 

Dieselben Trans fo rmat ionen  ergeben 

(20.30) 

]a~J~ Ja~§ 2 ) 
P'~ +-.-+lakl2) 2 = 

. . .  e - t~  . . . . .  t k 

0 0 

tp tp 41 d tk = 
(tp+ l + "'" + tD ~dtl  "'" 

. . . .  e - tp~i . . . . .  tk tv+l a d t v . 1 . . . d t k =  
(tp+l A- "'" A-tk) 

0 0 

1 ;; 
o 0 0 

1 1 
J 

k - p - 1  k - p  

Aus (20.20), (20.28), (20.29) und  (20.30), erhRii, mall  

(20.31) a - b = - x l l  . . .  X p . _ l . p _ .  1 x l l  o .o  x p  2 , p - 2  x p ,  p - 1  Y p 4 1  Zp~ 1 I ~  p [ -2 .  

Anderersei ts  ist 



DIE BEIDEN HAU]?TSATZE DER WERTVERTEILUNGSTHEORIE (II) 113  

([~"-~, ~] I [~'-~, ~, ~.]) (E~ ~-~, ~]1 ~ ' ) - ( ~ ' 1 [ ~ ' 1 ~ , ~  ~- ' ,  3, ~~]) _ 

= [ ~p 1-2 X l l  " ' '  Xl~ 1,P-1 :~11 " '" Xp-2, p-2 ( [ ~ p - I  y .  % -i- y .+~ ep+l]  I [ ~ P - 2  z/~ i ep .1 -I- 

-}-"" +gp+gep-l-2, Xp,p l e p - l + X p l :  ep] ) - -  

-- I ~p 1-2 X l l  " '"  X lO- I , " - I  X ' l l ' "  "XP 2>io-2 ([~p--1, y~, e, + 

(20.32) +y . , , e .d l r162  2, z,- ,e,- ,+ '"+z,+~%+~.x~,. , ,  ,%_,+xp.  ep])= 

- - ~ 1 ' ' "  X p - - l l ' l  i X i l  " ' I  X~121" l  2 y ' + l  Z~ i  1 Xpl"-- 1 I ~  p 1 -~ i 

= - -  X l l  " ' "  Xp-I.p-1 Xll "'" 'Xp-I.p-2 y , ~ ,  Z, +1 X',. ,-1 I~" I ~ = a -- b. 

Nach der Definition yon a und b in (20.15) bzw. (20.25) gibt (20.32) die Gleiehung 

(20.13), w. z. b. w. 

ltilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen des Hil]ssatzes 4 gilt: 

,uo (([a, ,~p 1, t)] I [a, ~P-1, 3])) 
i ~ < , , , ~  : - 

I[a, X ' ] l '  = 

_ ([~, 1, t~ ] l [~"  ', 3]) ![X_'-',~]_IY) ( ,~"1[~ ' - '_ ,_~] ! .  

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem e l , . . . , %  gelten die 

Gieichungen (20.14). Mit (20.16) erh/ilt man 

a ~ 0  t I[~, ~ ' ]  I ~ } = 

'< " aoa~ ~ (%0, .,~-:-', 1)] I leo, ~-~,  ~]) 
(20.34) = ,~_]~o (la,+ ' ] I X , l . . . x ~ , , I  = F 7 5 : : + 1 ~ . 1 :  . . . .  

) 
= tl~.~,l + . - - + l a . P  I~"1: 

Es @erde ~-~ . . . . .  %] gesetzt. Naeh (20.14) ist 

fie o, ~'-~, t)] I [e,o, ,~" % ~])= 
= I x n  ... x ,  -,, ,-11 ~ ( [% ~ " - ' ,  y ,  % + y ,§  %+,]  lie,, Of'-', ~,  e, + 

+ z~ =1% 1 + z,+~ % ~_,~])= 
8-- 543808, Acta  Matl~em, atica. 92. Imprim6 le 30 d~oembre 1954. 
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(20.35) 0 fiir ~ < p, 

ffir o = p, 

fiir ~ = p +  1, 

ffir o > p + l .  

Aus (20.34), (20.35) und (20.29) folgt 

(20.36) 
a = / ~ ~  l ap§  + la~ l '  ] " la~'l ~ - 

k - p - 1  + k - p  

Entsprechend berechnet man den zweiten Teil 

(20.37) 

Es ist 

(20.38) 

I[a, x ' ]  I' ) 

X fie., ~ , t~]l[e~, ~ ] )  ([eo, ~']lfeo, a?-L $3) a~, d~ a o do ~-1 
..,..0. oo, } I x , , . . . x , I  4 = 

- ~ fro [ [a"lZlaol ~ i([eo, ~ ' - i , t ~ ] l [ e o , ~ ] ) ( [ e o , ~ ] l [ % , ~ ' - l ,  3]) 
- o , o= ,  ~ , l ( a ~ , l ' + ' " + l a ~ l ' ) V  I~'1 ~ + 

k 

+ ~ ~o 
O, a=l (] a,§ + --- +lak[2) 2 I ~ 1  ' " 

= I Xll ..o Xpp 12 ]Xll . . .  Xp_l ,p_ 1 t $ (lea, ~p-1 ,  yp ep -~- ffp-;1 ep.,1] [[ea, ~P])"  

�9 ([%, ff~] t [% ~ , -1 ,  z, e, + z~+, e~+l + z,+2 e,+e]) = 

_[0 ffir a < p + l  oder ~ ) < p + l ,  

- / ] ~ ' ] 2 [ ~ - l l ~ y p 5  p fiir a>_p+l  und ~ _ > p + l .  

Is t  o # a ,  so gilt 

= IXll "--Xpp ]Zll I~ ...xp_l.p_ll~([eo, ~p-1, ypep+yp+le~,~l] 

"p-i 2 

- -  ( 0 sonst. 

[% ~])"  
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Aus (20.37), (20.38), (20.39) und (20.30) erhi~lt man 

(20.40) 
- ~ Y , , ~ p + ~ o ~ - ( l a , ~ §  I~ y, ,+ l~, .= 

( 1 1 ) l~P_l l~ l~ , ,  _ ~ _ 

Aus (20.36) und (20.40) folgt 

(20.41) 

Andererseits ist 

(20.42) 

([~p-1, ~] l [~p-1 ,  8]) ([5,-1,  t)] 15 ) (~" I [~ ' - ' ,  ~1) = 
I :~'1 ~ I:~"1' 

- Ix11... x,_1,,_1 I'~ I EP I-* y~ ~p = 

~a--b.  

Nach der Definition von a und b in (20.34) bzw. (20.37) gibt (20.42) die Gleichung 

(20.33), w. z. b. w. 

Higssatz 6. Die Projektion [~h 1, W p] der p-ten assoziierten Fliiche W p von W 

entlang der speziellen Polyade ~h-1 sei nicht total degeneriert. Es sei p+ hE k. Au] der 

offenen Menge M babe die meromorphe Fldche W die Darstellung tD (P). Die zu dieser 

Darstellung Jo(P) und zur Abbildung :r mit M N U~=f=O geh6rige eigentliche Dar. 

stellung von W p sei ~ v = ~ .  (p, :r Es sei ~ " z ~ , - - ~  (~(3), :r mit 3=:r und 
i 

P E M N U s .  Fiir jedes paar ganzer Zahlen # , v  mit l<_#<_n, l<_v<_n besteht au] 

M N U~ die Identiti~t 

u.~=-~o . lea, ~4 ~ - 1 ,  ~ ]  I ~ - 

i c~t~-~, ~.a i ~ 
(c~t ~-1, ~ : . ]  I t~t h- ~, u~ ) ( [~ -~ ,  ~ '~ I ~t ~-', ~:~1) 
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Beweis .  Es  ist  ~ =  [m, m', . . . .  iv(,-l~]. Also gilt  

p - 1  
(2o.4,i) ~ , , =  E [to, iV', . . . .  iv 'Q-'>, iv(=',,>, i ,  ` .+ l , ,  , tr 

Die  Vektoren ~'i . . . .  , D~-~ werden so gew~hlt ,  dass 9 ~ n - ~ = [ ~ l , . . . ,  ~n-1] ist.  Ausserdem 

werde 

(20.45) ~'~ = iV, ~ ~ z = iV', . . .  ~'~+v-1 = IV (~ 

e 
und q=p+h-1  gesetzt .  M i t [  werde das Fehlen des Gliedes ~ angezeigt .  Gemi~ss 

(20.43) his (20.45) ist 

(20.46) 

~+~ I[,,, ~ , , - . . I . . -  I . . . .  ~'~, ~<,, ~'o] I ~ 

�9 I _Q~ ~,o ( ~ ,  ~', . . . .  I . . . .  . . . . . .  ~o, ~o, ~ - " ; ; - ;  . . . . . . . .  ~1~", , .... i'"i_ . . . .  ~'o, ~'o, ~'.0~) 

~.~ I[~, ~, , . . .  I . - .  I . . . ,  ~, ~<,, ~o] 

q 

o ,,,oi 

([~' ~ , '  A:_r~:__~7_' ~ ] 1  : ~ 7 , : . 1 . . - _ _ 1  . . . .  ~, . . . .  ~ , ~_~1 + 

l i:,, ~ , . - .  I . . - I . . . ,  ~', ~'o, Xo;11 ~ 

q 

-~ /~0 p ~ h 

/ Q 

(b~, ~ ' ,  . . - I ' - .  ) 
�9 . 2 

I[a,~,  . . . .  I . . . , ~ , ~ 1 1  

o 

/[,~, ~, . . . .  i . . . .  ~'0, ~'oll ~ 

. . . .  Q (0 h)  
([[~, ~'1, i " ' '  ~ 'q '  ~'.o] I [l'[' ~'1 . . . .  I . . . .  ~'q, l[)z v 1) 

i I l l ,  ~'1, "'" I . . . .  ~'q' ~'ff] 12 

Die Hilfss~ttze 4 und 5 crgeben 

q 

c/l i t  v : ~  " ~  
Q ,O~h  

Q ~  

q 
- E  

(?, 0~  l 

I~,, i i . . . .  ~ , ~ o , ~ o ~ 1 2  

IE~i .... Y Y ... .  ~,~O,~QJI 2 
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. . . . . . . . .  tl~(~ ~- h) ([~, .... i'" i . l'q. t7... ~q]lf~i." i I ' " .  77, . . . .~ . .  ~'o]) 

i ~, ,  . - . i . . . i . .~ ,  ~0, ~:=, ~01 s 
§ 

( [~1,  " ' "  I ' ' ' '  )':q' lOz/, J [~1,  " ' "  I . . . .  ~q '  '~, J) 
+ 

~:"  I[~'i . . . .  I . . . ,  ~'~, ~J I s 

q I e l "<~ '~ . . . ,  ~ ,  ~'~])([~,,-.. i . .-,  ~0, ~'.o] I [~, . . . .  I . . .~, ,  l ,  <~ ">~ q ( [ ~ l " " l ' " ~ q '  ~'z# J I t e l  . . . .  z'~ ~j 

([,~ ~, ~3~.]1[~ ~-~, ~o~]) ~-~ ~ .  ~_, ~ _([~ ,~'9~,,]I[~ ,~0 ])([~h-~,~"]l[~h-1,~O J )  
- i [ ~ _ ~ ,  ~ , ]  i ~ iPx  ~ ,, ~ . ] i  ~ , 

w.z .b .w .  

Mit diesen Hilfssiitzen l~sst sich nun der Mittelwert der Charakteristik 

T~) (G, [~, ~(~-1]) berechnen. 

Satz 20.1. Mittelwert der Charakteristik Tp(G, [a, ~a-1]).a~ 

Yoraussetzung. Die Pro]ektion [~h-1, W p] der p-ten assoziierten Flgche W p yon W 

entlang der speziellen Polyade ~h 1 sei nicht totaldegeneriert und babe die Charakteristik 

T~ (G, ~h-~). Die Charakteristilc der Pro]ektion [a, 9~ h-l, W p] sei Tp (G, [a, 9~-1]). Es 

sei p§ 

Behauptung. Fiir ]ede zuldssige Menge G gilt: 

(20.48) T~ (G, 9ga-1)=~to(T~ (G, [a, ~ -1] ) .  

Beweis. Auf der offenen Menge M habe die meromorphe Fliiche W die Dar- 

stellung lv (P). Zu dieser Darstellung ro (P) und zur Abbildung ~t 6 ~ mit M f) Ua @ 

gehSre die eigentliche Darstellung ~ " ( P ,  ~r Nach Hilfssatz 6 besteht dann auf 

M 13 U~ die Identit/s 

/~o (8 ms ([a, ~/~-1, !St'])) = 

i n~ (![a, ~ 1, ~ 11 [Q, ?lh-1, ~ , ] ) ) ~ J ,  
= ~ . ~ , ~ '  I[~, ~ - ' ,  ~ " ] l  s 

i L /([a,9~-1,~;,]l[a,9~h-l,~'])'([a,9~h-1,~]i [a,~h-1,~P,])] 
(20.49) -~ ~ /~o~ ]bz~=  

. . . . . - 1  ~ I[a, ~ - ' ,  ~ " ] 1 '  

ss Ftir n = 1 siehe W [43] Kap. III w 5 Seito 147-150. 
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=-i ~ {![~'-',_ ~:",,] I {2 h-l, ~;,,]) 

([9/~-', 29~,,] I [2 n-a, ~ " ] ) .  (C91 h ', ~,,] [ [2[ ~,-1, ~, , ] ) !  
~z~,~,.= l [2 '-1, ~"]1 '  J 

=a~o~ ([~-~, ~'J). 

Daher ist 
1 r 

fro (Tr (G, [a, !}[ h- 1])) | = ~  yj(p, G)/Lo(~O)2([N, ~h  1, ~ 3 p ] ) ) 0 ~ 2 , _ 2 =  
t d  

G ,)' 
(20.50) =.~ y: (P, G) 0w2 ([?[h -1, ~gp]) 0~2n_2 = 

G 

= T, (O, ?? -1 ) ,  
w.z.b.w. 

Gem~iss (20.1) besteht fiir jede nichtnegative Funktion /_>0 die Ungleichung 

(20.51) log tt o (/) _> fro (log/) ~ - co. 

Diese Absch~ttzung wird beim Beweis des folgenden Hilfssatzes benutzt. 

Hilfssatz 7. 3a Die p-te assoziierte Fldche IV p von W sei nicht speziell degeneriert. 

Die spezielle Poiyade ~h a mit O<_h<_k-p und der Vektor 3 werden mit der Ein- 

schrdnkung [b, ~[~ a] + 0 gewdhlt. Au /  der o/[enen Menge M babe die meromorphe Fldche 

W die Darstellung lu (P). Zu dieser Darstellung Iv (P) und zur Abbildung ~ 6 ~ mit 

M n U~:4:O mSgen die eigentlichen Darstellungen ~.~t} ~' i(p,  0c), 9~p (p, 0~), ~ v  1-1 (p, 0r 

W p-l, bzw. W p, bzw. W p~I geh5ren. Gemdss (I9.21) werde die Dichte Fv(l), 9gh-1)= 

=Fp(P ,  o~, b, ~[h-a) gebildet. Ist n ein Ve]ctor mit [l~, ~, ~h-1]+0,  so werde entsprechend 

die Dichte Fp ([n, ~;[a-l])=Fp (P, a, [& [a, .9[4 l])gebildet. Die Funlctionen J (s) und J* (s) 

mOgen die Bedingungen 1 ~ bis 4 ~ von Satz 18.4 er/iillen. Nach (20.9)u'erde cap  1 

er]ddrt. Au /  M N U~ gilt dann 

(20.52) g ([[ [~.I ~ a, ~P]  : l)II 2) Fp (5, 9/h) -< e %~, a" 

"fro (J (11 [a, ~{h-,, ~ , ] :  ]1)If ~) F,  (1~, [a, ~ - ' ] ) ) .  

Beweis. Es gibt eine spezielle Polyade ?[~-~'-~-~ mit [?[~-~ ~+~, 9A~-1]~0. Auch 

die duale Polyade A '=* [? [  ~-~-'+~, 9/~-a]:t:0 ist spezicll. Also ist 

(20.53) I[ " '~ 11-> I[?l:~-" "+', ?["-', ~v~]l=l(A", ~ " ) l . o .  

33 Siehe W [43] Kap. V w 6 Seite 236. 
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Daher ist [9.~ h-l, W v] nicht totaldegeneriert. Ebenso erkennt man, dass die 

meromorphen Fl~tchen [ 5 , ~ h - i , w  p] und [5,9~h-I, Wp-1] fiir [5,9dh-1]#0, sowie 

[5, ct, ~(h-1, W p] und [5, ct, ~(h=i, W,-1] fiir [5, ct; ~(h-1]40, sowie [a, 9~ h-i, W ~] fiir 

[a, ~(h-l]#0 nicht tot~ldegeneriert sind. Ist [9~h-1, Wp+I]___0, so ist (20.52) trivial. 

Ist aber [9~ h-l, W p ~1]~0, so ergeben die Hilfssgtze 1 und 2, sowie die Gleichungen 

(19.21) und (20.51) die Abschgtzung 

log tto (J (ll [a, ~h-1 ,  ~ p ] :  5 II 2) Fp  ([t'l, ~[h-1]) 

( { Fp([t~'9~h 1]) / )  
->/~o log J* (11 [a, ~t h-~, ~ ' ] :  b II ~) H [a, ~(h-~, ~3"]: D II ~ = 

=/zo (l~ J* (ll[a, 9X h-~, s]~3-'] : 5 ]J~) + ,uo (log ][5, a, ~I ~-~, ~3 "~]  I ~) + 
+/*o (log I[a, ?I h 1, ~p+x] 12) _ #o [log I [a, ~j~h.-1 ~s I2) -- 

(20.54) - #0 (log I [5, {~, ~ h - 1  ~ . ]  ]2) > 

log J *  (]l [ 9~h-1, ~ i a ] :  5 ]12) -- ep~ h 1 ~- log ][5, 9~ h 1, ~ . - 1 ]  12 _ 

~9 i h-1 1 h p 1 
- -  - -  - -  l o g  ][~'t " - ~ ,  ~ ' ]  I ~ ' - E ff__v§ ][~l n-l, ~BpL~]], E k - ~  -- 

v=l v=l 

~+h-1 1 ~+h 1 
log 115, 9~ ~-~, ~ ' ]  1~ + ~ ~_  + ~ /~_~ 

v=l v~l 

w. z. b. w. 

Satz 20.2. Die Absch~tzung yon T,  (G, ~ )  nach unten fiir h_< k - p - 1 ,  aa 

Voraussetzung. Die p.te assoziierte Fl~iche W ~ der meromorphen Fliiche W sei 

nicht speziell degeneriert. Es sei p >_ 1. Die spezielle Polyade 9ft ~ mit 0 <~ h <<_ k - p - 1 

und der Vektor 5 werden mit der Einsehrdnkung [5, ~ ]  q= 0 aber sonst beliebig gewdhlt. 

Die Charakteristik der Projektion [ ~ ,  W~] sei T~ (G, 9~). Die Diehte Fv (5, 9~ ~) sei 

naeh Satz 19.2 deliniert. Die Funktion J (s) erliille die Voraussetzungen yon Satz 18.4. 

Die Zahl ~ sei dutch (18.47), die Zahlen c~ seien dutch (20.9) und die Zahlen go durch 

k - 2  

Y~c v 

(20.55) q o = ( g + l ) e  ~e liir 9=0 ,  1 , . . . ,  k - 1  

deliniert. Die allgemeinen Voraussetzungen I b i s  IX werden gemacht. Das Zeichen (o) 

sei nach Delinition 16.3 beziiglieh des vollstdndigen Systems ~ zuldssiger Mengen G 

erkldrt. 

~4 Fiir n= 1 sieheW [43] Kap. V w 6 Seite 237. 
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Behauptung. Fiir ]ede zuldssige o]/ene Menge G ~ g~ gilt 

(20.56) v 2 (P, G) J (11 [ ~Ia, ~ ]  : b 1l 7 r247 (T~ (~, § (o7}, 
.G 

wobei (o) unabhdngig yon J(s) ,  ~[~, 5 mit  [5, 9 ~ ] ~ 0  ist. Wdhlt man spezieU J ( s ) = s  -a 

mit 0 < 2 = ,~ ( G) < 1, so gilt 
k-2 1 

~2 3 2 +  3 (t ~.) E ~ . . . .  ~ 3 
(20.57) Ca ( 1 - 2 )  ( 2 - 2 )  e ~q < 1 

Beweis. Nach Satz 19.3 ist die Behauptung bereits fiir h = k - p - 1  bewiesen. 

Ist sie schon Iiir ein h mit 0 < h _ < k - p - 1  bewiesen, so gilt sie auch ffir h - 1 ,  wie 

jetzt gezeigt wird. Die spezielle Polyade ~h-i mit [b, ~[a-1140 werde beliebig ge- 

w~hlt. Dann sind, wie schon im Beweis des Hilfssatzes 7 gezeigt wurde, die mero- 

rnorphen Fl~ehen [b, 9~ ~-1, ~3"] und [9.{ h -1, ~p] ,  so wie [b, a, 9~ ~-1, ~P]  ftir [b, a, 9~ h-~] ~ 0 

und [a, 9[~-~, ~)~3,] fiir [a, 9.I~-l]:v0 nicht totaldegeneriert. Naeh der Induktionsvor- 

aussetzung gilt also 

(20.58) 
if ,~ ~p(p, G) j ( [ i i a  ' ~[h-~, ~ , ] :S i l~ )Fp(5 ,  [a, ~(h-~])< 

G 

_<r {T. (G, [a, ~-~]) + (o)} 

fiir [el, ~[h~a]+0, wobei (o) nieht yon J(s) ,  b, a und 9.I h-1 mit [b, a, 2[h-x]=k0 abh~ngt. 

Die Vektoren a mit [5, a, ? lu-x]=0 bilden einen linearen Unterraum der Dimension 

h < k ,  der aus der Einheitskugel [ct[=l  eine Nullmenge ausschneidet. Aus (20.58), 

(20.527 und (20.48) folgt also 

(20.59) 
if ~f(P, G) J(H [~[ h-l, ~2~0] : 51t2) Fp (b, ~[h-1)_~< 

G 

qp ~ h e cp+h-1 {Tp (G, ~[h -1 )  _~ (O7} = ~p+h.-1 {Tv (G, O[n-~) + (o)}, 

wobei (o) nicht yon J ( s ) , b  und ~[h-x mit [5, ~[h-1140 abh~tngt. Da (20.577 unmittel- 

bar aus (20.55), (18.51) und (20.12) folgt, sind alle Behauptungen richtig, w . z .b .w .  

Damit ist Satz 19.3 auch fiir h < k - p - 1  bewiesen. Ffir h = 0  besagt er insbe- 

sondere 

( 2 0 . 6 0 7  0~_~ 1 ~ ) ( P ,  GTJ*(ll~P:~)II2) II- - : 2 I ~ P - 1 1 2 1 ~ p + l 1 2  

G 
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wobei (o) nicht yon d(s) und b4:0 abhi~ngt. Hier t r i t t  bereits die GrSsse 

auf, deren Logarithmus ebenfalls in O~ (F) vorkommt. 

121 

w 21. Inzidenz und allgemeine Lage 

In der Voraussetzung der Hauptdefektrelation und des zweiten Hauptsatzes 

werden die Begriffe der Inzidenz und der allgemeinen Lage gebraucht. Fiir die zu- 

gehSrigen Definitionen, S~tze und Beweise sei auf W [43] Kap. V w 10 verwiesen. 

Der Einfachheit halber mSgen die dortigen Definitionen und S~tze hier kurz zusam- 

mengestellt werden. 
h 

1. Ist  9~h=[ax,. . . ,  ah]=~0, so sei {~h} der Raum der Vektoren 5 =  ~ x~a~. 

Dann und nur dann ist {9~h}={~h}, wenn es eine komplexe Zahl ~ 4 0  mit ~9~ h =~)h 

gibt. Im ganzen Paragraphen werde 

(21.1) 0_<i__h-1 ,  l<_p<_k, l = h - i  

vorausgesetzt. 

2. Der Raum {9~ h} stehe in i-Inzidenz mit der Polyade ~P, wenn fiir jeden 

Teilraum {~z} ___ {~h} die Bedingung [~ ,  ~ ] = 0  erffillt ist. Im Folgenden wird die 

Polyade ~P speziell angenommen. 

3. Der Raum {~(h} mit ~3[ h=  [a 1 . . . .  , ah] steht dann und nut  dann in i-Inzidenz 

mit ~P, wenn [tlj . . . . . .  ajl, ~ ' ]  = 0 fiir nile 1 ___ ~1 < " "  < ?, -< k ist. 

4. Erg~nzt man die Vektoren ~t, .- . ,  ~, zu einem Koordinatensystem ~'1 . . . .  , ~ 

von R~ ~ und ist a.,= ~ a , ~  fiir / z = l , . . . , h ,  so steht der Raum {9~ h} mit ~ h =  
V=[  

= [al, . . . ,  an] =~ 0 dann und nur dann in i-Inzidenz mit der Polyade ~ "" =-- [~, . . . ,  ~p] ~= 0, 

wenn 

(21.2) 

iii:!!! iiiI ~ 
/ p +  1_<2~<... <2t-<k 

fiir [ 1 _< ?t < " "  < ]' -< h 

ist, das heisst, wenn der Rang der Matrix 
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(21.3) (at!lab 1 aa!k) 
kleiner als l = h - i  ist, das heisst, wenn 

(21.4) 

ist. 

5. 

al ~, �9 �9 �9 a 1 , 1  h 

ah )., ah ~h 

= 0  
[ 1_<~1 <"" <).i < k  

ffir 
p + l _ < t i + ~ < . - .  < t~_<k  

Eine Polyade ~h kann als Punk t  des Raumes R 2(~) aufgefasst  werden. Is t  

~ = [ ~ 1  . . . .  , ~v ] r  eine gegebene spezielle Polyade, so sei X/' der kleinste lineare 

Unterraum yon R 2(~) der alle speziellen Polyaden 9.I h enth/ilt, fiir die {9~ h} mit  ~ '  

in i-Inzidenz steht.  Dann und nur  dann steht  der Raum {~[h} mit  ~P in i-Inzidenz, 

wenn ~[h E X~' ist. Die (reelle) Dimension des Raumes X~ ~ _~ R 2(~) ist das Doppe]te von 

( 2 1 . 5 )  D~:h;~=:l(h~___~)(]c~P ) �9 

Ffir O < _ i < _ h - 1 ,  l<_p<_k,  p + h < _ k + l  ist 

(21.6) D] '~ '= ,.=02 k h -  a] >0 .  

6. Sind 9~ h = [al . . . .  , ah] * 0 und  .~P # O, so werde 

(21.7) d, = d, (9[~) = d, (?[h, ~p) = 
1 ~ / ' 1 <  �9 �9 �9 <]l<-h 

gesetzt. Es ist 

(21.8) 

_ / O  flit # # v  
Is t  (a~[ a,.) -- ( 1 fiir tt = v, 

~ h =  [51 . . . .  , bh], so ist 

(21.9) 

Dann und nur  dann steht  

& (9/h, ~P) = 0 ist. 

Jl [aj . . . . .  , a,~] : .~p II ~ 

dl(?I h, ~P)~  (i h 1)d~§ (9~ h, ~P). 

ist a eine unitgre, lineare Abbildung mit  b~,= a at, und ist 

d~ (~h, ~p) =d~ (~h, ~v). 

der Raum {~h} in i-Inzidenz mit  der Polyade wenn 
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7. Der  R a u m  {gff-:} mi t  ~ = * g f f  -1 s teht  dann  und  nur  dann  in i-Inzidens mit  

der Polyade  ~ : + i = [ 5 : , . . . ,  51+i[~=0, wenn fiir v = l , . . . ,  1 + i  das inhere P roduk t  

(2, 5~)= 0 ist, das heisst, dann  und nur  dann, wenn die Ebene (~, 5 ) =  0 die Punk te  

51 . . . .  ,5:+~ enthalt ,  also der R a u m  {~1+~} in dieser Ebene (~, 5 ) = 0  liegt 

8. Die R a u m e  {gj[~} . . . .  , { ~ }  befinden sich dann  und  nur  dann  in allgemeiner 

Lage bezi~glich des Indexes p, wenn ffir jede Zahl i = 0 ,  1 . . . . .  h -  1 und  jede spezielle 

Polyade ~ P + i 4 0  folgende Aussage gilt :  Wenn  Xr  +i der nach 5. zu ~P~ gehSrige 

lineare Unte r raum "con R~ (~) mi t  der Dimension ' ,+i 2D~ > 0 ist, so gehSren hSchstens 

D~ ~ der Polyaden  ~ . . . . .  ~ zum R a u m  X~ +i, was nach 5. dann  und  nur  dann  der 

Fall ist, wenn yon den R~tumen { ~ }  . . . . .  {9~} hSchstens D~ +~ in i-Inzidenz mit  

~P+~ stehen. Dabei  wird 

(21.10) O<_i<_h-1, l<_p<_k, p+h<_k+l,  l = h - i  

vorausgesetzt .  

9. Dann  und nur  dann  befinden sich die R~iume {9~-:} . . . .  , { ~ - : }  mi t  r162 = z, ,  

in allgemeiner Lage bezfiglich des Indexes  p = l ,  wenn eine der folgenden Aussagen gilt :  

a) Dureh  keinen P u n k t  ~4=0 des Raumes  R~ k gehen k der Ebenen  (~,, m ) = 0 .  

b) Deute t  man  die Koordina ten  des Vektors ~ =  (w: . . . . .  wk) 4=0 als homogene 

Koordina ten  eines Punktes  ~ =  ( w l : . . .  :wk) des projekt iven Raumes  der Dimension 

2 k' = 2 k - 2, so sollen durch keinen P u n k t  ~ mear  als k' der Ebenen { ~ [ (a,, m) = 0} 

gehen. 

c) Jeder  Durehschni t t  {~,,k-1} N ... (] t$~k,k :~j mit  1 --< h < "" < vk --< q besteht  nur  

aus dem Nul lpunkt .  

d) ]~ber dem KSrper der komplexen Zahlen sind je k der Vektoren ~1, . - . ,  ~q 

linear unabhgngig.  

10. Is t  ~ h = [ a l , . . . ,  ah]=~0, so werden zwei Summationsbefehle eingeffihrt:  

a) Mit ~* werde die Summat ion  fiber alle Polyaden  [aj, , . . . ,a/~] mit  

1 _< ]: < . . .  < ?'~ <_ h bezeichnet. I m  Falle 1 = 0 sei ~0 = 1 und  ~. ] (gj[0) = / (~[~). 

b) Mit ~** werde eine Doppelsumme bezeichnet. Zuerst werde fiber alle Polyaden 

9.i ~ = [aj,, . . . ,  a~o_~, at, a&, . . . .  ah_:] mit  1 _< ?': < -.. < ?'~ : < t < ~ < . . -  < ?~-1 -< h bei festen 

Wer ten  1 _< ~: < ... < ?'~_: _ h, dann  fiber alle 1 _< ]: < ... < ~ ~_~ ~< h summiert .  Hierbei wird 

~ 1 - 1 =  [{l i , , . . , ,  {I.ia_ l , ~[]a+ i' " " " ' {~]h ] abgekiirzt. 

I n  b) kann  man aueh zuerst  fiber alle 9Xg-i=[ar aia~: . . . . .  ar b e i f e s t e m  

Wertesa tz  1 < ~: < .-. < ~, _< h dann  fiber alle Wertes~tze 1 _< ~ < - . .  < ]~ _< h summieren,  

wobei dann  9X ~= [aj . . . . .  , ar abgekfirzt wird. 
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l l .  Is t  die Funkt ion X(~[i)>0 fiir alle 9J['=[as . . . . . .  as~] mit  l<_] i<. . .<j t<_h 

und die Funkt ion Y ( ~ t - i ) > 0  fiir alle ~l-l=[Os . . . . .  ,0h_i] mi~ l g j t < . - . < ] l _ l _ ~ h  
erkl~rt und wird 

{~d} c {~} l 1 {~d_l} c {~[~} 

gesetzt, so gelten die Absch~tzungen 

x_ < _ _ 1  ~;** X (9.1 z) 
y - h - l + l  " y(~z- l ) '  

(21.12) 
y < l  ~** y(~t-l) 
x - l X (~ff) 

Wig bei W [43] ergibt sich 

Satz 21.1. Eine Absch~tzung. a5 

Voraussetzung. Jeder der spezieUen Polyaden ~[~ 4= O, . . . ,  ~[hq 4= 0 sei ein Gewicht 

g ( ~ )  >_ 0 zugeordnet. Es sei 1 <_ p <_ k - h. Fiir i -~ O, 1, . . . ,  h - 1 gebe es Zahlen g~+~ > 0 

mit der Eigenscha/t : 

,,Sot ~J'+'40 eine beliebige spezielle Polyade und stehen die Rdume { ~ }  . . . . .  {?~.,} 

in i-Inzidenz mit 5 p~', so ist ~ g(S~ahq)~g~+t.,, 
0=1 

(21.13) Wt (?I~)= ~h.) - '  x;, 
\ v (~,'}~ (.,./.~ II ~".."J~P ~i-1 I1' mit l = h - i ,  

( )  h - '  Z*  II ~ [ I - 1 : .  I1" 
( 2 1 . 1 4 )  yJ~+l(t~)= i + l  {~,-,}~{~h} I1<~li-1:~"+'11 m~t l = h - i  

gesetzt. Dabei seien die Zdhler und Nenner der Summenglieder nicht Null. Ausserdem 

seien Zahlen /i (~[~) /iir # = 1 , . . . ,  q mit 0 </i ( ~ )  <- 1 gegeben. 

Behauptung. Zu jeder mSglichen Wahl yon 9,I~ . . . .  , ~hq, g ( ~ ) ,  g~f  gibt es eine 

Konstante c, sodass 
[ { ,',+, exp t.v*~l ~,~=, g (9~J) log l, (!~lJ) (~-, ( ~  j j  _< 

_<~ l+~g, .:, g(~x;)s,, . , ~ j  

gilt. Dabei hdngt die Konstante cnicht yon der Wahl yon/t  ( ~ )  und X ~i+1, ~p+i, Xp+t-m ab. 

a5 Siehe W [43] Kap. V w 7 Lemma 7 a Seite 238-240 und w 11 Seite 261. 
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Zusatz. Belinden sich die Rdume {9~} . . . .  , {~hq} in allgemeiner Lage und werden 

die Zahlen DF § nach (21.6) bestimmt, so kann man g~+l=D~+~ als Gewichtsschranken 

wdhlen, wenn g(~[~)= 1 ist. 

w 22. Die Hauptdefektrelation 

In diesem Paragraphen wird die Hauptdefektrelation bewiesen, aus der sich mit 

der Differenzformel leicht der zweite Hauptsatz ergeben wird. Der Beweis der Haupt- 

defektrelation erfolgt ~hnlich wie bei einer Ver~nderlichen. Nur der Unterschied der 

Operationen ' und ~ ftir n > 1 bedingt einige Abweichungen. 

Satz 22.1. Hauptdefektrelation. a6 

Voraussetzung. 1. Jeder der speziellen Polyaden ~[~ ~ 0 , . . . ,  ~[qh =~ 0 sei ein Gewicht 
q 

~ff~h . . . .  9(~{~)>_0 zugeordnet mit ~ g( , ) > 0 .  Es sei l < _ p < k - h .  Fiir i = 0 , 1 ,  , . h - 1  gebe 
t t  = 1 

es Zahlen g~+t>0 mit der Eigenscha[t: 

,,Ist ~ ~+0 eine beliebige spezielle Polyad e und stehen die Rdiume {9A~.~},.--, {9,(~} 

in i-Inzidenz mit ~+~, so ist ~ g(~{~e)<_ g,P+~." 

2. Die allgemeinen Voraussetzungen I, I I  aus w 4, III ,  IV, V aus w 7, VI, VII 

aus w 11, VIII  aus w 12 und IX aus w 19 werden gemacht. 

3. Au[ der Mannig/altigkeit ~)~2~ sei eine meromorphe Fliiche W gegeben. Fiir 

~eden Index u = p, p + 1 . . . . .  p + h -  1 sei die u-te assoziierte Fliiche W ~ nicht speziell 

degeneriert u~d babe die Charakteristik T~ (G). Die Funktionen ~hp (FI ~[h) und ~p (~, 9~ h) 

seien gemi~ss (13.2)und (13.3) erlcliirt. Die Fnnlction Y2u(F) werde durch Satz 15.2 

einge/i~hrt. Ist WP+h~-O, so sei ~Q~(F)= - ~ .  

4. Die Gesamtkapazitiit (~ werde durch (16.3) gegeben. Die Charakteristik der mero- 

morphen Fldche W sei T (G). Ist (~ > O. so strebe bezi~glich eines gegebenen voUstiindigen 

Systems ~J zuliissiger Mengen 

(22.1) T(G)--->~ ]iir G~O~ ~ .  

Beziiglich des Systems (~o aller zuliissigen Mengen werde wie in De/inition 16.4 das 

Zeiehen 09( ) erkldrt. 

as F i i r n  = 1 siehe W [43] Kap.  V w 10 Seite 259. Zum Beweis siehe w 11 Seite 259-263. 
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Behauptung. Es gibt Konstante B o . . . . .  Bh-~ und eine kompakte Menge K, sodass 
/iir ]ede zuldssige Menge G~ K die AbscMitzung 

q h - 1  

g (~.~) {~.  (F, ~ )  - ~v_~ (11, ~ ) }  + ~ g~§ ~%+, ( r )  = 
~=1 i=O 

(22.2) 
: ~  (g~ ~_ ,,. _ ~ 1  g~+h-1) m (h-l,~0 B' {TP~'(G)+T(G)} ~ ) 2  

gilt. 

Anmerkungen: 
1 ~ Befinden sich die R/iume {~[~}, . . . ,  {~qh} in allgemeiner Lage beziiglich des In- 

dexes p, so kann man g(9.I~)=l und .v+i r~,+i y~ -- ~ wi~hlen. 

2 ~ Strebt T(G)---> oo ffir G->~J~ 2~ beziiglich des vollst~ndigen Systems (~ zul~ssiger 

Mengen, so auch beziiglich eines jeden vollstiindigen Systems ~ '  zul~issiger Mengen; 

denn T(G) ist monoton. 

3 ~ Ist  die Gesamtkapazit~t ~ = 0 und wird der Eichfaktor b nach VI w 11 bestimmt, 

so ist 

,. T(G) 
(22.3) nm R--~ -> b > 0, 

~L~2~ ( ) 

denn W ist nicht konstant, da W p nicht speziell degeneriert ist. Also strebt auch 

im Fall ~ = 0  die Charakteristik T(G)--->oo fiir G ~ ) ~  2n 

4 ~ Bei einer Ver~nderlichen wird in W [43] stat t  {22.1) vorausgesetzt 

(22.4) Tu (G)~ ~ fiir G ~ I ~  2n (beziiglich (~) 

ffir u = p , p + l , . . . , p + h - - 1 .  

(22.5) 

Dann lautet das Restglied r 

Y Bt T~+, (a) �9 

) in (22.2) anders, n/~mlich 

Dasselbe gilt auch bei mehreren Ver/inderlichen. Jedoch ist die Voraussetzung (22.4) 

und damit das Restglied (22.5) bei mehreren Ver/~nderlichen ungiinstiger; denn beim 

zweiten Hauptsatz sollen die Voraussetzungen mSglichst wenig yore Differential ~Bn-1 

abh/tngen. Die Voraussetzung (22.1) h/tngt nicht yon ~B=-I ab, w/~hrend die Voraus- 

setzung (22.4) ffir n >  1 und p + h -  1 > 1 yon aBn_l abh/ingt. 

5 ~ :Die Konstanten B0 , . . . ,  Bn_l in (22.2) bzw. (22.5) kSnnen so gewi~hlt werden, 

dass sie nur yon den Polyaden 9~,  . . . ,  ~[qh ihren Gewichten g(~[~), . . . ,  g(~[~)und ihren 

Gewichtsschranken g~ . . . .  , v+n-a ga_~ nicht aber yon der meromorphen F1/iche W oder 

ihren assoziierten F1/~chen W p+t abh/~ngen. Man vergleiche dazu (22.64) weiter unten. 



DIE BEIDEN HAUPTSATZE DER WERTVERTEILUNGSTItEORIE (II) 127 

6 ~ Die kompakte Menge K, die in der Behauptung auftritt, kann so gew/~hlt werden, 

dass sie nur yon der Wahl der meromorphen F1/~ehe W und ihrer assoziierten F1/~chen 

Wv , . . . ,  W v+h-1, aber nicht von den Polyaden 9~ . . . .  , ~ auch nicht ihren Gewichten 

g ( ~ )  und ihren Gewiehtssehranken g•+i abh/ingt. 

Beweis. Ist  WV+h~0, so ist ~2v+h= - oo und die Behauptung ist richtig. Es sei 

jetzt WP+n~0 vorausgesetzt. Zu jeder Polyade ~h~, gibt es Vektoren a~ ~), . .. ,a(h ~) mit 

(22.6) (a~) ] (') (~ 
f/Jr ~t#~, 

Cte ) =  fiir ~t = ~, 

sodass 9X h -  h --r~(,,) a~ ')] und g(9/~,)=g(~,),  so -- I~,  ] [tl] "), .--, ~h'("'~3 ist. Setzt man ~,] - -  [ t t i  . . . . .  h ~h 

(22.7) ~p (F, ~ ) = r ~ p  (F, ~ ) ,  

(22.8) ~ ,  , (F ,  ~ ) = ~ v - x ( F ,  ~ ) .  

Daher kann man o .B .d .A ,  annehmen, dass = 1 ist. 

Mit 9X h= [a~, . . . ,  ah] werde eine Beliebige der Polyaden ~I~ bezeichnet. Es ist 

(22.9) (a~] aQ) = { 0 ffir 2 # q, 
1 ffir A=O. 

Es sei l = h - i  mit 0_<i_<h-1 .  Nun werden die Polyaden 

(22.10) 9[~-~=[as,,...,ajt_l ] mit l _< ] l< . . .< ] l_ l_<h  

(22.11) 9~z=[a~ - . . . . .  ,aj,_ v at, ajo, . . . .  as,_l] rnit 1 .<_ j~< . . -<~_~<t<~ ,<- . .<~ ,_~<_h  

fest gew/ihlt. Man setzt u = p + i .  Dann ist 

(22.12) 0___l- 1 = h - i -  1 < k - p - i -  1 = k - u -  1. 

Da W u nicht speziell degeneriert ist, ist fiir jede spezielle Polyade ~)~-~ die Pro- 

jektion [~-~ ,  W u] nicht totaldegeneriert. Sie habe die Charakteristik Tu (G, ~)~-1). Aus 

(13.6), (13.7), (13.8) und Satz 17.2 folgt 

(22.13) T= (a, ~l-1) < Tu (a) -~ mu (~], ,~l--1) ~ Tu (a) ~- (o) 

wobei (o) gem~ss Definition 16.3 heziiglich des vollst~ndigen Systems q60 aller zu- 

1/~ssigen Mengen definiert ist und nicht yon ~ - ~  abh~ngt. Insbesondere gilt (22.13) 

fiir ~ - 1  =~,-1.  DiG Dichte F= (at, ~-~)  sei gem~iss Satz 19.2 erkliirt. Die Funktionen 

J(s)  und J * ( ~ ) = s . J ( s )  mSgen dig Voraussetzungen yon Satz 18.4 erfiillen. Die Zahl 
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sei dureh (18.47), die Zahlen c~ seien dureh (20.9) und die Zablen ~ dureh (20.55) 

definiert. Wie die Tabelle 

Satz 20.2 I r c l , I  p+h @ 

zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 20.2 erffillt. Zusammen mit (22.13) fiir 

~t-l=9.iz-1 ergibt sich: 

(22.14) 1 f W (P' a) J(H[~'- ' ,  ~J:a,l[~)F~(a,, 9~l-1)<~gp+h-l{Tu(G)+(o)} 
G 

ffir jede zuliissige Menge G, wobei (o) nieht yon der Wahl der Funktion J(s) trod 

der Polyade 9.[' abhi~ngt. Aus (22.9) bis (22.11) und {19.21) folgt 

([[~]['-I ~,~u (.[,]["> ~ liter) ~}['-I, ~'eu-1]]9[[~[l-I ,)~eu+l][2 
= J  [[.~i'-'~ ')>3~i=ia~/ la, l=l[ ~1'-1, ~ " ] [ '  = 

.I~,-~I=I~,, l, I~=-*l=]UB=+'l== 

Da J*(s) monoton mit s zunimmt, ist 

(22.16) 

Mit  1-[ 
{~lz} c {,ah} 

bezeichnet. 

werde die Multiplikation fiber alle ~z = [ai .. . . .  , air ] mit 1 _< ?'z < "'" < ?'t -< h, 

Wegen J* (s) _< 1 ist 
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(22.17) 0 --</~ (S~}[h) -- 1-]' J* (1192 : !St" ID <_ J* (ll~' : ~ 112) <_ 1. 

Ist E = { P I S v  (P, G)=0} die kritische Menge des Kondensators H, so ist nach Satz 

15.2 die Funktion Su (P) auf H -  E erkl/irt. Dort gilt 

wobei A die Dichte des Differentials -8y~ly~SZ2~_ ~ ist. Aus (22.14) bis (22.18) folgt 

1 f I1~,:~-,112 i1~,-~:~.+,112 (22.19) ~ ~(P,G)f,(Tt a) f fg~_~, [ i  2 ~ , ~ : ~ , , 1 1  ~. ,~,,A<g~.h_t{Tu(G)+(o)}. 
H - E  

Da die assoziierten Fl~chen W "- '  . . . . .  W € ' nicht speziell degeneriert sind, und 

da die assoziierte Fl~che W v+h nicht totaldegeneriert ist, sind die Projektionen 

[gf, W~], [gX z-l, W~], [gX l, W u-l] mit l = h + p - u  f i i r u = p , p + l , . . . , p + h - 1  undd ie  

l~rojektionen [~z-1, Wu+,] mit l = h + p - u  fiir u=p,  p + l , . . . , p + h - 2 ,  sowie die 

Projektion [~0, W,+h]= W,+h nicht totaldegeneriert. Die Funktionen II}(z:~3 u II, 

]}9X x : ~ ] l ,  l l ~ X : ~ - l ] l  u n d  ] l~ l - l ,~u+l l l  sind also fiir u = p , p + l  . . . . .  p + h - 1  

unabhi~ngig yon der Wahl der Darstellungen ~ - ~ ,  ~ ,  ~u+~ bis auf die Unbestimmt- 

heitsstellen yon W ~-~, W ~, W TM eindeutig als Funktionen des Punktes P 6 ~ ' ~  erkliirt 

und nicht identisch Null. Fiir jedes r > 0 werde 

- -  > 0  (22.20) re (~.~/-1) l} ~ : ~ :  ~ u  ii 2 §  

I1~': ~u II 2 + 
(22.21) X~ (~') - ii ~ i  ~ : i H i  ~ > 0 

(22.22) ~(9Ih) = (~) -1 7"  }1~' : ~'3~112 +*  m i t u = p + i  

-, a~:- f- ~ -  Ira--- mit u = p + i  (22.23) ~v~+l(O~h)= i t ]  {911--1}C{~[ h} l{ ~ : ~  [I §  

gesetzt. Nach w 20 Nr. 11 ist dann 

(22.24) Z** y~ (~z-~) _> l WL, (9~) 
X, (~') ~ ( ~ )  

L~sst man e-~O streben und setzt man 
9 -  543808. Acta Mathematlca.  92. Imprim6 le 30 d6cembre 1954. 
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'h)-' II ':   Y"II 
(22.25) ~f~ (~la) = (i  (,at} c {~th} I1 ~l~ ~ ~'v-Tv~' ]12 ' 

(22.26) 

so erhMt man  aus (22.20) bis (22.26) die Abschi~tzung 

(22.27) - 

Summiert  man die Ungleichungen (22.19) gem/~ss der Vorschrift w** ~. , so folgt 

mi t  (22.27) die Absch/~tzung 

(22.28) if ~/)i ~1 ( ~ h )  ~, (h)  2~ ~(P,~)I~(?P) ~,~z) ~ + ~ •  i ~+~_~{T~+,(a)+(o)} 
H - E  

fiir i = 0 ,  1, ... , h - 1 ,  wobei (o) nicht  von der Funkt ion  J ( s )  und der Polyade 9[~ ab- 

h/ingt. Dic Ungleichung (22.28)  gilt fiir 9[n=:gJ~, . . . ,  9[~. Setzt man diese Polyaden 

9A ~ 
ein, multipliziert mit  -~+~ und addiert,  so erh~ilt man 

g~ 

f ~ ~ , ' 

1 1 ~. ~ ~+~(gX~,) 
- -  g (~ , , ) / ,  (~ , , )  g' +, A _< 

(22.29) H-E 

y i  I t  = 1 

Auf der offenen Menge M g M  "~ sei eine reduzierte Darstellung I v ( P ) d e r  mero- 

morphen Fl/iche IV gegeben. Die Abbildung ~ E $~ mit  M 0 U ~ # O  sci be]iebig ge- 

wghlt. Die zugehSrige eigentliche Darstellung yon W "  sei ~ "  (P, a). Zwei Polyaden 
e~ .~P~* ~)v :~ kann man als Polyaden aus R,+, auffassen; ihr i~usseres Produkt  ist dann 

2 k 
[~:~P *, O'+i]. Man kaml .~'+~, ~ i  aber auch als Vektoren des Raumes R (~+~) auf- 

fassen. Ihr  ~usseres Produkt  werde dann mit  {.)~ i ,  ~v,,} bezeichnet. Auf M ~ U: 

gilt n a c h w  15 Hilfssatz 1 und w 19 Hilfssatz 1 die Abschiitzung 

(22.30) 

Dichte (a e)2 (~)-~3" +*) ~ 7,2 n-e) = 
I - " tffd, P+~ I q~p+i~ := 

/6v~ l  
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M,v=l 

Auf H - E  gilt also 

(22.31) Dichte (~w~. (~[g ~§ 0Ze--e) >- �89 ~ 

Mittels Gleichung (12.25) erh~lt man daraus 

(22.32) ,f 2:re y~CP, G) S~+~A <_T,+~(G). 
H - E  

Addiert man (22.29) und (22.32), so erhitlt man 

(22.33) H - - E  

_< 1 + -i ,~* g (9.!,) Cp ~.h-1 
~i ~ u ~ l  

A <  

Aus Satz 21.1 folgt 

(22.34) 

2:~ y)(P, G) S,~, exp ~ ~ g(9.1,~) log ,,., ,, w - ~ ( ~ l /  
1 ( Wit ~) I ]  

H - E  

_<c 1 + ~  g(.[t~) C,~h ~ {Tp+~(G)+(o)}, 
gi ~=i 

A<_ 

wobei die Konstante c nieht yon der Wahl der zuliissigen Menge G, nieht yon der 

meromorphen F15.che W, nicht yon ihren assoziierten Fliichen W u und nieht yon der 

Wahl der Funktion J(s) abhiingt. Die Gleichung (22.34) gilt zuniichst fiir den Fall 

]~ ~- 0, W,: ~ 0, ~i+1 ~= 0, was aueh immer erffillt ist, ausgenommen vielleicht, dass ~0~ h ~ 0  

ist. Im Fall Wp+h~0 ist (22.34) trivialerweise riehtig. 

Sehreibt man das Integral in (22.34) wieder als Integral iiber ein Diiferential, 

so ist 

(22.35) H-E I ' ~  } _<c 1 + ~  2 g(~l~,) Cp.h-1 {Tv,~(G)+ (o)}. 
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Da 1/~ngs /'~ die Potent ia l funkt ion  w(P,  G ) = R ( G ) -  r = R - r  ist, folgt aus dem Hilfs- 

satz 1 yon w 10 und Gleichung (22.35) die Abseh/itzung 

(22.36) 

R 

1 

o rr 

1 q 
exp log S. +, + g%T~ ~__g (9~) {log [~ (!~/~) + log v 2, +, (?I~) - 

- log ~0~ (9~)}] ~ V  OZ2 ,_o d r  <_ 

< c 1 + ~ g ( ~ )  ~p-- h-I  {Tp+i (a )  -~ (o)}. 
/~=1 

Da die assoziierten Fl~chen W v - ~ , . . . ,  W p+h nicht  totaldegeneriert  sind, existiert  

das Integral  

1 
]" Sp~ (P, a,)  a• (P, a~) ~Z-,,,-2 
r  

(22.37) rr 

=~4= flog ~.+,(p, a)~.w (p, G)oX..-_ 
G 

fiir fast alle Werte  r in O < r < R ( G ) ,  n/imlieh ftir jeden Wert  r, ffir den G~ eine 

zuliissige Menge ist. Die Funk t ion  .Qp ~,:(F~) ist messbar in 0 < r <  R(G) .  

Der Index  /t werde wieder festgehalten. Es ist 71~ = [a] ~'~ . . . .  , a~')], wobei (22.6) 

gilt. Ffir l = h - i  und i = 0 ,  1 . . . . .  h - 1  werde 

(22.38) ~o = [n~t'), ... , a~ ")] 

gesetzt.  Da die assoziierte F1/iche W p+~ nieht speziell degeneriert  ist, ist die Projekt ion 
l [gX~,o, W psi] nicht totaldegeneriert .  Also existiert  das Integral  

(22.39) if 
Yr 

ftir fast alle Wer te  r in O < r < R ( G ) ,  n~mlieh ffir jeden Wert  r, ffir dell G, eine zu- 

1/issige Menge ist. Aus (22.25) folgt 

(22.40) 
{~,} ~,~,~} II ~ ' :  ~ ' " ~  II ~ -> 
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Daher existiert auch das Integral 

(22.41) M~(r, ?[~)-- 1 ( l o g  ~o~(9~)Oiy~0Z~,_.~ 
47~. 

rr 

fiir fast a lle W e r t e r  in 0 < r ~  R(G), ni~mlich fiir jeden Wert r in 0<r_< R(G), fiir 

den Gr eine zulKssige Menge ist. 

Diese Aussagen gelte~ wegen 

(22.42) ~0~ ( ~ ) =  

auch fiir i =h .  

Nun werde 

(22.43) 

Die Funktion M~ (r, ~l~) ist messbar in 0 < r _< R (G). 

J ( s ) = s  -~ mit 0 < ~t=~t(G) < 1 

gew~hlt, wobei 2=2(G) eine spgter noch genauer festzulegende Funktion von Gi s t .  

Nach (22.17) ist nun 

(22.44) 0_> l o g / ~ ( ~ ) = { 1  -).(G)} ~ log [[~': ~)~P~[[~. 

Da keine Projektion [9~ l, ~+~]  fiir i = 0, 1 . . . .  , h totaldegeneriert ist, existiert nach 

(22.44) und {22.39) das Integral 

(22.45) E, (r, ~h) = _ 2~  
rr 

fiir fast alle Werte r in O<r< R(G), ns fiir jeden Wert r, fiir den G~ eine zu- 

liissige Menge ist. Die Funktion E~(r, 9~) ist messbar. Ubrigens folgt aus (22.39), 

(22.44) und (22.45) die Beziehung 

(22.46) E~ (r, ~l~) = {1 - 2 (G)} ~* ~hp+, (F~, 9f). 

Ist  die reelle Funktion s(P) fast iiberall auf / 'r erkli~rt, sind die Differentiale 

s(P)~'~p~f2~-2 und es(v~• fiber Fr integrierbar, so gilt 

1 ~fs(P)o ,poz2n-2. (22.47) 2~ e~(e~• r~ , 
r~ 

1 
denn e * ist konvex und ~ •  hat l~ngs F~ 

' f  Gesamtgewieht ~ ~• 2= 1. 
/ ' r  

eine positive Dichte mit dem 
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Aus (22.36), (22.37), (22.41), (22.46) und (22.47) folgt 

(22.48) 

R 

f (R  - r) 
0 

~_ 2 ~ ~ exp 2~v+,(F,.) . g-~-,. ,,=E~g( .){Ms(r, ~ ) - M , + ~ ( r ,  ?[~)-- 

- E~(r, , dr<_ 

_<c l + ~ .  _r  ~.+,,_, 

wobei (o) von der Wahl der Funktion 2 (G), den Polyaden 9~ . . . . .  9~q. ihren Gewichten 
h g(~l),  . . . ,  g(~[~q) und den Gewichtsfunktionen g~+i unabh~ing;g ist. 

Aus (13.7), (13.40), (I2.30) und (22.46) folgt 

91"h ~) h 1 ~ gO[~ , ) {T ,+~(G)§  ' ~,,,s 1 g (9~) E, (r, 9[~) <_ {1 - a (G)} i ,,=1 (22.49). 
g i  / t~ 1 

ftir 0<r<_R(G), wobei ~p+i(y, 9~) nicht von r abh~ngt. Es sei 

(22.50) ~. (G) 

~ 

" / ~ 1  

1 Z g (~t~) {T,,+, (G) +,~.+, (r, ~,,".)} 1 + g ~  ,.=i 

Da W v+i ffir i = O ,  1, . . . ,  h - 1  nicht speziell degeneriert ist, ist Tp+~(G)> 0; daher ist 

1 
< l  

(22.51) o< 1 - z ( a )  1 ~ g (? t~ ) {T .+ . (a )+~ . . ( r .  ?[~)} 
1 + g-_=, 

t~=1 

fiir i = 0 ,  1 , . . . ,  h -  1. Diese Wahl yon ~(G) ist also mSglich und ergibt 

q 
1 ~ g (~[~) E~(r, 2~) < 1. (22.~2) ;?v, ,,-1 

Mit (22.5'2) erh~ilt man aus (22.48) die Absch~tzung 

(22.53) 

R 

( R - r )  exp 2 . Q v ~ i ( F r ) + ~  
e l  I t  = 1 

0 

<_e2c 1 ' -P+i i -~ ~'~ - ' l  {T,+, (a) + (o)}. 
gt  I~ ~ 1 

dr<_ 
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In dieser Absehiitzung h~ingt nur noch r von ~t(G) ~b. Nach (20.57) ist aber 

(22:54) r  ~-~ mit l ~ / e ~ - ~ >  1. 

Da die u-re assozierte Fl~che W u fiir u = p ,  . . . ,  p +  h - 1  nicht speziell degeneriert ist, 

ist flit jede spc~ielle iPolyade ~ )~ :  0 die Projektion [~)a, W u] nicht totaldegeneriert, 

falls h_< k -  u is~. Aus.I Satz 17.2 folgt 

(22.55) # ~  ~(~,, ff)~) = (o) 

gleiehm~ssig in ~)h ~:0 und in i fiir i=O,  1 , . . . ,  h - 1 .  

erh~lt m~n 

e~c l+q~ g(~) ~+h-~ {T~+~(a)+(o)}<_ 
�9 # = l  

< - - -  c 1 +  ~ , ~  ~ , ( ~ )  {T~.~(G)+(o)}<_ 
- 1 - 2 ( a )  q, , ,:t  

(22.56) 3 ~*~ I + g,-F' ~ ~ 
�9 /~=1 

�9 ITs** (a )  + (o)] _< 

_ g (9/,,) < 3 c e  ~+1 l +  g ~ t , = l  

<_3ce k+l l +  Y = ~h 

[Tp~ (G) + (0)] 2 ___ 

[T,+~ (G) + (o)] ~, 

Aus (22.54), (22.50) und (22.55) 

g (~ ) ]  �9 
I t  = 1 

wobei die Konstante c nur, der Rest (o) aber nicht von den Polyaden ~[~, ihren 

Gewichten g(9~) und den Gewichtsschr~nken g~i  abh~ngt. Jedoch kann man die 

Konstante c ftir jeden Index i = 0  . . . .  , h - 1  gleich gross w~hlen. 

Fiir die Abktirzung (o) ist eine Funktion s(G)>_ 0 einzusetzen, ftir die 

I O (1) ffir die Gesamtkapazit~t ~ > 0 

(22.57) s(G)= (o) = o (R(G)) fiir die Gesamtkapazit~t (~=0 

gilt. Die Zeichen 0 ( 1 ) u n d  o(R) beziehen sich auf den Grenziibergang G - ~  ~ be- 

ziiglich irgendeines vollstiindigen Systems zuliissiger Mengen. Es werde das vollstfindige 

System (~0 aller zuli~ssigen Mengen gew~hlt. 

Ist die Gesamtkapazit~t (~ > 0, so gibt es eine Konstante M, sodass 

(22.58) s (G) <_ M 
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fiir alle zuli~ssigen Mengen G gilt. Da nach Voraussetzung die Charakteristik T (G)-+ co 

fiir G - + ~  2~ strebt, gibt es eine kompakte Menge K, sodass 

(22.59) s (G) < M_< T (G) 

(22.60) 1 +R(G)_< 1 +-~-< �88 T'z(G)<_(T~'§ -+ T(G!) ~ 

ftir a.lle zuli~ssigen Mengen G H K gilt. Die kompakte Menge K erftillt die Aussage 

yon Anmerkung 6o. 

Ist die Gesamtkapazit~t (~= 0, so werde der Eichfaktor b gem~ss VI w 11 be- 

stimmt. Nach (22.57) gibt es eine kompakte Menge Ko, sodass 

(22.61) s (G) < �89 b R (G) 

fiir alle zuliissigen Mengen G H K o gilt. Die kompakte Menge K 0 erfiillt die Aussage 

yon Anmerkung 6 ~ Gem~iss (22.3) strebt T ( G ) ~  fiir G ~  9-'. Daher und wegen 

(22.3) gibt es eine kompakte Menge K~K o sodass 

(22.62) 

a l s o  

(22.63) 

I s (G) _< �89 b R (G) __< T (G) 

fiir alle zulassigen Mengen GHK gilt. Die kompakte Menge K erfiillt die Aussage 

yon Anmerkung 6 ~ Die Konstanten 

(22.64) B~=12ce k~ll (h) 1 q / ~ 
�9 t~= 1 ] 

erfiillen die Aussage von Anmerkung 5 ~ Insgesamt erh/ilt man 

(22.65) 

1 + R(G) + 

R(G)  

((R(G)-r)exp[2.Qp+~(F~)+~ 
�9 cj~ 
0 

<< B~ (T~+~(G)+ T(G))~ 

q 

g { M ,  (r, - 
p = 1 

- M , + I  (r ,  ~{~)}] dr <_ 
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h - 1  

fiir G~K und ~_>0. Setzt man g~= ~ v~i g~ , multipliziert man (22.63) mit ~~ gi /gv 
u n d  addiert, so erhiilt man wegen der Konvexitiit yon e z die Abseh~tzung 

R(G) 

t § R (a) + (R (a) -  ~) e~p 2 f0 9~+4 (r,) + 
0 

+ - ~  ~ g(9~) {Mo(r, 9~:)-- Mh (r, .~I~}] dr< 
(22.66) g~ ~= 

< l h ~  ( ( o ) + )  w 

h'--I 

ffir alle zul/issigen Mengen G~K. Nach (22.25) und (22.42) sind 

~ h .  P 2 
(22.67) , ' ' r ~ =  II t-: 

Aus (2.2.41) ergibt sieh damit 

(22.68) Mo(r, 9/h)=~p (/Tr, 9/~ h) --mp-1 (-[~r, 9Ih) und Mh (r, 9/~)=0. 

Aus (22.66) und (22.68) folgt ffir alle zul/issigen Mengen G~K die Absch~tzung 

/~(G) 

l +R(G)+ f(R(G)--r)exp[ 2h-1 Z g?§ ~9,§ (Fr) + 
i=0 

0 

(22.69) +2gp .=l~ g(~[:) (Ca'(n" ~)-~'-a(I'~' ~)}] dr<- 

-< ~ Bi v§ T(G 2. 
i = 0  

h - 1  

Wegen gp= ~ g~O+~ ist dies nach Definition 16.4 die behauptete Hauptdefektrelation, 
i=0  

wobei die Anmerkungen 5* und 6 ~ erfiillt sind, w. z. b. w. 

Die I-Iauptdefektrelatlon wird nun ftir die ,,meisten" zulS~ssigen Mengen G gemS, ss 

w 16 Satz 16.2 ausgewertet. Naeh Definition 16.5 wird dabei der Begriff der ,,meistel~" 

zul~i.ssigen Mengen G eingeftihrt. Dazu muss noeh ein geeignetes ~,-Mass gew/~hlt wer 

den. Naeh Definition 16.5 ist m 

m Siehe W [43] K a p .  IV w 7 Seite 198 u n d  202. 



138 WILHELM STOLL 

(22.70) 2 (r) = 

1 fiir 0 _< r < ~ ,  falls (~ = 0 ist 

1 
( J -  r)  fiir 0 _< r < J ,  falls ~ > 0 ist 

eine mSgliche Wahl.  Dies fiihrt zu zwei allgemeinen Vorausset:zungen: 

X. Die ,,meisten" zul~issigen Mengen G. Au/  des Mann;gfdltigkeit ~1)~r ~ werde 

ein beliebiges vollstiindiges System (~ zuli~ssiger Mengen fest ge~htt, (Nach Voraus- 

setzung V I I  ist die Menge ~o aller zuli~ssiger Mengen ein vollstgndiges System.) Der 

Begri]/ der ,,meisten" zulgssigen Mengen G sei nach De/inition': ]6.5 bezitglieh des be- 

liebigen, aber /est gewiihlten, vollstiindigen Systems (~ und dens in (22,70)definierten 

X-Masses gebildet. 

XI. Waehs tmn der Charakteristik. 3s Die meromorphe Flh~C~S~W au] der kom- 

plexen Mannig/altigkeit ~i~ 2~ sei nicht konstant. Wenn T(G) die Charakteristik yon W 
1 

ist, wenn ~ die Gesamtkapazitiit und J = ~  die Gesamtspannung yon ~ ' ~  ist, wenn die 

Funktion ~(G) nach Satz ]4.1, bestimmt wird, und wenn Voraussetzung X gemaeht wird, 

so seien ]i~r ]edes s >  0 und die ,,meisten" zul~issigen Mengen G C (~ die Absehiitzungen 

(22.7~ ) ]1 /a~ls (~=o ist, 

(22.72) 

/alls ~ > 0 ~st, 
(22.73) 

g~ltig. 

v (G) <_ ~ T (G), 

(G) <_ s T (G) I 

l < sT(G)  I' log j _  R (G) - 

Wegen (22.73) s t rebt  im Fall ~ > 0  die Charakterist ik 

G - ~  . (22.74) T (G) -+ ~ f/Jr ~2 

Da  die meromorphe  Fl~che W nichtkonstant  ist, gilt (22.74) aueh im Fall ~ = 0 .  

Die Voraussetzung X I  ist aber auch ffir p >  1 erfiillt: 

Satz 22. Voraussetzung X I  fiir assoziierte Fl~chen 39 

u Die allgemeinen Voraussetzungen I b i s  X I  werden gemacht. Die 

(p • 1)-re assoziierte Fldehe W ~ ~ von W sei nieht totaldegeneriert. Die u-te assoziiert 

Fliiche W ~ von W sei fi~r u= 1, . . . ,  p nicht speziell degeneriert. 

3s Siehe W [43] Kap .  IV w 7 Sei te  201. 

~9 Siehe ~ r  [43] K a p .  I V  w 8 Sei te  203. Dor t  wi rd  jedoch  noch l ira Tp (G) = c~ vorausgese tz~.  
G-*-9)~2 n 
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Behauptung. Die Voraussetzung XI gilt auch /iir die p.te assoziierte Fldche W ~, 

das heisst, /i~r ]edes ~ > 0 und die ,,meisten" zuliissigen Mengen G E (~ gilt 

(22.75) II v (G) 

(22.76) I[ V(G) 

1 
(22.77) ] log ~ (G) 

Insbesondere strebt 

(22.78) 

-< s Tp (G), ]alls ~ = 0 ist, 

<_ s T ,  (G) !, /alls (~ 
0 ist. 

<_ ~ T~ (G) ! 

T p ( G ) - ~  fiir G-+~rj~ 2n (G E (~). 

Bcweis. Zusi~tzlich wird behauptet, dass es eine Konstante c gibt, sodass 

(22.79) II T (G) <~ c Tp (G) 

fiir die ,,meistcn" zulassigen Mengen G E (~ gilt. Die Behauptung ist fiir p----1 richtig. 

Sie sei schon fiir p - 1 bewiesen. Die Hauptdefektrelation werde fiir den Fall h = q = 1 

angewandt. Der Vektor ~ =a~-0 sei beliebig abet lest gew~hlt und habe das Gewicht 

g (a)= 1. Als zugeh5rige Gewichtsschl~nke kann man g~ = 1 wi~hlen. Da die Voraus- 

setzungen der Hauptdefektrelation elffiillt sind, gilt 

(22.80) N p ( F , a ) - g p  l ( F , a ) + D p ( F ) = ~ o  B o 4 " 

Wegen (13.29) ergibt das 

(22.sl) 2 D, (F)=coB. (�88 (T, + T)~). 

Naeh Satz 16.2 gilt dann fiir jede Zahl x >  1 und die ,,meisten" zul/issigen Mengen 

G E ~ die Abseh/itzung 

(22.82) II 2 .Qp (F) <_ 2 u2 log T,  (G) + T (G) + (1 + z) log ~ (r). 
2 

Setzt man den Weft yon 2(r) aus (22.70) ein und w~hlt u = 2 ,  so wird 

1 
(22.83) [I f2, (F) _< 4 log { T , ( G ) § 2 4 7  log J - - R ( G ) '  falls ~ > 0  ist. 

(22.84) 11/2~(F)_<4 log {T~(G)§  falls ~ = 0  ist. 

Die Anzahlfunktion der p-ten station~ren Indexfl~che sei Vp(G). Da die (p+ l ) - t e  

assoziierte Fliiche nicht totaldegeneriert ist, erhalt man mittels der Di[ferenzenformel 

(Satz 15.3) fiir alle zuli~ssigen Mengen G die Gleichung 

(22.85) V , ( G ) §  



1 4 0  W I L H E L M  S T O L L  

Aus (22.85), (22.83) und der Induktionsvoraussetzung, das heisst, aus (22.76)und 

(22.77) fiir p - 1  stat t  p folgt, falls ~ > 0 ist, 

(22.86) II Vp(G)+T~' I(G)-2Tp(G)§ 
_< 4 log (Tp (G) + T(G)) + 4 s Tp-1 (q) - ,Qp (y). 

Entsprechend gilt im Fall ~ = 0  die Absch~tzung 

(22.87) II V2'(G)+Tp-I(G)-2Tp(G)+Tp§ 
_< 4 log {Tp (G) + T (G)} + Tp 1 (G) - Op (r). 

Nun soll (22.78) bewiesen werden. Im Fall ~ = 0  ist (22.78) deshalb richtig, weil 

die assoziierte Fl~che W p nicht speziell degeneriert, also erst recht nicht konstant ist. 

Nun sei ~ > 0 .  Nach Satz 17.3 gibt es eine Konstante M > 0 ,  sodass 

(22.88) - ~Qp (r) -< M (~ > 0) 

fiir alle zul~ssigen Gis t .  Aus (22.86) und (22.88) folgt 

(22.89) ]lTp_~(G)<_2Tp(G)+41ogTp(G)§ l ( G ) §  

Nach Induktionsvoraussetzung, also nach (22.79) fiir p - 1  stat t  p, gilt mit einer 

neuen Konstanten M 3 die Absch~tzung 

, + 

(22.90) IIT3,_I(G)<_2Tr(G)+41ogT~,(G)+4]ogT,_I(G)+4sTp I(G)+M 1. 

+ x 1 
Wegen log x < ~ +  log 8 ergibt das fiir s = ~  die Absch~tzung 

(22.91) 11�88 T~, I(G)<_3T,,(G)+ MI +8 log 8. 

Da nach Induktionsvoraussetzung T, 1 ( G )  ---> ~ ffir G - + ~  ~-n strebt, ist auch 

l im Tv (G)= ~ .  

Da T,(G) monoton ist, strebt Tp(G)-+~ fiir G - > ~  2~ mit GE(~0. Damit ist die Be- 

hauptung (22.78) bewiesen. Es gibt eine kompakte Menge K, sodass fiir alle zul~ts- 

sigen Mengen G~K die Absch~tzung 

(22.92) -.Qr(y)<_M<_Tp(G) (~> 0)" 

besteht. 

Im Fall ~ = 0  bestimmt man den Eichfaktor b > 0  nach VI aus w 12. Gem~tss 

Satz 17.3 und Satz 11.4 gibt es eine kompakte Menge K, sodass 
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(22.93)  - (r)  <- R (O) <_ 

fiir Mle zuliissigen Mengen G D K gilL. Im Fall ~ > 0 und im Fall ~ = 0  ergibt sich 

~us (22.86), (22.87), (22.92) und (22.93) die Abschi~tzung 

II Tp_l (a) <- 3 Tu (a) + 4 log {T, (G) + T (G)} + 4s T ,  -1 (O) <- 
(22.94) + 

<_7 Tp(G) + 4  log T ( G ) + 4 e T p _ I ( G ) + 4  log 2. 

Nnch Induktionsvoraussetzung ist 

(22.95) 

Also wird 

(22.96) 

T (G) <<_ c T ,  ~ (G). 

+ 

II T~__I (G) <- 7 Tv (G) + 4 log T~_I (G) + 4 ~ Tp_l (G) + 4 log 2 c<_ 

<_7 T~(G)+�89 T~_I(G)+4~T~_I(G)+4 log 16c. 

Wegen 4 log 16c=o(Tp_l(G)) folgt 

(22.97) II �89 T~ 1 (G) <_ 7 T~ (G) + 5 e Tp_l (G). 

1 
Setzt man e = ~ ,  so wird 

(22.98) T (G) <_ c Tp_~ (G) <_ 28 c Tp (G). 

Damit ist die Behauptung (22.79) bewiesen. Ausserdem folgt 

tE (22.99) ~ (G) <- ~-~ T~ -1 (G) __% e T,  (G) fiir ~ ___ 0, 

[I 1 < ~ Tv I(G)<-eT'(G) ffir ~=0" (22.100) log g _ R (G) - 28 

Damit ist die Induktion einen Schritt weitcrgefiihrt, w . z . b .w .  

Die Charukteristikcn T 1 . . . . .  Tp haben dieselbe Wachstumsordnung, wie der fol- 

geude Satz besagt: 

Satz 22.3. Das Wachstum der Charakteristiken T 1 . . . .  , Tp. 4~ 

u Die allgemeinen Voraussetzungen I b i s  XI werden gemacht. Die 

(p+ 1)-re assoziierte Flgche W ~+1 yon W sei nicht totaldegeneriert. Fi~r u = l ,  2 , . . , ,  p 

sei die u-te assoziierte Flgche W ~ yon W nicht speziel[ degeneriert. Die ZahIen ~ > 1 

und d seien beliebig gewdhlt. 

4o Siehe W [43] Kap. IV w 8 Seite 201, 
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Behauptung. 1. Fiir die ,,meisten" zuldssigen Mengen G E (~ gilt 

(22.101) II Vp(G)+Tp-~(G)-2T~(G)+Tp+ ~(G)<-u2 log Tp(G)+~l(G)+(o)§ 

jails ~ = 0 ist, und 

1 
(22.102) II Vp (G) + Tp-1 (G) - -  2 Tp (G) + Tp+~ (G) -< u2 log Tp (G) + (1 + u) log J - R  (G) 

[alls ~ > 0 ist. 

2. Fiir #des ~ > 0 und die ,,meisten" zuliissigen Mengen G, gilt 

(22.1o3) II v~ + T~_~ + T~+~ _< (2 + ~) T,,  

(22.104) II vp _< (2 +e) Tp, 

(22.105) [[ T~_~ _< (2 + e) T~, 

(22.106) II Tp+a -< (2 + ~) Tp, 

(22.107) II T~ _<(2+~)~ 'T, 
(22.108) II T _< (2 + ~)" ~ T~. 

Beweis. Nach (22.81) und (22.79) ist 

(22.109) 2Qp(I')=eoB(T~) mit B = - B , \  2 ] 

Nach Satz 16.2 gilt fiir jede Zahl z > l  und d o die Absch~tzung 

(22.11o) [[ 2 Y2p (F) -< 2 x 2 log Tp (G) + (1 + ~) log 2 (r) + d o. 

Nach Satz 17.3 und Satz 11.4 gilt 

(22.111) II -.o~ (~)_<(o)={~ 
M < e Tv (G), falls @ > 0 ist 

R (G) < r Tp (G), falls @ = 0 ist 

~d, 

fiir die ,,meisten" zul/issigen Mengen G E(~. Aus der Differenzenformel (22.85) sowie 

aus (22.110), (22.111) und (22.70) folgen die behaupteten Absch~tzungen (22.101) 

und (22.102), wenn man im Fall (~=0 ftir d o den Wert do=d und im Fall @>0 ffir 

d o den Wert d o = d - M  w/ihlt. 

Wegen Ilu21ogTp(G)<~eTv(G), wegen (22.111) und wegen (22.75) bis (22.77) 

ergeben sich aus (22.101) und (22.102) fiir d = 0  die behuupteten Absch~tzungen 

(22.103) bis (22.108), w. z. b. w. 
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Sind die Voraussetzungen yon Satz 22.3 fiir den gr6sstmSglichen Wert von p, 

also ftir p = k - 1  erfiillt, so haben die Charakteristiken Tx, . . . ,  Tk-1 dieselbe Wachs- 

tumsordnung T;  denn es gilt 

1 
(22.112) II (2 + ~)~-2 T (G) <_ T v (G) <_ (2 + ~)k-~ T (G) 

fiir jedes s > 0 ,  die ,,meisten" zuliissigen Mengen G und p =  1 . . . . .  k - 1 .  

w 23. Der zweite I-Iauptsatz 

Nun ist es nicht mehr schwer den 2. Hauptsatz zu beweisen. Zun~chst wird 

noch ein vorbereitender Satz bewiesen, aus dem sich sofor~ der 2. Hauptsatz fiir die 

assoziierten Fl~tchen und als Spezialfall p = l  der 2. Hauptsatz fiir meromorphe 

Fl~chen ergibt. Die Beweise verlaufen alle ganz analog zu W [143] Kap. V w 12. 

Satz 23.1. Eine Defektrelation. 41 

Yoraussetzung. 1. Die Zahlen p und h mit O<h<_k-1  und l<_p<_k-h seien 

gegeben. Die RSume {~[~} . . . . .  {~qh} m6gen sich im Sinne von w 21 Nr. 8 bezi~glich der 

Indizes 1, 2, . . . ,  p in allgemeiner Lage be/inden. Fi~r i = 0 ,  1 . . . . .  h - 1  werde 

(23.1) D~ +~= E > 0  
~.=0 

gesetzt. 

2. Die allgemeinen Voraussetzungen I, I I  aus w 4, III ,  IV, V aus w 7, VI, VII  

aus w 11, VII I  aus w 12, IX aus w 19, X und XI aus w 22 werden gemacht. 

3. Fiir ]eden Index u = l ,  2 , . . . , p + h - 1  sei die u-te assoziierte Fl~che W ~ der 

in XI gegebenen meromorphen Fliiche W nicht speziell degeneriert und babe die Charak- 

teristik Tu (G). Die Funktionen ~u (F, 91~) seien durch (13.2) und die Funktionen Vu (G) 

dutch De/inition 15.1 erkl~irt. Die (p+h)-te assoziierte Fldche W v+h sei nicht totaldege- 

neriert und habe die Charakteristik Tp+h (G). 

Behauptung. Fiir ]edes e>  0 und die ,,meisten" zuliissigen Mengen G gilt 

(23.2) 

[I 5 ~ DF§ + ~a~(F, ~,~)+ e q -  To(G)< 

41 Fiir n =  1 siehe W [43] Kap.  V w 12 Seite 264-267. 
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Beweis. Die Zahl u werde in l<_u<_p fest gewahlt. Die Hauptdefektrelation 

7I 4 soll fiir u start p angewandt werden. W~hlt man die Gewichte g( , ) = 1  und die 

Gewichtsschranken = ~ D~' +i, g~ = so ist die Voraussetzung von Satz 22.1 gem~ss An- 

merkung 1 ~ erffillt. Also gilt 

q h - 1  

- - m u - l ( F ,  ~.)}+ ~ " ~u+,(P)-- < E {.~,, ( r ,  ~.~) - ~ ~ D~"  
p = I  i = 0  

(23 .3 )  
4_, ('--_o (T,,,(G)+ T(G))') �9 <-�89 E D~ +'o E B, 

Nach Satz 16.2, Gleichung (22.70) und (22.73) folgt daraus mit z = 2  und d = 0  die 

Abschi~tzung 
q h - 1  

]] ~ {~,(F, ~I~)-~u ,(r, ~I~)}+ Z D~+'Qu~,(F) <- 
, u= l  i = l  

(23.4) 
h-~ { [4 ~ (T,~,(G)+T(G))2 ] } <-�89 5 D'~ +' 4 log  ~ B, + 3 ~ T ( G )  �9 
,=o ~ o  4 

Wegen l<_u+i+l<_p+h ist die assoziierte Fl~che W ~+~+1 nicht tot~ldegeneriert. 

Aus (23.4) und der Differenzenformel (15.25) ffir u+i statt  p folgt 

q 4 - 1  

IIE {~u(/ ' ,  ~)-~_~(r,?~)}+ E D~+'V~+,(G) + 
I~=1 i = 0  

h 1 

(23.5) + Z D~+~{T,,,,-~(G)-2T,,:~(G)+T,,+~+~(G)-~(G)} <- 
~=O 

_< ~ D~ '§ 2 log B,(T~.(a)+T(a)) +3eT(a)-.O~+,(r) �9 
i = 0  L i = 0  

Wegen (22.71), (22.72), (22.107) und (22.111) folgt daraus mit einem neuen, aber 

beliebigen e > 0 die Absch~tzung 

q h - -1  

If E { ~ . ( r ,  ~,~,) - 4 ,,+, - m . _ l ( F . ~ , , ) } +  5 D, vu.(a)+ 
I t - I  ~ = 0  

(23.6) 4-, 
+ ~ D~+~{Tu+~-I(G)-2Tu+,(G)+Tu+~+I(G)}<-eT(G). 

i=O 

Summiert man fiber u =  1 . . . . .  p, so ergeben dieselben Umformungen wie in 

W [43] Kap. V w 12 die Abschs 

11 ~ rap(I, .[,,)+ Y V~+,(G)+ F. To(O)<- 
i , = 1  , , = 1  i~o o=p O-P - ~ + P  

(23.7) 

<_(:)T,(G)+pET(G). 
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Mit s = l  folgt aus (22.108) die Abschgtzung IIT(G)<_3"-ITp(G). Ersetzt  man also 

in (23.7) das beliebige e > 0  durch das beliebige e p 13 l-p, so erhglt man die be- 

hauptete Abschi~tzung (23.2), w. z. b. w. 

Ist  insbesondere h =  k - p  und A~ = *9Ik-P ~ , so ist 

(23.9) plY"= ~ �9 

Wegen ~-~:~"II=IiA~,-,, ~'ll besteht nach (12.21) und (13.2) die Beziehung 

(23.10) ~ ,  )= rap (F ,  At). 

Ausserdem ist nach dam 1. Hauptsatz 

(23.11) m , ( F ,  A~,)>_m~,(F, A~)-m,(),, A~)=T~,(G)-N~,(G, A~). 

Aus (23.2), (23.9), (23.10) und (23.11) folgt 

h-lkP-i-1/u-~i (~,--; i)  4-e} 

) l i t  (23.12) ergibt sich 

(22.13) 
q 

<_ Y~ N,  (G, A~). 

p k p- i k - p - i - 1  

+E E 2 
u ~ l  i=0 ),=0 - p - ~ /  

Damit ist der 2. Hauptsatz bewiesen: 

Satz 23.3. Der 2. Hauptsatz fiir assoziierte Fli~chen. 4~ 

Yoraussetzung. 1. Die allgemeinen Voraussetzungen I, I I  aus w 4, III ,  IV, V 

aus w 7, VI, VII  aus w 11, VII I  aus w 12, IX  aus w 19, X und XI aus w 

gemacht. 

2. Fiir jeden Index u =  1 . . . . .  k sei die u-te assoziierte Fldehe W u der in XI ge- 

gebenen meromorphen Fldche W nicht speziell degeneriert. 

3. Fi~r jeden Index u = l , . . . ,  k - 1  werde die Anzahl[unktion Vu(G) der u-ten 

stationdren Index[ldche gemdss De[inition 15.1 gebildet. 

4z Ftir n =  1 siehe W [43] Kap.  V w 12 Seite 268. 

1 0 -  543808. Acta 3•athematica. 92. I m p r i m 6  le 30 dgcembre  1954. 
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4. Die p-re assoziierte Fldche babe die Charakteristik Tv (G), die Schmiegungs[unk- 

tion mp (F, A p) und die Anzahl/unktion N~ (G, AP). 

5. Die speziellen kontravarianten Polyaden A[ . . . . .  A~q seien yon Null verschieden 

und haben die dualen kovarianten Bilder *A~, . . . ,  *A~. Die Rdume {*A~}, . . . .  {*Aq] p )  

mSgen sich in allgemeiner Lage beziiglich der Indizes ! . . . .  , p be/inden. 

Behauptung. Fiir ]edes s> 0 und die ,,meisten" zuldssigen G E ~ gilt 

q p k-p-lk-p-i-l~ q~g~-i ~k--~--i~ 
11 ~ m , ( F , A ~ ) +  ~ ~ ~ V~§ 

(23.14) 

( (~) ) ~k-p-lk-pi l lu~-g ~(k-u- i )  Wu+i(~) ~ 
11 q -  - ~  T,(G)+ Y 

~ i  ~=o ~ o  \ k - p - M  X - 
(23.15) 

p = l  

Im Spezialfall p = 1 wird 

(23.~s) V Z ~ v~+, (a) = ~ ( k -  i) v ,  (a). 
~=1 ~=0 ;.=0 k - p - 2  i=1 

Woraus sich mit w 21 Nr. 9 der zweite Hauptsatz ffir meromorphe Flgchen ergibt: 

Satz 23.4. Der 2. Hauptsatz fiir meromorphe Fl~chen. 42 

Voraussetzung. 1. Die allgemeinen Voraussetzungen I, I I  aus w 4, III ,  IV, V 

aus w 7, VI, VII aus w 11, VII I  aus w 12, IX aus w 19, X und XI aus w 

gemaeht. 

2, Fiir jeden Index p = l, . . . ,  k sei die p-re assoziierte Fliiche W p der in XI  ge- 

gebenen meromorphen Fl~che W nicht speziell degeneriert. 

3. Fiir ]eden Index p = l , . . . ,  k - 1  werde die AnzaM[unktion Vv(G) der p-ten 

stationiiren Index/Idche gemdss Definition 15.1 ~ebildet. 

4. Die meromorphe Fldche W babe die Charakteristik T(G), die Anzahl[unktion 

N (G, ~) und die Schmiegungs/unktion re(F, ~). 

5. Von den kontravarianten Ve]ctoren ~1, "" ,  ~q seien ]e k linear unabhdngig. 
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Behauptung. Fi~r ~edes s > 0 und die ,,meisten" zuldssigen G E (~ gilt 

q k - 1  

(23.19) II ~ re(F, ~r ~ ( k - p )  V~(G)<_(k+e)T(O), 
~ I  p = l  

k - 1  

(23.20/ II (q-  k - el T (G) + Z ( k -  p) V, (G) ~ ~ N (G, a). 
p=-I  I~=l  

Bei dieser Formulierung des 2. Hauptsatzes ist die Abhi~ngigkeit vom Differential 

~B~-I nicht auf ein Mindestmass herabgedrtickt. Dies geschieht jedoch in der fol- 

genden Formulierung, die etwas weniger als Satz 23.4 aussagt. 

Satz 23.5. Der zweite H~uptsatz. 4~ 

A. Voraussetzungen, die nicht vom Di//erential ~ B~_I abhiingen: 

1. Die allgemeinen Voraussetzungen I, I I  aus w 4, I I I ,  IV, V aus w 7, VI, VII  

aus w 11, X und XI aus w 22 werden gemacht. 

2. Die meromorphe FlSche W, die in XI gegeben ist, sei nicht degeneriert und babe 

die Ch~rakteristik T (G), die Anzahl/un~tion N (G, ~) und die Schmiegungsfunlction m (F, ~z). 

3. Von den q kontravarianten Vektoren ~1 . . . .  , ~q seien ~e lc linear unabh5ngig. 

B. Voraussetzungen, die vom Di[/erential a B,_~ abhiingen : 

4. Die allgemeinen Voraussetzungen VIII  aus w 12 und IX aus w 19 werden 

gemacht. 

5. Fi~r ~eden Index p =2  . . . .  ,/c sei die p-te assoziierte Fldche W p yon W nicht 

speziell degeneriert. 

Behauptung. Fi~r iedes ~>0  und die ,,meisten" zuliissigen o//enen Mengen G E ~ 

gilt der zweite Hauptsatz 

(23.21) 
q 

II Z m ( r ,  a.) _< (k + ~) T (~), 
,a=1 

q 

(23.22) I[ ( q - k - e ) T ( G ) < _  ~ N ( F ,  ~). 
# = 1  

Aus dem 2. Hauptsatz lassen sich die iiblichen Schliisse ziehen, so zum Beispie]: 

Der Defekt zum kontravarianten Vektor ~ sei 

re(F, ~) 
(23.23) ~ (~) = lira 

G-~u ~ T (G) 

Es ist 0<_$(~)-1.  

(23.24) 

Unter den Voraussetzungen des 2. Hauptsatzes gilt 

q 

t t~l  
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Die Konstante k lgsst sich ohne zustitzliche Voraussetzungen nicht verbessern. 4a Ist 

die Schnittzahl v (P, ~ ) =  0, das heisst, schneidet die meromorphe Flgche W die Ebene 

(m, ~) = 0 nicht, so ist nach dem 1. Hauptsatz wegen m (7, ~r = (o) der Defekt ~ (~) = 1. 

Sind also die Voraussetzungen des 2. Hauptsatzes fiir die meromorphe Flt~che W und 

die Vektoren ~1 . . . .  , ~k+l mit q = k +  1 erfiillt, so schneider die meromorphe Fl~che W 

wenigstens eine der Ebenen (|D, ~t,)= 0. Dies ist eine Verallgemeinerung des kleinen 

Picardschen Satzes. 44 

Der zweite Hauptsatz ffir meromorphe Fliichen und die Theorie, die zu seinem 

Beweis entwickelt wurde, steht in enger, fast iiberraschend enger Analogie zum zweiten 

Hauptsatz fiir meromorphe Kurven, ja zur ganzen Theorie, wie sie in W [43] darge- 

stcllt wurde. Trotz dieser formalen Analogie treten gegeniiber einer Ver~nderlichen 

zwei wesentlich neue, grunds~ttzliche Gesichtspunkte hinzu. Der erste ist die Mass- 

bestimmung 8Z'2,-2, die den Fliicheninhalt der Nullstellenfltichen misst, und der Man- 

4a Dies zeigt das folgende Beispiel: Es sei ~1~ 2 n der euklidisehe Raum,  ~Z'en-2 = Ov2n-2 seine 
euklidische Massbes t immung.  Das  Differential  0 B n ~ t  sei 

0 B n - 1  ~ r . . .  OZn.  

Dann  ist 

O z I 1 = l~, 

die partielle Ableitung naeh zj. I m  R a u m  R] 2k wird ein Koordinatensystem r " ' - ,  Ck gewghlt .  Sein 
duales Koordinatensystem sei ~I . . . .  , ~k. Von den Vektoren ~ 1 , ' " ,  e~, ~1 + "'" + ~k sind je k l inear 
unabh~ngig. Die meromorphe Fltiche, die die einheitliche Darstellung 

k v - 1  

v = l  

hat ,  ist nicht degeneriert. Gemttss W [43] Kap .  I w 7 Seite 46 s ind dann  auch die assoziierten Flgehen 
W 2, . . .  , W k nicht speziell degeneriert. Nach der L'bersetzungstabelle im folgenden Paragraphen und 
Satz 24.1 sind die Voraussetzungen des 2. Hauptsa/zes  erf(illt. Also gilt 

k 

Z (~(~, ') 'A-~(~I~-"'"-~-~k) ~]r 

v- -1  

~Vegen (~,, 11) (3)) = ez' 4:0  ist  5 (~,.) = 1, das heisst 

k 

Z ~(L,)+~(;~+-" +7~)=k 
v = l  

mit  

(Z,)=l far v =  1 , . . . ,  k 
und mit 

~(~ + ... + Z k ) =  o. 

44 Ffir  n =  1 siehe ~r  [43] Kap.  V w 12 Seite 269. 
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nigfaltigkeit ~)~2~ den Charakter einer ,verallgemeinerten KXHLERsehen Mannigfaltigkeit" 

verleiht. W~hrend diese Massbestimmung fiir den 1. Hauptsatz ausreieht, erfordert 

der 2. Hauptsatz als zweiten neuen Gesichtspunkt das ,,analytische Richtungsfeld" 

aBn_l naeh dem ,,differenziert" wird. Beide Differentiale kSnnen in einem gewissen 

Ausmass frei gew~hlt werden, und zwar, was den 1. Hauptsatz und die Differenzen- 

formel - -  genauer Kapitel I, I I  und Kapitel I I I w  12 bis w 18 - -  betrifft, unabh~ngig 

voneinander. Erst  der 2. Hauptsatz verlangt eine Beziehung zwischen den beiden 

Differentialen, die dutch Voraussetzung IX gegeben wird. Es ist beachtenswert, dass 

die Behauptung des 2. Hauptsatzes (Satz 23.5) fiberhaupt nicht und die Voraussetzung 

des 2. Hauptsatzes nur wenig vom Differential 8B~_1 abh~ingt. 

Die Beweise verliefen oft sehr ~hnlich wie bei einer Ver~nderlichen (W [43]). 

Jedoch war es notwendig, sie trotzdem durchzufiihren, da man sich beispielsweise 

davon iiberzeugen musste, ob die Integralumformungen, die an die Stelle der Summen- 

und Integralumformungen bei einer Ver/~nderlichen traten und die bei mehreren Ver/~n- 

derlichen oft nieht so leicht zu iibersehen waren, erlaubt waren. Ausserdem liessen 

sich verschiedene Beweise nicht formal iibertragen. Aueh veranlassten die Differentiale 

~Z~_o. und ~B~_I mehrere ganz neue Uberlegungen. Aus diesen Grfinden schien es 

mir notwendig zu sein, die Beweise trotz der sich aufdri~ngenden Analogie zum Fall 

n = 1 so ausfiihrlieh darzustellen, wie es geschehen ist. 

Nun soil untersucht werden, wie sieh der 2. Hauptsatz im Fall einer Funktion 

aussprieht. Auf der komplexen Mannigfaltigkeit ~j~-= sei eine meromorphe Funktion 

] gegeben. Ihr entspricht eineindeutig die meromorphe F1/~ehe W, die durch die Dar- 

stellung (1,/)  gegeben wird, und deren zugehSrige Charakteristik die Charakteristik 

der Funktion f sei: 

(23.25) T(G) 1 f i O]a] 
=~ ~ ~(P'O)~ (l +lll~)~az~"-"-" 

G 

Der kolnplexen Zahl a #  c~ entspricht eineindeutig der kontravariante Vektor (a, - 1 )  

und der ,,komplexen Zahl" a= ~ eineindeutig der kontravariante Vektor (1, 0). Den 

q verschiedenen Zahlen a a . . . .  , aq, wobei auch c~ zugelassen ist, entsprechen dabei 

kontravariante Vektoren ~1 . . . .  , ~q, yon denen je zwei linear unabh~ngig sind. 

Die Sehmiegungsfunktion zum Vektor (a, - 1 )  bzw. (I, 0) ist die Schmiegungs: 

funktion der Zahl a # oo bzw. a =  ~ .  Also gilt 

1 f V'I + ~  Yl + ] ~  (23.26) m(F,a ) = ~  log let_i] al'~ c~z~. _2 (a# ~) 
P 
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1 
(23.27) m( / ' ,  oo) :2-  ~ . | log VI -+ [ / I  2 cg-I-~pa~2n_9_ ( a=  oo). 

F 

Zu jedem Punkt  Po E ~)~2~ gibt es eine offene Umgebung U(Po) und zwei in jedem 

Punkt  von U(Po) analytische und teilerfremde Funktionen g und h mit [=gh -1 in 

U (Po). :Ftir a=~ oo ist gemass Kap. I w 2 (6) die Vielfachheit v (P0, a) der a-Stelle 

P0 yon / dieselbe wie die Vielfachheit der Nullstelle P0 der Funktion g -  a h. Da 

(h, g) aber eine. in Po reduzierte Darstellung yon W ist, ist die Schnittzahl zum 

Vektor ~= (a ,  - 1 )  gerade die Zahl v (P  0, a). Also gilt 

(23.28) ~ (P0, a) = v (P0, ~). 

Dies gil~ auch fiir a = oo und ~ = (I, 0). Ist  also ~ (a) = {P ] v (P, a) > 0} die a-Stellen- 

fl~che der Funktion [, so ist ihre Anzahlfunktion 

(23.29) N(G, a ) =  fv(P, a)yJ(P, a)~;~2n_2 = N ( G ,  ~). 
9l (a) 

Die allgemeinen Voraussetzungen I bis X hKngen nicht vom Begriff der mero- 

morphen Flt~che W ab. Die Voraussetzung XI  formuliert sich jetzt  so: 

XI' .  Wachstumsst~irke der Charakteristik. Die Funktion / sei au/ der komplexen 

Mannig/altigkeit ~ nicht konstant und babe die Charakteristik T(G) gemdss (23.27). 
1 ~)~2 

Wenn ~ die Gesamtkapazitdt und J = ~  die Gesamtspannung von ist, u'enn die 

Funktion ~(G) nach Satz 14.1 bestimmt wird, und wenn die Voraussetzung X gemacht 

wird, so seien /iir ]edes s > 0 und die ,,meisten" zuldssigen Mengen G E (~ die Abschiit. 
zungen 

(23.30) [[ ~ (G) -< e T (G), falls (~ = 0 ist, 

(23.31) [[ ~/(G) <_eT(G)~ 

II 1 < e T (G) J' ~ falls (~> 0 ist, 
(23.32) log ~ _ R (G) - 

gidtig. 

Die Ableitung /' ist die Dichte ~b,/z~ des Differentials ~/~B~-I. Die asso- 

ziierten Fl~ichen von W haben die eigentlichen, einheitlichen Darstellungen 

I1; l[el, e2]=['.[ej, e2] fiir p = 2 .  (23.33) (1, ]) fiir p = l ,  0 ' 

Daraus folgt, dass die meromorphe Fliiche W zu / dann und nur dann nicht dege- 
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neriert, wenn ] nicht  kons tan t  ist. Die 2-te assoziierte F1Aehe W 2 ist dann  und  nur  

dann  nicht  speziell degeneriert, wenn ] ' *  0 ist, wenn also 

(23.34) ~ / ~ Bn_l ~ O 

ist. 

N u n  muss noch die Anzahlfunkt ion V1 der 1. stationi~ren Indexflgche berechnet  

werden. Zu jedem P u n k t  PoE~)~ 2n gibt es eine offene Umgebung  U(Po)und zwei in 

jedem P u n k t  yon  U (Po) analytisehe und  teilerfremde Funkt ionen  g und  h mit  ] = g - h  -1 

in U(Po). Die meromorphe  Fl~che W ha t  die Darstel lung 

(23.35) m (P) = (h, g) 

auf U (Po)- Ausserdem kann  man  U (Po) so klein w~hlen, dass es eine Abbildung r162 e 

mi t  (](Po) ~ U~ gibt. Die zugehSrige eigentliche Darstel lung von W 2 auf U(Po) ist 

Ihg,][Cl,r162162 (23.36) ~ 2  (p, ~.) = h' g 

Die meromorphe Fl~che W ~ ha t  die Darstel lung 

(23.37) 

Der gr5sste gemeinsame Teiler der 

du(P)  fiir u = l ,  2, 3. Es ist 

9.X3 ~ (P) - 1. 

Darstel lung 9.33 ~ (P) habe in P die Vielfaehheit 

(23.38) d o (P) = d~ (P) = 0 ffir P E U (Po), 

w~hrend d2(P ) die Vielfachheit der Nullstelle der Funkt ion  h g ' - g h '  in P ist. Es ist 

(23.39) v 1 (P) - 1 = d o (P) - 2 d 1 (P) + d 2 (P) = d 2 (P) 

ebenfalls die Vielfachheit der Nullstelle von hg ' -gh ' .  I s t  die Funk t ion  ] in Po ana- 

lytisch, so kann  m a n  h =  1 und  g = ]  wi~hlen; es ist v~ ( P o ) -  1 die Vielfaehheit der 

Nullstelle Po yon  /', das heisst yon  ~ / 0 B n  1. Ha t  die Funkt ion  ] in Po einen Pol, 

so kann  m a n  g =  1 und h =  1 / /  wi~hlen; es ist vl(Po)-  1 die Vielfachheit der Null- 

1 
stelle Po yon  , das heisst, yon  0~OBn_l .  Dami t  ist der folgende Satz im wesent- 

lichen bewiesen. 

Satz 23,6. 8ta t iongrer  Index  bei Funkt ionen.  

Voraussetzung. Die Funktion / sei au[ der komplexen Mannig]altiglceit ~2n mero- 

morph und nichtkonstant. Die Menge ~ bestehe aus allen Ausdri~cken (8, M) der [ol- 
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genden Art:  Die Funktion s = s ( P )  ist au/ der o//enen Menge M=_~JYr 2n analytisch. Es  

gibt zwei Funktionen g und h, die au[ M analytisch und in ]edem Pun l t  yon M teiler- 

/remd sind und /iir die 

(23.40) s (P) = g' (P) h (P) - g (P) h' (P) ffir P E M,  

g (P) ffir P E M (23.41) / (P)  = h ( P )  

gilt. Die meromorphe Fldche W sei durch die DarsteUung (1, ]) gegeben. 

Behauptung.  1. Die Menge ~ ist eine CovsINsChe Verteilung I I .  Art  au/ !IJ~ 2~. 

2. Die Nullstellen[ldehe ~ i  der CovsINschen Verteilung H ist die 1. stationiire In- 

dex/ldche der meromorphen Fldche W. 

3. Die Viel/achheit der Nullstelle P der CovsINsehen Verteilung sei v 1 (P) - 1. Dann 

ist v 1 (P) der 1. stationiire Index von W. 

4. Die Anzahl/unktion des 1. station'aren Indexes von W ist 

(23.42) V 1 (a) : f (v~ (P) - l) 1o (P, G) OZ., ~_e. 
93~ 

5. Ist die Funktion / an der Stelle P analytisch, so ist v o ( P ) -  1 die Viel/achheit 

der Nullstelle von /', also yon O]OB,_I. 

6. Hat die Funktion / an der Stelle P einen Pol, so ist v x ( P ) -  1 die Viel/achheit 

der Nullstelle yon , also yon O_OB~..1. 
! 

Beweis. 1. Sind (sl, M1) und (s 2, M2) zwei Elemente  aus H mit  M 1 0 M ,  4:0, 

, , gl g2 in M 1 N M  2. Setzt  man  2 = h J  so gilt s,,=g~,h,,-g,,hv mit  / )}1 h2 h-~' SO ist gl=292 

und h l = 2 h  2. Da ill jedem P u n k t  yon  M 1 N M 2 die Funkt ionen  g~, h 1, sowie die 

Funkt ionen  g2, h2 teilerfremd sind, ist ,~4:0 und regular in Ma ( / M  2. Es  grit 
t ! f ~  

sl = ) 2  (g,z h z -  g2 h2) = 2 ~ %. Daher  ist r eine CousINsche Verteilung I I .  Art .  Dami t  ist 

die erste Behaup tung  bewiesen. Die iibrigeu Behauptungen  haben sich schon als rich- 

rig erwiesen, w. z. b. w. 

Es heisse v I (P) der station~ire Index,  ~1 die station~ire Indexfl~iche und  V 1 (G) 

die Anzahlfunkt ion der station~iren Indexfliiche zur Funkt ion  /. Dann  gilt das Ana- 

]ogon zum zweiten Hauptsa tz  yon R. NEVANLINNA: 
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Satz 23.7. Der zweite Hauptsa tz  fiir Funktionen. 45 

A. Voraussetzungen, die nicht vom DiHerential ~B , - I  abldingen. 

1. Die allgemeinen Voraussetzungen I,  I I  aus w 4, I I I ,  IV, V aus w 7, VI, V I I  

aws w 11, X aus w 22 und X I '  aus w 23 werden gemacht. 

2. Die nichtkonstante, meromorphe Funlction [, die in X I '  gegeben wird, babe die 

Charakteristik T (G) gemdss (23.25), die Anzahl/unktion N (G, a) gem~ss (23.29) und die 

Schmiegungs[unktion re(F,  a) gemdss (23.26) und (23.27). 

3. Es seien q verschiedene komplexe Zahlen a 1 . . . .  , aq gegeben, worunter auch die 

,,Zahl" o~ sein dar[. 

B. Voraussetzungen, die vom Di//erential ~ B,_l  abhdngen. 

4. Das DiHerential DBn-1 er[iille die allgemeinen Voraussetzungen V I I I  aus w 12 

und I X  aus w 19. 

5. Es sei ~ [ ~ B ,  1 - ~ 0 .  

6. Die Anzahl/unktion V1 (G) der stationdren Index/ldche zur Funktion [ sei nach 

Satz 23.6 de/iniert. 

Behauptung. Fiir ~edes s > 0  und die ,,meisten" zuldssigen Mengen G E(~ gelten 

die AbschStzungen 
q 

(23.43) II ~ m ( r ,  at,) + V~ (G) <_ (2 + e) T (G), 

(23.44) [[ (q -  2 - s) T (G) + Va (G) <_ ~ N (G, at, ). 

Insbesondere gelten die vom DiHerential ~ Bn~l unabhdngigen Abschdtzungen 

q 

(23.45) I) ~ m(F,a , )<_(2+e)T(G) ,  
t~= 1 

q 

(23.46) II ( q -  2 - e) T (G) _< ~ N (G, a~,). 
,a= 1 

Wieder gilt, was im Anschluss an den 2. I tauptsa tz  ftir meromorphe Fli~chen 

gesagt wurde. Die Analogie zum 2. Hauptsa tz  yon R. NEVANLINNA fiir meromorphe 

Funktionen einer Ver~nderlichen ist wieder iiberraschend. Jedoch beachte man, dass 

die Differentiale ~;/2n-2 und 6Bn-1 auch hier bei einer Ver~nderlichen kein Analogon 

haben, w~hrend sie bei mehreren Ver~nderlichen yon Bedeutung sind. 

45 Ftir n = 1 siehe R. NEVANLINNA [36] Kap. IX w 3 Seite 205. 
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w 24. Die Verhiiltnisse im Vektorraum 

In diesem Paragraphen soll angegeben werden, wie die wiehtigsten Begriffe und 

Funktionen ]auten, wenn man als Mannigfaltigkeit ~)3~2~ den Vektorraum R12~ der 

Vektoren 3= (zl . . . .  , z~) mit euklidischer Massbestimmung wKhlt. Diese I3bertragung 

geschieht am einfachsten mit einer Tabelle. Da zugleich Seitenzahlen angegeben wer- 

den, kann sie als Register dienen. In der Tabelle werden die folgenden Abkiirzungen 

gebraucht : 

g 

H bedeutet, dass der Faktor  ~z~,~St, fehlt. 

(24.1) 
7gn- 1 

= - -  r 2 n 2, 
V2 n-2 (r) (n -- 1) ! W2n_2(1) = V 2 n - 2 =  W 2 n - 2  

(24.2) 2 7~ n r2 n_ l, 
V2~_~ (r) = (~ _ i ~  V 2 n - l ( 1 )  = W2n-1. 

~V2nl ist das Oberfl~chenelement der Kugel 131=r bzw. 13l=ro; 
~w~-2  ist die projektive Massbestimmung gemgss Kap. I w 2 (7) Gleichung (2.56). 

(24.3) x ( t )=ro[1  - ( 2 n - 2 )  Vo~ ~(ro)t  ] 
1 

2 n - 2  

(24.4) 

[0  
[ l ~r 2n-2 

e (x, r) = { 2 n - 2 \~x ~ ' ~  

J 
1 ~r 2n-2 

fiir r _<x< ~ ,  

- -  - 1) fiir ro<<_x<_r , 

- -  - 1) f i i r0  < _ x < _ r  o,  

(24.5) I 
0 

( x , r ) =  logr  

I 

ffir r ~ x _  < ~ ,  

ffir r o _< x _< r, 

fiir 0 < "~ _ x _ - r  o . 
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Nr. allgemeine MannigfMtigkeit Seite euklidischer gaum 

11 Kondensator H 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

MannigfMtigkeit ~ 

Punkt  P 

uniformisierende Abbildung 

Massbestimmung 0X~_2 

Kern g 

Kernrand y 

kompakte Menge Ka 

Eiehfaktor b 

Vollst~ndiges System ~ 
zul~issiger oftener Mengen G 

Rand F 10 

kritisehe Menge E 

Kapaziti~t C (G) 

Gesamtkapazit~t 

Spannung R (G) 

Gesamtspannung J 

Potentialfunktion q (P, G) 

I 411 R 2" = R~" = {313 = (zl , . . . ,  z , ) }  
i 

3 = ( z l  . . . . .  z~) 

q,  

i 

I 4110v 2 

I 76 

I 77 

1 106 

1 106 

I I  78 

I 77 

I 77 

I 77 

mit Metrik: (u[O)= ~ u .~ ,  
/x=l 

g=  {3[131 <ro} mit to> 0 

~ = { ~ l l 3 J = r o }  

Ka={${3=0} 

b = V~._~ (r o) 

Menge (~ aller Kugeln G={3]] s <r} 
mit r > r o 

Y={~]}3}=r}  

E = O  

I 80 

1109 

C (r) 
e (ro, r) 

= (2 n - 2) V2 n-e (ro) 

80 I] R (r) - ~ (r~ r) 
} V2~ 2 (r) 

I 109 j = _ 1 1 
t 2 n - 2  V2~_2(ro) 
} 

i 771v(3 ' ~)= ~(l~l, ~) 
, e (ro, r) 
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Nr.  a l lgemeinc  Mannigfa l t igke i t  Seite eukl id ischer  R a u m  

18 Potentialfimktion if(P, G) I 80 ~([$1, r) 
Y)(3, r )=  V2n z(r) 

1 9  Randdifferential r2n-2 ~ Y2n-1 
I 801~Z~V2n 2--r~on-' e(ro, r)]ang s Ial= o 

1 ~V2n 1 20 Randdifferential I 80,0xq~re" 0 - - -  ~ o ~  r)liings 13}=r 
~x ~ ~ Z~ ~- ~ l~ngs F r 

21 Randdifferential 

~l ~f ~ Z" ~- 2 1Kngs 7 

22 Randdifferential 
~xY'~Zz~-z 1/ings F 

I 80 8"~vOv2,, _ 2.'r~v2, 1 liings }3[=ro 
2 V2 n -1 (ro) 

2 .~ a v.~, 1 Mngs 131 = r I 80 al~oave,~ 2-- V2~_l(r) 

23 Jensensche Formel I 74 1 f ~og Illa*,.~-,- 
V2 n -1 (r) 

131=r 

j V2n_ 1 (r0) log } l}~v.2~ 1= 
I ~J=r. 

, f  V2n-2 (r) 

24 meromorphe Fliiche IV I I 36 IV 

25 Schnittzahl v(P, ~) ' I  41 vQ, ~) 

26 Schnittstellenfl/iche .s3~(1) II 41 ~(~) 

27 Anzahlfunktion n(G, ~) I104 V2~ 2(r)n(r,~) 

mit 

n (r, ~) - 1 f V2n o(r) r(3, ~.)cqv.,, 2-:  

S~l-<r 

- -  IVe~-e v( 3, ~)~a~n ~+v(O, v.) 
9~(a') 
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Nr .  a l lgemeine  Mann ig fa l t igke i t  Sei te  euk l id i scher  l q a u m  

28 Anzahlfunktion N ( G ,  ~) I 82 

29 Schmiegungsfunktion m(/1,~z) I 83 

30 Schmiegungsfunktion m (~,, ~), I 83 

31 l. Hauptsatz I 83 

32 Betragsdarstellung der I 86 
Charakteristik T (G) 

33 [Mittelwertdarstellung der 
Charakteristik T (G) 

34 Normaldarstellung der 
Charakteristik T (G) 

I 87 

I 93 

/V(r, a) = - - - -  i f  V2~72(r )  ~(5, ~)~o(1~ l, r ) e v 2 ~ _ 2  

r 
+ v (0, a) log~ 

T 

ra 

m ( r ,  ~)= 
1 t" 1 

J tog a v2~ 

1 f log 1 
y/~(r o , ~ ) =  

:V2n-~ (ro) J lira, all I~l=r~ 
unabhgngig yon r. 

Y2n 1 

T (r) = N (r, :x) + m (r, ~) -- m (r o , ;z) 

T ( r )  
1 [. 

/ log ImlOv~ 1- 
Vz ~- 1 (r) . 

1 f log ]PO ]Ov~.-1- 
Vo. ~_, (r 0) 

]~l=r. 

' fd( )e(131, r)eve~_~ V~ ~ 2 (r) 
b 

T ( r )  = - -  1 ~ N(r, ~)~v2k~l(~) 
V2 k 1 J 

T ( r ) =  

I~l<r 

Wz. 
I~l<r 

r 
+ v log -- 

ro 
mit 

1 
[ v(0, 7~)a (~) V =  Vgk-~l  . -  V2k-1 
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

Die zut~ssige Menge Gt 

R a n d  / ' t  

Die Funktion S(P) 

Faktor a 

97 

98 

1101 

I101 

c ,  = {$1131 < x (t)} u n a b h ~ i n g i g  von r 

/~ = { s l l ~ l  = �9 (t)} u n a b h ~ n g i g  von r 

n 

V2 n- e (to) a 

Die Funktion e(r) 

Die Funktion Q(t) 

IlO1 

mit 

a ~  1 1 f 0o92(i0(3))0v~._ 2 

I~l<r, 

Die Funktion A (t) 

sph~rische Darstellung der 
Charakteristik T (G) 

spharische Darstellung der 
Charakteristik T (G) 

IlO1 

IlO1 

1 102 

I1021 

x4~-~W~_~Q(x) m i t x = x ( t )  

und 
1 

O(x )=  V 2 n _  1 ( x )  

l~Nx 

m~.] I ~ av2 ~-1 

V2~._2(x)A (x) m i t x = x ( t )  

und 

A(x) - ~ V2~_~.(x) 0w~(m(~))0v2~-2(3) 

I~J<_x 

T 

T(r)= f A (x)dXx 
to 

r2r~-2 

T(r)=ao~ (ro, r) r-~_.z + 

F 
f 372 n_i 

+ O(x, r) ~ Q(x)dx 
)*a 
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum 

t4 

15 

i6 

~7 

~8 

~9 

50 

51 

52 

53 

Richtungsfeld 0Bn-a 

Ableitung l' 

p-te assoziierte Flgche W p 

eigentliche D~rstellung 
~2~3 p (P, r162 yon W p zur Dar- 
stellung to (P) yon W und  
zur Abbildung ~ ($) = 

Schnit tzahl  vp (P, A ~) 

Schnittstellenfigche ~ (A p) 

Anzahlfunktion N~ (O, A p) 

I I  56 

I156  

I158  i 

I158  

I I  59 

I159  

I159  

Schmiegungsfunktion 
m.  (F,  A p) 

I 159  

Schmiegungsfunktion 
mp (y, A p) 

I I  59 

1. Hauptsa tz  fiir assoziierte I I  59 
Fl~chen 

i 

~B~-I-= ~ ( -  1) ~ l b ~ z  1...az~-l~z~+l...~z~ 
~,,=1 

wobei die b, konstnnt  sind und  ~ I b~ I e <_ 1 ist. 
f = t  

i ! ' = 1 ' ( ~ )  = ~b.l~.($) 

W p 

~ P  (~) = [~0, ~ ' ,  . . . .  ~ ( p  -1)(~)]  

~ (~, A ") 

92 (A')  

Np (r, A ~) = 
I 

V2. - . ( r )  

0~(A p) 

- - W ~ _ z f  v.(~,A'):(13l, r)O~ 
9l(A p) 

r 
+v~(O, A v) log~o 

mp (r, A p) = 
1 /" 1 
1 j  ogll ,, 

1 
mp (ro, A ~) = V2~-1 (ro) " 

1 
�9 f log II 933P, Av II 
[~[=r0 

un~bh~ngig yon r. 

~V2n -1 

Tp (r) = Np (r, A ") + m~ (r, A ' )  - mp (r o , A p) 
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum 

54 Normaldarstellung yon T~ (G) I160  

55 Die Funktioi~ S~(P) I I  60 

56 Faktor a ,  

57 Die Funktion ep(t) 

58 Die Funktion Qp(t) 

59 Die Funktion Av(t) 

1 I 
T~ (r) . . . .  

V.~. 2 (r) 

I~l<r 

2 
w . 

I I 6 0  V2~_2(ro)a p mit 

1 1 f ( ~ ,  v2~2 (r0) 
13 I~r, 

60 

I I61  0 

x ~  2 W ~ I I61  .~=.2~p(x) m i t x = x ( t )  und 

Q" (~) = ~ ~ _~ (x) 

61 

II  61 V2~_2(x)Ap(x) mit x=x(t)  und 

A~ (x) - 0co 2 (~v  (3)) ~ v2 n-2 

sph~rische Darstellung der 
Charakteristik Tp (G) 

II 61 
r 

T p ( r ) =  A~(x)  x 
to 

sph~rische Darstellung der 
Charakterist!k Tp (G) 

I 1 6 1  r 2 n - 2  

Tp (r) = a~ ~ (to, r) r - ~  ~ + 

T f x2n_ 1 
+ e(x, r) ~ O~(x)dx 

Ta 

I 
62 I Projektion [~{a, W p] I I I  62 [~lh, W p] 
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Nr .  a l l g e m e i n e  M a n n i g f a l t i g k e i t  Se i t e  e u k l i d i s c h e r  l ~ a u m  

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

Die Funk t ion  ~ ,  (F,  ~ )  I I  63 ] 

Die Funkt ion  ~hv (7, 9~ ~) 12 63 

Die Funkt ion  5 ~  (G, ~ )  [163  

Charakterist ik T ,  (G, 9X ~) I I  63 

Die Funkt ion  A, (G,  ~ )  

Die Funkt ion  ~ (G) 

p-te st~tion/~re Index v, (P) 

station~re Indexfli~che ~ 

~ ,  (r, ~/~) I f  1 

~n~ (ro , ~t ~) . . . . . .  
1 

( oi 

f 1 
�9 iI ,:  ll 

unabh~tngig yon  r. 

~ V2n 1 

1 
f .  (r, ~ )  = - -  

V2.-~ (r) 

[ v,($,~.(h)Q(13 I,r)~v2~_2 
.r 0.l h) 

.~ O.i h ) 

+ ~, (0, ~n) log -- 
r o 

1 1 
T~ (r, ~[h) = _ 

V2 ~ 2 (r) 

�9 f e(l$1, ~)~o)~([~ ", ~ ] ) ~ v ~  

I I  64 A~ (r, ~(h) ~ T ,  (r) - Tp (r, s2(h) + ~hp (r0, ~h) 

I I  70 r 
( r )=  - (2n- -  1) l o g "  < 0 

ro 

I I  73 vp (3) 

11 - 543808. Acta Mathematica. 92, Impr im~  le 30 d~cembre 1954. 
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Nr. allgemeine Man~figfaltigkeit I Seito euklidiseher Raum 

71 

72 

73 

74 

Anzahlfunktion Vv (G) der 
p-ten station/iren Index- 
fl/iche 9_~p 

Die Funktion ~p (P, G) 

Die Funktion .Qp (F) 

II  75 
Vv(r)=v2n_u(r) {VP(3)- l}Q(l~]'r)tOVun2 

~sp 

9 3 p  

r 
+ {vp (0) - 1} log - 

r 0 

Die Funktion O,  (},) 

75 [ Differenzenformel 

II  75 

II  75i ~p(r) +log W2n- 2+ ( 2 n -  1) log r+�89 log 2 

mit 

,(r) 
, I ~ l = r  

76 

77 

Grenziibergang G-+ ~2  ~, G E 

Die Ungleichungen /~ (G) _< 0 
gelten ftir die ,,meisten" 
zul/~ssigen Mengen G E ~J 

II 751 ~Qp (r0) + log W2n-2 + (2n - 1) log r o + �89 log 2 

mit i f , , I l l  ,+1 

13]=r~ 
unabhihagig yon r. 

I I  77 Vp(r)+Tp_l(r)-2Tp(r)+Tp+l(r)== 
[ - f2p (r) - .0~ (to) 

i 

i I  78 r-+ 
I 
i 

I 

'II 80 Die Ungleichungen /~ (r)G 0 gelten f/Jr alle 
I r mit Ausnahme h6chstens einer messbaren 

I f d r  I Menge ~ mit - - < c ~  
t r 

lr 

I 
I 
I 

78 II~I(G)<~eT(G) 'II138 immer erfiillt, da ~(G)<0.  
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:Nr. a l lgemeine  Mannigfa l t igke i t  Seite eukl id ischer  R a u m  

79 

80 

1 II 1 _  < T (G) 
II mg g _ R (G) 

' Der 2. Hauptsatz 

I I138 

I I146 

log r<_s T(r) 
fiir alle r>r omi t  Ausnahme hSchstens 

einer messbaren Menge T mit f d r 
r 

m (r, ~,) : ~ 1  (k - p) Vp (r) _< (k + e) T (r) 
~,=1 p ~ l  

k - 1  q 

(q -- ]c - e) T (r) + ~ (k - p) V, (r) ~ ~ N (r, ~,) 
p = l  ,u=l 

fiir alle r > r o hSchstens mit Ausnahme 

einer messbaren Menge T mit f d r - -  ~ o o .  
r 

Die in der Tabelle angegebenen Ergebnisse rechnet man leicht naeh. Sie stimmen 

mit den S~tzen "con H. KN]~SER [38] fiberein, wenigstens soweit diese den 1. Haupt-  

satz betreffen, und zwar erhi~lt man die K~EsnRschen S~tze in der Formulierung, 

in der tin Teil yon ihnen bei STOLL [53] w 1 Gleichung (I.1) bis (1.7) angegeben 

wurde. Aus der Tabelle folgen aueh unmittelbar die Behauptungen (5.16) bis (5.20) 

yon STOLL [53] w 5, die dort noch nicht bewiesen wurden. Allerdings hi~tten diese 

Behauptungen auch leicht direkt mit der Methode yon H. K~ES~R [38] bewiesen 

werden kSnnen. 4~ 

Im euklidischen l%aum kann bei euklidiseher Massbestimmung als Differential 

~B,  1 jedes Differential 
n 1 

(24.6) ~B~ . 1 = ~  ( -  1)"-lb.3zl  . . .  ~ g , _ 1 ~ 2 ~ + 1  . . .  ~Zn 
v = l  

mit konstanten Koeffizienten b. gew~hlt werden, fiir das 

(24.7) 0 <  Ib, 

48 E s  ergibt  s ich (5.16) yon  STOLL [53] aus  Nr  31 dor TabeUe, (5.17) au s  Nr  32, da  in (5.17) 
d(~)>_0 ist ,  u n d  (5.18) sowie (5.20) aus  Nr  34. Die eine Da r s t e l l ung  yon  A ( t ) i n  (5 .19) fo lg t  au s  

Nr  41, die andero beweis t  m a n  mi t t e l s  

f f dT( t )  1 1 1 
A ( t ) = t  n t , ~ ) ~ v 2 k _ l ( ~ )  . . . .  v(~,~)~o)2n 2 ~ v 2 k - l + v  

dt V2k 1 V2k-1 W2n-2 

Mmlich wie Satz  9.4. N u n m e h r  kSnnen  alle E rgebn i s se  yon  STOLL [53] b e n u t z t  werden .  
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ist. Eine andere Wahl ist nicht mSglich. Die Voraussetzung (22.77) ist gem/iss Nr. 

78 fiir den 2. Hauptsa tz  iiberfliissig. Die Voraussetzung (22.73), die sich jetzt  gem/~ss 

Nr. 79 ausspricht,  soll nKher untersucht  werden. Dazu werden noch einige Hilfss/itze 

bewiesen. 

T (r) 
IIilfssatz 1. Die F u n k t i o n -  nimmt ]iir r> r o nicht ab. 

r 
l o g ~  

Beweis. Nach Nr  27 ist n (t, ~) monoton wachsend. Daher  ist auch 

monoton wachsend. 

(24.8) 

iv ,  z .  b .  w .  

dr 

A( t )=tdT( t )  1 f dt - V2k-1 n(t, ~)~Y2k-1 (~) 

i~[=1 
Fiir r ~  > r o ist 

T(r)r drld [ ~ 1 - -  t ' A ( x )  dx-X} = - r  I 

l~ [ l~ j 

7" 

{ ~o A(r) 1 (_A(X)dxl> ~ 
- l o g  �9 J x / 

log ~ r r r r. 
r 0 

. (  

_> . . . . .  1 {lOg;o A(r) A(r) f d ~ } =  
l o g  ~ r r r r. 

~'0 

0 

Hilfssatz 2. Dann und nur dann ist die Voraussetzung: ,,Fiir jedes e > 0  gilt 

f dr ,, log r< sT(r) abgesehen vielleicht yon einer Menge r, ]iir die das Integral ~ existiert 

er[iillt, wenn 
T (r) 

(24.9) lim - - -  = oo 
r--,~ log r 

ist. 

log r 
Beweis. Aus ]llog r<< sT(,') folgt li2, 2 f i r ) = 0 .  Mit Hilfssatz 1 ergibt das 

(24.10) ~ == lim T(ff) = T(r) T(r) T(r) 
r - - ~ r  log r lira -- lira -- tim - - -  

~o r-~:r r r - ~  log r 
r-.~ log logr0 
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St reb t  aber  T (r) -~ c~, das heisst log r log r T - ~  -~0 fiir r -> ~ ,  so gibt  es zu jedem e > 0 ein r , ,  

sodass log r < e T (r) ffir r > r, ist, w . z . b . w .  

Hilfssatz 3. Hat die ganze Funkt ion ] (3) ein Betragsmaximum M (r) -- Max I [ (3) I 

mit log M ( r ) =  0 (log r), so ist [ ein Polynom. 

Beweis. Es sei ~ = z a mi t  [ a [ = 1. Die Entwick lung  

(24.11) 1(3)= ~ [.(tl)z" 
v~O 

nach homogenen Po lynomen  ]~ konvergier t  fiir alle ~ mi t  l al = 1 ~ d  < ~ .  Es  ist 

M(r)<_arV+b,  wobei a, b und  die ganze Zahl  p kons tan t  sind. Fiir  I51_<r gilt  

(24.12) - ; + 

Daher  ist ~.~ I, (3) ~ 0, w . z . b . w .  
v = p + l  

Hilfssatz 4. Die ganze Funkt ion ] mit der Charakteristik T (r) ist dann und nur 

dann ein Polynom, wenn T ( r ) =  0 (log r) ist. 

Beweis. I s t  / ein Po lynom vom Grad  p, so bes teht  nach STOLL [53] Satz 2 die 

Abschatzung 

+ + 

(24.13) T( r )  <_log M ( r ) + � 8 9  log 2 ~ p  log r + O { 1 ) = O { l o g  r). 

I s t  T ( r ) = O  (log r), so folgt aus STOLL [53] Satz 2 die Absch~tzung 

(24.14) log M (r) _< 5.83 n T (8 e. r) + 0 (1) = 0 (log r). 

Nach Hilfssatz 3 ist ] ein Polynom,  w . z . b . w .  

Definition 24.1, Rat iona le  meromorphe  Flis 

Eine meromorphe Fldche W i m  euklidischen Raum R ~ heisse dann und nur dann 

rational, wenn es eine einheitliche Darstellung 113 ($) gibt, sodass in einem (also jedem) 
k 

Koordinatensystem die Koordinaten w~ ($) der Darstellun9 113 (3) = ~ w~ (3) e~ rationale 
v = l  

Funktionen sind. 

Eine meromorphe  Fl~che W ist offensichtlich dann  und  nur  dann  rat ional ,  wenn 

es eine einheitliche analyt ische Darstel lung iv (3) gibt, deren Koord ina ten  w~ (~) Poly-  

nome sind. 
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Satz 24.1. Rationale meromorphe Fl~chen. 

u Ira euklidischen Raum R 2n 8el bei euklidiseher Massbestimmung 

die m~romorphe Fliiche W mit der Charakteristik T(r)  ffeffeben. 

Behauptung. 1. Dann und nur clann ist W rational, wenn 

T (r) 
(24.15) ,-,~lim log r < 

ist. 

2. Dann und nur dann ist die Voraussetzung: ,,Fiir ~edes e > 0  gilt log r<_eT(r) ab. 

f d r  gesehen vielleicht yon einer .Mer~e T, ]iir die das Integral -~-existiert" erfiillt, wenn 

T: 

die meromorphe Fl~he W nicht mt io~d ist. 

Beweis. Die zweite Behauptung folgt nach Hilfssatz 2 aus der ersten. Ist  W 
k 

rationM, so gibt es eine einheitliche Darstellung r0 (~)= ~ w~(])e,, wobei die Koor- v=l 

dinaten w, (~) Polynome mit der Charakteristik T (') (r) = 0 (log r) sind. Ist  d (~) ~ 0 die 

Vielfachheit der Nullstelle ~ des grSssten gemeins~men Teilers der Polynome w,(]) 

und b = {3 ] d (~) > 0} die zugehbrige Nullstellenfl~che, so erh~lt man mittels der Be- 

tragsdarstellung die Absch~tzung 

f 1 f log IIOlOv~n_l- 1 log IlO]Ov2._l V2.-1 (ro) T (r) V2.-1 (r) 
13l=r lsl=r0 

1 fd(3)e(}3}, r)ev~._~<_ 
V2._2 (r) 

(24.16) 

f k + < 1 ~ log I~ lov2 ,_ l  + o(1)_< 
- V 2 . - I  (r) . - 1  

[~l=r 

~ logVX - ~ l W ~ ] 2 O Y 2 n _ l - } - O ( l )  = 

k 
= ~ T (') (r) + 0 (1 )  = 

= 0 (log r). 

Also gilt (24.15). 
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Umgekehrt sei nun T(r)=O (log r). Zum normalen Koordinatensystem e~, ..., e~ 

wird das duale Koordinatensystem ~ ,  ..., ~ bestimmt. Die Vielfachheit der Schnitt- 

stelle $ zu ~, sei v ($ I~ )  und ~ (~,) die zugehSrige Schnittstellenfl~che. Ihre Anzahl- 

funktionen n (r, ~,) und N (r, ~ )  seien wie in der Tabelle bestimmt. Nach dem 1, 

Hauptsatz ist 

(24.17) (r, ~ )  _< T (r) + m (r0, ~,) _< O (log r). 

Wegen 

(24.18) n(r, ~ )  log r<_ f n(x, dXx <-N (r*' ~ , )=0  (log r) 
r 

ist n(r, ~ )  beschr~nkt. Also hat ~(~,)  den Grenzexponenten Null. Irgendeine ein- 
k 

heitliche, reduzierte Darstellung ll~ (3)= ~ w~(3)r wird gew~thlt. Im Raum R~ n w~hlt 
t t=l  

k 
man den Ursprung o .B.d.A,  so, dass I-I w, (0) ~- 0 ist. Nach der Tabelle Nr. 4 ist 

im Raum R~ '~ eine Megrik (3It)) gegeben. Der Radius r1>0 werde so klein gewi~hlt, 
k 

dass 1-~ w~ (3) 4:0 ffir 131 <- rl ist. Es sei 

d n- 1 
1 _ _  ~xn_ 1 (24.19) e (x, 0) = (n - 1)! dx n 1 t log (l - x)}. 

Wegen Ord T ( r ) = 0  gibt es naeh STOLL [53] Satz 7 ganze Funktionen g~(t)), sodass 4~ 

(24.2o) log w.  (t~) = g. (t~) + w.. ~---~2 v (3, ~.)  e \ ( - ~ ,  o 0 o~ ~ _~ 

fiir I t) I <- rl gilt. Dabei ist g~ (t)) - g, (t)) ein Polynom vom Grad Null. Also gibt es 

eine ganze Funkgion g(t)) und Konsgante c,, sodass 

(24.21) g, (t3) = g (t)) + c, 

ist. Setzt man 

(24.22) v~ (t)) = w~ (3) e-g (~), 

k 
so ist ~ (t))= ~ v~(t))e~ wieder eine reduzierte, einheitliche Darstellung yon W mit 

(24.23) logv,(t))=e~,+ v(3, ~,)e~(~13) ,0 0~oen-2 

~ (~)  
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fiir l i ) ] < r  1. Es  sei 

(24.24) 

Wegen 

(24.25) 

W I L H E L M  S T O L L  

Mr, (r) = Max Iv,, (l))I. 
I t)l_<r 

r 

K,,(r) = 6 e  n (t, ~,,) -t- + r n (t, [,,) t z t  = 0  (log r) 
0 r 

erh~lt man  aus STOLL [53] Satz 4 die Absch~tzung 

(24.26) log Mt,(r)<_83n[K(4r)+n(4r,  ~,) §  ~,)]+loglc~]=O (log r). 

Nach  Hilfssatz 3 ist vt,(I)) ein Polynom.  Daher  ha t  IV die einheitliche, reduzierte  
k 

Darste l lung ~ (~ ) - :  ~ v/,(~)e/, , wobei v/,(l}) Po lynome sind. Die meromorphe  Fl~tche W 
p -  l 

ist rat ional ,  w . z . b . w .  

Zuln Schluss soll noch der 2. H a u p t s a t z  fiir Funk t ionen  im R e n formulier t  werden, 

um zu zeigen wieweit sich dabei  die Voraussetzungen reduzieren. 

Satz 24.2. Der  2. H a u p t s a t z  fiir Funkt ionen  im R a u m  R2n. a7 

Voraussetzung. Die Funktion [ sei im euklidischen Raum R 2~ meromorph und 

nicht rcttional. Bei euklidischer Massbestimmung ~v.2~ 2(3) in R "~ babe sie die Charak- 

teristik T(r), die Anzahl/unktion N (r, a) und die Schmiegungs/unktion re(r, a). Es 

seie~ q paarweise verschiedene komplexe Zahlen al, ..., aq gegeben, wobei auch die ,,Zahl" 

zugelassen sei. 

Behauptung.  

(24.27) 

Fiir ]edes s > 0 gilt 

q 

m (r, al, ) < (2 + e) T (r), ,L, 
t ~= 1 

q 

(24.28) (q - 2 - e) T (r) _< ~ N (r, at,) 
I~-  1 

mit Ausnahme hSchstens einer JIe~ge r, /iir die das Integral ~-existiert. 

T 

Beweis. Da  / nicht  kons tan t  ist, i s t  eine part iel le Ablei tung,  e twa /zl, nicht  

identisch Null. Wiihlt  man  

(24.29) ~Bn- l=~Z  2 ... ~Zn, 

so sind die Voraussetzungen yon Satz 23.7 erfiillt, w . z . b . w .  

47 Fiir n = 1 siehe R. ~EVANLINNA 36 Kap. IX w 3 Seite 205. 
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