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III. KaPITEL
Der zweite Hauptsatz

In diesem Kapitel wird der zweite Hauptsatz fiir meromorphe Flichen bewiesen.
Die Theorie, die dazu entwickelt wird, Jehnt sich eng an die entsprechende Theorie
einer Verdnderlichen von H. WeyL, J. WEYL und L. AHvLFors an. Jedoch tritt bei
mehreren Verdnderlichen ein analytisches Differential 8 B, ; auf, das — von gewissen
Einschrinkungen abgesehen — beliebig gewiihlt werden kann, und das bei einer Ver-
dnderlichen der Konstanten 1 entspricht, also iiberhaupt kein eigentliches Analogon
hat. Die ganze zu entwickelnde Theorie wird wesentlich von der Wahl des Differentials
0 B,_1 abhingen. Erst der zweite Hauptsatz ist weitgehend invariant gegeniiber der
Wahl des Differentials ¢ B,_,. Diese weitgehende, aber nicht vollstindige Invarianz
zeichnet den zweiten Hauptsatz vor allen anderen Sitzen der Theorie der mero-
morphen Flichen aus und verleiht ihm einen neuen Charakterzug, der bei einer Ver-
dnderlichen unbekannt ist.

Dje Begriffe und Bezeichnungen aus Kapitel I und II werden ohne neue Er-
klirung ilibernommen. Die Numerierung der Definitionen, Sitze und Gleichungen

schliesst sich unmittelbar an Kapitel T und IT an.

! Der erste Teil dieser Arbeit, also Kapitel I und II, ist in den Acta Mathematica Bd. 90
Seite 1—115 erschienen.
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§ 12. Assoziierte Flichen

Wie in der Einleitung niher begriindet wurde, werden die assoziierten Flichen
mittels eines Ableitungsoperators definiert, den man durch ein analytisches Differential
0 B,_, erhilt. Er werde in Form einer allgemeinen Voraussetzung eingefiihrt:

VIII. Ableitung. Auf der Mannigfaltigkeit IM*" gebe es ein analytisches alter-

nierendes Differential

(12.1) 0B, 1=0B, 1 (P,a)= > (=108, (P, 2) 02+ 02,_182.1 - 02
v=1

der Stufe n—1. Es werde fiir das Weilere fest gewdihlt. Ist die Abbildung o der Struktur
B beliebig gewdihlt, liegt die offene Menge M in U,, und ist die vielleicht von o ab-
hingige Funktion f(P, @) auf M meromorph, so seien die Ableitungen (beziiglich & B,_,)
durch

(12.2) =1 (P, x)= gl b, (P, o) 8%’ (e (3), &),
(123 oY = 2 (P ) (), @

mit 3=ao ' (P) erklirt. Ist die Polyadenfunktion
(12.4) WP = WP (P, o) = Z’w,,“._._,,p (P, o) [€y -5 €]
np

auf M meromorph, so sei

k
(12.5) WO O (P, )= 5wl (P, o) [€ s €],
p

Fiir diesen Ableitungsbegriff gelten die gewohnlichen Regeln, so:

(12.6) {87 4 WD = WP O 4 PWe

(12.7) [FRP0 — é (’) f10 gP e,
=0\

(12.8) (AP L = PP+,

(12.9) [, WO = S ( ’) [P e, e -],
=0\t
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Hingt die meromorphe Funktion f nicht von der Abbildung « ab, so gilt
(12.11) 810Bu1= 3 fs b, (P, )02 - 82, =f 82, - 0 2.
r=1

Dann ist die Ableitung ' eine meromorphe Dichte (der Stufe ») auf M. Dagegen
sind die héheren "Ableitungen im allgemeinen keine Dichten mehr.

Die assoziierten Flichen werden nun auf Grund des folgenden Satzes eingefiihrt.
Satz 12.1. Assoziierte Flichen.?

Yoraussetzung. Auf der komplexen Mannigfaltigkeit IN>" sei eine meromorphe Fliiche
W gegeben. Die Menge W7 bestehe genau aus den Polyadenfunktionen P (P, a) der
k
folgenden Art: Die Vektorfunktion 1o (P)= 3 w, (P)e, sei auf einer offenen Menge M
H=1
eine Darstellung der meromorphen Fliche W. Die Abbildung o€ P sei beliebig, jedoch
mit der Einschrinkung M N Uy=0, gewihlt. Dann gelte

(12.12) WP (P, a)=[W, W', -, WP (P, a)] fiir PeM N U,.
Behauptung. Die Menge W? ist eine meromorphe Fliche der Stufe p.

Beweis. Die drei Forderungen von Detinition 3.1 sind nachzupriifen.3 Die For-
derungen 1 und 3 sind mit U (WW)=M n U, offensichtlich erfiillt. Sind 28} (P, «,),
WE (P, o,) zwei Elemente aus W7, fiir die My,=M, N U, N M,n Uy +0 ist, so gibt
es eine auf M, N M, meromorphe Funktion A (P)=0 mit v, (P)=A4(P)w,(P). Die
Oos' a1 (3)

93

und von Null verschieden. Hilt man o, fest, so ist jede Koordinate des Vektors

Funktionaldeterminante A (P)= mit 3=o;' (P) ist auf U, N U, analytisch

-
i N s

0
b, (P, d)‘a? 05 (@ (Y), ap), wobei )=a ! (P) ist, eine meromorphe Dichte der Stufe
1 v

n auf M, Also gilt

0
ox,

n a n
(12.13) 2, by (P, o) o105 (1 (3), ) = 3 by (Pr a) 5= (1087 (3 (1), 02)) A (P)

fir PeM,,, wobei 3=oai'(P) und r=oaz"(P) ist. Nun wird behauptet, dass es auf

M,, meromorphe Funktionen g, , gibt, sodass

? Fiir n=1 siche W [43] Kap. I § 6 Seite 33. Dabei bezieht sich eine Bezeichnung wie ,,W [43]
oder ,,NEVANLINNA [36] auf die Literaturangabe am Schluss der Arbeit. Die Zahl ,,36° ist das Er-
scheinungsjahr der Arbeit. Die Arbeit ,,H. WEYL und J. WEyL [43]" wird kurz mit ,,W [43]" zitiert.

3 Die Definition 3.1 ist die erste Definition in § 3. Alle Paragraphen mit Nummern x < 11 be-
finden sich im Teil I der Arbeit.
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u-1

(12.14) W= AA+ 3 g, (P) 0§ fiir u=0, 1, ...

pn=90

auf M,, gilt. Fiir «u=0 ist die Behauptung richtig. Gilt sie fiir w, so werde sie fiir

u+1 bewiesen:
u-1

WED = (A A*Y + 3 guu 0§+

u=0
(12.15) + > b, (P, al)%{m;"’ (& (3)s aa)} A A+
r=1

-1

+ 2

u
u=0

r 0
Juu Z b, (P, o‘1)“_{"3(2“) {1 (3), “2)}°
v=1 a 2y

Nach (12.13) ist

(12.16) ln(lu+1):m(2u+l)l Au+l + Zg,:,u+1 (P) méﬂ)
un=0
mit
Jou fiir u=0,
(12.17) Gous1 = Grut Gu_1,u A fir u=1, -, u—1,

()‘ Au),'|' Ju-1,u A fir n=1u.
Also gilt (12.14) allgemein, woraus

WY (P, ay)=[10y, 0y, -+, W (P, ;)] =

(12.18) ,
:-Ap A%P(P—]) [1v2’ 11)2’ TN 11)(217"1) (P’ a2)]

fir PeM,, folgt. Da A AtP®-Dx(0 und meromorph auf M, ist, ist auch die zweite
Forderung erfiillt. Also ist W? eine meromorphe Fliche der Stufe p, w.z.b.w.

Die meromorphen Flichen W7 mit p> k sind alle totaldegeneriert. Esist W'=W.
Definition 12.1. Assoziierte Flichen.?

Die im Satz 12.1 definierte meromorphe Fliche W? der Stufe p heisse die p-le

assozvierte Fliche der meromorphen Fliche W. Fir p=0 sei
(12.19) WP, a)=1

und W° die konstante meromorphe Fliche, die durch die Konstante 1 gegeben wird. Die
Darstellungen 28? (P, a), die durch (12.12) bzw. (12.19) gegeben werden, heissen eigent-
liche Darstellungen, und zwar heisse spezielle 3° (P, «) die zur Darstellung v (P) und

zur Abbildung o gehorige Darstellung von W®.
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Die p-te assoziierte Fliche W’ kann man als eine meromorphe Fliche der Stufe 1

k
in R2() auffassen.t Daher gelten fiir sie die in Kapitel I und II aufgestellten Sitze,

insbesondere der erste Hauptsatz und die Darstellungen der Charakteristik.

Satz 12.2. Der 1. Hauptsatz fiir assoziierte Flichen.’

Voraussetzung. Auf der Mannigfaltigheit >" seien die allgemeinen Voraussetzungen
I, II aus §4, III, IV, V aus § 7 und VIII aus § 12 erfillt. Die meromorphe Fliiche
W auf " habe die p-te assoziierte Fliche W?, die micht totaldegemeriert sei. Ist eine
kontravariante Polyade A® mit (W?, A®)£0 gegeben, ist v, (P, A”) die Schnittzahl im
Punkt P 2u A® und N (AP) die zugehorige Schmittstellenfliche, so seien als Funkiionen
der zuldssigen Menge G die Anzahlfunktion durch

(12.20) Ny (G, A%)= [ vy (P, A")p (P, G) O yan-2

R4}

die Schmiegungsfunktionen durch

1 1
: n_ L I NPT

(12.21) my, (I, A®) 27_Cflog “%p’ A””a PO y2n-2,
r

(12.22) my (y, A7) = - f log et Bt e s

PO A" ) N O YR

¥

erklinrt.

Behauptung. Das Differential

(12.23) 0 wy (W)= glwl““ E

=1

(WP | 2W”), (W [2Wz,) )
(B, [287), (W, 1287

2,0Z,

ist unabhingig von der Wahl der Darstellung Y der assoziierten Fliche W? auf IM>",
abgesehen von den Unbestimmitheitsstellen von W7, eindeutiq erklirt. Bei fester zulissiger
Menge G hat fiir jede kontravariante Polyade AP =0 mit (W®, A”)% 0 die Charakieristik

(12.24) T, (=T (G, g)=N, (G, A")+m, (I, A®)—my (y, A”)

4 Nach § 1 ist R%k der Raum der Polyaden X? der Stufe p und der Dimension k& und R%(,’g) der
Raum der Vektoren ¥ der Dimension (Z) Beide Réume sind isomorph. Bei dieser Isomorphie
entsprechen sich das innere Produkt, das skalare Produkt und die Sternoperation. Fiir das &dussere
Produkt gilt das nicht mehr. .

5 Fitir n=1 siche W [43] Kap. IV § 3 Seite 173-177.
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der p-ten assoziierten Fliche W denselben, von AP unabhingigen Wert

(12.25) T, (G):Tl:fzp(P, @) & wy (B?) 23202
G

Der Beweis wurde bereits mit Satz 8.2, Hilfssatz 2 von § 9 und Satz 9.4 er-
bracht. Nach § 9 bis § 11 gilt ausserdem:

Die Anzahlfunktion erfiilllt die Invarianzforderungen 1 bis 6 von § 3, wihrend
die Schmiegungsfunktionen und die Charakteristik nur den Invarianzforderungen 1 bis
5 geniigen. Fiihrt man eine neue Metrik (r!y), in R3* und die induzierte Metrik
(X"19)") nach (1.34) in R2* ein, bezeichnet man die beziiglich der Metrik (r|y), ge-
bildeten Ausdriicke mit einem Index (¥ und bestimmt man die nur von den Metriken

abhingige Konstante 4, nach § 1d, so folgt:

(12.26) |mP (I, A%)—m, (I, A%)| < log 2y,
(12.27) |m3> (y, A”)—m, (y, A%)|< log 4y,
(12.28) [T (@) —T, (G)| <2log 1,
(12.29) NP (G, A7)=N, (G, 4).

Ist die assoziierte Fliche W? =0 nichtkonstant, so gilt:
(12.30) 0< T, (G)< Ty (G,) fir G, <@,

Ist die assoziierte Fliche W?” nicht totaldegeneriert und ist G eine zuldssige Menge,
g g g

so ist der Quotient?®

1y, (O Al
P a
2uiia | (R, ) (82, | 987 S
(1231)  0<8,(P)= n( | T7) (W | ”)=~23L2;~l_~>);;)m—z
Zlaﬂvwz,,'l)é,,l’mp]" L2 Yo Ya2n-2
iy=

auf H — ES, abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen von W, undbhé’.ngig von der
gewihlten Darstellung 287 (P) und der uniformisierenden Abbildung « € P eindeutig als
Funktion des Punktes P erklart. Das Differential S, (P)3 9o w0 y2, o ist iiber H-E
und das Differential S, (P)&* 90 y2n-2 iber fast alle I integrierbar. Setzt man®

1 s
(12.32) = — [6(,02 (BEy2y2n-2,
n .’

g

¢ Nach IV ist H =@ - § der Kondensator der zulassigen Menge G und E = {P ; Jdy (P, Q)= 0} nH
seine kritische Menge.
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(12.33) €p (f)=;t f 3 0y (B) 0 y2n-2.
GinE
1
(12.34) @y (r)= P fSp (P)o* w0 yan-s,
FT
1
(12.35) Ay )= fﬁwz (W) 8 y2n-2,
Gy

so gilt die sphirische Darstellung

R(G)

(12.36) Ty ()= | 4, @) dt
0

und die Darstellung

R(G) R(G)
(12.37) Ty (()=a, R+ [ (R(G)—1)Q, (rdr+ [ (R(G)—r)de,(r).
0

h!
Ferner ist

t

(12.38) Ay, (W) =ap+ | @ (r)dr+e,(t).

Ist W? nicht konstant, so sind a,, @, () und A4, (!) positiv; ist W? konstant, so sind
sie Null. In 0<r<R(G) sind 4, (r) monoton und T, (G,) monoton, totalstetig und

konvex.

Setzt man
(12.39) ny (G, AP)= [ v, (P, A") 8 yzn-2,
GAN’ AP,
so ist
(12.40) N, (G, AP)= [ n, (G, A7) dt.
0

Werden die allgemeinen Voraussetzungen VI und VII auch noch gemacht, ist b der
Eichfaktor der Massbestimmung 0ys,_» und ist die p-te assoziierte Fliche W” nicht

konstant, so gilt
(12.41) my (y, A")+Tp (@)= N, (G, A)=R (@) b>0

fir jede kontravariante Polyade A” mit (W?, A”)=0. Hat die Mannigfaltigkeit 30"

ausserdem die Gesamtkapazitit € =0, so strebt



62 WILHELM STOLL

(12.42) T, (@)~ fir G—-IMN2",

und es gilt

. T,(6)
lim

=b>0.
eomzt B (G)

§ 13. Projektion

Als Beweishilfsmittel werden wie in W [43] die projizierten Flichen eingéfﬁhrt.
Satz 13.1. Projizierte Flichen.”

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W auf der komplexen Mannigfaltigkeit I>"
habe die p-te assoziierte Fliche WP. Eine kovariante Polyade A" sei gegeben. Die Menge
(A", W?] bestehe genau aus den Polyadenfunktionen [U*, WP (P, a)] fiir die W” (P, «)
eine eigentliche Darstellung von WP 4st.

Behauptung. 1. Die Menge [N, W?] ist eine meromorphe Fliche der Stufe h+ p.

2. Ist WP (P) irgendeine Darstellung von WP auf der offenen Menge M, so ist
(A", WP (P)] eine Darstellung von [A*, W”] auf M.

3. Ist W "(P) auf der offenen Menge M eine Darstellung von [A", W? (P)], so
gibt es zu jedem Punkt Pye M eine Umgebung U (Py) S M und eine Darstellung 8° (P)

von W? auf U (P,), sodass W " (P)=[A", W (P)] auf U (P,) gilt.

Beweis. Die Forderungen 1 bis 3 von Definition 3.1 sind offensichtlich erfiillt.
Daher gilt die 1. Behauptung; die 2. Behauptung ist offensichtlich ebenfalls richtig.
Ist 97 *(P) auf der offenen Menge M eine Darstellung von [U*, W”] und gehort
der Punkt P; zu M, so gibt es auf einer Umgebung U (P))S M von P, eine Dar-
stellung W2 (P) von W?. Es ist W2 " (P)=[A", W? (P)]A(P) auf U (P,), wobei die
Funktion 4 (P) in jedem Teilgebiet von U (P,) nicht identisch Null und meromorph
ist. Auf U (P,) ist W (P)=A(P)W? (P) eine Darstellung von W?; es gilt 387" (P)—
=[*, W? (P)] fiir PeU(P,), w.z. b.w.

Definition 13.1. Projizierte Fliachen.?

Die im Satz 13.1 definierte meromorphe Fliche [A", W”] heisse die Projektion der
assoziierten Fliche W7 entlang der kovarianten Polyade N*. Fiir h =0 sei [N°, WP]= W?,
fir p=0 sei [A", W?] die meromorphe Fliche der Stufe h, die durch die konstante Dar-

stellung N definiert wird. Die Darstellungen, die der Menge [A*, W?] angehiren, heissen
eigentlicke Darstellungen.

? Fir n=1 siehe W [43] Kap. IT § 7 Seite 109-112,
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Da [U", W”] eine meromorphe Fliche ist, gelten fiir sie die Sitze {iber mero-
morphe Flichen, insbesondere der 1. Hauptsatz. Ist [¥*, W?]%0, so sei T, (G, A*)
die Charakteristik von [A”, W?]. Unabhingig von der Wahl der Darstellung " (P)
von WP%0 ist
|[", B (P)]]

(13.1) I " B” (P) || = [ |57 (P)|

auf MM>", abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen von W7, eindeutig als Funktion
des Punktes P erklart, falls %" =0 ist. Ist [A", WP]=0, so seien?

1 1
(13.2) iy (I, E’Ih)=ﬁ[ log mz,—(]}malw(l), G) 2 yan-s2,
I
(13.3) i ( 9[")=iflo 1A (P, G)dy:
' P T ea ) BT gy © P e
v

Diese Integrale existieren und sind nichtnegativ. Es gilt:
Satz 13.2. Die Anderung der Charakteristik bei Projektion.

Voraussetzung. Die meromorphe Flicke W habe die p-te assoziierte Fliche W”. Die
Projektion [A", W?] von W? entlang der speziellen, kovarianten Polyade A" =[a,, ---, 6,]% 0
sei nicht totaldegeneriert und habe die Charakteristik T, (G, A™). Die Funktionen i, (I", A
und i, (y, ") seien nach (13.2) und (13.3) erklirt.

Behauptang. 1. Ist nach § 3 Satz 3.2 ff. d, (P, 0) die Vielfachheit der Nullstelle
P und d, (P, o) die Vielfachheit der Polstelle P der Darstellung W* (P) von W7, ist
dy (P, 0, A") die Vielfachheit der Nullstelle P und d, (P, oo, A") die Vielfachheit der
Polstelle P der zugehirigen Darstellung [U", ? (P)] von [AP, W?], so ist

(13.4) vy (P, ) =d, (P, 0, A")—d, (P, oo, A) —d, (P\, 0)+dy (P, o)

nichtnegativ und himgt wicht von der Wahl der Darstellung 28° (P) ab. Es ist N (A") =
={P|v, (P, A")>0} eine abgeschlossene Nullstellenfliche aus M>", der man die Viel-
fackheit v, (P, A*) zuordnen kann. ’

2. Setzt man

(13.5) N (@ W= [ 3, (P, W) p (P, @)@ y2n2=0,
Nt
so gilt

(13.6) T, (G) =Ty (G, =N, (@, A+, (I, ) — iy (, AP).
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3. Setzt man

(13.7) A, (G, U =N, (G, ™) + 7, (I, A*) =T} (G) — T (G, A) +7ii,, (, A),
so gilt

(13.8) 0<A4,.1(@, A < A, (G, A»).

4. Ist {A*'} ein Teilraum von {A*}, so gilt

(13.9) A, (G, A< 4, (G, A).
Beweis. 1. Eine Normalbasis ¢;, ---, ¢, des Raumes {%"} wird gewihlt und durch
Chi1, -, e zu einem Koordinatensystem des Raumes Ri* erginzt. Auf der offenen

Menge M, sei 3” (P) eine Darstellung von W”. Ihr ist die Darstellung [%", B” (P)]
von [A*, W?] auf M zugeordnet. Es ist

k
(13.10) W (P)= 3w, ...y (P) [6 -5 Gy fir PeM,
Hp

(13.11) [A", WP (P)]= > Wy, ...y (P) A", ¢, ---» ] fiir PEM.

hol<p<-- -<,up§k

Auf der offenen Menge OS M seien die Funktionen Az (P), Ay (P), AZ(P) Ay (P)
analytisch und mégen die folgenden Eigenschaften haben:

1. Zu jedem festen Wertesatz ganzer Zahlen uy, ..., g, mit 1<p, < <u, <k,

gibt es ein Paar in O analytischer und in jedem Punkt von O teilerfremder Funk-

,,u, ceetip

tionen fu, ..., Gp,...p, 80daSS Wy, .. 4, =

Hp
9,:, seeflp

mit 1<y, < <pp,<k haben in jedem Punkt von

in O gilt.

Hp

2. Die Funktionen f, ...,
O den grossten gemeinsamen Teiler Az (P).

3. Die Funktionen s eevtty mit 1<y, <--- <u,<k haben in jedem Punkt von
O den grossten gemeinsamen Teiler Ay (P).

4. Die Funktionen f,, ..., mit h+1<p <-- <pp<k haben in jedem Punkt von
O den grossten gemeinsamen Teiler Aj (P).

5. Die Funktionen g,,...,, mit h+1<=gy; <--<up, <k haben in jedem Punkt von

O den grossten gemeinsamen Teiler A} (£).

Es sei

_ AP Au(P).
~ AN(P) Az(P)

(13.12) D, (P)
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Lisst man 2B” (P) alle méglichen Darstellungen durchlaufen, trifft man dabei alle
moglichen Wahlen der offenen Menge O und der Funktionen Az, Ay, Az, Ay, so erhilt
man eine Menge ¥ von Ausdriicken (D, (P), 0). Es wird behauptet, dass F eine CousiNsche
Verteilung IT. Art auf " ist. Zu jedem Punkt P,e¥®" gibt es eine Umgebung O
von P, auf der eine Darstellung T? (P) von W? existiert, fiir die sich die Forderungen
1 bis 5 erfiillen lassen, sodass (D, (P), 0) € F ist. Sind (D$ (P), 0,) und (D (P), 0,) zwei
Elemente von F, so seien I8, (P), I, (P) die zugehorigen Darstellungen auf M, 20,
bzw. M,20,. Die zugehérigen grossten gemeinsamen Teiler seien AP, AW, AZY, AY®,
AP, AP, AP, AW, TIst Pye0, 00, so gibt es ein Gebiet U mit Pye U< O, N O,

auf dem es zwei in jedem Punkt von U teilerfremde analytische Funktionen f und ¢

gibt, sodass 8, (P)zg W, (P) in U gilt. In U sind daher die Funktionen

AP
_ AT
f A(Z)

*D A(l)
. Z }L . N h* _
T AR N=™ 2 N—
f AZ( )2 g A(N)’

*1)
N

(13.13) hz g AL

hz

regulir und von Null verschieden. Dasselbe gilt also auch von

DY(P)_AFVAY AP AY®_ hyhy

(13.14)

D@ (P)” ANVAD AP AY®  hohy
Ist (D, (P), O) ein Element von F, so gibt es zu jedem Punkt P,€0 ein Gebiet U
mit P,eUSO0, in dem es eine reduzierte Darstellung %8? von W?” gibt, und auf dem
die Forderungen 1 bis 5 fiir die grossten gemeinsamen Teiler A 7= A N:Afvzl, A}

erfillt sind. Dann ist Bp (P):AZ auf U analytisch. Nach (13.14) ist aber auch

(13.15) D, (P)="="-""D, (P)

auf U analytisch. Damit ist bewiesen, dass die Menge F eine Cousinsche Verteilung
auf IM2" ist. Nach Satz 3.2 ist d, (P, 0) die Vielfachheit der Nullstelle P von A,
und d, (P, o) die Vielfachheit der Nullstelle P von Ay, sowie d, (P, 0, A") die Viel-
fachheit der Nullstelle P von A7 und d, (P, o, %"*) die Vielfachheit der Nullstelle
P von A}. Nach (13.12) ist

(13.16) v (P, Ay=d, (P, 0, A*) —d, (P, o=, A") —d, (P, 0) +d, (P, =)

die Vielfachheit der Nullstelle P der Cousinschen Verteilung F. Also ist », (P, %*)>0
und hingt nicht von der Wahl der Darstellung ab. Die Cousinsche Verteilung I hat
die abgeschlossene Nullstellenfliiche 3¢ (U")={P |, (P, A*)>0} mit der Vielfachheit
7, (P, A*). Damit ist die 1. Behauptung hewiesen.

5— 543808. dcta Mathematica. 92. Imprimé le 30 décembre 1954,
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-

2. Zum Koordinatensystem c,, ..., ¢ werde das duale Koordinatensystem 7,, ..., Vi

bestimmt. Der kontravariante Polyade

(1317) AD%h: Z a/l..../lp [:};1’ ey ?h) ?/«,7 ey :);yp]

h+l=py~< .- <ppSL‘
ist die kontravariante Polyade

(13.18) A" = S PR [ N

h+l=spy< .- <‘upSL'

eineindeutig zugeordnet. Ist 28" (P) eine Darstellung von W? auf der offenen Menge

M, so gilt wegen

(13.19) A" =A™ [cy, .-, €al
gemiss den Gleichungen (13.10), (13.11), (13.17) und (13.18) die Beziehung
(13.20) ([A", W? (P)], A”*")=]|A"| S Wity %ty = | AT | (BB (P), A”).

hHl=p~< - <ypsk

Da eine Koordinate von [%”, 98” (P)] in keinem Teilgebiet von M identisch ver-
schwindet, kann man A”*" so wihlen, dass (13.20) mit (" (P), 4?)=0 in jedem
Teilgebiet von M gilt. Ist v, (P, A?) die Schnittzahl in P von W® zu A° und
v (P, AP7", A") die Schnittzahl in P von [A", WP] zu A”*", so folgt aus (13.20)

und Satz 3.3 die Gleichung
Vpsn (P, AP, WY+ d, (P, 0, UMY —d, (P, oo, A"y =
=Vp (P, Ap)+dp (P> O)_ﬂdp (P: OC):

(13.21)

was mit (13.16) dann
(13.22) Voin (P, AP W)=y, (P, A7) — 5 (P, A"
ergibt. Ist 3 (A”") die Schnittstellenfliche zu A” " beziiglich [2A*, W?] und ist N (4?)

die Schnittstellenfliche zu A” beziiglich W?, so ist I (47)=N (A?*")u N (A*). Fiir
die zugehorigen Anzahlfunktionen gilt

(13.23) Ny n (G, AP, A= N, (G, A7) - N, (@, A).
Die Schmiegungsfunktionen zu 4”** von [A" W*] sind

. 1 WA | APt
Mp . (F, Ap+h, 9[”):—‘ E [ lOg }E[\bsp‘—"“q[h]‘ ‘Apvm)}é‘l 1/)87_27L~2:
}1 3 v >

. o
(13.24) :i/ IR 11 % o PO
2= ) o8 [, ) [[ar|” ¥Oren e
r

=m, (I, A7) — i, (I, A*),
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(13.25) mpn (y, A7, Ay =m, (y, AP) =i, (y, AM).
Nach dem 1. Hauptsatz ist
(13.26) T, (G, ) =Ny, n (G, A", W)ty n (I, A7, U ~mpn (y, A7, UM,
(13.27) T, () =N, (G, A")+m, (I, A")—m, (y, AP).

Mit (13.23) bis (13.25) folgt durch Subtraktion aus (13.26) und (13.27) die Gleichung
(13.6), womit die 2. Behauptung bewiesen ist.

3. Aus [U", WP1%0 folgt A", WP~']=0. Ist tv(P) eine Darstellung der mero-
morphen Fliche W auf M und ist die Abbildung a€P mit U, N M =U=+=0 beliebig
gewihlt, so selen 6”7 (P, «) und W’ (P, «) die zugehdrigen eigentlichen Darstellungen
von WP ' bzw. W? auf U. Nach (1.49) ist

(13.28) |27 (P, o) : AP || || W (P, o) : A" ],
also

(13.29) 0 <. (I, A <, (I, AM),
(13.30) 0 <#ip_1 (y, A™) <y (p, AM).

Ist die offene Menge O< U hinreichend klein gewihlt, so kann man zu ihr die
Funktionen Az (P), Ax(P), AZ(P), AY(P) und D, (P) gemiss den Forderungen 1
bis 5 zu W und entsprechend die Funktionen Az (P), Ay(P), A} (P), Ay (P) und

D, ;(P) zu W' bestimmen. Es sind

o AN o
13.31 Wyt SV, W= 2V g
(13.31) e AZI”
(13.32) qar+n-1— BN g g1y qpeh = DV g 9]
A} Az

reduzierte Darstellungen auf 0. Auf O gilt
|%pl|[91h '\D]H%v 1| |2}3{;+h71'~ _
Dv 1<P IR IR S I R RO ]

[REEEH IR AR S
IR BPUE U

(13.33)

Mit (13.28) folgt

(13.34) r b (P) | _|W0] | WE"~1)
D, (2)| = [ |
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D,, (P)
D, . (P}
sie ist also analytisch in 0. Da die offenen Mengen O die Mannigfaltigkeit 9¢*" iiber-

decken, ist

Also wird die meromorphe Funktion auf keiner Nullstellenfliche unendlich,

(13.35) vy (P, )<, (P, AM),
also
(13.36) 0<N,.. (G, A <N, (G, A").

Aus (13.29), (13.36) und (13.7) folgt (13.8). Die 3. Behauptung ist bewiesen.

4. Ist der Raum {%"~'} im Raum {A"} gelegen, so gilt bei geeigneter Wahl der
Normalbasis ¢, ..., ¢, von {*} die Beziehung

(13.37) W t=|A ey vons aall, W=y, ..., €4l

Ist W*® eine Darstellung der assoziierten Fliche W? auf M, so gilt

(13.38) [ - W7 < A WP
also

(13.39) 0 <, (I, ANy <, (I, AL),
(13.40) 0 <9, (y, AN <7, (v, AM).

Ist O eine hinreichend kleine, offene Teilmenge von M, so kann man zu ihr die
Funktionen Az (P), Ay (P) zu T?, die Funktionen A (P), Ay (P). D, (P) zu [A", W*]
und die Funktionen A} (P), Ay (P), D, (P) zu [0 1, W?] bestimmen. Es sind

~ P t AN P )
8 ()= TG W), W B = e, e )
(13.41) Cne
3@

(2", B (P)
A !

reduzierte Darstellungen auf 0. Dort gilt

D, (B)| |35 (P |12, 9 (2)] |37 ()] [P
D Y RG Ty
(13.42) D, (P)| W (P)| [ (Pl R P)II[QI W’ (P)]]
el e ) s
l?[ okt e p)” [Q8 7

Wegen (13.38) folgt

(13.43)
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Also wird die meromorphe Funktion M auf keiner Nullstellenfliiche unendlich, ist
D

also analytisch in 0. Da die offenen Mengen O die Mannigfaltigkeit M*" iiber-

decken, ist

(13.44) vy (P, U Yy <3, (P, AP,
also

(13.45) 0<N, (@G, A H<N, (@, A").

Aus (13.39), (13.45) und (13.7) folgt (13.9), w.z.b. w.
Die Differenz T, (G)— T, (G, A") wichst also, wenn man das unbedeutende ,,Rest-
glied* 7, (y, A*) hinzufiigt, monoton in p und h.

§ 14. Die Funktion 1 (G)

Hilfssatz 1. Ist die Funktion | auf der offenen Menge U meromorph, enthilt U die
kompalkte Menge K und ist G eine zuldssige Menge, so ist das Differential log | f|0* w@yan-»
dber y N K und I'nN K integrierbar.

Beweis. Nach Satz 5.5 und (5.60) ist log |f[&* 2 y2n_oliber die kompakte Teil-
menge yNK der 2n—1 dimensionalen, orientierten Teilmannigfaltigkeit y von 9*"
integrierbar. Zu jedem Punkt Poe K N Rd G wihlt man eine offene Umgebung V von
P, mit V< U —v. Die Funktion A (P) mit 0<2 (P) <1 sei auf IM>" stetigdifferenzierbar
und ausserhalb V identisch Null. Es ist H=G —g. Die ganzen Zahlen m <0 und

M >0 werden beliebig gewdhlt. Man setzt
(14.1) Hp u={P|m<A(P)log|f|<M}nH,

A(P) log |f| fiir m<2A(P)log |f|<M,

m fiir 4 (P) log |f|<m,
(14.2) Pm, =3 )

l.M fir 2(P) log |f|= M,

0 fir P¢U.

Die Funktion g, 5 ist auf I*" stetig und erfiillt dort nach Hilfssatz 1 aus § 6 eine
Lipscurrz-Bedingung. Wegen

(14.3) [ o{alog |t} et poysn o= [0@nue* poysn s
VNHy, o H

ist O@m @ 9Oyan-2 Uber H integrierbar. Da ¢, » auf y identisch Null ist, folgt
mit (14.3) aus Satz 6.1 die Gleichung
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(14.4) [Pmud  poyenc= [ 2{dlog|fl}o peyzn e
r

VnHm’ H
Da 2{Alog |f]} & ¢8y2n.2 iiber V N H integrierbar ist, folgt

(14.5) W Nm [ @m @ poxyene= | 8{1log |}]} 8 9p8yzn_o.
m—>-00 M3 VaH

Da &' 9dyan-» lings I" eine positive Dichte hat, erhdlt man aus (14.5) gemiss § 2 (5)
10° die Integrierbarkeit von A (P)log|f|* 9 dy2n-2 iiber I' 0 V. Mittels einer DIEUDONNE-
Zerlegung von K N Rd G sieht man, dass das Differential log |f|&* 9@ y2,.2 itber I'N K
integrierbar ist, w.z. b. w.

Eine meromorphe Dichte X der Stufe »n auf der offenen Menze M ist eine Funk-
tion X=X(P,a) der Abbildung x€® und des Punktes Pe M 0 U,, die bei fester
Abbildung « (3) auf M n U, meromorph ist, und die sich beim Ubergang zur Abbildung

B () eP gemiss

_1 -
(14.6) X (P, 0)=X (P, ’3)@;3;—(6) fir PeM 0 Uy nUp

mit 3=o ' (P) transformiert. Ist X auf keinem Teilgebiet von M identisch Null, so
hat die Vielfachheit v (P,, 0) der Nullstelle P, von X (P, a) fiir jede Abbildung a €
mit P,eU, nach (14.6) denselben Wert. Es ist N (0)={P|» (P, 0)>0} eine in M
abgeschlossene Nullstellenfliche. Dasselbe gilt fiir die Vielfachheit v (P,, oo} der Pol-
stelle P, von X (P, ). Es ist N(co)={P|v (P, oo)>0} eine in M abgeschlossene
Nullstellenflidche.

Fir den 2. Hauptsatz ist nun die Funktion % (@), die im folgenden Satz ein-

gefithrt wird, von Bedeutung.
Satz 14.1. Die Funktion 7 ()8

Voraussetzung. Die Dichte X der Stufe n sei in keinem Teilgebiet der zuldssigen
Menge G identisch Null und auf einer G umfassenden offenen Menge meromorph. Die
Vielfachheit der Nullstelle P wvon X ser v (P, 0) und N (0) die zugehdrige Nullstellen-
fliche; die Vielfachheit der Polstelle P von X sei v (P, o) und N (o0) die zugehdrige
Polstellenfliche. Es werde v(P)=7v (P, 0)—v(P, 0) und N=N(0)UN (o) gesetat.
Es sei

(14.7) NG X)= [v(P)y(P, ) Oyzn 2

s

8 Fir n=1 sieche W [43] Kap. IV § 5 Seite 186-189.
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Auf H werde die Dichte A durch

(14.8) A=A(P, o, G Z Ay (P, &) Yz, Y3,

=1
definiert, wobei auf y U I fiir die Funktionen Ye, die Randuwerte, die man bei Anndherung
aus H erhilt, zu nehmen sind.

Behauptung.. 1. Durch DA(_' wird auf H—N eine eindeutige Funktion erklirt, die
nicht von der Wahl der Abbildung o €P abhingt, und deren Logarithmus iiber I'Ny
integrierbar ist.

2. Es ust

1 A 1
(149) ’I’](G)= 4;7; ‘/f log méal y)ain‘g r f allan2n-2+N(G, X)
r Y

unabhiingig von der Wahl der auf G meromorphen Dichte X.

Beweis. 1. Als Quotient zweier Dichten der Stufe 2n ist ; eine eindeutige

IX XP
Funktion des Punktes PeH —9 und hiangt nicht von der Abbildung a €R ab. Zu
jedem Punkt PjeRd (G wihlt man eine Abbildung o ¢ B mit P, € U, und eine offene,
beschriinkte Umgebung V von P, mit ¥V < U, Nach Hilfssatz 1 ist

IOgiX(P |23 'l/)a/f)n -2

itber ¥ n I" integrierbar. Da > a,, (P, «) X, X, firr jeden Punkt P eV eine positiv
u,ov=1
definite HeErMITEsche Form ist, gilt dort

(1410) 4:61 Z |x,u l2< z Auy (P O'-))( XV 462 Z let‘

pn=1 mv=1 n=1

n
mit positiven Konstanten ¢, und c¢,. Setzt man }|grad y|= VZI‘%,, %, so ist

(14.11) ¢ |grad p P < A (P, a, G)<c,|grad

fir PeH nV. Da das Differential dy auf H stetig ist, ist A auf ¥ n H beschrinkt.
Mit einer Konstanten ¢;>0 gilt daher

(14.12) llog A(P, o, G)|<c, A% fir PeV nH.

Es sei & das euklidische Oberflichenelement von o« ' (I'nN V)=1I". Lings I" be-
steht nach (4.31) die Beziehung
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ow
14.1 = .
( 3) 6"‘1/)3X2n 2 ”'Z_ ayy'/)z,‘Wz,Igrade
Aus (14.11), (14.12) und (14.13) folgt
(14.14) |log A|&*ypoyzn- P T

Ve,

DaAauf VNH stetig ist, und da I" ein endliches CARATHEODORY-Mass hat, ist A%E)w,
also auch log A3 pdyz. » Giber I, das heisst iiber I’V integrierbar. Da endlich
viele der offenen Mengen V den Rand von @ iiberdecken, ist log I—XA?altpaxzn_g iiber
I' integrierbar. Ebenso zeigt man, dass dieses Differential iiber y integrierbar ist.
Die 1. Behauptung ist bewiesen.

2. Ist X eine zweite Dichte mit den entsprechenden Grossen v (P), % N (@G, X)

so gilt nach der JEnsENschen Formel

. - -
(14.15) — ’-logLXlalyyaxzn;g—é};J‘log}i}@lwaxn =N (G, X)— N (@G, X).
r

27w | X|
¥
A . o .
Da IXF und [XF Funktionen des Punktes P €H sind, gilt
1 A 1 A
E flOgIXlzaJ"lpaxgn_g—H {loglxlza ’l/}@/gn 2 N(G, X):
(14.16) T 7
' 1 A 1
:4—;' lOgI).(.Fa'L’lpaAzn 2 ;—‘ 8 ‘l/)a/gn 2+N(G X)
r ¥

Daher hingt % (G) nicht von der Wahl der Dichte X ab, w.z.b. w.

Wire A=|Y|* und Y eine meromorphe Dichte, so wire nach der JENsENschen
Formel 7 (@)=N (G, Y) das Mass der Nullstellen von A also der Nullstellen von 2.
Nun ist zwar, wenigstens fiir n>1, A nicht Betragsquadrat einer meromorphen Dichte,
aber man kann doch auf Grund dieser Analogie 7 (@) noch als ein ,Mass* der Null-
stellen von &4, das heisst der kritischen Menge E ={P|dy=0} n H des Kondensators

H ansehen.

§ 15. Die Differenzenformel

Wie bei n=1 wird nun eine sogenannte Differenzenformel bewiesen, die fiir den
zweiten Hauptsatz von grundlegender Bedeutung ist. Zunichst werden einige Vor-

bereitungen getroffen.
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Hilfssatz 1.> Das dussere Produkt der Polyaden U”, B wurde mit [A”, B?] be-

k
weichnet. Fasst man A° und G aber als Vekioren des Raumes B*() auf, so werde thr
dusseres Produkt mit {0, €%} bezeichnet. Fiir u=p—1, p, p+1 sei X =[1g, ¥y, ..., Lu-1]

und 2)’, = [x07 xl, cre ED—Z, Ep]-
Dann gilt die algebraische Identitit

(a;"p 3,317) (Eﬂ ,2’)1’)
Q7% (9719

(151) pr_ll leﬂrll:l{l"ﬂ, @D}F —

Satz 15.1. Stationdrer Index.10

VYoraussetzung. Die wmeromorphe Fliche W habe auf der offenen Menge M die
Darstellung w0 (P). Fir u=p—1, p, p+1 sei BW* (P, a) die zu 0 (P) und zur Abbildung
« € gehorige eigentliche Darstellung der wu-ten assoziierten Fliche W*. Es sei W™!
nicht totaldegeneriert. Die Vielfachheit der Nullstelle P der Darstellung 8" (P, o) set
d, (P, 0), die der Polstelle P sei d, (P, o). Es sei d, (P)=d, (P, 0)—d, (P, o).

Behauptung. Auf M>" wird v, (P)—1 durch

(15.2) v (P)—1=dy_1(P)~2dy (P) +dpsy (P) 20

unabhingig von der Wahl der Darstellung o (P) von W eindeutig und nichtnegativ er-
klirt. Die Menge B,={P|v, (P)>1} ist eine abgeschlossene Nullstellenfliche aus ",
der man die Vielfachheit v, (P)—1 zuordnen kann.

Beweis. Die Menge F bestehe aus den Ausdriicken (f, O), die sich so bestimmen:

1. Auf der offenen Menge O gibt es eine Darstellung v (P) von W. Fiir eine
Abbildung o € P sei O< U,. Die zugehirige eigentliche Darstellung von W* auf O sei

(15.3) W (P, a) = s Way ooy (B @) [€1r oo €4, ] -
1< <py <k
2. Zu jedem Wertesatz ganzer Zahlen w, yy, ..., gy mit p—1=<u=<p-+1 und
I=p, < <py<k gibt es zwei Funktionen f,, ... . und g,....,, die in jedem Punkt
von O analytisch und teilerfremd sind, und fir die w,...,, = fo - in O gilt.
[/ TR

3. Fir jede feste Zahl w mit p—1<u<p+1 seien auf O analytische Funk-
tionen A% (P) und AY (P) gegeben. Es sei A% (P) grosster gemeinsamer Teiler aller

Funktionen f, ..., mit 1<y <. <p,<k und A% (P) grésster gemeinsamer Teiler

Uu

aller Funktionen g,,...,, mit 1<y, < <u,<k.

® Der Hilfssatz ist in W [43] Kap. III § 5 Seite 143-144 bewiesen.
10 Fiir n=1 sieche W [43] Kap. I § 7 Seite 41-45.
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4. In O ist
A (P {AX(P)}? AR (P)

(15.4) f(P)= A% 1(P) {Apé (P)}2 A1 (P) '

Nun wird behauptet, dass F eine Cousinsche Verteilung auf M2" ist. Fir «u=p—1,
p, p+1 sind
A% (P) .
15.5 W (P) = W (P,

reduzierte Darstellungen. Nach Hilfssatz 1 und (15.4) gilt
oy e (e,
|987 | [ [F [T | oy [ [ [P
|27 2| (WP, AW} | [ {2, Wry|
RiCE FPI A iU el DU | RV

(15.6)

Die in O meromorphe Funktion f wird nach (15.6) auf keinem Flichenelement un-
endlich, ist also in O analytisch. Ist (f, 0) ein zweites Element von F mit O n 0+ 0,
so seien 1, &, W (P, @) Wy,...u, fireiuiys Gy ooy, A%, AY entsprechend zu (f, 0) ge-
bildet. Es gibt eine Funktion A (P), die in jedem Teilgebiet von O N 0 nicht identisch

Null und meromorph ist, sodass

(15.7) w(P)=A(P)w(P) fir PeOnO

gilt. Wird @ (P)= gé;%a(s—) mit 3=o ' (P) fiir PeO N0 gesetzt, so folgt aus (12.18)
die Gleichung 3

(15.8) W (P, o) =A* (P) {® (P)}+@-DW* (P, 5) fiir Pe0OnO.

Also sind die Funktionen

(15.9) he (P)=2* (P) AZ(P)AR(P)
A% (P) A% (P)

auf ON 0 analytisch und von Null verschieden. In On 0 ist

f(P) _ AY{AR) AR AL {ARE ALY
FP) AR (AR AR Az {ARP Ay
AT B A
a hl’—l }*”}Lp-:—l B
_

hy1hy

(15.10)
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analytisch und nicht Null. Zu jedem Punkt P,e¥*" gibt es eine offene Umgebung
O von P, fir die sich die Forderungen 1 bis 4 erfilllen lassen; also gibt es ein
Element (f, O) von F wmit Pye0. Damit ist gezeigt, dass F' eine Cousinsche Ver-
teilung, ist. Nach Satz 3.2 und (15.4) ist

(15.11) 0y (P) = 1=dp_1 (P) — 2d, (P)+dp.r (P) =0

die Vielfachheit ihrer Nullstelle P und 8,={P|v,(P)> 1} ihre Nullstellenfliche. Daher
ist v,(P)—1 nichtnegativ, unabhéingig von der Wahl der Darstellung v (P) von W
und der Abbildung « €% und kann der abgeschlossenen Nullstellenfliche %, als Viel-

fachheit zugeordnet werden w.z.b.w.
&

Definition 15.1. Stationirer Index.1®
Die Bezeichnungen werden wie in Satz 15.1 gewdihlt. Dann heisse v, (P) der p-te sta-

tiondre Index des Punktes P zur meromorphen Fliche W. Es sei B, die p-le stationdre
Indexfliche und

(15.12) Vo(@ = [(0,(P)= 1) (P, §)22n 2

By

thre Anzahlfunktion.

Satz 15.2. Die Funktion Q,(I").1

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W habe auf der offenen Menge M die
Darstellung v (P). Fiir u=p—1, p, p+1 se1 W" (P, «) die zur Darstellung 10 (P) und
zur Abbildung a€B gehirige eigentliche Darstellung der u-ten assoziierten Fliche W*.
Es sei WP*' nicht totaldegeneriert. Die Dichte A sei durch (14.8) erklirt. Es sei G
eine zuldssige Menge und E die kritische Menge des Kondensators H=G —g.

Behauptung. Abgesehen wvon den Unbestimmtheitsstellen von W?P ist unabhdngig
von der Wahl der Darstellung Yo (P) und der Abbildung o« € die Funktion

|%p~l (P, oc) |2 |§IBD+1 (P, OL) |2
| B2 (P, &) |*A(P, o, @)

als Funktion des Punktes PeH —E erklirt. Die Integrale

(15.13) 8,=8,(P)=8,(P, §)=2

1
(15.14) Q,()= Zy;flog S, (P, Gyt wOyan_2,
r
1
(16.15) Q,() = Z,;flog 8, (P, @) 3 pdyan-s
existieren. ’

1 Fir n=1 siche W [43] Kap. IV § 5 Seite 187 und Kap. III § 1 Seite 123.
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Beweis. Ist (P) eine zweite Darstellang von W auf M, ist &a€'P eine zweite
Abbildung, sind 9@ (P, &) die zugehérigen eigentlichen Darstellungen auf M n Uj, ist

. S -1
N=MnU,nNMnU; + O und wird @(P)=€a—5——:(8) mit 3=a " (P) fiir PeN gesetzt,

so gibt es eine Funktion A(P), die in jedem Teilgebiet von N nicht identisch Null
und meromorph ist, sodass in N die Gleichungen (15.7) und (15.8) gelten. Wegen

(15.16) AP, o, Y=|D(P)PaA(P,,G) fir PeN
folgt aus (15.8) die Gleichheit

WP-1(P) l2l§8p+] (P) |2 :2|§B”‘1 (P) Izlg@pn(P) ]z

(15.17) S,(P)=2] -
| B (P)[*A (P, «, &) W (PP AP, &, @)

fireP e N.

Ist TW? eine in U reduzierte Darstellung von W?, so ist

(W2, Bey|® | (B, W}

(15.18) S, (P)=2 . [WIFA

nach Hilfssatz 1. Gemiss (15.17) und (15.18) ist AS?;, (P) unabhiingig von der Darstel-
lung w(P) und der Abbildung o auf H —E bis auf die Unbestimmtheitsstellen von
W?* erklirt.

Da WP, also auch W?” und WP”!, nicht total degeneriert ist, gibt es kon-
travariante Polyaden A”!, A7, A**' mit (4”7, WP ')=%0, (4°, W")=0 wund
(A?*}, WP*1)£0. Gemiss (15.8) ist
(4771, WP, ) (477, B (P, &)

(15.19) X (P, o)= (47, W (P, o))

%0

eine meromorphe Dichte der Stufe n auf M?*”. Nach (15.17), (15.19) und (1.45) gilt

1 1
=1log 2+1log i1 — 2 108 om0
(15.20 1o 54 log 108 e, )~ %, 7
~ 2 p-1 P+l
iy 1og [P 1og 14771147

+10g” A (47

Daher existieren nach Satz 14.1 die Integrale Q,(I") und 2,(y), w.z.b.w.
Diese Integrale haben den Wert

|47 |47 . »
_QI,(F)=%]0g 2~10g —*W +m,,‘,1(11, AP )—2m,,(1“, APy +

m ‘(l' 4D+1) 1 J‘l g A o) a 5 R
o T 47 . |XI2 vanTs

r
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IAD—IHADJrl'

Qp(y)=4%log 2—log |A"I2

+mp71 ()’, Ap-l) - 2mp (7’; Ap) +
(15.22)

1 A
+m,,+1(y, Apfl) - Zj_tf log |X—l261waxzn-2.

¥
Ist d,(P) die Vielfachheit der Nullstelle P weniger der Vielfachheit der Polstelle P
der Darstellung I8* (P, «), ist v, (P, A*) die Schnittzahl in P von W* zu A" und
v, (P) der p-te stationire Index, so wird nach (15.19) und (15.2) die Vielfachheit
der Nullstelle P weniger der Vielfachheit der Polstelle P von X durch

{vo-1(P, A7) +dp s (P)}—2{vp (P, A”)+dy(P)} +{vp1 (P, A7) +dpi1 (P)} =

(15.23)
=v, 1 (P, AP~ 20, (P, A®) +vpu (P, AP )+ 0, (P)— 1

gegeben. Aus (15.23), (15.12) und (14.9) folgt
1 A 1 A
=-— | log = &t g — - T Ot 2n
1 (G) MJ 8 [x[p o ¥Izn-s Mfloglxlza Yogzn-2t
Ir
(15.24) Y
+ N, (G, A1) ~2N, (G, A®)+ N1 (G, AP+ V,(G).
Die Gleichungen (15.21), (15.22), (15.24) und der 1. Hauptsatz ergeben
(15.25) Vo @)+ Tpo1(G) =275 () + Tpa () =2, (') = 2, () + 1 (G).
Dies ist die gesuchte Differenzenformel. Es gilt

Satz 15.3. Die Differenzenformel.l?

Voraussetzung. Auf der Mannigfaltigkeit IM>" seien die allgemeinen Voraussetzungen
I Il aus § 4, III, IV, V aus § 7 und VIII aus § 12 erfiilli. Die meromorphe Fliiche
W habe die assoziierten Flichen WP, W? und WP =£0, deren Charakteristiken nach
(12.25) definiert seten. Die Anzahlfunktion der p-ten stationdren Indexfliche sei nach
(15.12) erklirt. Die Funktionen Q,(I') und 2,(y) seien durch (15.14) und (15.15)
gegeben. Die Funktion n(G) sei nach (14.9) eingefiihrt.

Behauptung. Fiir jede zuliissige Menge G gilt

(15.26) VolG) +Tp 1 (@) = 2T5(G) + Tp1 (@) = 2, (I') = 2, (y) + 7 (G).

12 Zu diesemn Satz im Falle n=1 und seinem vorhergehenden Beweis vergleiche man W [43]
Kap. IV § 5 Seite 184-187 und Kap. III § 1 Seite 123-124.
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In W {43] wird die Differenzenformel als 2. Hauptsatz (im Sinne von H. WEYL)
bezeichnet. Sie ist aber noch keineswegs mit dem 2. Hauptsatz im Sinne von R.
NEvaNLINNA identisch, sondern gibt nur einen Teil davon. Zum zweiten Hauptsatz
muss noch das. ,,Restglied“ Q,(I") nach oben abgeschitzt werden, was wie in W [43]
durch die sogenannte Hauptdefektrelation geschehen wird. Ausserdem hidngt die Dif-
ferenzenformel noch wesentlich vom Richtungsfeld ¢ B, _; ab. Diese Abhingigkeit wird
im 2. Hauptsatz (im Sinne von R. NEvVANLINNA) fast ganz beseitigt werden konnen.
Allerdings muss dazu noch eine weitere Voraussetzung (IX in § 19) gemacht werden,
die, wie ausdriicklich vermerkt sei, fiir die Differenzenformel nocht nicht erforder-
lich ist.

§ 16. Der Grenziibergang G —MN*"

In diesem Paragraphen sollen alle Sitze und Definitionen, die sich auf den
Grenziibergang G—>IN*" beziehen, zusammengestellt werden, auch soweit dies bereits in
§ 11 geschehen ist. Diese Sitze und Definitionen sind eine wortliche Ubertragung vom
Falle einer Verinderlichen auf den Fall mehrerer Veridnderlichen. Fir die Beweise

kann daher auf W [43] verwiesen werden.

Definition 16.1. Vollstindiges System zulédssiger Mengen.!3

Eine Menge & zulissiger Mengen G heisse vollstindig, wenn gilt:

1. Mit G gehoren auch fast alle Mengen G, mit 0<r<R(G) zu &.

2. Zu jeder kompakten Menge K gibt es eine zulissige Menge Ge® mit K<G.
In § 11 wurde bereits die allgemeine Voraussetzung VII gemacht:

VII. Ausschépfung. Zu jeder kompakten Meﬁge K der Mannigfaltigkeit IME" gebe es
eine zulissige Menge G> K. Die Menge aller zulissigen Mengen set .

Diese Voraussetzung besagt dasselbe wie

VII'. Aussehopfung. Die Menge &, aller zulissigen Mengen sei ein vollstindiges System
zuldissiger Mengen,

Nun werde ein beliebiges vollstindiges System & gewihlt und festgehalten.

Definition 16.2. Der Grenziibergang G->i*".14
Es sei & ein vollstindiges System zulissiger Mengen.
1. Die Funktion f(G) sei fiir alle zulissigen Mengen G€® erklirt, die die kompakte
Menge K, enthalten. Es sei

(16.1) a= lim f(G) (beziiglich &),

G-, "

13 Siehe W [43] Kap. IV § 7 Seite 200.
14 Siehe W [43] Kap. IV § 6 Seite 190.
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das heisst, es strebe f(G)—a fir G—>IN2" (beziiglich &), wenn es zu jedem £>0 eine
kompakte Menge K.2 K, gibt, sodass |f(G)—a|<e fir alle Ge® mit G K, gilt.

Entsprechend erklirt man lim f(G)=co und lim f(G)= — co.
G G->m2"

2. Die Funktion f(G) ser fir alle zulissigen Mengen Ge€® erklirt, die die kompakte
Meéenge K, enthalten. Es ist
(16.2) a= lim {(@),
G-m2"
wenn es 2w jedem &£>0 eine kompakle Menge K.2 K, gibt, sodass f(G)<a+¢ fir
alle Ge® mit oK, und f(G)>a-—¢ fir esn Ge® mit G>K, gilt. Entsprechend
erklirt man lim (@)= co und lim f(G)= — co. Bs sei lim f(G)= — lim {—f(G)}.

G->Mm2™ G-m2™ G-m2" G2 "

3. Ist die Funktion h(Q) fir alle zulissigen Mengen G €® mit G > K, erklirt, so werde
mit O (h(G)) fir G—>IE" (beziiglich ®) jede Funktion f(G) bezeichnet, zu der es
eine Konstante C'=C; und eine kompakie Menge K2 K, gibt, sodass | f(G)| < C|h(G)|
fir alle zulissigen Mengen G€® mit G2 K, gilt. Haben dabei C; und K; fiir alle
Funktionen f einer Menge & denselben Wert, so gilt [(G)=0 (h(Q@)) auf F gleich-
miisstg. Mit o(h(G)) fiir G—>IME" (beziiglich &) werde jede Funktion f(G) bezeichnet,
fiir die gilt: Zu jedem e>0 gibt es eine kompakie Menge K,(f)=2 K,, sodass | {(G)|
<e|h(G)| fir alle Ge® mit G> K, (f) gilt. Hingt dabei K, (f) fiir alle Funktionen
f der Menge § nicht von f ab, so gilt {(G)=o(h (@) auf F gleickmdssig.

Nach Definition 11.1 und Satz 11.2 ist die Gesamtkapazitit's

(16.3) €= fin 0(@)= lim C(G)<oo  (beziiglich &)

Ge® G- "

und die Gesamispannungtt

1
. 1 .
(16.4) J= fin R(®)= lim R(@)=1C fir €>0
Ge &, G2 .
Ge® oo fiir €=0.

Beide sind nach ihrer Definition unabhingig von der Wahl des vollstindigen Sy-
stems &. Wie in W [43] werden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt.

Definition 16.3. Die Bézeichnung (0).28

Die Funktion s{(Q) sei fiir alle zuldssigen Mengen G€® erklirt, die die kompakie
Menge K, enthalten. Gilt

o(1) fir >0

o(R(@) fir €=0 fiir G=>IM", B,

(16.5) $(G) = {
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(16.6) $(G) = (0) (beziiglich ).
Entsprechend wird s(G) < (o) erklari.

Definition 16.4. Die Bezeichnung wp(#).1?
Die Funktionen f(Q) und h(G) seien fiir alle zulissigen Mengen G€® erklirt. Gilt mit
etner Konstanten B die Abschitzung

R(G)

(16.7) 1+ R(@+ [{R(@) -1}/ Ndr< BR(G)
1)

fiir alle G€®, die die kompakte Menge K enthalten, so sei
(16.8) £(6) = ws ().

Es sei wy (k) = w (h).
Hieriiber gilt der Satz:

Satz 16.1. Abschitzungen.16
1. Ist f,=wp(k), ist [,(G)<[,(G) fiir alle Ge® und ist f,(G;) in 0<r =< RB(G) messbar,
s0 gilt f,=wg (h).
2. Ist die Konstante C' posttiv, ist f=wp(h), so gilt f+C = wj(h) mit B=Be°.

m m
3. Sind die Konstanten o, mit 3 o,=1 positiv und ist fu=ws, (k) so folgt Z1Q”f":
u=1 u=

=w( 2 0uB.h).
p=1

Der Begriff der ,,meisten* zulidssigen Mengen @ wird wie in W [43] eingefiihrt:

Definition 16.5. Die ,,meisten‘‘ zuldssigen Mengen G.V7
Die messbare Funktion A (r) > 0 definiere ein 1-Mass, wenn gilt:

1. In 0<r<J ist A(r) messbar, wobei J die Gesamispannung ist.
J r

2. Das Integral f A(r) dr divergiert. Das Integral _f A(r) dr existiert filr 0 <r<J.
0 i)

3. Fiir jede Konstante ¢ mit 0 =< ¢ <1 strebt fl(r) dr—co fiir r—J.

or

Die Funktionen fi(G) seien fiir alle zulissigen Mengen G€® erklirt, die die kompakte
Menge K, umfassen. Fiir die ,;meisten’ zuliissigen Mengen G €& gelten die Ungleichungen
[i(G) <0, in Zeichen

(16.9) |#:(&)<0 oder auch ji}:(G,)<0,

15 Siehe W [43] Kap. IV § 7 Seite 196.
16 Siehe W [43] Kap. V § 10 Seite 253.
17 Siche W [43] Kap. 1V § 7 Seite 196—200.
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wenn es eine Zahl M >0 und eine kompakte Menge K gibt, so dass fiir jede zuldssige Menge
Ge® und jede Menge G, > K die Ungleichungen
(16.10) fi(G)<0
in 0<r=<R(G) hichstens mil Ausnahme einer messbaren Menge © =1 (G) gelten, fiir die
fl(r) dr< M ist.

’ >Der Begriff der ,meisten zuldssigen Mengen & hingt also noch von der Wahl
des A-Masses und des vollstindigen Systems & ab. Es gilt
Satz 16.2 Eine Abschitzung.l?
Yoraussetzung. Es sei f=wg(h). Die Zahlen x> 1 und d seien beliebig gewdihlt.
Behauptung. Fiir die ,;meisten’ zulissigen Mengen G € gilt
(16.11) 17(Gr) < 2® Yog R(Gy)+ (14 %) log A(r) +d

Die in Definition 16.5 erwdhnte Konstante M kann dabet als

1
(1612) M= 2 é;i (x*log B-d)
%—1

gewdhlt werden.
Gilt ||fi(®)<0 fiir i=1,..., m einzeln, so auch gemeinsam. Diese Ungleichungen

[[f/(G)<0 erlauben noch eine Aussage iiber den Grenziibergang G—>IM*" zu machen:

Satz 16.3. Der Grenziibergang G—I>" und die ,,meisten” G €@®.Y"

Voraussetzung. Fiir die ,meisten’ zuldssigen Mengen Ge® und i=1,..., m gelten
die Abschitzungen || f;(G)<0. Es sei &* die Menge aller zulissigen Mengen G €®,. fiir die
die Ungleichungen f;(G) <0 gelten.

Behauptung. 1. Es gibt Zahlen M und 0, mit 0< 8, <1, eine kompakte Menge K,

und zu jeder zuliissigen Menge G €® mit G > K, wenigstens eine Zahl r* mit (1 — 8,) R(G) <
R(G)

<r*<R(Q), sodass f;(G)<O ist. Dabei ist [ A(r)dr>M fir GoK,. 2. Ist

(1- 8,) R(G)

-]
G € ® eine monotone Folge zulissiger Mengen, G < GV mit M2" = U G2, so kann man

r=1

o
die obigen Zahlen r*=r; fiir alle v=v, sogar so wihlen, dass U G7% =N2" ist, und dass

v=y,

_ oC
die Folge r; wenigstens eine Teilfolge 71= 1y, mit G, < Gz, | und mit U G}?’ =N2" enthdlt.
10

Daraus folgt unmittelbar:
Satz 16.4. Gilt ||fi (G)<¢ fiir jedes £>0, die ,meisten’ zuldssigen Mengen G€®
und 1=1,..., m, so ist lim f;(G)<O0 (beziiglich &).
G:‘J}Z"’
6 — 543808, Acta Mathematica. 92. Imprimé le 30 décmbre 1954.
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§ 17. Abschitzung der ,kleinen* Glieder

Die ,Restglieder m, (y, 4%), 7y (y,A") und —2,(y) werden in diesem Para-

graphen nach oben abgeschitzt.
Satz 17.1. Die Abschitzung von my, (y, A7).18

Voraussetzung. Die p-te assoziterte Fliche W? sei nicht speziell degeneriert. Nach
Definition 16.3 werde die Bezeichnung (o) erkldrt.

Behauptung. Die Schmiegungsfunktion m,(y, A7) ist fir alle speziellen Polyaden
A® +0 stetig und fiir die speziellen Polyaden AT +0 gilt gleichmissig

(17.1) my (y, A7) = (o).

Zusatz. In Vorausselzung wund Behauptung kann zugleich das Wort ,,speziell’*

weggelassen werden.

Beweis. Wendet man Satz 11.3 auf die meromorphe Fliche W? an, so erhilt
man gerade den Zusatz. Ist B die Menge der speziellen Polyaden B” =[El, vees —ﬁp]
mit (8,]4.) ={
11.3 beweist, dass m,(y, B”) auf B stetig ist, und dass auf B gleichmissig m, (y, B") =
=(0) gilt. Zu jeder speziellen Polyade A”+0 gibt es Vektoren El, ...,Ep mit BP =

AD

=[Bys s Bn] €W, sodass {47} ={B"} ist. Es gilt A?=|4"|-B®. Also istme%.

0 fir u+v

1 fi , S0 beweist man fast wortlich genau so, wie man den Satz
ur g =v
4

p

A
mq) =my (y, A7) folgt die Behauptung, w.z.b.w.

Ganz entsprechend wie Satz 11.3 und Satz 17.1 beweist man:

Wegen mp( ,

Satz 17.2. Die Abschitzung von i, (y, A").18

Voraussetzung. Die Projektion [U", W?] der p-ten assoziierten Fliche W? sei fiir
jede spezielle Polyade A"+0 nicht totaldegeneriert. Nach (13.3) werde i, (y, UA")=
=1, (v, G, ) definiert.

Behauptung. Die Funktion i, (v, A") ist fiir alle speziellen Polyaden A"+ 0 stetig

und fir diese gilt gleichmdssig:

(17.2) Hip (7, ) =1, (y, G, A") = (o).

18 Fiir n=1 siche W [43] Kap. IV § 7 Seite 191—195.
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Zusatz. In Voraussetzung wund Behauptung kann zugleich das Wort ,speziell
weggelassen werden.

Da der Beweis ‘ganz analog zum Beweis von Satz 11.3 verlauft, braucht er hier
nicht ausgefiihrt zu werden. Ist iibrigens W” nicht (speziell) degeneriert, so gilt fiir
jede Polyade A5? =[Af~7~", A*] die Abschitzung
(17.3) || 2| = ||U5~7: B2 || =||*U5 7, WP
Mit AP =*Y*=? gilt also
(17.4) Mg (y, ) <my, (y, A7) < (o)

gleichmissig in A", womit (17.2) bewiesen ist. Zur Abschitzung von — 0, (y) wird
noch ein Hilfssatz benétigt.

Hilfssatz 1.8 Wird die Dichte A(P, a, G) im Kondensator H=G—g nach (14.8)

definiert und sind Gy G zwet zuldssige Mengen, so gilt

AP, o, G) R(®)
AP, «, Gy — 2 B R(@)

(17.5) log

fiir alle Punkte Pe€y und alle Abbildungen o €Y mit PeU,.

Beweis. Die Ausdriicke, die von Gy abhingen, mogen durch einen angehingten
Index © bezeichnet werden. Die Abbildung « € B mit y N U, =+ @ werde beliebig gewiihlt.
Das euklidische Oberflichenelement von y'=a (U, Ny) sei dw. Die Potentialfunk-
tionen ¢ =¢ (P, G) und ¢ =¢(P, G,) seien nach (7.1) und (7.2) gebildet. Wegen
y={Pl@ (P, §)=1}={P|@(P, G,)=1} gelten nach (4.31) lings y n U, die Gleichungen

r ‘w
17.6 Pt gPoysn o= i (@2, 98 + ¢Q @z ) ——
(7.9 PU0n-a=h 2 (9o, 9] 9595 [ o]
d ow
L - o, @y 9
(17.7) FpOen st 2 awlps0a, 02, 08)) [Lag o)
n dw A(O) Jw
(17.8) Vo yan 2= Oy 5 @5 = ’
¥ OXan-2 3?:1 wr Pz, Pa, [grad @] ~ (R®)? |grad ¢ |
& dw A dw
17.9 S QOyano= Pz, = 3 '
( ) POYan-2 ”,vz=la’u (Pz,‘(p v ]grad ¢P| R2 Igrad (pl

Hieraus folgt

(17.10) lgrad @] _ A®|grad ¢| R?
| grad ‘PI ( R(m)z | grad (p(m | A
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oder

A R* |grad ¢ 2

(17.11) A® = (R®)? | grad ® P :

Die Differenﬁalgleichung 00+ E0yan_2=0 wird in G,—g durch 5=<p~(p(°’ gelost.
Da £(P)=0 fir Pey und &(P)=¢=0 fir Pely ist, ist £(P)>0 in Hy=G,—7.
Nach Satz 4.5 hat & £dy.._2 lings y eine nichtpositive Dichte. Daher ist die po-
sitive Dichte von ¢*@dyz._» nicht grosser als die positive Dichte von o0 yan-2
lings y. Aus (17.6) und (17.7) ergibt sich also

grad
(17.12) llgrad (p%!—l <1.

Aus (17.11) und (17.12) folgt (17.5), w.z.b.w.

Satz 17.3. Die Abschitzung der Funktion - £2,(y) nach oben.!s

Voraussetzung. Die (p+ 1)-te assoziierte Fliche W*' von W sei nicht totaldegene-
riert. Die Funktion 2,(y) sei gemiss (15.15) erkldrt.

Behauptung. Es gilt
(17.13) —Q,(y) = (o).

Beweis. Die zulissige Menge G,€@® wird beliebig gewahlt. Es sei G> G, eine
zulissige Menge G aus &. Aus Hilfssatz 1 und (15.13) folgt
AP, «, _G)

~log 8, (P, G)= —log 8, (P, G +log " p 5 =
s Ky Ug

R(G)
R (Gy)

(17.14)

< —log 8, (P, Gy)+2 log

Es werde y,={P|-log 8,(P, ®)<w}ny gesetzt. Da das Integral (15.15) existiert,

gibt es zu jedem £>0 ein w=w,>0, sodass

1
(17.15) 4?‘[ f Ilog S(P, GO)IaL'(P(P’ Go)axzn-2S€
AN
ist. Da, wie im Beweis von Hilfssatz 1 gezeigt wurde, é* @ (P, G)&y2.-2 lings y

eine nichtgrossere Dichte als 0* ¢ (P, Gy)8y2n-2 hat, und q7=y}1—2 ist, folgt
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1
~ 2=~ zg,f“’g 85 (P, )2 p(P, Q)0 n-2 <
v

1
< —— | log 8, (P, Gyt (P, )0 yan_o—
in U4 X

YV

1
~ Eflog 8, (P, Gp)d* (P, @)8yan_+2 log EG)

R (Go)
(17.16) . R(@)
< Z;‘zfllog SF(P, Go)la‘l“tp(P, G, )6;@,, 2° R(G )+
Yo
R(G)
+2 lo
ER Gy
RIG) o BO |
~ R(Gy) AN
. . J J
Ist die Gesamtspannung J<oo, so ist —0,(p)S ———~ R(Gy) +w, +2log G beschrinkt.

Ist J=o00, so ist lim :M
Goam2™ R(G)

Damit sind die Restglieder abgeschatzt. Sie werden beim Beweis des 2. Haupt-

<0. Also gilt die Abschiatzung (17.13), w.z.b.w.

satzes keine Rolle spielen, da die eben bewiesenen Abschitzungen gelten.

§ 18. Mittelwerthildung

Mit diesem Paragraphen beginnt der eigentliche Beweis der Hauptdefektrelation,
aus der zusammen mit der Differenzenformel der 2. Hauptsatz folgen wird. Allerdings

wird die Hauptdefektrelation sich erst in § 22 ergeben.

Detinition 18.1. Mittelwertbildung.1®
Die messbare Funktion o(x)=0 sei fiir alle kontravarianten Vektoren a=0 erklirt. Ist
A+0 komplex, so sei

(18.1) g(Ax)=0c{x)=0.

Die Kugel |&|— 1 habe das euklidische Oberflichenelement dvyr_y(x) und den Inhalt

2
Vo1 = o7 —nl) Das Gesamtgewicht ¢ der Gewichtsfunktion o (x) set

1% Siehe W [43] Kap. V § 2 Seite 213.
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(182) 0<§= 1 f 0‘(&)302;,‘1 ((_i)<(>0.
V2k~l
J&]=1

Ist die Funktion f(&) fir |a|=1 erklirt, so sei

1 1
¢ Vara

f f(&) O'(a)avgk_l (&)

I%)=1

(18.3) )

thr Mittelwert, falls dieses Integral existiert.
Diese Mittelwertbildung soll nun auf den 1. Hauptsatz angewandt werden.

Dazu dient zunichst:

Satz 18.1. Das Differential 042, .

Voraussetzung. Die Vektoren w=+0, u, v seien beliebig gewihll. Das euklidische
Oberflichenelement der Ebene (x, w)=0 sei dvzx_z (&). Das Integral

11 w2l 1) @&, 0 .
(18.4) I=I(w, 1, v)~ f o@e 1 L‘Tt);%?—)avn-z @)

(3, w)=0

existicre. Die meromorphe Fliche W sei nicht degeneriert. Wenn tv(P) eine Darstellung
der meromorphen Fliche W auf der offenen Menge M ist, so existiere dort das Integral

(18.5) agz(m)=% S I(v, w,,, ;) 02,05 —’2-1(m, 1v, 91v)

nv=1

fast iiberall.

Behauptung. Das Differential 6£,(iv) ist unabhdngig von der Wahl der Darstel-
lung to(P) fast iiberall auf der Mannigfaltigheit 2", abgesehen von den Unbestimmt-
heitsstellen von W erklirt. \

Beweis. Geht man zu einer anderen Darstellung 10 (P) auf der offenen Menge
M mit M M+0 iiber, so gibt es eine Funktion A(P) die in jedem Teilgebiet von
MnM meromorph und nicht identisch Null ist, sodass 1 (P)=A(P)w(P) in M n M
gilt. Fast iiberall auf M n M gilt also

(), &) (&, &)
[

1 1 - > -
992(“’):57;"—1 f o(@)e '™ Ovzx-2 (%)=
@ 1)=0

(18.6)
1

1 -
=*F f 0'(0( OVsp_g =

iz (& 01D+ 1024) (& A0 +wak)
e HHET;

@ W)=0
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11 gz (@, OW0) (&, D1D)
- = gl 0 &, olD) -
Qﬂk_tj o(x)e [ 0Vsp_2
(18.6) (% m=0
=80, ().

Wahlt man zu jedem Punkt P, eine in einer Umgebung von P, reduzierte Darstel-
lung, so wird &£, (lv) bis auf die Unbestimmtheitsstellen von W fast iiberall auf
ME" eindeutig erklirt, w.z.b.w. ,

Wihlt man o (x)=1, so ist nach (9.41) das Differential 9 2, (0 (P)) =, (1v (P)).
Ahnlich wie in § 9 beweist man den Satz:

Satz 18.2. Eine Mittelwertdarstellung der Charakteristik.20

Yoraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei micht degeneriert. Der Mittelwert
w(f) sei mach Definition 18.1 und das Differential 0 £2,(w (P)) nach Satz 18.1 erklirt.

Behauptung. Es gils

(18.7) &= fw(P, )22, (W (P)dgan-2+p(m(I, &) —p(m(y, «)).

G

Q-

Beweis. Im Gebiet D sei eine reduzierte Darstellung v (P) von W gegeben.
Das Gebiet F liege mit seinem Rand in D und sei beschriankt. Die auf IR*" stetige
Funktion A(P} mit 0<A(P)<1 sei ausserhalb ¥ identisch Null. Dann werde

(18.8) N, (@)= f v(P, a)p(P, A)A(P)0yzn-2

RN (@
gesetzt. Wegen N, («) < N (G, «) < T (G) + m (y, «) und wegen Satz 11.3 existiert das Integral

1

(18.9) w(Ny)= e Vora

f 0 (%) Ny (@) 80ar_2 (@)
fa]=1
und hat wegen N, (x)=N,(Ax) fir A+0 den Wert
11 - Sy e -~
(18.10) pO)= o | 0@ Ni@e T ave @)

|~&]<oo

Nun wird der Beweis genau so weitergefithrt, wie der Beweis von Satz 9.4
Gleichung (9.46) bis (9.55), indem man dort e /%" durch o (x)e '*"ersetzt. Man erhalt

20 Fir n=1 sieche W [43] Kap. V § 2 Seite 214—2135.
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T
F lay |<oo
(18.11)
- = -.) am .” am
. f a(a)e"“'(—a—hll-(%—)aaz@dz...aakadklwaxg,...g.
jasf<oo
Mit (9.40) und (18.5) wird
1
(18.12) ()= ;tfl(P)w(P, §)2 Dy (10 (P2 g2ns-
F

Mittels einer DIEUDONNE-Zerlegung folgt aus (18.12) und (18.8) sofort

(18.13) n(N(G, &)= ifw(P, G)9 2, (0 (P)) 0 yzn-2-

F

Aus (18.13) und dem 1. Hauptsatz folgt (18.7), w.z.b.w.
Ist die Funktion 0<g(t)(1—1#)*"2? iiber das Intervall 0<t<1 integrierbar, so
gilt nach W [43] Kap. IIT, § 2 Lemma 2 B die Gleichung

1

1 f | Y 1315, 3 -
(18.14) = g(—rz— P90y, (3)=(k—1) | g(t)(1 —t)2dt.
n o [ ;
Also gilt
1
(18.15) if_l,: f g (o |2)302k-1(§)=(k—1)fg(t)(l—-t)k"zdt.
B _|$|=1 0

Der Vektor b+0 werde beliebig gewihlt. Dann gibt es ein normales Koordinaten-

system e,, ..., ex, in dem b=b¢, is. Es ist
o (a, b) -
(18.16) ﬁl=l|&||b|l=”°"f’”'

Aus (18.14) bis (18.16) folgt

1

(18.17)  ¢= . g(l& bl ovai1 (@) =(k—1) | g(t) (1 —t)*?dt < oo.
V2Ic—1 Y 3
Jeej=1

Daher kann man

(18.18) a(@)=g(|& bJ*)
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wihlen. Nun werde das Integral I (v, 1, b) fiir den Fall (18.17) berechnet. Zunichst
werden dazu zwei auch sonst oft gebrauchte Transformationen eingefithrt. Die Trans-

formation?!
(18.19) Spelos b, @): w=Vt,é» firv=p, ..., q

bildet 0<¢,< oo, 0<¢,<2x eineindeutig auf |o,|< o ab. Es ist

AL AR 1\2-P+1
(18.20) 9v34_2p42(Aps «ons aq)=(§) Oopdyp .. aaqaaa=(§) 0t,0p, ...0t,0¢,.

Die zweite Transformation ist2!

(18.21) Spalt, 8, 7): t=T(sput+8), t,=(1-7)s, firv=p+l, ... ¢
b _y ottt

S8:3t, s, 1) 1= - , 8=
ral ) bttty "ttt

fairv=p+1, ..., q.

Thre Funktionaldeterminante ist

O(tp, - -» tg) e
18.22 = _ )Pl
( ) O(T, Spi1s -+vs Sg) (8p17+ -+ +80) (L —7)
Dabei gilt _
(18.23) ty+ o tlg=8p 1+ + 8.
Durch 8,.(t, s,7) wird O<t<]1, 0<spi < oo, ..., 0<§;< oo eineindeutig auf

0<ily< oo, ..., 0<t,; < oo abgebildet. Nun gilt:
Satz 18.3. Eine Integralumformung.??

Voraussetzung. Die Funktion g(t)(1—1)*"?>0 sei iber 0<t<1 integrierbar. Der
Vektor b0 sei beliebig gewdhlt. Die Gewichtsfunktion o(a) werde nach (18.17) und
das Integral I(w, u, v) nach (18.4) definiert.

Behauptung. Fir k>3 g¢ili

I(w, u, v)= k_;-l‘f(I“T)k_zg('[”m;bnz)drwib_])_
0

[to]*
k-1 ) ([tv, u]| [ro, 61) ([ro, 61|10, v])
18. - 1 b
(18.24) p !(1 T) g(fﬂm ﬁu)d" ”m:bnz |mle |hlz +
(k-2)(k—1) 1 - e ([, 1| [, B]) (w, 6] (10, v))
+ c Jr(l ‘r)k 39(1’”&).5“ Jdt “m:b“z ‘m|6 ‘5‘2

31 Siehe W [43] Kap. III § 2 Seite 129—130.
22 Fir n=1 siche W [43] Kap. V § 5 Seite 224—227.
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Fiir k=2 gilt
1 ([, u]{[tw, b)) (b, w]| 1w, v])
(18.25) I(w, u, v)==g(|w:06| .
= oI o Tl (o
Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem ist
2 3 4
(18.26) w=we, b= >be,u= > ue, 0= ve,.
v=1 v=1 r=1

Lings (a, 10)=0, also lings o, =0 ist

(o, ) (&, B) =,y | oty |2 + 1y T3] 0t5 |2 + 1y Ty 0t 015 + s Ty ot Gy +

(18.27)
+ Uy Ty oty Gy + Uy Ty O3 Xy,
- i\*2
(1828) 602;,_2 ((Z): (’2‘) 61260_'.2 ‘e 80%60'%.
Ist u+v, so zeigt die Transformation a,= % f?r QT‘u, dass
—a, fir p=p

- b, ? 1 -
18.29 “lal* loabal* —) %, Vg5 2(a)=0
(1529 J o P ) e

(%10)=0
ist. Mit (18.26) und (18.29) berechnet sich J (v, ut, b) gemiss (18.4) zu
1 1 1 : [oxs |2 | 2)
[=--- - oot lt g  f A%l 2l ),
¢ lw P! f f {e g(laz|2+---+l«k|2 |bf?

lal<oo oy l<oo

(18.30) - \
(g By | oty * + uy Ty | 5 |*) (Q) 0®p0 &g - 8ock6&k; .

Die Substitution S, («, ¢, @) ergibt

lwlP

(18.31) I=} L f---fwe*‘: **** te (—tL— I—bff) (g Bty + usBaty)dty ... diy.
c ] g\t2+-"+tk|bl2 2Valy T U3 Vsl3) G lp

Fir k=3 ergibt die Substitution S, (¢, s, ) die Gleichung

_ 5
(1 —7) 834,54

drds, ... ds;=
s3+-~-+sk) 1ds, Sk

. (u2521 +
(18.32)

1
=%(k—l((k—2)fr(l~r)k‘3g(t
(1}

5

Q—'—z dt Ua Py +
i |0y [?

1
2 -
+ }(k—I)J‘(l~r)"2g(rll%llz)dt—~usv3 .
s 0
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Fiir k=2 wird

lwllz

1 o 1o ?]B |2)u17 i

- ol 172y 1721 2 Vs 2t _—

- f € g(l“zlzlbiz l“zl 23“23012
|

(18.33)

Gemiss (18.26) ist

[ Ba|? _ wy by, by | [, b1

=|lw:B|P,

[6F  w@, |6 [w[[o]
) (w|1) (0| )
"o — Wy Wy (% by + uy By) — uy B, w, by _ (ulm)(ulb) _ ([, u]|[w, b]),
: W, By by |10 |*5, | [* B,
(0] v) (b| w)
g Wy @y (8, by + Tyby) — Fywy @y by _ (tv]v) (b]D) _ ([, 5], b))
(18.34) ? Wy 1y by [ [*b, |vo[? b,
5. — {00, ]| [10, BY) ([, 6], v))
. [rof* || w:b]* |6
Uz Ty = (ulb)—"1ﬁ1“uz'¢-’2=(uln)“ @LZTI%U‘I‘ — Uy ¥y
1%

. ((w, w]| [, v]) ([, u]|[tv, b]) ([, b]| [, v])
w? [ l* |[w: B[P |b?

o0y | = ).

Fir £>3 erhilt man aus den Gleichungen (18.32) und (18.34) die Behauptung (18.24),
fir k=2 erhilt man aus (18.33) und (18.34) die Behauptung (18.25), w.z.b.w.

Ist tw(P) eine Darstellung der meromorphen Fliche W == @ auf der offenen Menge
M und ist 620, so werde dort das Differential2s

¢
(1835) 92} (w(P)=g|w(P)["*|b] ([, 210} (ro, b)) ([, B]|[ro, 20))
definiert. Ist 10 (P) eine zweite Darstellung auf M mit MnM=+0, so gibt es eine Funk-

tion A(P), die in jedem Teilgebiet von M n M meromorph und nicht identisch Null ist,
sodass 1 (P)=A(P)0(P) auf MnM gilt. Wegen [ (P), 21 (P)]=A2(P)[ib(P), 210 (P)]

2 Far n=1 siche W [43] Kap. V § 5 Seite 229.
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ist @0QL(w(P))=00}(1v(P)). Daher ist das Differential 8.0} (v (P)) unabhingig von
der Wahl der Darstellung 1o (P) bis auf die Unbestimmtheitsstellen von W eindeutig
erkliart. Dasselbe gilt fiir das Differential

(18.36) 2 2% (0 (P)) =0 a2, (0 (P)) || 10: B|[* — 2.2} (10 (P)).

Wird die Abbildung « € beliebig gewihlt, so haben diese Differentiale die
Gestalt
39% (m (P)) aXZn—zz

(18.37)
i\l 2 ([0, . ]| [w, B)) (D, b]| [, wz"])a s oe0s
- (5) 4p,v=1a”' |m|6|f)|2 202 - n0%n
82 (10 (P))0xan-s=
(18.38) _(i\"1 & |[m,blls([m,mz,,]l[m,mz,])—([m,tvz#]l[m,b])([m,bu[m,mzv]).
’(é) Zy.v=1a'" lmlsl[)'z

<0202 ... 02,0%,.

Ist der Punkt P,eIR*" beliebig gewihlt, so gibt es eine geeignete Abbildung a €}
mit PyelU,, sodass

(18.39) @y (Py, )= {0 fir p+v

1 fir y=v
ist. Fiir diese spezielle Abbildung o hat die Dichte des Differentials 825w (P))2yzn-2

in Py, den nichtnegativen Wert

» |([w, w.,]| 0w, b])*
12' Al I

4,5 |wl[Bf

und die Dichte des Differentials 9.3 (10(P))@y2n-2 in P, den nichtnegativen Wert

(18.40)

20 mit 3=a "' (Py)

1 2 |[w, B1P|[w, . 1* | (w, w.,]| v, B)|*
(18.41) igl [P [bF >0

mit 3=a"'(P). Nach (18.7), (18.5), (18.24), (18.35) und (18.36) erhilt man fir k=3
die Gleichung

T(®)+p(m(y, &) —p(m (T, a)=

1
(18.42) =;tf¢(P, G);(k——l)f(l»—r)"‘zg(t”m:b”2)]lm:f)”‘zdra!)%axzn_z-k
G 0

1

+2 [y @t w-1e-2) [ -9 gl b wol *rdro Gogans,
0

G
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wobei beide Differentiale Q30 y2,.2 und 9Q}()dy2n_2 eine nichtnegative Dichte
haben, sodass beide Summanden nichtnegativ sind. Fiir k=2 ergibt sich nach (18.7),
(18.5), (18.25) und (18.35) die Gleichung

T (@) +p(m(y, @) —pm(l, &)=
(18.43)

11
= ;JW(P, @ g (|l w: 0[P || w:b]|7*0 Q3 (w () o xan-2-
G

Damit ist der folgende Satz bewiesen.
Satz 18.3. Mittelwertbildung (Fortsetzung).

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht degeneriert. Die Funktion
A—t)*2g(t)>0 sei iiber 0<t<1 integrierbar. Der Vektor b0 sei beliebig gewiihll.
Mit der Gewichtsfunktion o(x)=g(||b, «|?) werde die Mittelwertbildung p(f) und das
Gewicht ¢ mnach Definition 18.1 erklirt. Das Differential 8 Q}(w (P)) sei durch (18.35)
definiert.

Behauptung. Fiir k=3 gilt

1
0< }pr, @) (k—l)(k—z)f(l —r)k-swzdragé (0 (P))d y2n_2 <
0

|5
(18.44)
L¢P (@) +cu(m(y, a))—cu(m(l, ).
Fiir k=2 gilt
1 g(lw:5lP), _
0= nf'P(P: G)Wagz(m(m)amn—z =
(18.45)

=¢T(@+culm(y, @) —cum(I, &)).

Fiir k>2 gibt der Satz nur eine Abschitzung, die jedoch zum Beweis des 2.
Hauptsatzes ausreichen wird. Wie in W [43] wird nun die Funktion g(f) gewihit.

Satz 18.4. Die Funktion J (s).2

Voraussetzung. Die Funktion J(s) habe die Eigenschaften:
1°. Die Funktion J(s) sei in 0<s<1 stetig, iiber 0<s<1 integrierbar und in 0 <s<1

beliebig oft differenzierbar mit in 0 <s<1 stetigen Ableitungen.

24 Zum Beweis siche W [43] Kap. V § 5 Seite 228, 230, 234 und 236.
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o aJ d?J a@J

i < >1, -2 il -
2°. Fir 0<s=1 gelte J(s)=1, e < 0, P > 0, 743
3°. Fiir 0<s<1 sei J*(s)=s-J(s)<1 und nehme J*(s) monolon zu.
4°. Es sei J(st)=J (s)J (t).

Es werde gesetzt:

<0, ..

1 1 g*2

(18.46) g(s)= s h—1) det®

(s*J (1 —2¢)).

Behauptung. 1. Die Funktion (1—1t)*2g(t) ist iber 0<t<1 integrierbar. Fiir
S0<t<1 st g(t)y>0. Mit dieser Funktion g(t) werde nach (18.17) die Gewichisfunktion
o (&) erklirt.

2. Fiir die so erklirte Gewichisfunkiion o(x) st

1
(18.47) ¢=[sJ(1—-5)ds>0.
(1]
3. Fir k=3 gilt
1
(18.48) J(s)=(k—1)(k——2)f‘rg(t(l —8))(1 —r)"**‘f‘%9 .
J _
4. Fiir k=2 gilt
_g9(l—s)
(18.49) T =
5. Es st
— 1 g k—2 k‘ r+le 1Y TO) _
6. Ist 0<A<1, so kann man J(s)=s* wihlen. Es ist dann
1 1 2-31+3 3
(18.51) SShne=n~u=a» ' une-n~i1=i
SR E-2y 1 L AA+D) (A1)
(18'52) g(S)—kvgo( p )(1’+2)!S (1_8)}[+v

Zu jedem kovarianten Vektor b gibt es einen und nur einen kontravarianten
Vektor f—=1vb** sodass fiir alle Vektoren 1v die Beziehung

(18.53) (1w, B)=(1|5b)

gilt.” Die antilineare Abbildung b bildet den Raum R}* eineindeutig auf den dualen
Raum R2?* ab. Es ist?

24 7D ist eine Abbildung und kein Produkt.
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~ , B B |w]b) ]~ w6

10, 2___I(m ﬂll___l_@ﬂ LN . bl It A ENSEE nhetl NN A RN, e

e PP~ g~ ToPToP ™ [wFTor
(18.54)

w, b]|?
:1—%[m——|2|%||2=1—||1vzh||2

also
(18.55) |, BIE=1—|w:b| fir f=7b.

Nun wird das Differential 8 2} (iv) in seiner Abhingigkeit von I§=Iﬁ berechnet.
Satz 18.5. Das Differential 8 03 (v (P)).28

Voraussetzung. Auf der offenen Menge M habe die meromorphe Fliche W =0 die
Darstellung v (P). Der Vektor E#O sei beliebig gewdhlt. Auf M werde

(18.56) 2L (w(P)=5|w|*|F] 2 (w(@w, A~ (w, How|w@w, )~ (v, H2w)
gesetzt. ‘

Behauptung., Das Differential 2 Q3 (10 (P)) ist unabhingig von der Wahl der Dar-
stellung 1o (P) auf der ganzen Mannigfaltigkeit IM*™, abgesehen von den Unbestimmi-
heitsstellen von W, eindeutig erklirt. Wird die Abbildung T durch (18.53) erkldrt, wird
das Differential 8 Q% (1 (P)) nach (18.35) fir b=1"'§ erklirt, so gilt

(18.57) & Q3 (10 (P)) =2 2% (10 (P)) + || 10, B2, (0 (P)).
Die Dichte des Differentials @ Q3 (10 (P))d y2n o tst nichinegativ.

Beweis. Nach (18.56) und (18.53) gilt

0% (w(P))= %lml*‘lhl‘z(m(amlb)—(m|b)am|m(am|b)-(mlb)am)=

— S|~ 2{|w ] @w]b) (6]2w) — (6] w) (2] 6) (ro| o 10) -

— (0| b) (@] 1) (b]2w) +| (w|0)[* (@10 |2 1)} =

(18.58) — 2 {w[~*[6] "3 w]* @0]b) — @] ) (| B}}{] ] (B] o) — (10| 10) (B]10)} +
L i 1w]B)F[@w|aw)  (@w|w)(w|aw))
2| wP[bfF| [wf |t J

= w]"®]6]2 (w, 11| [, B) ([, 61} v, &0)) +
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i, AP (w, 210)| [, 210)) _
3 I
Z|wP|pf o]

(18.58) -
=902} (w (P)) +||w, Blfow, (0 (P)).

Daher gilt (18.57), woraus die iibrigen Behauptungen folgen, w.z.b.w.
Nun kann man die Funktion J(s) in die Abschiatzung (18.44) einfiihren.

Satz 18.6. Eine Abschitzung der Charakteristik nach unten.?

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht degeneriert. Die Funktion J (s)
erfiille die Voraussetzungen wvon Satz 18.4. Die Zahl ¢ sev durch (18.47) definiert. Zu
jedem Vektor b+0 werde mattels (18.50), (18.18) und Definition 18.1 die Mittelwert-
bildung wu(f) erklirt. Durch (18.53) werde die antilineare, eineindeutige Abbildung =
gegeben. Der Vektor E +0 werde beliebig gewdhlt und b= I“E gesetzt. Nach Satz 18.5
werde das Differential 8 Q3 (1o (P)) erklirt.

Behauptung. Fiir jede zuldssige Menge G gilt

0= },f'NP, ) J (||, B%) 223 (0 (P))o gan-2 <

S+ )T (@ +cp(m(y, ) —cu(m(l, &)).

Beweis. Nach der Bedingung 3° von Satz 18.4 ist ||, §]|J(||w, B||) <1 Daher
erhilt man aus (18.44), (18.48), (18.55), (18.57) und (12.25) fir k=3, aus (18.45),
(18.49), (18.55), (18.51) und (12.25) fiir k=2 die Abschitzung

(18.59)

!
n

f (P, 6)J (|, B1%)2 28 (0 (P)dgzno=

G

(18.60) = :, f p(P, ) {J (||, Bl 2 Qb8 xan -2+, FIFT (10, B]P) 0 0 85202} <

G
< (c+1)T(G) +op(m(I, &) —su(m(I, &),

w.z.b.w.
Ausdriicklich sei darauf aufmerksam gemacht, dass man fiir jede zulidssige Menge
@ eine andere Funktion J(s) wihlen darf; es darf also J(s) von der zulissigen

Menge @ abhingen.

2 Fir n=1 siche W [43] Kap. V § 5 Seite 230.
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§ 19. Eine neue Voraussetzung

Bei einer komplexen Verdnderlichen ist fp'= &d—m. Daher berechnet sich fiir
z

n=1 das Differential 8£3(tv) bei beliebiger Wahl der Abbildung x €P leicht zu®
[ (w’, )~ (0, f) W[4
[ {*p* 2

(19.1) 8823 (w(P))= 0207,

Diese Umformung ist fiir den Beweis des 2. Hauptsatzes von wesentlicher Bedeutung.

Bei mehreren Verdinderlichen (n>2) gilt das Analogon zu (19.1) keineswegs. Es ist

2 (v (mz ’»)—(m’ B o, | (1, j_ o, —Slval’)
a-Qg (m(P))a)@nfz:i Z Ay “ ﬁ ﬁ) “| ”\E_Jj .

v= wi? B*
. o I |]5]
. (%) 82,07, ... 02,07,
wiahrend
o] *|1*|w (W', §)— (o, E)w’lzgazlail e O OE
(19.3) SR b0 (., ) = (v, Fos, [0 we,, §) - 0, Hrws,)-

pov=1

.%azlazl o 82,05,

ist. Verlangt man zwangsweise die Gleichheit fiir alle Vektoren iv, . , [‘f’, so ergibt

sich, dass fir alle Zahlen z,, ..., z, gilt:

(19.4) S b,b, 3,8 =

1
= > anx.E,.
,r=1 4,u,v:l

n

Da aber > a,,x,& positiv definit ist, ist das unmoglich.
Hov=1

Nun tritt aber das Differential 8 Q3 (v (P))@ 42, nur in der Abschitzung (18.59)
auf. Daher reicht es zu verlangen, dass die Dichte des Differentials (19.3) nicht
grisser als die Dichte des Differentials (19.2) ist. Das fihrt statt auf (19.4) nur
auf die Ungleichung

b 1
(19.5) > buby 2y < 2 U %,

moy=1 nr=1
T—543808. Acta Mathematica. 92. ITmprimé le 30 décembre 1954,
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die widerspruchsfrei ist. Damit ist eine wichtige Voraussetzung des zweiten Haupt-
satzes gefunden. Diese Voraussetzung ist die einzige die in der Theorie mehrerer
Verinderlichen neu hinzutritt und kein Analogon bei einer Verinderlichen hat. Sie

werde in der Form einer allgemeinen Voraussetzung getroffen:

IX. Abschiitzung der Ableitung. Zwischen dem Differential

n

0B, 1=0B, (P, )= D (—1)"'b, (P, #)02,025 ... 02, 182,41 --- 02,

y=1

das in der allgemeinen Voraussetzung VIIL auf der Mannigfaltigkeit IN*" eingefiihrt
wurde, und der Massbestimmung

/sy n—1 n " v
& xan 2=0xzn2 (P, a):(%) i{.z Gy (P, 0)35,02,02, 071, ool]. o |]-or 820870 +
e

n 3 }
+ 3 auu(P, a)d2, 0%, o[- 3z,,aznj

p=1
die in der allgemeinen Voraussetzung 11 auf der Mannigfaltigkeit IN*" eingefiihrt wurde,
bestehe die folgende Beziehung: Werden die Abbildung a€P und die komplexen Zahlen

Xy, «.., X, beliebig gewdhlt, so gelte fiir jeden Punkt PeU, die Abschitzung

(19.6) [ En: by (P, &)z, 2= % be (P, &) b, (P, @) 2, &, < i Ay (P, &) 7, T, .
p=1

1
u,r=1 4[!.v=l
Mit der Voraussetzung IX ist gleichbedeutend:

1X’. Abschiitzung einer Ableitung. Zwischen dem Differential 2 B,_,, das in der all-
gemeinen Voraussetzung VIIL auf der Mannigfaltigkeit D" eingefiihrt wurde, und der
Massbestimmung & yan_2, die in der allgemeinen Voraussetzung I1 auf der Mannigfaltig-
keit 2" eingefiihrt wurde, bestehe die folgende Beziehung: Werden der Punkt Pyed*"
und die in Py analytische Funktion f(P) beliebig gewdhlt, so sei die Dichte des Dif-

1y -1 [2\™ — :
ferentials (— 1)2 oy (%) 8f0B,_18f0B,_y tn P, nicht grosser als die Dichte des Dif-
ferentials %3 fé?@ Z2n-2, das heisst
i — AN o
(197 L o1810en = (— PO (2) 00 By 1810 By, .

Sind das Differential 0B, _, und die Massbestimmung & y2._z gegeben, so kann
man die Voraussetzung IX immer durch eine andere Massbestimmung o ;}2,1._2 erfiillen,

beispielsweise durch
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) s\ n—1 P
(19.8) 85¢2n~2=8x2n-2+ (32) (— 1)“"—1””’2)33%1337;_1.

Um nun in der Abschiatzung (18.59) das Differential 8023 (i (P)) durch das

Differential (19.3) zu ersetzen, werden einige Hilfssiitze bewiesen.
Hilfssatz 1. Ist die Abbildung o €P beliebig gewihli und sind n Polyaden X3, ..., X%
gegeben, so gilt
(19.9) ﬁ bu(P, 0) b, (P, ) (XR] X)) < i auv(P, o) (X7.| X7)
fir PeUs .

Beweis. In einem normalen Koordinatensystem ist

1 n ‘ . k , ]. n _
4 M’élaﬂv(fezl&f): j%) 1 ”,vzzlauvxuh--'jvahn-ipZ
k n
(19.10) =z 20 2 bbb, g, g,y =
Jlp p,v=1
Hov=1
w.z.b.w.

Hilfssatz 2. Ist der Vektor E#O geg?ben, tst 10 (P) eine Darstellung der meromorphen
Fliche W20 auf der offenen Menge M, so wird, abgesehen von den Unbestimmtheits-
stellen von W, durch

- BN sn? 12
(19.11) lmMﬁx@fmi
I |8

eine Dichte auf M>" eindeutig erklirt.

Beweis. Die Abbildungen o ey und xeB, sowie die Darstellungen i (P) auf M
und 1 (P) auf M seien so gewidhlt, dass D=M N U, N M n U; nicht leer ist. Es gibt
eine meromorphe Funktion A(P), die in keinem Teilgebiet von D identisch Null ist,
so dass W(P)=A(P)(P) in D gilt. Die Funktionaldeterminante der vermittelnden

Abbildung &'« sei @ (P) = 8_&%;@ mit y=o ' (P) und PeU,N U;. Dann gilt
[] 4| 8172w (P) (W' (P, @), f) — (0 (P), HHw' (P, o) [*=
C=]A|"*| 8|72 A(P)fo (P) (A(P) 0’ (P, @), f)+A(P) D (P) (X' (P) o (P, w), ) —
(19.12) ﬂumexﬁquvaw+mmmwm%:
= | 4|81 2B (P) (W' (P, a), @) mmﬁmwa

—>

= ||| 6|2 (P) (0 (P, &),&) — (D (P), /)’ (P, &) [P & (P) D (P).
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Daher wird durch (19.11) unabhingig von der Wahl der Darstellung v (P) eine
Dichte der Stufe 2 n auf IR%" definiert, w.z.b.w.

Hilfssatz 3. Die in Hilfssatz 2 definierte Dichte (19.11) ist nicht grosser als die
Dichte des Differentials 923 (0 (P))d yzn—2, das in Satz 18.5 definiert wurde.

Beweis. Mit Hilfssatz 1 ergibt sich
Dichte (623 (10 (P))2 520 -2) =

_ i Z a (0 (., B) - (W, §) r;'fj;?’ (:vz,, B)— (v, f) )
L v=1 “
(19.13) ’ . N Al - o
o (w(w,,, B)— (v, f)w, |ww.,, B)— (0, f)i. )
> 5 bbb —— T =
[w]*]]8]
_ww', §)—w, fjw'P
[w[*|p[
w.z.b.w.

Satz 19.1. Eine Abschitzung der Charakteristik nach unten.?

Voraussetzung. Dieselben Voraussetzungen wie in Satz 18.6 werden gemacht. Aus-

serdem wird IX vorausgesetzt.

Behauptung. Fiir jede zulissige Menge G gilt2s

[ (v, )= (v, fw'f
(wl*|g*

S+ )T (@ +sp(m(y, a))—¢pu(m(l, a)).

e q
o= [we, @i, fi

(19.14)

Beweis. Aus Satz 18.6 und Hilfssatz 3 folgt unmittelbar (19.14), w.z.b.w.

Nun soll wieder zu den assoziierten Fldachen iibergegangen werden.
Hilfssatz 4. Fine algebraische Umformung.

Yoraussetzung. Die kovarianten Vektoren a,, ..., 0y seien beliebig gegeben. Fiir

p=1, ..., k set A =[q,, ..., ay]. Die kontravarianten Vektoren _ und 2 seien eindeutig
durch
(19.15) By, e M )= ¥ =(ay, ooy a2, a] = AR i)

26 Im folgenden Integral wird der Integrand als Dichte nicht als Differential geschrieben. Das
Integral ist ja zunichst in dieser Form definiert worden (siche Kap. I § 2 (5)).
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definiert. Die Slernoperation * werde dabei beziiglich eines beliebigen normalen Koor-

dinatensystems gebildet. Der Vektor B+0 sei beliebig gewdhlt.

Behauptung. Dann gelten die Gleichungen:

(19.16) [E]=121, (& =], b)),

(19.17) 02, Bll=2":6], (C, B)=det (b, a, ..., (k-1),
(19.18) *C (&, B)—*' (£, B)=[b, A*"%] det (a,, ..., ax),
(19.19) |84, 9)— ' (Z, )| =|[b, A2 A~ .

Beweis. Die Gleichungen (19.16) und (19.17) folgen unmittelbar aus § 1, nimlich
aus (1.43), (1.28), (1.47) und (1.28) mit (1.10). Aus (19.18) folgt (19.19). Ist A*+0,

k
so ist b= > 1,0, und es gilt:
p=1

(L, B+ (€ b=
=[A*"2, ax_;] det (D, ay, ..., Qr_g, Q) +
(19.20) + (A 2, ai] det (b, ap, ..; Qrog, Gx1)=
=(— D)2 U2, A+ A 0x] det (ap, ..., G) =
=10, A2 det (ay, ..., ax).

Ist A*=0, so gibt es Vektoren aP’—>q, fir y—>oo und u=1, ..., k, wobei
[0, ..., a’}J+0 ist. Setzt man af in (19.20) ein und lisst »— oo streben, so folgt
(19.19), w.z.b.w.

Satz 19.2. Die Dichte F, (A").27

Voraussetzung. Die Polyade UA*=+0 und der Vektor 0+0 seien gegeben. Die Pro-
jektion [A*, WP der p-ten assoziierten Fliche WP von W sei micht totaldegeneriert. Es
set p=1. Wenn auf einer offenen Menge M eine Darstellung 1w (P) der meromorphen
Flicke W gegeben ist, wenn o eine Abbildung der Strukiur P mit M N Uy,+0 ist, und
wenn TP 1P, o), WP, &), W™ (P, a) die zugehdrigen eigentlichen Darstellungen der
assoziterten Flichen WP, W, W?*' quf M n U, sind, so werde auf M 0 U, gesetat:

. TN hy_ ny |10, 2871 (P, o)1 (U, 7 (Pa)] P
Q921 Fp=F,(A")=F, (b, ") =F, (P, o, b, A") = |h|2|[?[h, W (P, “)]r‘

2? Fur n=1 siehe W [43] Kap. V § 6 Seite 233.
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Behauptung. Auf der Mannigfaltigheit " ist, abgesehen von den Unbestimmtheits-
stellen von (A", WP und (A", WP~'), die Dichte Fy(P, a, b, ") der Stufe 2 n wunab-
kingtg von der gewdihlten Darstellung W (P) eindeutig erklirt und nichinegativ.

Beweis. Auf einer offenen Menge M sei eine zweite Darstellung 10 (P) gegeben.
Ausserdem sei eine zweite Abbildung ae P gegeben. Es sei D=MnNU, N MnNU; + 0.
Die zugehorigen eigentlichen Darstellungen von W?™!, W?, W?*! seien 271, e, W,
Es gibt eine meromorphe Funktion A(P), die in keinem Teilgebiet von D identisch
Null ist, sodass W (P)=A(P)ib(P) auf D gilt. Die Funktionaldeterminante der ver-

mittelnden Abbildung G 'a sei @ (P)= 2d "a(3) mit 3= ! (P) fir PeU,N U;. Nach
(12.18) ist ;

(19.22) (U2, WP-1(P, )] = A7 "1 @@ D@D [9(» §-1(P, G)],

(19.23) (A2, WP (P, a)] =47 P} ? @ V(A" We (P, &),

(19.24) (AR, W21(P, )] = A2 1 @EP @Dk WP (P, )l

Also wird

(19.25) F,(P, o, b, A)=0DF, (P, &b, A").

Daher ist F, eine Dichte der Stufe 2n auf 2", die nicht von der Wahl der Dar-

stellung W (P) von W abhingt. Ist WY " (bzw. W/*"1) eine reduzierte Darstellung

von [A*, WP] (bzw. [A*, W?™']) auf der offenen Menge V mit V' N M N U,+ @, so gibt

es eine meromorphe Funktion g (P) (bzw. g (P)), die in keinem Teilgebiet von ¥ n M n U,

identisch Null ist, sodass [U*, W (P, a)]=p (P)W**(P) (bzw. [A*, W (P, «)]=

K
—o(PYW** 1 (P)) auf V0 M N U, gilt. Fasst man [A", W?] als Vektor in R2>+*) auf
k

und ist {,} das dussere Produkt in R‘f(l"”), so besteht nach (15.1) die Gleichung

_ 16, A, 2‘81}—71]'2 | L[gli WP Izl[g_[_h_’_ WP+ ,2:
'B‘Zl [sl(h’ %p—l] I2 ‘[%[h, %p]lal

_ l[h, 2‘31{&»!;«1“2 l{[i)lh, ?IS”], [Q(h, ?ISD]'}
[bF[W "1 [0, W] [f

B “f), EZBiwrh-lJ l2 l{’ISfHL (P), 'slBiw»h (P)} lz '

_(b|2l§le+h~ll2 l%f#h(}))r

F,

2

(19.26)

Daher ist F, bis auf die Unbestimmtheitsstellen von [2”, W?~!] und [A", W*] erklart,

w.z.b.w.
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Nunmehr kann man den Satz 19.1 auch fiir projizierte Flichen aussprechen.
Satz 19.3. Abschitzung von 7T, (G, A*) nach unten fiir h=k—p—1.28

Yoraussetzung. Die p-te assoziierte Fliche WP der meromorphen Fliche W sei
nicht speziell degeneriert. Es sei p>1. Die spezielle Polyade A" mit h=k—p—1=0
und der Vektor b seien mit der Einschrinkung [0, A*1=0, aber sonst beliebig gewdihls.
Die Charakteristik der Projektion [N, W] sei T, (G, A*). Die Dichte F, (b, ") sei nach
Satz 19.2 definiert. Es werde IX wvorausgesetzt. Die Funktion J(s) erfiille die Voraus-
setzungen von Satz 18.4. Die Zahl ¢ sei durch (18.47) definiert. Das Zeichen (o) sei
nach Definition 16.3 beziiglich des vollstindigen Systems & zuldssiger Mengen erkliirt.

Behauptung. Fiir jede zulissige Menge Ge® gilt

(19.27) 0< ifw(P, @) J (|| [N, WPY:B|P) Fy (b, A < (4 1) Ty (G, A*) +¢ - (0),

wobei (0) unabhiingig von J (s), A*, b mit [b, A*]+0 ist.
Beweis. Da [U", b]=+0 ist, sind A*+0 und H+0. Also gibt es ein normales

Koordinatensystem ay, ..., a5 mit A"=|A*|[a,, ..., ay]. Zu diesem normalen Koor-
dinatensystem werde die Sternoperation‘ * gemiss § 1 erklirt. Die Menge *[A*, W?]
bestehe gerade aus den Vektorfunktionen E(P, o), zu denen es eine eigentliche Dar-
stellung 2” (P, «) von W? gibt, sodass

(19.28) *L(P, @)= (2", W (P, «)]
ist. Die Forderungen 1 bis 3 der Definition 3.1 sind offensichtlich erfiillt. Also ist

Z=*A", W*] eine meromorphe Fliche im dualen Raum *R%*. Ist a ein Vektor mit
[A*, a]==0, so ist nach Voraussetzung (*A”, a], W?)=£0. Dann ist fiir jede eigentliche
Darstellung 387 (P, ) von W? auch

(19.29)  |(€(P, o), a)|=|[a, A", W (P, a)]|=|(*[a, A"}, T (P, x))| 0.

Also ist (Z, a)=£0. Ist aber [a, A*]=0, so ist

(19.30) |E(P, @), )] =0, A, W (P, ).

Also ist (Z, a)=0. Dann und nur dann ist also (Z, a)=0, wenn [a, A*]+0 ist. Die
meromorphe Fliche Z ist daher degeneriert, aber nicht totaldegeneriert. Ist a;, ..., ax
das duale Koordinatensystem zu a, ..., ax, so liegt die meromorphe Fliche Z im

k .
linearen Unterraum L von *RI*, der aus den Vektoren £= > £,a, besteht.
y=h+1

% Fur n=1 siche W [43] Kap. V § 6 Seite 231—234.
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Ist €441, ..., £¢ ein Kordinatensystem des Raumes *R:* %" so wird der Raum
k

*R%* der Vektoren £ = > &,4, durch

r=1

k
(19.31) nk= 3 &%,
v=h+1

linear auf den Raum *R}*~2* abgebildet. Auf L hat n die Umkehrung n!, die
*R}*2" auf L abbildet. Im Raum *R}*** werde durch (£|7)=(z"'&|z %) eine
Metrik eingefiihrt; im dualen Raum R}*~2* werde die duale Metrik eingefiihrt. Die
Vektoren &£p.;, ..., £, bilden ein normales Koordinatensystem, dessen duales Koor-

k
dinatensystem ej.;, ..., ¢, wieder normal ist. Der Raum Ri* der Vektoren a= > a,q,

v=1
wird durch

k

(19.32) ma= 3 a6

- v=h+1

linear auf den Raum R}* 2" abgebildet. Fiir zwei Vektoren acRi* und CelL gilt

(19.33) (& a)= PR (x&, *za),
— k — —-
(19.34) [EP= 3 Culu=|nlP,
H=hi1
k k
(19.35) laff= 3 a.8,> 2 audu=|*mal.
p=1 Hd=h+1

Nach Satz 9.3 bildet die Menge nZ aller Vektorfunktionen

k
(19.36) al(P)= 3 C.(P)é, e*Ri<2",

pu=h+1
. k

fir die { (P)= 3 (,(P)a,€L eine Darstellung von Z ist, eine meromorphe Fliche,

p=h+1
deren Charakteristik 7' (G, nZ), deren Anzahlfunktion N (@, @, = Z) und deren Schmie-
gungsfunktionen m (I, a, #Z) und m(y, @, #Z) mit a€R}* 2" sind. Nach (19.31) ist
dann und nur dann (*za, zZ)=0, wenn (s, Z)=0, das heisst, wenn [a, A*]=0 also
*7a=0 ist. Daher ist die meromorphe Fliche mZ nicht degeneriert. Auf sie kann
Satz 19.1 angewandt werden.
Die Funktion J(s), die Zahl ¢ und der Vektor b sind in der Voraussetzung
gegeben. Wegen p=>1 ist k—h=p+1>2. Dic antilineare Abbildung 7 werde wie in
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(18.53) jedoch fiir den Raum *R}*"2* durch die Forderung definiert: Jedem Vektor
5 E€*RI*2" werde eindeutig der Vektor 53’ € R}*-2* gzugeordnet, sodass (oﬂg)=(§~, zg)
fir alle Vektoren x€*R:*2* gilt. Es sei E =z '*1b. Die Funktion g(f) wird mit
k—h statt & gemiiss (18.50) und die Gewichtsfunktion ¢(0) gemiss (18.18) durch

(19.37) o@=g(la Bl fir aeRP"
erklirt. Die Mittelwertbildung ux(f) wird gemiss Definition 18.1 durch
1 1 . -
(19.38) w(f=~ Voo f(a)o(a)Pvak_24-1(0)
¢ Vok-2n-1
Ja]=1

erklart. Tn Ubereinstimmung mit den Gleichungen (19.31) bis (19.35) erhélt man aus
Satz 19.1 die Abschitzung

1 €D\ EE, 0= & BD)P
0<- | w(P, @ J |, . = <
nt”" 0 ([Etenst) (b enir

S+ N)T(G 7Z)+cu(m(y, a, m2))—cu (m (I, a, xZ)).

(19.39)

Da J*(s)=sJ(s) monoton zunimmt, folgt aus (19.39), (19.35), Hilfssatz 4 und Satz
19.2 die Abschitzung

J ( 1€ BP )IE(E:})—(EZ bHIP_
ICP[*=b P/ |C]*]*= D]

sJ*( L& B)P )IE((:"’;B)-@ P,
|CP{*= b/ [Pl B

- (l@ b) F)lé’«:ij; ~&0IP_
2Bl 1ZFIE B
(19.40)

o & B = B PR
bIP) . -
T
,[b, g{h’ %p-—l] lzl[g{h’ 28”“],22
{2, W11 b [

=J (|Z,

=J (%", B*:5]F)

=J (|[A", W*1:b|]*) F, (b, A).

Entsprechend berechnet man



106 WILHELM STOLL
by @)= 41017 3 TP GG~ G0 EIE Yomoz =
Bv=

= LI 3 R 8, 176 - 08,140 (1 E 0207, -

(19.41) .

— o, (*F) =

=, ([A", W)).
Daher ist

76, a2)= | 9P, Oo0y D)oy e

G
(19.42) J y (P, G’)@wz([QI” W& y2n.2=
= T,(@, A

Entsprechend berechnet man

miy, & )= — fl 6 |, “liH—lla)l B pdysn_z=

HT}'
(19.43) :2%1 log%&—wl;L]'alwaxgn o=
= mp:% [z 1, A"]) — iy (y, AP) + log,ﬁ%’
(19.44) m(I', a, n Z)= s, (I, [*z &, A*Y) — s, (T, %I”)Jrlog“*lg,xfl.'%'j-

Da [*27'a, A*]+0 ist, besteht wegen (13.39) und Satz 17.2 die Abschitzung
m(y, & 2Z)—m(L, & nZ) <
(19.45) <, (y, Fata, A — {m, (I, *ata, Ur)) —ay (1, AP} <
Sy (y, [*27'a, A*]) = (0)
gleichmissig fir aeR}* %" und A"=+0; denn fiir keine spezielle Polyade A*"'==0 ist
[, WP] totaldegeneriert. Daher gilt
(19.46) p(m(y, &, 22))— p(m (I, a, 2)) < (o),

wobei (0) unabhingig von J(s), A* und b mit [b, A*]==0 ist. Aus (19.46), (19.42),
(19.40) und (19.39) folgt unmittelbar die behauptete Abschidtzung (19.27), wobei (o)
unabhingig von J(s), b und A* mit [b, A*]=+0 ist, w.z.b.w.
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§ 20. Eine zweite Mittelwertbildung

In diesem Paragraphen soll Satz 19.3 auch fiir den Fall A<k —p—1 bewiesen
werden. Dazu dient die Mittelwertbildung u(f), die jetzt im kovarianten Raum Ri*
mit der Gewichtsiunktion o= ¢ (a)==1 gebraucht wird und mit u,(f) bezeichnet werde.?®
Ist also f(a) {iber |a|=1 integrierbar. so sei

(20.1) Mo () “17_ f f(a) @vap 1.
2t )

Gilt fur alle Zahlen 2>0 die Beziehung f(Ada)=f(a), so ist

(202) wo= 2 | el i@ o

lal<eo

Existiert eines der beiden Integrale (20.1) oder (20.2), so existieren beide und haben
denselben Wert u,(f). Aus (20.2) folgt, dass fiir beliebige reelle Zahlen y,,...,y; die
Gleichung

(20.3) o @ aa)) = prg (F (" @y, .., €75k )
besteht. Nun miissen noch einige Hilfssitze bewiesen werden.

Hilfssatz 1.30 Jst XP = [h,...,gp]#o und p<k—1, so gilt

k
(20.4) 1o (log | [a, XP1P) =log | X7 > + u, (log > l| a, lz) )
v=p+
k » 1

205) poiog 3 Jaul) =~ 3 2

v=p+1 y=1 X~V

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem ist I.= > 2,,e.
r=1
Dann gilt
1o (log | [a, 23 P) = e (108 {‘xu -y Z |a, ‘2})
v=p+1

(20.6)

~tog &7+ (1og 3 [ ).

v=p+1

Die Transformationen S;.(a, ¢, ¢) von (18.19) und »S’Avk(t, s, ) von (18.21) ergeben

2 Siehe W [43] Kap. V § 6 Seite 234.
30 Siehe W [43] Kap. III § 5 Seite 147.
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K » a2+ +a P
‘uo(log ZJ‘%F)S Zl‘o(l l HI l kl):

@ Ta, P+ +|al

v=p+ =1
p r 7
tyy e+t
R y+1 k
_ e ettt og et e gy gy
Zof of e
» o o0
tyy+ o+
.t v+1 k
_ v ot klog ZHA T gt dt, =
vgl f g tv+.“+tk gy

1 0 =
? ~
= Z Jv(l__.l,)k—wl log (I—T)dff J e"sv‘ﬁl ..... ~-“k(s,+1+ ot 8) d8,y A=
=l 0 °
»

=3 (k—v)f A-v)"'log(1-7)dr=
0

r—1
LA |
=Zlk_v. w.z.b.w.

Hilfssatz 2.3t Ist X" =[1,,...2,]+0 und p<k—1, so besteht fiir jeden Vektor b0
die Abschitzung

(20.8) 0=y (log J* (| [a, X*1:B|) =log J* (|| X7 : b|P) - ¢,
mit

: - s (lapsaf+ o +]a )
(20.9) Cp= —Ho (log J (I (lp+1|2 SR Iak Iz)

©“

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem ist y,= > ,,¢, und
r=1

P+l

b= > b,e;. Gemist den Forderungen 3° und 4° von Satz 18.4 gilt
v=1

0= u, (log J* ([ [a, X°1: 5| =
B « (1[a, X, D1 )_
=18 " ({523 -

k
Ixu...xp,,prlz > I“vlz
(20.10) = | log J* vopi2 >

k
fon oo [P B 3 o,
y=p+1

31 Siehe W [43] Kap. V § 6 Seite 234-237.
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k
2
. (18P 2 ol
' > la,?
v=p+1

=log J* (|| X” : B|*) — ¢y, w.z.b.w.

Hilfssatz 33! Wird J(s)=s* mit 0<A<1 gewdhlt, so ist

2. 2 1-1
20.11 = — u, [1og J* | @52 + +|ak|)= .
( ) p Ho(OgJ (Iap+1|2+"'+lakl2 h—p—1

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt

|ap+2|2+---+|ak|2) 1-1

(20.12) o= —(L—A) o (log e e ™

w.z. b. w.

—k_p_l,

Hilfssatz 4. Sind die Vektoren i, ...,%p V), 5 mit p<k-—2 gegeben und ist
X0=1ry,..., L]0 fiir o=1,...,p, s0 ist

(([a, X 9], X772 3, xp])) B
Ho

| o, X712
(T, 7Y 91| (e, 27 - (la, X7]|[a, X772 3, zp])) _
(20.13) Mo( T -
LR 5 50 R0 )[R (R 5 1)
ESS |7 |*

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem e,...¢; ist

13 p+1 P42
(20.14) Lu= zxwev, y= gl Yl 3= ;zy e,
Dann wird
— (([a, X% 9)|fe, X% 3, xp]))z
= a, XP 2 .
(20.15) e 2]

= % Ho (‘ @y g ) ([eqs -, 9] | [es, X2 3 to)) .

0 0=1 ap+1|2+-~-+|ak|2 |acu...xm,|2

Gemaéss (20.3) besteht fir p+ ¢ die Gleichung

)l )
a1 P+ +lae2) T \apar P+ - Ha?
- il ) =\ B

Ay Gy

= — =0.
”°(Iap+1|2+---+|aklz)
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Daher ist

k
(20.17) a= 3 u (l

|a, ? ) (e 277", 91| [0, 2% 3, 35]) |
“p+1[2+"'+l“k[2 lggpfz

Es werde §2=Te,, ..., ¢,] gesetzt. Nach (20.14) ist
(20.18) XO=[Ly, oo s L] =gy oo Tpp [€15 o vn s B =Xy o0 T, €2
Aus (20.14) und (20.18) folgt

(Teo &7 Y] | [0 X772 3, 1) =

p-1 -2 p+2
= - -2
= [l [ &+ {2 €, Yo €p+ Ypr1€p21] I (& €2, 2 2381 Tp,po1 €51+ Zpp €5])
c=1 =1 A=p-1
0 fir p<p
— &gy Tp1,p-1&11 -+ Tp-2,p-2%p, p-1Yp+12p41 fiir p=1p
XyyeorTp_t,p-1%8 - Fo_2p-2 {.’/p Zp-1%pp — Yo Zp “-'ﬂ.p—l} fir p=p+1

Tyy - Tp 1,01 Ty oo o202 {Up Zo-1%0p ~ Yo Zp To, -1 — Yp11Zp 11 Fp,p-1} fire>p+1.
Die Gleichungen (20.17) und (20.19) ergeben

A=Xyy . Xy_1,p-18yy ---Tp_2,p-2 {?/ﬂ Zp 1 &~ Y%y -'zp,p—l} |£p |~2""
(20.20)_ (lav Botlap. ot + - +|apl?
e e P

= = = 5 op | -2
)xu---xpﬂl,p—lxn---xp~2.p—2xp,p-1?/p+lzp+1l?cl .

Entsprechend berechnet man den anderen Teil:

b1 R 200,255
_/L 0 I [a’ &\p] |4

% ‘u ( aﬂ dv a’q da ) ((e[ia XDHI, t)] ‘ [eu) .{37]) ([697 3,:17] l ([edy xpi.z? 57 gl‘]) .
0
(

“n:—llz”*'""’“]“k'z)z o '%1"'-"”1717‘4

(20.21)

#v,0,0=1

In den Fillen

pn+v, p*po, ufo Ay —ay
n=*v, u=p0, p¥c Wp—>
pEY, u=p, p=o Q> — Oy
(20.22) pEY, pFe, p=o, vEe Sliili)}sltl;‘ittuiiiZn (T T
pf=v, u¥e, p+o, g¥o Q> G
n=v, u=g0, u¥a ay—> —ay,

r=Y, U¥Q, pu=o = —
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das Produkt a,d,q,d, in —a,d,a,d, tber. Aus {20.3) folgt dann

Cpll, @y G, .
{20.23) o <‘ pn ‘2 Tt Iak lz) =0.

Die iibrigen Fille sind
HEY, uF0, pu=o0, v=p

(20.24) p=v, u+p, U*c, p=c
B=v, u=p, U=0. .
Also gilt
_ & lae |2 l“alz ([es, X777, h) | [es, X71) ([e X7 l [€ps X2 % Lp))
(b ‘g’ﬂzﬂluo ((l p11 (2 e +l“k IZ)Z) '35,; (4 *
(20.25 .
£ #0(| Ilgmaatz' I2 ) ([ees 71, 9] | T2y, 96”]; o X1e0, ¥ 25,30
e, 5=1 (lapsa|"+ - +laxl) x”
e¥o
Es ist

(leos X777, 11| [0 X71) ([0 X71[ [0 7% 3, 1p]) =

-1 P r-2
= Hlxaoc/pl lxﬁﬁ |2 I_Il Z,, ([€s, € e Yo+ €1 Ypri) l [es, €7])-
o= y=

(20.26) - ([e,, €1} [ee P2, 2) 1 €p 1+ 2p €5+ 21 €01+ 212552, Tp po1€p1+Tpp€p])=

0 ‘ fi o< p oder
iir
_ e=p
o - - o _ . o>p und
Xy oo po1,po1 | By Tpp * Tage e Fpmo,p-2 1Yp Zp-1 Fpp — Yp Zp Tp, p_1} HOT 0> p

Fir o+4p gilt

(Tes, X771 011 {ep X71) ([ep X71| (€0 X772, 3, L)) =
S Eyy e Byt po1 | Byp e Tpp P Eyy oo B2, 52 (€00 €70, 4y €t Yp+1€pi1] | (e, &71)-
(20.27) - ([eo C"1[ (e €772, 25 1 €51t 2p €5+ 2ps1 €ps1 210 €p 10 Tp, pot Epo1+Lap €5)) =
‘I =2y By 1,1 [Ty e Bpp P Eyy oo o p 9 Ypi1 Zps1 Ep pa U 6=p, g=p+1
B [0 sonst.

Aus (20.25), (20.26) und (20.27) folgt

b=x11~--xp--1,10‘1£11--‘ipr,zi—Z{?/pzp—li'pp_ypipi'p,pA}‘xplfz“'
(20.28) la/p |2Ia/p4-1|2 ) ) } o -
Mo (a1 P+ +]anP? Tyg o Tp-t,p-1Eyy - Fpop 2 Ypi1Zoe1 Fp o1 [P 2




112 WILHELM STOLL

Nun werden die Mittelwerte in den Gleichungen (20.20) und (20.28) berechnet.
Die Transformationen S, (a, ¢, ¢) von (18.19) und ;SA’,,H,k(t, s, ) von (18.21) ergeben:

(Ia,|2+|a,,+2]2+ +lakl2)_
Yo =

la,,+1|2+ +Iaklz

o0 o0
A R
=f.“ e“tl*"'_tk P. p+2 kdtl.-.dlkz
J ) tp+1+"'+tk
-] (-]
tpegt o+
=f etom--te et ey, g,
)7 A

(20290 ¢ 2

1
_|_f ’\e“tpqu"""tk————————dtp+1...dtk=
. tpert o e
[

(-

1 o0
=f(1 ‘-T)k_pald‘[f f e preT TSk (8p.‘2+ +8k)d8p+2 . dsyt+
0 0 0

o0 oo

1
) E—p-1 1
+Vf(1__r)k-ﬂ—2d.r.‘ ...fe"3p+2“'-~—3kd8p':_2_“dskz kfp +k_p__1.
0

0 0

Dieselben Transformationen ergeben

( |avl lap+1|2 )
(lap1 P+ - +]ax[)?

oty by
dt, ... dt,=
f f (tm+ [ et
(20.30) o o
t
S T T .22 SUNRN PR PR
f fe " (prrt -+t " ¢
0 0
1 oo 0 1
1
= — 7)-p-2 “Sp+2 Sk L9 e =0 ’
J(l .[) Td‘[! !e D+ ds,,_,g dsk k—p—l k—p

Aus (20.20), (20.28), (20.29) und (20.30), erbili man

(20.31) a—b=—ux,

- - - - 2 |—2
e Zp1p-1%y3 -+ Tp -2,p-2Tp, p-1Yp+12p-1 l&'p I

Andererseits ist
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(2 9 X2 5, 0o0) (7Y, 91| ¥7) - (B2 (27|13 3, 0,)) _
ERR Edy

= l x° "29511 v ®p-1,p-1%1 - Lp-2,p-2 ([@phl: Yp €t Ypi1 €p:1] l [@1)—2’ Zp1€p-1F

F e 2p42€p19, Tppo1Cp-11T Zpp €p]) —

- | X? l-zxn ey 1 p 1 Eyy Ty 252 ([E7 7, yp e+
(20.32) + Ypr1 €pat] ( @i”) (€” | [®p72, Zp1€p1F  F 25028509, Tppo1 €1 Ty €p]) =
a,:pi—2_

=Xy e Xp-t,p-1&yy - Epoop2 WoZp 18y — Yp Zp Tp,p »1}
—yg e Xp1,p-1%yy o Tp-2,0-2Yp:12p+1Tp,p-1 ixp i—z—
— %y e Tp-1,p-1%y -+ Tp-z,p-2 {?/p Zp-1Epp — Yo Fp Tp,p-1} l Xp |—2:
= =Xy e Ty 1,p1Fyy e Tpo2,p-2Ypi1Zp1 Tpp-1| X | Z=a—~b.

Nach der Definition von ¢ und b in (20.15) bzw. (20.25) gibt (20.32) die Gleichung
(20.13), w.z.b.w.

Hilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 4 gilt:

u (([a, X 91 [a, X770, al)) B
0

[[a, "1
(Lo, X*7%, 91| [a, X°1) ([a, X7} [a, X¥ 2, 3]))
20.3 - A =
( 3) :Uo( “a, X°] |4
R )[R, ) (R 0] [R7) (@ [[R, 5)
|27 |7 |2

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem ¢, ..., ¢, gelten die
Gleichungen (20.14). Mit (20.16) erhilt man

S

i
=
=)

(([a, 2L y) | o, & sl)) _
s, 271

(20.34) _ o ) (leos X7, ][ fe0 X777, 30)

k

s - o L
e,;xllo(l%+1‘2+”‘+|aklz R

k

2

( ) \aQ\z ) ([eg) }:17—1’ t)] I [CQ) &:pily‘élz .
B R (A Edy

e=1

Es werde §?={e,..., ¢,] gesetzt. Nach (20.14) ist

(leg X771, 91| Lo X771, 3]) =
={2y . 2 1,0-1 ([0 E"7L, yp€n + Yoo €pia] € €771, 258, +

T2pi1€p1F Zpae O]} =
8 — 543808. Acta Mathematica. 92. Imprimé le 30 décembre 1954,



114 WILHELM STOLL

(20.35) (0 fiir o <p,
l]&f”"llz Yp1Zp.1 fiir o=1p,
=l|?€”‘1|2yp§,, fir p=p+1,
[XP P {yp 2y + yp:12p.1} fiir o>p+1.

Aus (20.34), (20.35) und (20.29) folgt

a,?+la R P A S _— - ?c"’"zyi
“‘/‘o(l pllapJ1l§+2l...+|ak|l2 k')'?cp llzlipl 21’/p+1zp;.1+|—'a«|,,lzp =
(20.36)

1 kE—p—1\ | yp- — - . o -2, =
:(k_p_1+ kf)-p )I-}'D R Yper 2o +[XP R X7 |y 2

Entsprechend berechnet man den zweiten Teil

. (([a, &4 1|, ¥°)- (o, ¥ [0, ¥, a])) _
e [[a, 2717

s ( a4, d, @y G, ) ([ew ¥, 01| [e,, X71) (Lo, X1 (€0 X777, 31)
< Ho

(‘“p—:~1|2+"'+lak|2)2 lxu---xwrl

v,
ey (AT Y S LTS AT
Q»U=1!0 l(%~;~1l2+"‘+|akl2)2 'xpl4
{a0f* | as]® (e, X%, ][ [e, X71) (&g, X7] | [0y X° ", 31) .
+e;‘:z:,1H° ((Iam [t e+ ax l2>2) Ky
Es ist

(lea X777, 9| Leo, X71)- (&g X°]| [ X777, 3)) =

=|@yy o Zpp @11 - Toor -1 P ([€0r €7, wp €5+ Ypia €511 | [€0r 7))
(20.38) - ([e,, €71 [, &7, 25 €) +2pe1€pi1+2ps2€p42]) =
(0 fir g<p+1 oder p<p+1,
1]?6"]”&'""1]21/,,2,, fir 0>p+1 und p>p+1.

Ist g0, so gilt

(Les X770 9] | Teg X¥1) - (€0 X7 | (e X770, 3) =

=y e op P2y - Bp 101 2 ([0 €L, Yp €+ Ypan €511 | [ €7
(e C%T| e B°7%, 2y €5+ 2531 €psy + 2ps2 €p12)) =
PR P ypazya fir o=p, p=p+]1,

a lO sonst.
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Aus (20.37), (20.38), (20.39) und (20.30) erhilt man

| xp-12 | ¥ -2, 3 las [* | @y ) cp-112 | 0 |-2 5 =
b*l“£ | |% ‘ ypzp+ﬂo((|“p+1|2+'“+l“k|2)2 |:’t | MC ‘ Yo+12p+1

(20.40) )

= l xll‘l |2 | %D l‘2yp Ep + (m — .k_::;).) lxl’*l |2 Ixﬂ I-—Zyp% 1 5p+1-
Aus (20.36) und (20.40) folgt
(20.41) a_bzl&:%lpla{p "2 Yp11 20010

Andererseits ist

(X0 9l 277 3 (L ] (X ) ({1 3))

|2 E4%
= I Zyy oo ¥p_1,p-1 I2 l x? |_2 W Zp T ¥pr13ps1) —
(20.42) —_ lxu e Tp_3,p-1 l2 | %p \—2 yp zp =

=& PR ypaa By =

=q-—b.

Nach der Definition von o und b in (20.34) bzw. (20.37) gibt (20.42) die Gleichung
(20.33), w.z.b.w.

Hilfssatz 6. Die Projektion [U""', WP} der p-ten assoziierten Fliche W* von W
entlang der speziellen Polyade "' sei nicht total degeneriert. Es sei p+h<k. Auf der
offenen Menge M habe die meromorphe Fliche W die Darstellung 1o (P). Die zu dieser
Darstellung w(P) und zur Abbildung o« € mit M N U,+0 gehirige eigentliche Dar-

stellung von W® sei WP =W? (P, a). Es ses ?Issgﬂsaiz%” ((3), @) mit 3= " (P) und
o

PeMnU, Fir jedes paar ganzer Zahlen p,v mit 1<p<n, 1<y<n besteht auf
MU, die Identitit

_ (([a, AT, WL ]| o, AT, %Sv]))
Upy== o ‘[a, AT, T lz -
B '(([ﬂ, AL, WE ]| [, A, WY ([a, AL, WY [a, A, %35,])) _
Ho o, AT, rgIe =
(0, By |0, )
l[%[h—l, %P] ‘2
(22, 82,120, 7)) ([, 31| 120, 8,
- [[r-2, e ¢
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Beweis. Es ist W°=[w, w’, ..., w® Y] Also gilt
-1
(20.44) %gy: S [w, 1, ..., e D, mgi‘)’ e . p®-Dy,
e=0

Die Vektoren 2, ...,T,_; werden so gewihlt, dass A" '=[r,,..., Z»_,] ist. Ausserdem
werde

(20.45) Lh=1M, Ln.1=10,...0nsp 1 =P

[4 .
und g=p+h—1 gesetzt. Mit | werde das Fehlen des Gliedes r, angezeigt. Gemiss
(20.43) bis (20.45) ist

‘ [ ' o .4 N
e ([P SPRPPY [ PP RS VS e | (- PR TRVRY DY OVRRD RS ) SAnc b 1N
Uy gzh,lo — —_
o+o ITa, gl,...T...|...,gq, Zor L) |2
q . ¢ 1 (o-h) . £ 7 . .
S (([a, Lo oo ee ooy T T W& L0, 2y [ eons 2o Ty 20])
- o= ll') [ g T
Al [, 2 e o] s oo B LI PP
0y 2 2 (0 By L[ 2 W5 &’D) +
l[ﬂ, &1:",7 L Lo gg]lz
(20.46) ] )
S l(([a, s oeefeees T WEMIQ, 2y, e |0, 2o, mé‘-’,’“’]))
1 :41‘10 P —
o O 2o f s B0 2P
; 4 4
< ([ Xy eee | oees Zgs 102, P 2y, ] T 1“,‘,]).
K] o :
[, Ty eenfoes Tas Lol
o [
({ (LA PO IR VIS i 1 I ) W AR DU VR 1S 8d )
. : S [
I[a) gl’ ' ’ Iq’ ?:g”

Die Hilfssitze 4 und 5 ergeben

e o gy

- i (s o | ooe | oo T Tor WP (X o [ [y 2o 0877, 2,0)

(i - ¢ c -
Lg#d |[81,...|...|...,l‘q,go’a2‘:9]‘2
) % V(»["g}j.‘:rimlqu’ o mg‘-h)]l[gl,...I‘...l...,}w.
av‘v_;l

) G
e¥o '[Il”","',“" xq, go" Ig]lz
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Q c e ]
@l o T 0 e T 08 8D
0 ~

[[xn ]l Tar Zo b

(20.47) . .
2 ([ o] B WY [, e s B, WET))

4
”L‘l’ """" ?:.111 29”2

4 [4 e .
% Qoo+ 20 &, PN o] 20 2D Qoo 20 2 |00 oo 0™

e=h

Q
P DO A

(LW (AW (AL 2" W) (A", WY (A1, 22 7)
|[%Ih~l’ %p] ‘2 - l[g)Ih—l’ %nﬂﬁ'w ’

w.z. b.w.

Mit diesen Hilfssiitzen lisst sich nun der Mittelwert der Charakteristik
T, (G, [a, ")) berechnen.

Satz 20.1. Mittelwert der Charakteristik T, (G, [a, 2A*1]).32

Voraussetzung. Die Projektion [U*™Y, W?] der p-ten assoziierten Fliche W® von W
entlang der speziellen Polyade "~ sei nicht totaldegeneriert und habe die Charakteristik
T, (G, A*7Y). Die Charakteristik der Projektion [a, U*~*, W*] sei T, (G, [a, A*"1). Es
set p+hsk.

Behauptung. Fir jede zuldssige Menge G gilt:
(20.48) : To (G, AN = po (T, (G, [a, A*1]).

Beweis. Auf der offenen Menge M habe die meromorphe Fliche W die Dar-
stellung (P). Zu dieser Darstellung v (P) und zur Abbildung o €P mit M N Uy+ ¢

gehére die eigentliche Darstellung %” (P, o). Nach Hilfssatz 6 besteht dann auf
MU, die Identitit

o (@ s ([a, A1, WPY)) =
i % (e U W[, A WEY
=§y,v§=:1'u°( I[a, Q[i-l, g}gp] |z ) 2u0%,—

;or (([o, AP, Y | [a, AL, W) - ([, A, WY | [, AT, TWE)) )
(20.49) —% ZIMO( Al e BT )az,,az,=

“p,

32 Fir n=1 siche W [43] Kap. III § 5 Seite 147-150,
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i {([91"‘1, W ]| (A1, 22)
_Eﬂ’zl I[?Ih*l, QBP] |2 -
([, W [ (A1, WY - (A", W[ (U™, WED)) .
- I[mh-—l’ 287 |4 Jaz,‘az,.—
=0 w, ([QI"'I, Wr7).
Daher ist
o (T (G, [0, 2 h”l]))=7-t1* f?/)(P, @) pro @ ([a, A, W) & yan-2=
G
(20.50) =71t J p(P, @) awz([ﬂ" 1987)) Dy2n-2=
¢

=T,(@Q, A1),

w.z. b.w.
Gemiss (20.1) besteht fiir jede nichtnegative Funktion f>0 die Ungleichung
(20.51) log pto(f) = p (log f) = — 0.4 |
Diese Abschiatzung wird beim Beweis des folgenden Hilfssatzes benutzt.

Hilfssatz 7.3% Die p-te assoziierte Fliche W? von W sei nichi speziell degeneriert.
Die spezielle Polyade "' mit 0<h<k—p und der Vektor b werden mit der Ein-
schrankung [0, A* 140 gewdihlt. Auf der offenen Menge M habe die meromorphe Fliche
W die Darstellung 1w (P). Zu dieser Darstellung W0 (P) und zur Abbildung « € P mit
MNUy+0 mégen die eigentlichen Darstellungen "~ (P, a), WP (P, o), W’ "1 (P, &) von
W2 bz, WP, baw. WP' gehoren. Gemdss (19.21) werde die Dichte F, (b, A* )=
=F,(P, a, b, A"y gebildet. Ist a ein Vektor mit [0, a, A*"*]1+0, so werde entsprechend
die Dichte F,(la, A*'))=F, (P, «, b, [a, A" ']) gebildet. Die Funktionen J (s) und J*(s)
mogen die Bedingungen 1° bis 4° wvon Satz 18.4 erfiillen. Nach (20.9) werde ¢p.p_y
erklart. Auf M N U, gilt dann

(20.52) J([[[A" 1, W*1:0|P) Fy (6, A™) < vt
i (T (|| [, A* T, WP B|[F) F, (6, [a, A1),

Beweis. Es gibt eine spezielle Polyade 9*~"~?7"! mit [Y* *~?*1 Y*"1]+0. Auch
die duale Polyade A”="*[A* " *:1 " 1]%0 ist spezicll. Also ist

(20.53) (AP, WY AP | [AE-RoPEL QL W] [ =[(47, WP)|=0.

3% Siehe W [43] Kap. V § 6 Seite 236.
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Daher ist [U"~', WP] nicht totaldegeneriert. Ebenso erkennt man, dass die
meromorphen Flichen [b, A*~!, WP] und [b, A", WP~1] fir [b, A*"']+0, sowie
[b, a, A7, WP] und (b, a, A=, WP fir (B, a, A*"']1%£0, sowie [a, AL, WP] fiir
[a, A"']=0 nicht totaldegeneriert sind. Ist [A* !, W?™']=0, so ist (20.52) trivial.
Ist aber [A*"', WP'']%0, so ergeben die Hilfssitze 1 und 2, sowie die Gleichungen
(19.21) und (20.51) die Abschétzung

log pio (J (|| [a, A, WY : B|P) Fy ([a, A1) =
Py ([0, A" 1) }) _

Mia, 97, 73 6
=g (log J* (|| [a, A", T”: B |) + o (log | [, a, A", W12y +
+ 1o (log | [a, A1, WP 2) — uollog |[a, AP, W) —

>y (log {.mu [0, A1, ¥ B

(20.54) — 1o (log | [0, a, A1, WPIP) =
>log J* (|[A", WPY: B)®) —€pn-1+log |[6, A1, WP -
p+h-1 1 h+p 1 .
- 2 7 tlog AP WP P~ 3 —— —log | (A", WP+
p=1 -V pol B—V

n-1
P+ prh

1 _
£3 o log |16, WL WP
p=1 4 p=1

k—y
=log {J (|| (A", W*1:0|P) F, AP ) e pen-1},

w.Zz.b.w.

Satz 20.2. Die Abschitzung von T, (¢, A") nach unten fir h<k—p—1.3

Yoraussetzung. Die p-te assoziterte Fliche W? der meromorphen Fliche W set
nicht speziell degeneriert. Es set p=1. Die spezielle Polyade A" mit 0<h<k—p—1
und der Vektor 0 werden mit der Einschriinkung [b, UA*)=0 aber sonst beliebig gewdiihlt.
Die Charakteristik der Projektion [U", W?] sei T, (G, A"). Die Dichte F, (b, A") sei
nach Satz 19.2 definiert. Die Funktion J(s) erfiille die Vomussetzungeﬁ von Satz 18.4.
Die Zahl ¢ sei durch (18.47), die Zahlen ¢, seien durch (20.9) und die Zahlen ¢, durch

k-2

e,
(20.55) Go=1(ct+1)e=e fir 0=0,1,..., k-1

definiert. Die allgemeinen Voraussetzungen 1 bis IX werden gemacht. Das Zeichen (o)

sei nach Definition 16.3 beziiglich des wvollstindigen Systems & zuldssiger Mengen ¢
erkldrt.

3¢ Fir n=1 siecheW [43] Kap. V § 8 Seite 237,
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 Behauptung. Fiir jede zulissige offene Menge G€® gilt

(20.56) 0= f'/)(P, ) J (1", B*}: b|") Fo (A") < pn {T (G, A") + (0)},
G

R/

wobei (0) unabhingig von J(s), N*, b mat (b, A*1+0 ist. Wihlt man speziell J (s)=s*
mit 0<A=A(G)<1, so gilt
k-2
2-34+3 ¢2ZF5a 3
v=q <

ST ne—n° 1-2

(20.57)

Beweis. Nach Satz 19.3 ist die Behauptung bereits fiir h=%k—p—1 bewiesen.
Ist sie schon fiir ein » mit 0<k<k-—p—1 bewiesen, so gilt sie auch fir A—1, wie
jetzt gezeigt wird. Die spezielle Polyade "' mit [b, A*~']40 werde beliebig ge-
wahlt. Dann sind, wie schon im Beweis des Hilfssatzes 7 gezeigt wurde, die mero-
morphen Flichen [b, A", 7] und [A* !, ¥87], so wie [b, a, A=, W?] fiir {b, a, A*1]+0
und [a, A*"1, W?] fir [a, A* ']+ 0 nicht totaldegeneriert. Nach der Induktionsvor-
aussetzung gilt also

}z fw(P, @ J ({J[a, AL, W B|P) Fpy (6, [a, AN <
(20.58) T

<Sp:n {Tp (@, [a, 9[h_ll) + (0)}

fiir [a, A*"']=0, wobei (o) nicht von J(s), b, a und A*~! mit [b, a, A*~']+ 0 abhingt.
Die Vektoren a mit [b, a, ""!)=0 bilden einen linearen Unterraum der Dimension
h<k, der aus der Einheitskugel |a|=1 eine Nullmenge ausschneidet. Aus (20.58),
(20.52) und (20.48) folgt also

(20.59) ’lz fw(P’ @) J (|| (A1, W] : b]F) Fy (b, A1) <

G

Scpone b=t {T (G, W)+ (0)}=cpsin1{T (G, A7)+ (0)},

wobei (o) nicht von J(s), b und A"~ mit [b, A* ']+ 0 abhingt. Da (20.57) unmittel-

bar aus (20.53), (18.51) und (20.12) folgt, sind alle Behauptungen richtig, w.z.b. w.
Damit ist Satz 19.3 auch fiir A<k—p—1 bewiesen. Fiir h=0 besagt er insbe-

sondere

2| (i

(
[%57 B[ [Tt <epiTH(G)+(0)},

(20.60) 0£;1tf1p(P, G) J* (|| 287 : B|)
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wobel (o) nicht von J(s) und b+40 abhiingt. Hier tritt bereits die Grosse
I%p—l |2 |%D |—4 IQBZHJ l2

auf, deren Logarithmus ebenfalls in Q,(I") vorkommt.

§ 21. Inzidenz und allgemeine Lage

In der Voraussetzung der Hauptdefektrelation und des zweiten Hauptsatzes
werden die Begriffe der Inzidenz und der allgemeinen Lage gebraucht. Fir die zu-
gehorigen Definitionen, Sétze und Beweise sei auf W [43] Kap. V § 10 verwiesen.
Der Einfachheit halber mogen die dortigen Definitionen und Sitze hier kurz zusam-

mengestellt werden.

L Ist A=[ay,...,0,]%0, so sei {A"} der Raum der Vektoren p= élxy a,.
Dann und nur dann ist {A"}={B"}, wenn es eine komplexe Zahl A4 0 mit ANA" =B"
gibt. Im ganzen Paragraphen werde
(21.1) 0<i<h—1, 1<p<k I=h-i
vorausgesetzt.

2. Der Raum {%I”} stehe in i-Inzidenz mit der Polyade X7, wenn fir jeden
Teilraum {¥'}<{A"} die Bedingung [U, X)=0 erfiillt ist. Im Folgenden wird die
Polyade X* speziell angenommen.

3. Der Raum {A"} mit A*=[a,,..., a,] steht dann und nur dann in i-Inzidenz
mit X7, wenn [q;,..., a;, X°]1=0 fiir alle 1 <j,<-.-<j, <k ist.
4. Erginzt man die Vektoren I,,...,I, zu einem Koordinatensystem 1y, ..., 2k

k
von Ri* und ist au= 3 a1, fiir u=1,...,h, so steht der Raum {A"} mit "=
»=1

=[0a;,...,0z]%0 dann und nur dann in ¢-Inzidenz mit der Polyade X? ={x,, ..., L,]+0,
wenn

N Lo g (PRSI <hsh
L - t

1< <--<u<h
ajl‘l ...a,-m

ist, das heisst, wenn der Rang der Matrix
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al,z_)+1 .o a'.lk
(21.3)

Ap,p:1++0 Ani
kleiner als [=h~¢ ist, das heisst, wenn

@y e auh
o [ 1<, <-<A <k
(21.4) ©o... 1 |=0 fir
: : |,p+1§2i+1<---<2hsk
Gnia v Chyy
ist.
k
5. Eine Polyade %" kann als Punkt des Raumes R2(#) aufgefasst werden. Ist

X" =[1y,...,Ip]*0 eine gegebene spezielle Polyade, so sei X[ der kleinste lineare

k
Unterraum von RX*) der alle speziellen Polyaden %* enthilt, fir die {*} mit X”

in ¢-Inzidenz steht. Dann und nur dann steht der Raum {A"} mit X” in i-Inzidenz,
k
wenn A" € X7 ist. Die (reelle) Dimension des Raumes X} < B2(%) jst das Doppelte von

e =z (hﬁl) (kzp)'

A=0

Fir 0<i<h—-1, 1<p<k, p+h<k+1 ist

R-i-1 . :
N pii_ p+i k—p~—t)
(21.6) D] > (h—l) ( 1 >0.

A=0

6. Sind A*={q,,..., a,]#0 und X?=+0, so werde

-1
(21.7) di=d; A" =a, A", X")= (:‘) > [y, - 05 ;0 X2
1

i< <f<h

gesetzt. Es ist

h
21. " XP i1 (U, XP).
(21.8) @, @< (1 a2
fO fir ukv . . - . . . .
Ist (a.]q,)= . ist ¢ eine unitdre, lineare Abbildung mit b,=oq, und ist
| 1 fir o=,
B =[b,,..., b,], so ist
(21.9) d; (A", X7)=d, (D", X°).

Dann und nur dann steht der Raum {¥"} in i-Inzidenz mit der Polyade wenn
di (Q[h, 36”)=O ist.
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7. Der Raum {A*~'} mit a=*A*"! steht dann und nur dann in i-Inzidens mit
der Polyade X'*'=[r,,...,21.4[ 0, wenn fir v=1,...,1+¢ das innere Produkt
(%, &,)=0 ist, das heisst, dann und nur dann, wenn die Ebene (&, r)=0 die Punkte
Lis -5 L1y enthilt, also der Raum {X'*'} in dieser Ebene (a, £)=0 liegt

8. Die Raume {¥A},...,{A} befinden sich dann und nur dann in allgemeiner
Lage beziiglich des Indexes p, wenn fir jede Zahl 1=0, 1, ..., h—1 und jede spezielle
Polyade X"™'+0 folgende Aussage gilt: Wenn XP*' der nach 5. zu X°*' gehorige
lineare Unterraum von R"{(g) mit der Dimension 2D?* > ( ist, so gehéren hochstens
D7t der Polyaden A?,..., A2 zum Raum XP*, was nach 5. dann und nur dann der
Fall ist, wenn von den Réumen {}},...,{U} hochstens DP™' in i-Inzidenz mit

X?*! stehen. Dabei wird

(21.10) 0<i<h-1, 1<p<k, p+h<hk+1, I=h-i
vorausgesetzt.
9. Dann und nur dann befinden sich die Raume {UAf '}, ..., {As'} mit &, =*AL

in allgemeiner Lage beziiglich des Indexes p=1, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:

a) Durch keinen Punkt y=+0 des Raumes R:* gehen k der Ebenen (x,, v)=0.

b) Deutet man die Koordinaten des Vektors o= (w,,..., w;)+0 als homogene
Koordinaten eines Punktes 0= (w,:...:wy) des projektiven Raumes der Dimension
2k =2k—2, so sollen durch keinen Punkt § mehr als &’ der Ebenen {i0| (&, v)=0}
gehen.

c¢) Jeder Durchschnitt {257} n...n{W, "} mit 1<p <. <w,<q besteht nur
aus dem Nullpunkt. ,

d) Uber dem Korper der komplexen Zahlen sind je k der Vektoren &, ..., o
linear unabhingig.

10. Tst QI'”:[al,... , 0,10, so werden zwei Summationsbefehle eingefithrt:

a) Mit >* werde die Summation iiber alle Polyaden [ay,..., ;] mit
{ad} < o} .

1<, <.+ <4, <h bezeichnet. Im Falle [=0sei A=1und > f(A0)=fAo).
{20} c{ut}

b) Mit >** werde eine Doppelsumme bezeichnet. Zuerst werde iiber alle Polyaden
W ={ay, .-, q,_;, O, G,y @, ] Mit 1<y <oor <y <E<jy <o <ji_1<h bei festen
Werten 1<j, <.-- <g§;_; <h, dann tiiber alle 1 <j, <--- <§,_; <h summiert. Hierbei wird
A=y, 00505, 1, 05, 5 eer 07,] abgekiirat,
In b) kann man auch zuerst iber alle A'~'=[qa;,...,0q;, |, ;.- 6] beifestem
Wertesatz 1<j, <..-<j;<h dann iber alle Wertesitze 1<4, <-.- <4;<h summieren,
wobei dann A’ ={qy, ..., ;] abgekiirzt wird.
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11. Ist die Funktion X (¥')>0 fir alle A'=[q;,..., a;] mit 1<j, <. <j<h
und die Funktion Y (A'"')>0 fir alle A '=[a;,...,0q;, ] mit 1<5, < <ji,<h
erklirt und wird

(21.11) x=(?)‘ > X, y=(h)— >* Yy

{ul} c {a#} - {ad—1} < {uh}

gesetzt, so gelten die Abschitzungen

§< 1 S X(ml) ,

o h—IF1 S T
(21.12) L pary

Y_ 1 s LG

12 XA

Wie bei W [43] ergibt sich
Satz 21.1. Eine Abschitzung. 33

Voraussetzung. Jeder der speziellen Polyaden A;=+0, ..., A2 +0 sei ein Gewicht
g (A% >0 zugeordnet. Es sei 1<p<k—h. Fir i=0,1,..., h—1 gebe es Zahlen g¥*'>0
mit der Eigenschaft:

Ist XPTE0 eine belzebzge spezielle Polyade und stehen die Riume {9}},...,{%:}

in i-Inzidenz mit X°**, so ist Z g(%zq)ﬁg;”“.“
e=1
Ist {XPH1} o {XP*} S (X771}, so werde

-1 1. xp+ilj2
(21.13) wom= ()" s ML miieas,

{w}c {uh} W:I—”i

b -1 " QII~1:&17+’ 1 lz .
iy pan=( ) e miioa
( ) wie1 (Ay) i1 {911-1?: o) llg){tﬂ . ?clH—l”
gesetzt. Dabei seien die Zihler und Nenner der Summenglieder nicht Null. Ausserdem
seien Zahlen f;(N}) fir p=1,...,q mit 0<fi(Ah) <1 gegeben.

Behauptung. Zu jeder mdiglichen Wahl von U}, ..., U, g(AL), gF*' gibt es eine
Konstante ¢, sodass

_L i h h '}’Hl (2[ )}]
exp [ 3 000 tog (e #er G

Yi (%I )

(21.15)
h
{l_i_xzfng(gI f(?I) (2{)}

gilt. Dabei hingt die Konstante ¢ nicht von der Wahl von f;(N%) und X7 1, X+ XP*+ -1 g

35 Siehe W [43] Kap. V § 7 Lemma 7 a Seite 238-240 und § 11 Seite 261.
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Zusatz. Befinden sich die Riume {U}},...,{UL} in allgemeiner Lage und werden
die Zahlen DP*' nach (21.6) bestimmi, so kanr man g7 *'=DP* als Gewichisschranken

wiihlen, wenn g(Ak)=1 ist.

§ 22. Die Hauptdefektrelation

In diesem Paragraphen wird die Hauptdefektrelation bewiesen, aus der sich mit
der Differenzformel leicht der zweite Hauptsatz ergeben wird. Der Beweis der Haupt-
defektrelation erfolgt dhnlich wie bei einer Veriinderlichen. Nur der Unterschied der

Operationen ’ und @ fiir n>1 bedingt einige Abweichungen.

Satz 22.1. Hauptdefektrelation. 36
Voraussetzung. 1. Jeder der speziellen Polyaden F=+0,..., A% =0 sei ein Gewicht

q
g U)y=0 zugeordnet mit Zlg(%[,'ﬁ)>0. Es sei 1<p<k~h. Fir t=0,1,... h—1 gebe

n=
es Zahlen ¢f™'>0 mit der Eigenschaft:

wIst X770 eine beliebige spezielle Polyade und stehen die Riwme {303}, ---, {33}

r
in i-Inzidenz mit X%, so ist zlg(‘l[fg)gg,?’“,“
o=

2. Die allgemeinen Voraussetzungen I, 11 aqus § 4, 111, IV, V aus § 7, VI, VII
aus § 11, VIII aus § 12 und IX aus § 19 werden gemacht.

3. Auf der Mannigfaltigheit IM®" sei eine meromorphe Fliche W gegeben. Fiir
jeden Index uw=p, p+1,..., p+h—1 sei die u-te assoxiterte Fliche W* nicht speziell
degeneriert und habe die Charakieristik T, (G). Die Funktionen iy, (1", U*) und iy, (v, A
seten gemdiss (13.2) und (13.3) erklirt. Die Funktion Q,(I") werde durch Satz 15.2
eingefiihrt. Ist WP**==0, so sei Q, ()= — oo,

4. Die Gesamtkapazitit € werde durch (16.3) gegeben. Die Charakteristik der mero-
morphen Fliche W sei T(G). Ist €>0. so strebe beziiglich eines gegebenen vollstindigen

Systems & zulissiger Mengen
(22.1) TG00  fiir G->IE".

Beziiglich des Systems &, aller zuldssigen Mengen werde wie in Definition 16.4 das

Zeichen w( ) erklirt.

3 Fiir n=1 siehe W [43] Kap. V § 10 Seite 259. Zum Bewgis siche § 11 Seite 259-263.
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Behauptung. Es gibt Konstante By, ..., By, und eine kompakte Menge K, sodass
fir jede zuldssige Menge G > K die Abschitzung

q k-1 .
Z=19 () {my (T, ALY — o (1, Wi)} + go g (D) =
(22.2)

B TR S (hilBi {-—————_T”“ G+ T(G)}z)
2 - i=0 2
gtlt.
Anmerkungen:

1°. Befinden sich die Raume {A?},..., {A:} in allgemeiner Lage beziiglich des In-
dexes p, so kann man g(A%)=1 und ¢f*'=DP** wihlen.

2°. Strebt T (@)—oo fiir G—>IN2" beziiglich des vollstindigen Systems & zulissiger
Mengen, so auch beziiglich eines jeden vollstindigen Systems (' zulissiger Mengen ;
denn T (G) ist monoton.

3°. Ist die Gesamtkapazitit €=0 und wird der Eichfaktor b nach VI § 11 bestimmt,

so ist

. TG
(22.3) lim ———=2>b>0,
emzn B(G)
denn W ist nicht konstant, da W? nicht speziell degeneriert ist. Also strebt auch
im Fall €=0 die Charakteristik 7(@)—> oo fiir @—IN?",

4°. Bei einer Verinderlichen wird in W [43] statt (22.1) vorausgesetzt
(22.4) Ty (G)~>oo  fiir G—>IN2" (beziiglich &)

fir w=p,p+1,...,p+h—1. Dann lautet das Restglied w ( ) in (22.2) anders, namlich
h-1 .
i=0

Dasselbe gilt auch bei mehreren Verinderlichen. Jedoch ist die Voraussetzung (22.4)
und damit das Restglied (22.5) bei mehreren Verinderlichen ungiinstiger; denn beim
zweiten Hauptsatz sollen die Voraussetzungen moglichst wenig vom Differential 8 B, _,
abhéngen. Die Voraussetzung (22.1) hiingt nicht von 8 B,.; ab, wihrend die Voraus-
setzung (22.4) fir n>1 und p+h—1>1 von 0B,_; abhingt.

5°. Die Konstanten By,..., B, ; in (22.2) bzw. (22.5) konnen so gewahlt werden,
dass sie nur von den Polyaden UA},..., A ihren Gewichten g(A}), ..., g(A%) und ihren
Gewichtsschranken g¢§,...,g5+7~! nicht aber von der meromorphen Fliche W oder

ihren assoziierten Flichen W?*' abhingen. Man vergleiche dazu (22.64) weiter unten.
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6°. Die kompakte Menge K, die in der Behauptung auftritt, kann so gewihlt werden,
dass sie nur von der Wahl der meromorphen Fliche W und ihrer assoziierten Flichen
W?,..., WP*"=1 aber nicht von den Polyaden A?,..., A% auch nicht ihren Gewichten

g(A%) und ihren Gewichtsschranken g7*' abhingt.

Beweis. Ist WP*"=0, so ist £,,,= — o und die Behauptung ist richtig. Es sei
jetzt WP*" 0 vorausgesetzt. Zu jeder Polyade A gibt es Vektoren af”,...,a%" mit

0 fir A=+g,

() | 4y
(22.6) (af” | o) {1 fiir A—p,

sodass A;=|Ax|[af, ..., a%"] ist. Setzt man B:=[af,...,a%"] und g(A})=g(BL), so
ist {AL}={B)} und
(22.7) iy (I, W) =, (I, B),

(22.8) iy (I Wy =iy 1 (I, BE).

Daher kann man o.B.d. A. annehmen, dass |A%|=1 ist.
Mit A*=[a,, ..., as] werde eine Beliebige der Polyaden Ui bezeichnet. Es ist

0 fir A<+p,
1 fir A=p.

(22.9) (x] 0 =
Es sei I=h—~4 mit 0<i<h—1. Nun werden die Polyaden

22.10) W '=(a;,...,q ] mit I1<j<--<j<h

22.11)  W=loy, ..., 05, 4 Oy, Gy eens 0] mit 1< <oor <oy <t<jo<- <fii1<h
fest gewidhlt. Man setzt u=p+i:. Dann ist

(22.12) 0<l—1=h—i-1<k—p—i—l=k—u—1.

Da W* nicht speziell degeneriert ist, ist fiir jede spezielle Polyade ®' ! die Pro-
jektion [D'', W*] nicht totaldegeneriert. Sie habe die Charakteristik 7, (@, D'7'). Aus
(13.6), (13.7), (13.8) und Satz 17.2 folgt

(22.13) Ty (G, DY ST (@) +u(y, DS T (G) + (0)

wobei (o) gemiss Definition 16.3 beziiglich des vollstindigen Systems &, aller zu-
lissigen Mengen definiert ist und nicht von @'~! abhingt. Insbesondere gilt (22.13)
fir D''=A"'. Die Dichte F,(a;, A ") sei gemiiss Satz 19.2 erklart. Die Funktionen

J(s) und J*(s)=s-J(s) mogen die Voraussetzungen von Satz 18.4 erfiillen. Die Zahl
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¢ sei durch (18.47), die Zahlen ¢, seien durch (20.9) und die Zahlen ¢, durch (20.55)
definiert. Wie die Tabelle

Satz 20.2 | » | WP | & | UA*| b |[UX, WP) | T,(G, AY) F,6, %" |J(s)
Hier w | W1 W g | (WL W Tu(@ XY | Fula, W) [ (s)
Satz 20.2 c | e | g p+h (U]
Hier c |l e | g |utl-1=p+h-1] &,

zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 20.2 erfillt. Zusammen mit (22.13) fiir
D1=U* ergibt sich:

(22.14) ;{fy;(]’, G)J(||(A1, W] a|]?) Fau(a, W) <pin-1{Tu (G) + (0)}

G
fir jede zuldssige Menge G, wobei (o) nicht von der Wahl der Funktion J(s) und
der Polyade A' abhingt. Aus (22.9) bis (22.11) und (19.21) folgt
I (11, Bz 0, ]F) Fu (0, A=
=J( “g)[l 1 Q , ﬂt]lz)l[at; 9[1 1 ,)pu l]lzl[g)[l 1 23u+1],2

“g)[l \)‘ ]l2la lz latlzl[gzll , m\u] '4
(“g[l gbuHZ |§)[l llz‘, \ul)“?(! gsu 1”2';2[1!2'5 1u| HC)(I 1 %uﬂ-]”z

Ig‘)[zlzlﬂ“ izl[glz ,Isu”z,g[’z 1lz|g, u+]l2

(22.15)

lg[llzls)s ,2 “s)[l , s)‘“]l
,QII 1'2'2b1¢,2 ,g\u 1'2'2\u+1|2=

I[S)[l 1 %u”z |;)‘\u|4
g (”9(1 s)\\ullz)us){l DI 1”2 ”;)[I 1.n - 1”2 |53¢ 1l2|,2\u 1|2'

e

o= o=t e Rty

Da J*(s) monoton mit s zunimmt, ist

1. 9nu
(22.16) J? (||51(’:2‘~3“||2)sJ*( 19c; 28" )

Mit J] werde die Multiplikation iiber alle A'=[a;,..., @] mit 1<, << <h
{al} < {uh}
bezeichnet. Wegen J*(s) <1 ist
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(22.17) 0<f(AM=TI' J*(JAU:W|Hr<a* (AW |P)<1.
{adyc{a?}

Ist E={P|oy (P, ®)=0} die kritische Menge des Kondensators H, so ist nach Satz
15.2 die Funktion S’u (P) auf H—E erklirt. Dort gilt

|2}3u 1,2 ,%u+ll2
RESHE

(22.18) A-S,=

wobei A die Dichte des Differentials —8yolydys,_o ist. Aus (22.14) bis (22.18) folgt

] %Il %u12 9[11%1”12
(22.19) ﬂHLTP (P, &) fu(U") “Tm‘[r‘%u“'zl" UW@H L ““ Su D= gpin 1 {Tu(6) + (0)).

Da die assoziierten Flichen W*~' ..., W?*"~! nicht speziell degeneriert sind, und
da die assoziierte Fliche W?* nicht totaldegeneriert ist, sind die Projektionen
[, we, [ W, [, W) mit I=h+p—u firu=p, p+1,...,p-+h—1 und die
Projektionen [ ~!, W**'] mit I=h+p—u fir u=p, p+1,...,p+h—2, sowie die
Projektion [A°, W”**]=W”** nicht totaldegeneriert. Die Funktionen || : %8|,
-t ), |- W] und AL, W) sind also fir w=p, p+1,..., pth—1
unabhingig von der Wahl der Darstellungen 28**, 38* 28**! bis auf die Unbestimmt-
heitsstellen von W“ ', W*, W**! eindeutig als Funktionen des Punktes P € M>" erklirt
und nicht identisch Null. Fir jedes £>0 werde

“Ql -1, 2}3“+IH2+8

. -1y
(22.20) Ys(%( “%[l -1, 5231;“2 >O
' . “?{l %u “2 +e
(22.21) X =m0
AR N 1ot WP+ ¢ . .
2.92 Fm =" T e e =
(22 2 ) (' (QI ) (7/) {Q{Z}% {wh} 1‘%1:%1541”2_*_6 mit p—\-z

e (BT e e
(22.23) yia @)= <i+ 1) {al—1yc {oy -1 WP+ e

mit w=p-+1
gesetzt. Nach § 20 Nr. 11 ist dann

sk Ze (S‘)Ilgl) "Pl+1 (?Ih) .
X)) T i

(22.24) >

Lasst man &0 streben und setzt man

9 — 543808. Acta Mathematica. 92. Imprimé le 30 décembre 1954.
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! ”911 )B"””Z
22.25 () = ) Y o Sasiis
( ) w (A7) (z {;ﬂ}%{n(ﬁ} ||9Il P - 1“2

3 -1 ” ?Il_l . )ISNH—I ”2
22.26 et (A" =(. ) B oy eyl
( ) v () il {?[l_?}:c - ”% 1,989+ “2

so erhialt man aus (22.20) bis (22.26) die Abschitzung

(22.27) 0Pt () 1 gy, [T A AT

) TS T

Summiert man die Ungleichungen (22.19) gemiss der Vorschrift >**, so folgt
mit (22.27) die Abschitzung

1 G
e Joe a2l g 8= () s Tou@)+ 0

fiir ¢=0, 1,...,A—1, wobei (0) nicht von der Funktion J(s) und der Polyade A" ab-
hingt. Die Ungleichung (22.28) gilt fiir A*=UAL, ..., AF. Setzt man diese Polyaden
g ()

ein, multipliziert mit “'(;p’;f und addiert, so erhilt man
g Y (suz) P
- f p(2.6) o S g e BB, a <
n=1 ( ,u)

(22.29)

q

ﬁf'z 2 9 Q0) (h) 6o n-1{Tp+i (6) + (0)}.

¢ =

Auf der offenen Menge M < M** sei eine reduzierte Darstellung v (P) der mero-
morphen Fliche W gegeben. Die Abbildung « € mit M N U,+0 sei beliebig ge-
wihlt. Die zugehérige eigentliche Darstellung von W* sei 38" (P, «). Zwei Polyaden

X", 97! kann man als Polyaden aus R3¥; auffassen; ihr dusseres Produkt ist dann

k
[XP7, 9P*). Man kann X°*, Q)P+ aber auch als Vektoren des Raumes B 65) quf.

fassen. Ihr &usseres Produkt werde dann mit {X”°%, §)”°"} bezeichnet. Auf M n U,
gilt nach § 15 Hilfssatz 1 und § 19 Hilfssatz 1 die Abschitzung

Dichte (8w, (W7 ") 8 y2n 2)=

(qp‘p 1'; bp“l\}\”“)
:llﬂ\\z) 1( 1 Z Ay s)‘\p le ‘ lg\p 1) =

=1 (4

~

n
g\\le 1 v @ rg\\p i ’l p+i ;Igz%i ’2\3”“ >
(22.30) =P P o (839 TR )
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= I%"“I“‘*ﬁ Duy (T W, W) =
- | {%n+i’ %pﬂ} |2 l%p+il~4:
— I%PH’—I ,2 |2‘8p+i+1 |2 l%pﬂl—‘i'

Auf H—E gilt also

(22.31) Dichte (8w, (T87") 0 y2n_2) =4 8,1 A

Mittels Gleichung (12.25) erhélt man daraus

(22.32)

1
é—f (P GSp+zA<Tp+i(G)
~E

Addiert man (22.29) und (22.32), so erhidlt man

y(P, ) {
(22.33) HYE

{1+~;,:1 S 0@ () n | (T @+ 01,

0 3 000 fay P zﬁ)’} Sz

Aus Satz 21.1 folgt

2175 f‘/)(P, G) Smi exp [ FES] z 9(91 .) log {fz@l,’f Yii1 ((E’I;)}]A<
(2234) H-E 9i u-1

<efte i S0 (! ern o] D@+,

wobei die Konstante ¢ nicht von der Wahl der zulissigen Menge G, nicht von der
meromorphen Flache W, nicht von ihren assoziierten Flichen W™ und nicht von der
Wahl der Funktion J(s) abhingt. Die Gleichung (22.34) gilt zunichst fiir den Fall
fi£0, 1, %0, 9,150, was auch immer erfiillt ist, ausgenommen vielleicht, dass v, =0
ist. Im Fall y,, ,=0 ist (22.34) trivialerweise richtig.

Schreibt man das Integral in (22.34) wieder als Integral iiber ein Ditferential,
80 ist

. .
~—~f (P, G) exp [log Sy 1+gp+t Z g (Ap) log {f,(%[” ’PH&(?’E;‘)}] Opilyodys, o<
(22.35) H-E ~ H
=c { g 2 9(91 ( )Cp*h l} {Tp i(G) + O)}

i ,ul
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Da lings I', die Potentialfunktion ¢ (P, G)=R(G)—r=R—r ist, folgt aus dem Hilfs-
satz 1 von § 10 und Gleichung (22.35) die Abschitzung

R . e
f (R-7) ( exp [log Sp+i+—,}“ > g(A}) {log fi (AL +log i (Ap) ~
. 27, g p=1

Iy

(22.36) —log y; (%IZ)}] Hydyansdrs

h) Cp+ h—l} {Tp+i (G) + (0)}

1 q
SC{1+ P+i zg(%z)(-

g9 p-1 3
Da die assoziierten Flichen W?~!,..., W?*" nicht totaldegeneriert sind, existiert

das Integral

1 R
'Qp+i (Fr)=4_n' flog Spai(P: Gr) alw(P: G,) 3}(211—2:‘

Iy

(22.37)

- f log §y: (P, €) 8Ly (P, 6) 0 an_s
Iy

fir fast alle Werte r in 0<r<R(G), nidmlich fiir jeden Wert r, fiir den G, eine
zulissige Menge ist. Die Funktion £,.:([) ist messbar in 0 <r<R(G).

Der Index u werde wieder festgehalten. Es ist i =[a{",..., a%’], wobei (22.6)
gilt. Fir I=h~7 und 7=0,1,..., A—1 werde

(22.38) Wo=1af, ..., a®

gesetzt. Da die assoziierte Fliche WP*! nicht speziell degeneriert ist, ist die Projektion

(2., W?*'] nicht totaldegeneriert. Also existiert das Integral

3 1 1
(22.39) iy i (L, 9[,’,,,):4—7; f log m‘:ig‘p—f”z Hylyan s

r

fir fast alle Werte r in 0<r< R(@), ndmlich fir jeden Wert r, fiir den G, eine zu-

lissige Menge ist. Aus (22.25) folgt

N g
0=1log 3 (j) = —log (@) o S 0TI
Y 1

(22.40)

i

~log (") L log ||, : TP+ 2
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Daher existiert auch das Integral
1
(2241) Mi(T, Q[Z)Z —‘—J:—JI I‘IOg 1[),'(%{,’})3"‘1/)3%2"42
T

fiir fast alle Wexte » in 0 <7< R(G), nimlich fir jeden Wert r in 0<r< R(G), fir
den G, eine zulissige Menge ist. Die Funktion M, (r, A%) ist messbar in 0 <7< R(G).

Diese Aussagen gelten wegen

. ry_ J oo Wt
(22.42) p ()= {n0yc{o?} 11200 e !
auch fir 7=~r.

Nun werde
(22.43) J(s)=s* mit 0<i=A(@)<1

gewdhlt, wobei A=2(G) eine spiter noch genauer festzulegende Funktion von G ist.
Nach (22.17) ist nun

(22.44) 0= log fi(Wi)={1-4(G)} > log ||A W+
by {ul}

Da keine Projektion [, W?*Y fiir =0, 1,..., h totaldegeneriert ist, existiert nach
(22.44) und (22.39) das Integral

(22.45) Ei(r, A= —51; flog £ Q) oLy 8 y2n-2
ry

fiir fast alle Werte » in 0 <r< R(@®), niamlich fiir jeden Wert r, fiir den ¢, eine zu-
lissige Menge ist. Die Funktion E;(r, A}) ist messbar. Ubrigens folgt aus (22.39),
(22.44) und (22.45) die Beziehung

(22.46) Er, Wy={1-4(@)} S* dp(l, W),
_ iy {al}

Ist die reelle Funktion s(P) fast iiberall auf I', erklirt, sind die Differentiale
s(P)etyoys,_p und €T 0Lpdyy, o tiber I, integrierbar, so gilt

29 47 1 S(P) o1 .Zl—fS(P)a‘LWOZzn—Q.
(22.47) ol K tPRC s ;

. 1 . . .
denn € ist konvex und 5;811/:8 Y2n-2 hat lings I eine positive Dichte mit dem

Gesamtgewicht EL f OLypoyen 2=1.
- 4
Ir
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Aus (22.36), (22.37), (22.41), (22.46) und (22.47) folgt
f(R—r) exp [QQMg(T’) =7 Z g (U { M (r, Uy — Mo (r, W)
i #=1

(22.48) _ B, szv,;)}] dr<

{l +§-— z g %IZ) ( ) §p+h~1} {Tp+i G+ ((,))L

i p=1

wobei (0) von der Wahl der Funktion A(G), den Polyaden AL, ..., 9[2 ihren Gewichten
gAY, ..., g(A%) und den Gewichtsfunktionen gf *! unabhingig ist.
Aus (13.7), (13.40), (12.30) und (22.46) folgt

(22.49), —% Z g( Q{ﬁ)E (r, QIﬁ)<{l - A (@)} (f) gp+; Z g( 9[71) {TD+1(G) Mipyi (Y v[z))

i p=1 i p=1

tir 0 <7< R(G), wobei #i,;(y, AL) nicht von r abhingt. Es sei

q
(1,) P+i gg E),IZ){TZ, i(Q) + iy i (p, ,u)}

i p#=1

(22.50) e =

1 ¢ .
“ (?) 77 2,9 Q) {Tr0s(0) 4 oy, Wi}

pu=1
Da WP* fiir =0, 1,..., h—1 nicht speziell degeneriert ist, ist 7',.;(G)>0; daher ist

(22.51) 0<1-A(@)= L <1

Ve (8) 1o 3 00 (T 0t )

u=1

fiir =0, 1,..., h—~1. Diese Wahl von A((F) ist also moglich und ergibt

(22.52) 5 3 g B, W) <1,

i =1

Mit (22.52) erhdlt man aus (22.48) die Abschitzung

=1

f( 1) exp [zo AT 420 S g () (M (r, W) — Mo O w)}]d, <
(22.53) g

<ete {1 “!}nﬂzg([ ( )sp -1 {T,,+,(G)+ (0)}-

i =1



DIE BEIDEN HAUPTSATZE DER WERTVERTEILUNGSTHEORIE (II) 135

In dieser Abschitzung héngt nur noch ¢,.n., von A(G) ab. Nach (20.57) ist aber

3 _ .
(22.54) Sp+h-1 <mek ! 13

e t>1,

Da die u-te assozierte Fliche W* fiir u=p,..., p+h—1 nicht speziell degeneriert ist,
ist fiir jede spezielle ‘Polyade D*+0 die Projektion [D", W*] nicht totaldegeneriert,
falls A<k —w ist. Aus/ Satz 17.2 folgt

(22.55) o1y, D) =(0)

gleichmissig in D"#0 und in ¢ fiir 1=0, 1,..., A~ 1. Aus (22.54), (22.50) und (22.55)
erhilt man

626{1{_ p+azg (h

l

)Gv+h 1} {TI'H(G + (0)}

v

3
ST {”() e Zg@l )}{Tp (6 + (o)} =

n=1

(22.56) 3¢+ [1+(h) i ig@[ {Tp+z(G)+(O)}:||: ) i 9[7:]'
AT (@) +(0)] =

<3ceft [1+(h)gp+, > g ] [T,.:(G)+ (0))2<
i =1

<3 [1 +(k) 77 3 z g %r] [T (6) + )T,

wobei die Konstante ¢ nur, der Rest (o) aber nicht von den Polyaden J, ihren
Gewichten ¢ (%) und den Gewichtsschranken g¢P'' abhingt. Jedoch kann man die
Konstante ¢ fiir jeden Index ¢=0,..., - —1 gleich gross wihlen.

Fiir die Abkiirzung (o) ist eine Funktion s(G)=0 einzusetzen, fur die

0(l) fiir die Gesamtkapazitat €>0

(22.57) $(6)=(0) = -
o (R(Q)) tir die Gesamtkapazitit €=0

gilt. Die Zeichen O(1) und o(R) beziehen sich auf den Grenziibergang G—I*" be-
ziiglich irgendeines vollstindigen Systems zuldssiger Mengen. Es werde das vollsténdige
System @&, aller zulissigen Mengen gewihlt.

Ist die Gesamtkapazitit €>0, so gibt es eine Konstante M, sodass

(22.58) _ s<M
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fir alle zuldssigen Mengen G gilt. Da nach Voraussetzung die Charakteristik 7' (G)—> oo
fir G—>IN?" strebt, gibt es eine kompakte Menge K, sodass

(22.59) SO<M<T (@

(22.60) 1+R()<1 + <}T(Q)< (_ﬁ,‘(g)g—_T(_G))z

fur alle zulissigen Mengen Go> K gilt. Die kompakte Menge K erfiillt die Aussage
von Anmerkung 6°.

Ist die Gesamtkapazitit €=0, so werde der Eichfaktor b gemiss VI § 11 be-
stimmt. Nach (22.57) gibt es eine kompakte Menge K,, sodass

(22.61) S(B)<1bR(G)

fiir alle zulissigen Mengen G > K, gilt. Die kompakte Menge K, erfiillt die Aussage
von Anmerkung 6°. Gemiss (22.3) strebt T'(G)—> oo fiir @—I*". Daher und wegen
(22.3) gibt es eine kompakte Menge K 2 K, sodass

{s(G’)S%bR(G)ST(G)
(22.62) . 6
I 8STHE), S ST(@)
also
(22.63) LHR(@)S1+ET(@) = THE) < (&ﬁ@z_mﬁ))z

fir alle zulissigen Mengen Go K gilt. Die kompakte Menge K erfiillt die Aussage
von Anmerkung 6°. Die Konstanten
1 3 2
= g(?l,’i)} +1
=1

ry
Gi "

(22.64) B;=12¢e" ! {1 +(f)

erfiillen die Aussage von Anmerkung 5°. Insgesamt erhilt man

R(G)

1+R(G)+ [(R(G )—7) exp [2(2,, () +
o

s Z g Q) {2 (r, ) —

gi =1
(22.65) ~ My (r, 2 If)}] dr=

+ T (G)\?
5

<B, (’T,,.;_,- (@)
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fir @>K und €=0. Setzt man g,= z g7, multipliziert man (22.63) mit g"”/gp

und. addiert, so erhilt man wegen der Konvexitétt von e die Abschitzung

R(G
h-1 p+i

1+ R(G)+ f(R(G’)—r) exp [2 > 2 Qp () +
0

F4

+ 2 S Q) (M, (0, W) — M, 91;}] dr<

(22.66) 9o =
1°*
AT, (6) + T(@)\
4 a0
<'” ot (G) + T(®)
< {)'3(———‘2 )

fir alle zuldssigen Mengen G- K. Nach (22.25) und (22.42) sind

, A - W7 |2
(22.67) o (") ZHHWW—‘J“F o e (UM =1
Aus (22.41) ergibt sich damit
(22.68) Mo(r, ULy =iy (T, ALY — sy 1 (I, ALY und M, (r, AL) =

Aus (22.66) und (22.68) folgt fiir alle zulissigen Mengen G> K die Abschitzung

R(G)
1+R(G)+f(R(G)“7)eXP[ zgz Qi (1) +

Ip i-0

(22.69) > g () {15 )~y (T, %L’:)}] dr=
1

2
g_
h}f ( zW(G)H’(G))
<o 2
h-1

Wegen ¢, = Z gF*" ist dies nach Definition 16.4 die behauptete Hauptdefektrelation,
wobei die Anmerkungen 5° und 6° erfillt sind, w.z.b.w.

Die Hauptdefektrelation wird nun fiir die ,,meisten‘ zulissigen Mengen G gemiss
§ 16 Satz 16.2 ausgewertet. Nach Definition 16.5 wird dabei der Begriff der ,,meisten‘
zuléssigen Mengen G eingefiihrt. Dazu muss noch ein geeignetes A-Mass gewdhlt wer

den. Nach Definition 16.5 ist37

37 Siehe W [43] Kap. IV § 7 Seite 198 und 202.
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1 fiir 0<r< oo, falls €=0 ist

22.70 Alr)=
( ) (r) ——17 fir 0<r<J, falls €>0 ist

eine mogliche Wahl. Dies fithrt zu zwei allgemeinen Voraussetzungen:

X. Die ,meisten* zuldssigen Mengen G. Auf der Manmnsgfaltigkeit TEr werde
ein beliebiges wollstindiges System & zuliissiger Mengen fest gewihlt. (Nach Voraus-
setzung VII ist die Menge &, aller zulissiger Mengen ein volistdhdiges System. ) - Der
Begriff der ,meisten’" zulissigen Mengen G ser nach Definition-16.5 beziiglich des be-
liebigen, aber fest gewdihlten, vollstindigen Systems & wund des in (2270) definierten
A-Masses gebildet.

cle

XI. Wachstum der Charakteristik.3® Die meromorphe Fl(;i',. " w auf der kom-
plexen Mannigfaltigkeit 2" sei nicht komstant. Wenn T(Q) die Charakteristik von W

ist, wenn € die Gesamtkapazitit und J -G die Gesamtspannung von =" ist, wenn die

Funktion 7(Q) nach Satz 14.1- bestimmt wird, und wenn Voraussetzung X gemacht wird,

so seien fiir jedes £>0 und die ,meisten’ zuldssigen Mengen G €® die Abschitzungen

(22.71) H 7n () <eT(G), falls €=0 ist,
(22.72) I 7@ <eT (@)

1 , falls €>0 1st,
giiltig. :

Wegen (22.73) strebt im Fall €>0 die Charakteristik °
(22.74) T(G)—>oo fir G-
Da die meromorphe Fliche W nichtkonstant ist, gilt (22.74) auch im Fall €=0.
Die Voraussetzung XI ist aber auch fir p>1 erfiillt:

_Satz 22. Voraussetzung XI fiir assoziierte Flichen.3

Voraussetzung. Die allgew;einen Voraussetzungen 1 bis X1 werden gemacht. Die
(p+1)-te assoziierte Fliche W' wvon W sei wicht totaldegeneriert. Die u-te assoziiert

Fliche W* von W sei fir u=1,...,p nicht speziell degeneriert.

38 Siehe W . [48] Kap. IV § 7 Seite 201.

" 3% Siche W [43] Kap. IV § 8 Seite 203. Dort wird jedoch noch lim 7', (@) =oc vorausgesetzt.
- . G->m2 n
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Behauptung. Die Vorausseizung XI gilt auch fiir die p-te assoziterte Fliche W”,

das heisst, fiir jedes ¢>0 und die ,meisten’’ zulissigen Mengen G €& gilt

(22.75) Y <eT, (@),  falls €=0 1st,
(22.76) I 9@ =eTy(@)

1 , falls €>0 ist.
(22.77) log T=R @) <eT, (@)
Insbesondere strebt
(22.78) T,(G)->oc0  fiir @27 (Ge®).

Beweis. Zusitzlich wird behauptet, dass es eine Konstante ¢ gibt, sodass
(22.79) 7@ <ceT,(6)

fiir die ,,meisten’’ zuldssigen Mengen G €@ gilt. Die Behauptung ist fiir p=1 richtig.
Sie sei schon fiir p—1 bewiesen. Die Hauptdefektrelation werde fiir den Fall h=¢g=1
angewandt. Der Vektor Aj=a=+0 sei beliebig aber fest gewihlt und habe das Gewicht
gla)=1. Als zugehorige Gewichtsschranke kann man g§=1 wihlen. Da die Voraus-

setzungen der Hauptdefektrelation erfiilllt sind, gilt

' 2
(22.80) iy (I 0) =iy 1 (I, 0) + 2, (M=} o (Bo e i s ) '

Wegen (13.29) ergibt das
(22.81) 20, (F)=wBu(% (Tp+T)2)-

Nach Satz 16.2 gilt dann fir jede Zahl x>1 und die ,,meisten* zuldssigen Mengen
Ge® die Abschitzung

+T(G)

(22.82) |2 Q,(I")<2x* log T—p(—G-)Z + (1 + %) log A(r).

Setzt man den Wert von A{r) aus (22.70) ein und wihlt x=2, so wird

(22.83) || Q2,()<4log {T,( @) +T(@}+3log - falls €>0 ist.

1
J—R(GY
(22.84) || Q,(IN<4log {T,(0)+T (&)}, falls €=0 ist.

Die Anzahlfunktion der p-ten stationiren Indexfliche sei V,(@). Da die (p+1)-te
assoziierte Fliche nicht totaldegeneriert ist, erhilt man mittels der Differenzenformel

(Satz 15.3) fiir alle zuldssigen Mengen G die Gleichung

(22.85) VolG)+ T 1 (@) = 2T (D) + Tt (G) = 2, (I') = 25 () + 9 ().
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Aus (22.85), (22.83) und der Induktionsvoraussetzung, das heisst, aus (22.76) und
(22.77) fir p—1 statt p folgt, falls €>0 ist,

Vo@D +Tp 1 (B —-2T, (N+Tp (A=

22.86
(22.86) <4log {T, (@) +T(A)}+4eT, ,(Q)— 2, (»).

Entsprechend gilt im Fall €=0 die Abschitzung

Vo @) +Tp 1 (G) 2T, (G)+ Tpn (G) =

22.87
8 <4 log {T, (G)+ T (G)} + Tp_1(G) — 25 ().

Nun soll (22.78) bewiesen werden. Im Fall €=0 ist (22.78) deshalb richtig, weil
die assoziierte Fliche W? nicht speziell degeneriert, also erst recht nicht konstant ist.
Nun sei €>0. Nach Satz 17.3 gibt es eine Konstante M >0, sodass

(22.88) —Q,()<M ©>0)

fiir alle zuldssigen G ist. Aus (22.86) und (22.88) folgt

+ +
(22.89) || T,-1(6)<2T,(G)+4log T, (@) +4log T(@)+4eT, ,(G)+M+4log 2.

Nach Induktionsvoraussetzung, also nach (22.79) fir p—1 statt p, gilt mit einer

néuen Konstanten M, die Abschitzung
+ +
(22.90) || Ty 1 ()<2T, (Q)+4log To(G)+4log T, 1(Q)+4eTy 1(G)+ M.

+
Wegen log x5§+ log 8 ergibt das fiir s=% die Abschitzung

(22.91) 13T, 1 (G)<3T,(G)+M,+8 log 8.

Da nach Induktionsvoraussetzung 7, ,(@)—>oo fiir G—>I*" strebt, ist auch

lim T, (@)= co.

G—->Mm2n

Da T, (@) monoton ist, strebt 7', (G)—> oo fiir @—>M2" mit G €@, Damit ist die Be-
hauptung (22.78) bewiesen. Es gibt eine kompakte Menge K, sodass fiir alle zulis-
sigen Mengen G> K die Abschitzung
(22.92) —Q,Y)SM<LT,(G) (€=>o0y
besteht,

Im Fall €=0 bestimmt man den Eichfaktor >0 nach VI aus § 12. Gemiss
Satz 17.3 und Satz 11.4 gibt es eine kompakte Menge K, sodass
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b
(22.93) -2, = 2 BR(GH<T,(G)

fiir alle zuldssigen Mengen > K gilt. Im Fall € >0 und im Fall €=0 ergibt sich
aus (22.86), (22.87), (22.92) und (22.93) die Abschiitzung

N Ty 1 (<33T, () +4log {T,(G)+T(G)} +4e T, 1 (G)<
(22.94)

.
<TT, () +4log T(G)+4eT, 1(G)+4 log 2.

Nach Induktionsvoraussetzung ist

(22.95) TEH=<cT, 1(G).

Also wird

1Ty (@) <TT(G)+ 4 1(+)g Tp () +4eT, 1(G)+41og 2¢<
STT, (N +3 T, 1 (@) +4eT, 1(G)+41og 16¢.

(22.96)

Wegen 4 log 16 c=0(T,_; (G)) folgt
(22.97) T 1@ <TTHG)+5eT, 1(G).
1
Setzt man e=5g 8o wird
(22.98) TEH<cT, 1(H=<28c¢T,(G).
Damit ist die Behauptung (22.79) bewiesen. Ausserdem folgt

&

(22.99) ll (@ Sy Tra(@=SeT,(0)  far €20,
(22.100) log — < £ (G)<eT,(@) fir 6=0
' BT R 28 » W= '

Damit ist die Induktion einen Schritt weitergefihrt, w.z.b. w.
Die Charakteristiken T';,..., T, haben dieselbe Wachstumsordnung, wie der fol-

gende Satz besagh:

Satz 22.3. Das Wachstum der Charakteristiken T',..., T,.%0

Voraussetzung. Die allgemeinen Voraussetzungen 1 bis XI werden gemacht. Die
(p+1)-te assoziterte Fliche WP** von W sei micht tolaldegeneriert. Fiir u=1,2,...,p
set die wu-fe assoziterte Fliche W™ von W nicht speziell degeneriert. Die Zahlen x> 1

und d seien beliebig gewdhlt.

4 Siehe W [43] Kap. IV § 8 Seite 201.
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Behauptung. 1. Fiir die ,meisten’* zulissigen Mengen G €& gilt
(22.101) |V, (@) + T 1 (@) =2 Tp(G) + Tp i1 (G) < log T (G) +9(G) + (0} +d
falls €=0 ist, und

1
(22.102) || V, (@) + Tp_1(G) =2 T (G) + Tpi1 ()< 52 log T (@) + (1 + %) log FG d,

falls €0 4st.

2. Piir jedes £>0 und die ,meisten’ zulissigen Mengen G, gilt

(22.103) N Vot To 14+ Tpi1s@2+e) T,
(22.104) I V, <2+ T,
(22.105) Il Ty 1<2+¢€) Ty
(22.106) Il Tp1<(2+e) Ty,
(22.107) I T, <2+&°'T,
(22.108) I T <2+ T,

Beweis. Nach (22.81) und (22.79) ist

2
(22.109) 20, (I=ws(T2) mit B=B, (l;if) :

Nach Satz 16.2 gilt fiir jede Zahl »>1 und d, die Abschitzung
(22.110) (2 92,(N<2%* log Ty (G) + (14 x) log A(r) +d.

Nach Satz 17.3 und Satz 11.4 gilt

M <eT, (@), falls €>0 ist
(22.111) | — 2, (y)sw)—{

- ET;)“R(G)<£TD(G), falls €=0 ist

fiir die ,,meisten’* zulissigen Mengen G €®. Aus der Differenzenformel (22.85) sowie
aus (22.110), (22.111) und (22.70) folgen die behaupteten Abschiatzungen (22.101)
und (22.102), wenn man im Fall =0 fiir d, den Wert dy=d und im Fall £> 0 fiir
dy den Wert dy=d — M wihlt.

Wegen ||»* log T,(@)<eT,(G), wegen (22.111) und wegen (22.75) bis (22.77)
ergeben sich aus (22.101) und (22.102) fir d=0 die behaupteten Abschitzungen
(22.103) bis (22.108), w.z.b. w.
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Sind die Voraussetzungen von Satz 22.3 fir den grisstmoglichen Wert von p,
also fiir p=k~—1 erfiillt, so haben die Charakteristiken 7', ..., T, dieselbe Wachs-

tumsordnung 7T'; denn es gilt

1
2.112 — TN =<T, (B (2+ )2
(22.112) g =T @@=+ 1@
fir jedes £>0, die ,,meisten’ zuldssigen Mengen G und p=1,..., k— L.

§ 23. Der zweite Hauptsatz

Nun ist es nicht mehr schwer den 2. Hauptsatz zu beweisen. Zunichst wird
noch ein vorbereitender Satz bewiesen, aus dem sich sofort der 2. Hauptsatz fiir die
assoziierten Flichen und als Spezialfall p=1 der 2. Hauptsatz fiir meromorphe

Flachen ergibt. Die Beweise verlaufen alle ganz analog zu W [43] Kap. V § 12.
Satz 23.1. Eine Defektrelation. 4

Yoraussetzang. 1. Die Zahlen p und b mit 0<h<k—1 und 1<p<k—h seien
gegeben. Die Riwme {N[}, ..., {Ws} mégen sich im Sinne von § 21 Nr. 8 beziiglich der
Indizes 1, 2,..., p in allgemeiner Lage befinden. Fiir 1=0,1,...,h—1 werde

R-i-1 . .
i p+i\(k—p—1i
(23.1) Dj go (h—l) ( 1 ) >0

gesetzt.

2. Die allgemeinen Voraussetzungen 1, II aus § 4, 111, IV, V aus § 7. VI, VII
aus § 11, VIII aus § 12, IX aus § 19, X und XI aus § 22 werden gemacht.

3. Fir jeden Index u=1,2,...,p+h—1 sei die u-te assoziterte Fliche W" der
in XTI gegebenen meromorphen Fliche W mnicht speziell degeneriert und habe die Charal-
teristik T, (G). Die Funktionen i, (I', AL) seien durch (13.2) und die Funktionen V., (G)
durch Definition 15.1 erklirt. Die {p-+h)-te assoziterte Fliche WP'* sei nicht totaldege-
neriert und habe die Charakteristik T, (G).

Behauptung. Fiir jedes ¢>0 und die ,,meisten’ zulissigen Mengen G gilt

»

1SS D V@ S (0 W)+ 3 ("“‘1) ('”’“1
w=11i-0 H=1 et \@— P/ \h—p—p

()

4 Far n=1 siche W [43] Kap. V § 12 Seite 264-267.

) T,(6) <
(23.2)
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Beweis. Die Zahl u werde in 1<u<p fest gewihlt. Die Hauptdefektrelation
soll fiir u statt p angewandt werden. Wihlt man die Gewichte g(UA?)=1 und die
Gewichtsschranken ¢f'*'=D}*, so ist die Voraussetzung von Satz 22.1 gemiss An-

merkung 1° erfillt. Also gilt

g h-1
S, (L, W) = 1 (DA} + 3 DE 2y (D) <
i=0 i=0

Nach Satz 16.2, Gleichung (22.70) und (22.73) folgt daraus mit »=2 und d=0 die
Abschitzung

q h-1
WS (A (D, W) =t (D, A} + > DI Qu (D)<
“=1 i=1
(23.4) - . ;

<} 2 D {4 log [Z Bi(T“‘”(G):T(G)) } +3eT(G)}.
i=0 i=0

Wegen 1<u+i+1<p+h ist die assoziierte Fliche W*"*! nicht totaldegeneriert.
Aus (23.4) und der Differenzenformel (15.25) fiir u -+ statt p folgt

h-1

q
| 3 (W W)~y (D, WD+ 3 DI Vi (G) +
fe=1 i=0

n-1
(23.5) -+ zo Dyt {T4. i1 (@) ~2T4 i () + Turia1 (G)—17 @)=

=

-1 n—
< S pp {2 log [ S BTt (6) + T(G))] +36T (@)~ Luii ()] -
i i=0

i=0

Wegen (22.71), (22.72), (22.107) und (22.111) folgt daraus mit einem neuen, aber
beliebigen ¢>0 die Abschitzung

r-1
IS (o (T, AN =iy (DA S DIV, () +
i=0

(23.6) ot
+ 2 DI Ty 1 (@) 2Ty i (G) + Tyin (@)} < e T(G).
i-0
Summiert man iiber uw=1,..., p, so ergeben dieselben Umformungen wie in

W [43] Kap. V § 12 die Abschitzung

b4

q n k-1 . p+h Q__l ]C'—Q—].
IS 35 orevee+ s (G0 (20 @S
(23.7) -1 u=1 i=0 o=p \0 — D, o+p

< (:) T,(@)+peT(G).
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Mit e=1 folgt aus (22.108) die Abschitzung ||T(G)<3*'T,(G). Ersetzt man also
in (23.7) das beliebige >0 durch das beliebige £p '3'"?, so erhidlt man die be-
hauptete Abschiatzung (23.2), w.z. b. w.

Ist insbesondere A=Fk—p und AL ="UL"?, so ist

k ~N\ (k~-0o—1
23.8 ¢ )( ¢ ) -0,
#8) Ep (e—p ko (@
u+iwk‘p4i—1 " uts k—u—¢ )
(23.9) = ,20 (?c —pP— l) ( A )

Wegen [[9(E7 87 [[={{ 4%, W?|| besteht nach (12.21) und (13.2) die Beziehung
(23.10) iy (I, WPy =m,, (T, AD).

Ausserdem ist nach dem 1. Hauptsatz

(23.11) my (I, Ag)Zmy (I, AL) ~my (y, A7) =T, (@) — N, (G, A7)

Aus (23.2), (23.9), (23.10) und (23.11) folgt

a P A k—u—1 p kY )
(23.12) H,Zlm,,(l’, Aﬂ)lu%lig:o ).:zo (k—p—z)( 2 )VH,\G)S{(I))H}TP(G).

Mit (23.12) ergibt sich

T ol e s

(22.13)

p=1
Damit ist der 2. Hauptsatz bewiesen:
Satz 23.3. Der 2. Hauptsatz fiir assoziierte Flachen. 42

YVoraussetzung. 1. Die allgemeinen Voraussetzungen 1, 11 aus § 4, III, IV, V
aus § 7, VI, VII aus § 11, VIII aus § 12, IX aus § 19, X und XI aus § 22 werden
gemacht.

2. Fiir jeden Index u=1,..., k& sei die u-te assoziierte Fliche W* der in XI ge-
gebenen meromorphen Fliche W wicht speziell degeneriert. ,
3. Fiir jeden Index u=1,...,k—1 werde die Anzahlfunktion V, (G) der u-ten

stationdren Indexfliche gemdss Definition 15.1 gebildef.

1z Fiir n=1 siche W [43] Kap. V § 12 Seite 268.

10— 543808. Acta Mathematica. 92. Imprimé le 30 décembre 1954.
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4. Die p-te assoziierte Fliche habe die Charakteristik T, (G), die Schmiegungsfunk-
tion my, (I, A7) und die Anzahlfunktion N,(G, A®).

5. Die speziellen kontravarianien Polyaden A7, ..., A% seien von Null verschieden

und haben die dualen kovarianten Bilder *AY,...,*A%. Die Riume {*A7},...,{*A4%}

mogen sich in allgemeiner Lage beziiglich der Indizes 1,...,p befinden.

Behauptung. Fiir jedes >0 und die , meisten’ zuldssigen G€® gilt

q p k-p~1 k—p-i-1 s s
| 2 mp(L, A+ 2 3 pZ ( et )(k ;‘ @)V.,H(G)s
21 -0

(23'14) u=1 u=1 A=0 k-'p~j'
< {(k) + s} T,{(@),
P
p k-p-1k-p-i-1 ; gy — 13
le=(5)-c)m@+ 27575 (00 ) (7)) enies
P / u=1 1i=0 A=0 k P }'/ l
(23.15) .
= 5w ap=((f)+o)
=1
g k
(23.16) | = my (L Az)s(( )+s) T,(&),
Jt=1 p
(23.17) i (q—(k)-a) T,()=< iN,,(G, AL,
p =1

Im Spezialfall p=1 wird

Sielg i - .
i=o (k-z’—l)( A )V“ff(a)zgl(kw)vi(a).

k-p-

p k-p-1
@318) S 3
u=1 i=0

Woraus sich mit § 21 Nr. 9 der zweite Hauptsatz fiir meromorphe Flichen ergibt:

Satz 23.4. Der 2. Hauptsatz fiir meromorphe Flichen.4?

Yoraussetzung. 1. Die allgemeinen Voraussetzungen 1, 11 aus § 4, III, IV, V
aus § 7, VI, VII aus § 11, VIII aus § 12, IX aus § 19, X und XI aus § 22 werden
gemacht.

2. Fiir jeden Index p=1,...,k set die p-te assoziierte Fliche W? der in XI ge-
gebenen meromorphen Fliche W nicht speziell degeneriert.

3. Fiir jeden Index p=1,...,k—1 werde die Anzahlfunktion V,(G) der p-ten
stationdren Indexfliche gemdss Definition 15.1 gebildet.

4. Die meromorphe Fliche W habe die Charakteristik T (&), die Anzahlfunktion
N(G, &) und die Schmiegungsfunktion m (I, &).

5. Von den kontravarianten Vekioren &, ..., o, seien je k linear unabhdngig.
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Behauptung. Fiir jedes £ >0 und die ,;meisten’ zuldssigen G€® gilt

(23.19) | 5 m(l &)+ 3 t=p) Vo (@)= (k+0) T ()
k-1 q
(23.20) llg=k=o)T(@) + 3 (=P Vo (@)< 3 N(G, ).

Bei dieser Formulierung des 2. Hauptsatzes ist die Abhéngigkeit vom Differential
dB,_, nicht auf ein Mindestmass herabgedriickt. Dies geschieht jedoch in der fol-

genden Formulierung, die etwas weniger als Satz 23.4 aussagt.
Satz 23.5. Der zweite Hauptsatz. 42

A. Voraussetzungen, die nicht vom Differential 0 B,_, abhdngen :

1. Die allgemeinen Voraussetzungen 1, 11 aus § 4, III, IV, V aus § 7, VI, VII
aus § 11, X und XI aus § 22 werden gemacht.

2. Die meromorphe Fliche W, die in XI gegeben ist, sei nicht degeneriert und habe
die Charakteristik T (@), die Anzahlfunktion N(Q, &) und die Schmiegungsfunktion m (I, o).

3. Von den q kontravarianten Vektoren a,,..., o, seien je k linear unabhingig.

B. Voraussetzungen, die vom Differential é B,_, abhingen :

4. Die allgemeinen Voraussetzungen VIIL aus § 12 und 1X aus § 19 werden
gemacht.
5. Fiir jeden Index p=2,...,k sei die p-te assoziierte Fliche W® von W nicht

speziell degeneriert.

Behauptung. Fiir jedes £>0 und die ,meisten’ zuliissigen offenen Mengen G €®

gilt der zweite Hauplsatz

(23.21) I % m (I, %)< (k+&) T(Q),
Hu=1
(23.22) lg-k—e) T (= i N(T, ).

Aus dem 2. Hauptsatz lassen sich die iiblichen Schliisse ziehen, so zum Beispiel:

Der Defekt zum kontravarianten Vektor & sei

> : m(I”a)
23.2 = ] .
(23.23) S tm T

Es ist 0<5(a)<1. Unter den Voraussetzungen des 2. Hauptsatzes gilt

(23.24) i O (@) < k.
p=1
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Die Konstante k ldsst sich ohne zusitzliche Voraussetzungen nicht verbessern.?® Ist
die Schnittzahl »(P, )=0, das heisst, schneidet die meromorphe Fliche W die Ebene
(I, @) =0 nicht, so ist nach dem 1. Hauptsatz wegen m (y, a) = (o) der Defekt 6 (a) =
Sind also die Voraussetzungen des 2. Hauptsatzes fiir die meromorphe Fliche W und
die Vektoren «, ..., x4y mit ¢g=k+1 erfiillt, so schneidet die meromorphe Fliche W
wenigstens eine der Ebenen (v, a,)=0. Dies ist eine Verallgemeinerung des kleinen
Picardschen Satzes. 44 ‘

Der zweite Hauptsatz fiir meromorphe Flichen und die Theorie, die zu seinem
Beweis entwickelt wurde, steht in enger, fast iiberraschend enger Analogie zum zweiten
Hauptsatz fiir meromorphe Kurven, ja zur ganzen Theorie, wie sie in W [43] darge-
stellt wurde. Trotz dieser formalen Analogie treten gegeniiber einer Verinderlichen
zwei wesentlich neue, grundsitzliche Gesichtspunkte hinzu. Der erste ist die Mass-

bestimmung & ys».2, die den Flicheninhalt der Nullstellenflichen misst, und der Man-

4 Dies zeigt das folgende Beispiel : Es sei 2" der euklidische Raum, ¢y2n-2=2vapn_2 seine
euklidische Massbestimmung. Das Differential B, sei

dBn.1=029...02n.

Dann ist
, ]
[ =— 1=}z
N
die partielle Ableitung nach z;. Im Raum R wird ein KoordmatenS\ stem €y, .. ek gewahlt. Sein
duales Koordinatensystem sei 51, . ek Von den Vektoren 81, vey 8k, 61 see ek sind je k linear

unabhangig. Die meromorphe Fliiche, die die einheitliche Darstellung

v 1

(3= Z e,

hat, ist nicht degeneriert. Gemiss W [43] Kap. I § 7 Seite 46 sind dann auch die assoziierten Fliachen
Wz, ceey W* nicht speziell degeneriert, Nach der Ubersetzungstabelle im folgenden Paragraphen und
Satz 24.1 sind die Voraussetzungen des 2. Hauptsatzes erfiillt. Also gilt

K
S S(e)Fo(Et e <
»=1
- v--1
Wegen (g, 10 (3)) =€ =0 ist d(¢,) =1, das heisst
' k
Z (8.)+6 51 e teg)=k

mit
d(en=1 firv=1,..., k&
und mit
8(e;+ - +ex)=0

4t Fiir n =1 siche W [43] Kap. V § 12 Seite 269.



DIE BEIDEN HAUPTSATZE DER WERTVERTEILUNGSTHEORIE (II) 149

nigfaltigkeit I8*” den Charakter einer ,,verallgemeinerten KinLERschen Mannigfaltigkeit
verleiht. Wihrend diese Massbestimmung fiir den 1. Hauptsatz ausreicht, erfordert
der 2. Hauptsatz als zweiten neuen Gesichtspunkt das ,,analytische Richtungsfeld‘
9 B,_1 nach dem ,differenziert’” wird. Beide Differentiale konnen in einem gewissen
Ausmass frei gewihlt werden, und zwar, was den 1. Hauptsatz und die Differenzen-
formel — genauer Kapitél I, IT und Kapitel IIT § 12 bis § 18 — betrifft, unabhingig
voneinander. Erst der 2. Hauptsatz verlangt eine Beziehung zwischen den beiden
Differentialen, die durch Voraussetzung IX gegeben wird. Es ist beachtenswert, dass
die Behauptung des 2. Hauptsatzes (Satz 23.5) iiberhaupt nicht und die Voraussetzung
des 2. Hauptsatzes nur wenig vom Differential o B, _, abhingt.

.Die Beweise verliefen oft sehr #dhnlich wie bei einer Verinderlichen (W [43]).
Jedoch war es notwendig, sie trotzdem durchzufiithren, da man sich beispielsweise
davon iiberzeugen musste, ob die Integralumformungen, die an die Stelle der Summen-
und Integralumformungen bei einer Verinderlichen traten und die bei mehreren Verin-
derlichen oft nicht so leicht zu iibersehen waren, erlaubt waren. Ausserdem lessen
sich verschiedene Beweise nicht formal tibertragen. Auch veranlassten die Differentiale
Oyzn-2 und 0B,_, mehrere ganz neue Uberlegungen. Aus diesen Griinden schien es
mir notwendig zu sein, die Beweise trotz der sich aufdringenden Analogie zum Fall
n=1 so ausfiithrlich darzustellen, wie es geschehen ist.

Nun soll untersucht werden, wie sich der 2. Hauptsatz im Fall einer Funktion
ausspricht. Auf der komplexen Mannigfaltigkeit IN*" sei eine meromorphe Funktion
{ gegeben. Ihr entspricht eineindeutig die meromorphe Fliche W, die durch die Dar-
stellung (1, f) gegeben wird, und deren zugehorige Charakteristik die Charakteristik
der Funktion f sei:

. 1 ;. afof

Der komplexen Zahl @+ co entspricht eineindeutig der kontravariante Vektor (¢, —1)
und der ,komplexen Zahl“ a= co eineindeutig der kontravariante Vektor (1, 0). Den
q verschiedenen Zahlen a,,...,a, wobei auch oo zugelassen ist, entsprechen dabei
kontravariante Vektoren &, ..., %, von denen je zwei linear unabhingig sind.

Die Schmiegungsfunktion zum Vektor (@, —1) bzw. (1, 0) ist die Schmiegungs-
funktion der Zahl a== oo bzw. g=-co. Also gilt

T 0,V L1412
(23.26) m(]’,u)=%tf log V14 ll‘ij—lfll+|f‘ OLydyan-2 (a7 o)
r
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(23.27) m (T, w)zé%.f log V1+|f &typdyense (a=oo).

r
Zu jedem Punkt P,eI*" gibt es eine offene Umgebung U (P,) und zwei in jedem
Punkt von U(P,) analytische und teilerfremde Funktionen ¢ und % mit f=gh ! in
U(P,). Fir a=co ist gemiss Kap. I § 2 (6) die Vielfachheit »(P,, a) der a-Stelle
P, von f dieselbe wie die Vielfachheit der Nullstelle P, der Funktion g—ak. Da
{(h, g) aber eine-in P, reduzierte Darstellung von W ist, ist die Schnittzahl zum

Vektor a= (¢, —1) gerade die Zahl »(P,, a). Also gilt
(23.28) v (Py, a) = (Py, &).

Dies gilt auch fiir a=oco und a=(1,0). Ist also N (a)={P|» (P, a)>0} die a-Stellen-
fliche der Funktion f, so ist ihre Anzahlfunktion

(23.29) NG, a)= [v(P,a)p(P, @) 820, =N (G, a).
N(a)
Die allgemeinen Voraussetzungen I bis X hingen nicht vom Begriff der mero-

morphen Fliche W ab. Die Voraussetzung XI formuliert sich jetzt so:

XI'. Wachstumsstirke der Charakteristik. Die Funktion [ sei auf der komplexen

Mannigfaltigkeit I*" nickt konstant und habe die Charakteristik T (G) gemdiss (23.27).
Wenn € die Gesamtkapazitit und J =(l—g die Gesamtspannung von " ist, wenn die

Funktion 7(G) nach Satz 14.1 bestimmi wird, und wenn die Voraussetzung X gemachi

wird, so seien fir jedes £>0 und die ,/meisten’ zuliissigen Mengen G ¢ ® die Abschiit-

zungen
(23.30) I 9 <eT(@), falls €=0 ist,
(23.31) | 2@ SeT(G’)J

1 , falls €>0 ist,
23.32 —_— <
( ) logJ_R(G)_sT(G)
giiltig.

Die Ableitung ' ist die Dichte > b,f. des Differentials 0f9B,_,. Die asso-
r=1
ziierten Flichen von W haben die eigentlichen, einheitlichen Darstellungen

Lf

(23.33) (1, f fir p=1, '0/, ley, e =/"-[e,, e,] fiir p=2.

Daraus folgt, dass die meromorphe Fliche W zu f dann und nur dann nicht dege-
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neriert, wenn f nicht konstant ist. Die 2-te assoziierte Fliche W? ist dann und nur

dann nicht speziell degeneriert, wenn f %0 ist, wenn also

(23.34) 0f0B,_1%0
ist.

Nun muss noch die Anzahlfunktion V, der 1. stationiren Indexfliche berechnet
werden. Zu jedem Punkt P,eIN®" gibt es eine offene Umgebung U (P,) und zwei in
jedem Punkt von U (P,) analytische und teilerfremde Funktionen g und A mit f=g- Bt
in U(P,). Die meromorphe Fliche W hat die Darstellung

(23.35) W(P)=(k, 9)

auf U (P,). Ausserdem kann man U (P,) so klein wihlen, dass es eine Abbildung « € 3
mit U (P,)< U, gibt. Die zugehorige eigentliche Darstellung von W2 auf U (P,) ist

]

(23.36) W (P, o) = l g [es, ex]=(hg' —gh') [e;, &].

Die meromorphe Fliche W°® hat die Darstellung

(23.37) WH(P)=1.

Der grosste gemeinsame Teiler der Darstellung 28*(P) habe in P die Vielfachheit
d,(P) tur u=1, 2, 3. Es ist

(23.38) do(P)=d, (P)=0 fiur PeU(Py),

withrend d, (P) die Vielfachheit der Nullstelle der Funktion kg’ —gh' in P ist. Es ist
(23.39) v, (P)—1=dy(P)—~2d,(P)+d,(P)=d,(P)

ebenfalls die Vielfachheit der Nullstelle von kg’ —gh'. Ist die Funktion f in P ana-
lytisch, so kann man k=1 und g={ wihlen; es ist v, (Py)—1 die Vielfachheit der
Nullstelle P, von f, das heisst von 8f0B, ;. Hat die Funktion f in P, einen Pol,
50 kann man g=1 und h=1/f wihlen; es ist v, (P,)—1 die Vielfachheit der Null-

1\ 1
stelle P, von (?) , das heisst, von 8?33,,,1. Damit ist der folgende Satz im wesent-

lichen bewiesen.

Satz 23.6. Stationdrer Index bei Funktionen.

Voraussetzung. Die Funktion f sei auf der komplexen Mannigfaltigkeit M>" mero-
morph und mnichtkonstant. Die Menge & bestehe aus allen Ausdriicken (s, M) der fol-
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genden Art: Die Funktion s=s(P) ist auf der offenen Menge M SI2" analytisch. Es
gibt zwer Funktionen g und h, die auf M analytisch und in jedem Punkt von M teiler-
fremd sind und fiir die

(23.40) s(P)=¢ (P)h(P)—g(P)k' (P) fir PeM,
(23.41) f(P)=%% fir Pe M

gilt. Die meromorphe Fliche W sei durch die Darstellung (1, f) gegeben.

Behauptung. 1. Die Menge & ist eine Cousinsche Verteilung II. Art auf IM*".

2. Die Nullstellenfliche B, der CousiNschen Verteilung S ist die 1. stationdre In-

dexfliche der meromorphen Fliche W.

3. Die Vielfachheit der Nullstelle P der CoUsiNschen Verteilung sei v, (P)—1. Dann
ist vy (P) der 1. stationdire Index von W.

4. Die Anzahlfunktion des 1. stationiren Indexes von W ist

(23.42) V(@)= [(@(P) =Dy (P, §)dxzn-s
B,

5. Ist die Funktion f an der Stelle P analytisch, so ist vy(P)—1 die Vielfachheit
der Nullstelle von f, also von 2f0B,_;.
6. Hat die Funktion f an der Stelle P einen Pol, so ist v, (P)—1 die Vielfachheit

der Nullstelle von (;) , also von 6%8Bn~1.

Beweis. 1. Sind (s, M;) und (s, M,) zwei Elemente aus & mit M; N M,=+0,

so gilt s,=g, h,~g,h, mit f:%l:%% in M,nM, Setzt man A=
1 2

und %k, =21k, Da in jedem Punkt von M, N M, die Funktionen g,, h;, sowie die
Funktionen g, A, teilerfremd sind, ist A+0 und regulir in M,nM, Es gilt
8y =72(gohy— gy ha)=A%s,. Daher ist S eine Cousinsche Verteilung II. Art. Damit ist

>

1

!

, so ist g, =4¢,

el

2

die erste Behauptung bewiesen. Die iibrigen Behauptungen haben sich schon als rich-
tig erwiesen, w.z.b.w.

Es heisse »,(P) der stationire Index, ¥, die stationdre Indexfliche und V,(G)
die Anzahlfunktion der stationiren Indexfliche zur Funktion f. Dann gilt das Ana-

logon zum zweiten Hauptsatz von R. NEVANLINNA:
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Satz 23.7. Der zweite Hauptsatz fiir Funktionen.%

A. Voraussetzungen, die nicht vom Differential © B,_, abhingen.

1. Die allgemeinen Voraussetzungen I, II aus § 4, III, IV, V aus § 7, VI, VII
aus § 11, X aus § 22 und X1’ aus § 23 werden gemacht.

2. Die wichtkonstante, meromorphe Funktion f, die in XI' gegeben wird, habe die
Charakteristik T (Q) gemdss (23.25), die Anzahlfunktion N (G, a) gemdss (23.29) und die
Schmiegungsfunktion m(I", a) gemdss (23.26) und (23.27).

3. Es seien q verschiedene komplexe Zahlen a, ..., a, gegeben, worunter auch die

wZahlt oo sein darf.

B. Vorausselzungen, die vom Differential 0 B,_, abhingen.

4. Das Differential 0B, _, erfiille die allgemeinen Voraussetzungen VIII qus § 12
und IX aus § 19.

5. Es set 0foB,_1%0.

6. Die Anzahlfunktion V,(G) der stationdren Indexfliche zur Funktion f sei nach
Satz 23.6 definiert.

Behauptung. Fiir jedes >0 und die ,meisten’* zulissigen Mengen G €® gelten
die Abschiitzungen

(23.43) I i m(I, a)+ Vi ()< (@2+e)T(R),
p=1
(23.44) lg=2-e)T(@)+ TV, ()< % N (G, a,).

Insbesondere gelten die vom Differential 8 B, _, unabhdngigen Abschitzungen

q

(23.45) | 2 m(l, a)<@2+e)T(6),
=1
(23.46) lg=2-8)T(G) < i N(@Q, a,).
p=1

Wieder gilt, was im Anschluss an den 2. Hauptsatz fir meromorphe Fléichen
gesagt wurde. Die Analogie zum 2. Hauptsatz von R. NEVANLINNA fir meromorphe
Funktionen einer Veriinderlichen ist wieder iiberraschend. Jedoch beachte man, dass
die Differentiale @y2n_» und &B,_; auch hier bei einer Verinderlichen kein Analogon

haben, wihrend sie bei mehreren Verinderlichen von Bedeutung sind.

% Fiir n=1 siehe R, NEvANLINNA [36] Kap. 1X § 3 Seite 205.
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§ 24. Die Verhiiltnisse im Vektorraum

In diesem Paragraphen soll angegeben werden, wie die wichtigsten Begriffe und
Funktionen lauten, wenn man als Mannigfaltigkeit $*" den Vektorraum R}" der
Vektoren j=(z;,..., z,) mit euklidischer Massbestimmung wihlt. Diese Ubertragung
geschieht am einfachsten mit einer Tabelle. Da zugleich Seitenzahlen angegeben wer-
den, kann sie als Register dienen. In der Tabelle werden die folgenden Abkiirzungen
gebraucht :

©®
|| bedeutet, dass der Faktor 0z,0%, fehlt.

n-1
(24.1) Venat) =gy % Vena ()= Vanoa= Wanos
275” 2n-1
(242) V2n_1(r)=m"r B Vgnll(l): V2n—1-

dvs,. 1 ist das Oberflichenelement der Kugel |3]=r bzw. |3]|=r,;
dwzn-g ist die projektive Massbestimmung gemiss Kap. I § 2 (7) Gleichung (2.56).

1

(24.3) 2()=ry[1 — (20 ~2) Vaq 5(ry)t] 27-2,
[O fir r <z < oo,
I 1 r2n-2
I 9 _2(m—l) fiir ry<x<r,
(24.4) olz, r)=12n =
1 1.271-2
57“2(@?2 - 1) fiir 0 <z <r,,
- 0

0 fir r <2< oo,

(24.5) ¢z, r)=

’[Iog;z fir rg<x=<r,
| s
llog~ fir 0 <a<r,.



DIE BEIDEN HAUPTSATZE DER WERTVERTEILUNGSTHEORIE (1)

155

Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
1 |Mannigfaltigkeit I*" I 41| R =RI"={3]3="(21,--» 2a)}
2 |Punkt P — (3= (21, --v) 2Za)

3 juniformisierende Abbildung /I 21|« (3)=3
4 |Massbestimmung dyen— (I 41}, (K)H S 02, 65, ...f|..02,0%
2) A
mit Metrik: (u|v)= iluuﬁ,‘
e
5 |Kem g I 76|g—3113]<ro} mit 7, >0
6 |Kernrand y T 71 y={3]l31="r}
7 |kompakte Menge K, 1106 K,={3]3=0}
8 | Hichfaktor b 11061b="Vay_2(ry)
9 | Vollstindiges System & 1178| Menge & aller Kugeln G={3||3 <7}
zuliissiger offener Mengen G mit 7>y
10 [Rand I' I 71\ I'={3|l3]=r}
11 |Kondensator H I 77T\ H={3ro<|3|<r}
12 | kritische Menge F I 1TE=0
13 | Kapazitit C (@) T 80|00 Vawsl)
0 ("o 7)

14 | Gesamtkapazitit € I11091€=(2n—2) Vau_a(ry)
15 | Spannung R (G I 80 Ty, T

o O R~ 00
16 Gesamtspa:nnung J 1109 1 1

21 —2 Van_2(ry)

17 |Potentialfunktion ¢ (P, ¢) (I 77 . o3l 7
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
18 | Potentialfunktion % (P, ¢) |I 80 G )= o3l 7
¥, Van 2(r)
19 | Randdifferential 180, P v g I3]=r
31'(}93}:271 2 létngs Y §otzn 2 7'20"-1 o(rgs 7) &8 13 0
20 |Randdifferential I 80 PRI _ 1 Owen lings |3]=r
0 @O yan.g lings I’ PP S
21 | Randdifferential I 80 s o 2380201, s 3=
O PO yan- 2 lings v VOotan-2 Von1(rg) &8 15 °
22 | Randdifferential 2200251 ..,
I 80|t ywove, o= ———— lidngs =7
Ot yoyan o lings I Yotan-2 Vou1(7) g |3]
23 | Jensensche Formel I 74 1 f log| f]2 B
N Van-1(r) e
I31=r
s | gl flonn 1=
Van-1(r)
13l=r
~ 5 [ welsl newn s
Von-a(r) ' )
N
24 | meromorphe Fliche W 1 36w
25 |Schnittzahl » (P, &) I 41|73, &)
26 | Schnittstellenfliche ¢ (x) I 41N (x)
27 | Anzahlfunktion = (G, &) 1104 Vo o (r)n(r, &)
mit
et RCEL
nir, = 5 T X s O Uan =
U Veatn )78 :
N (@
fal=r
= Wana f v (3, @) Gwan_o+7(0, )
€N (@
l3l=r
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
28 | Anzahlfunktion N (G, « 182 . .
(@ N = | v Delsh nonns
Von.o(r)
RN (@
- f v(3, @) C{l3], 7)0wan-2
I'Vzn-? ’ :
N@)
- ¥
+v (0, a) log;
: d
= Jn(x oc)—aE
29 | Schmiegungsfunktion m (I, &)| I 83 1
gung ( ) m(r, &)= f og OV
Vonoy 7‘) I, Ot||
{3l=r .
30 | Schmiegungsfunktion m(y, ®){ 1 83 . 1 J‘ 1
m(ry, o — lo O¥an.
R AR Y T

D
unabhingig von r.

31

1. Hauptsatz

1 83

m (r, &)—»m(ro, &)

T(r)=N(r, &) +

32

Betragsdarstellung der
Charakteristik 7' (G)

[

186

T(r)~ - 1( [logfinlavzn 1

V"n 1(

j log |Ww|0wven.1—
7o)

f31=1s

- Vn_z(r—)bfd(a)g(lsl’ 7)0Vyn 2

33 | Mittelwertdarstellung der 1 87 1
Charakteristik 7'(G) o=y, f N a)fone-a o)
J2)=1
34 [ Normaldarstellung der 103 1 1
Charakteristik 7' (G) T{r)= aVin sz () j 0(l3}:n)2w; (W(3)0vzn-
I3l
L ( (3], Mowy (W (3))dwan_2
Wan :
Ial<f
+v log —~
mit

[ c—72)-3?’%‘1 (&)

V2k 1
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allgemeine Mannigfaltigkeit

Seite

euklidischer Raum

Die zulassige Menge G,

I 97

G.={3||3/ <z ()} unabhingig von r

Rand I,

I 98

I;={3|13]== ()} unabhingig von r

37

Die Funktion S(P)

1101

Wea al3ltm 2] 0] ¢ 3 |, w,, P
u=1

38 |Faktor a 1101 Von a(ry)a
“mit
1 1
= - OVsq -
“ n%H%)fMNWNW2
'5|<r-
39 | Die Funktion &(r) 11010
40 |Die Funktion @Q(t) 1101 |22 Wi, 2Q(x) mit x=z(t)
und
1
=y @

) f 2]“"74 Z IDD: wz”]lzaVZn-l
u=1

I3]=2

Charakteristik 7 (@)

41 | Die Funktion A4 (¢) 1101V, o(x)A(z) mit z=2(f)
und
4w =1 [ sw ) o2t

O Vot | a0 80 0venad
Isl<=
42 |sphirische Darstellung der [I102 4 d
Charakteristik 7 (G) T(ry= f A (x)—
43 |sphirische Darstellung der |1102 " ®

T(r)=ag(r(,,r)rg——,,_2+

T
2n-1

+ f@(x: 7‘)%‘,{3 Qx)d=x

To
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
44 | Richtungsfeld 0B, _ 1156 & _
gsteld .85 OBn 1= S (—1)" 10,02 ...0% 10211 ... 02
»=1

n
wobei die b, konstant sind und 3 |5, |* < 1ist.
v=1

Ableitung f’

=1 @)= 2h i,

46 |p-te assoziierte Fliche W? (1158 | W?
47 |eigentliche Darstellung II58 | 907 (3) =, W', ..., W@ (3)]
WP (P, «) von WP zur Dar-
stellung W (P) von W und
zur Abbildung «(3)=3
48 | Schnittzahl », (P, A7) 1159 v, (3, 47)
49 | Schnittstellenfliche N (4%) [I159 [N (4P)
50 [ Anzahifunktion N, (&, 4%) (1159 N, (r, A7) — 1 X
Ven-2(r)
: f o (3 A7) e (3], 1) 0v2n—2
NAP)
1
o AP n-
W2n—2fvp 3 )C l&l 6(»2
NaP)
+, (0, 4%) logri
o
51 | Schmiegungsfunktion 1159 1
my, (I, A7) my (r, A7) Vzn ) r log”%p, A"“avz"“
5 =7
52 | Schmiegungsfunktion 1159 1
My (ry, A?) = ———
my (y, 47) » ("o ) Vano1(7g)
1
. f 10g W a’Ugnﬂl
{3{=r,
unabhiingig von r.
53 |1. Hauptsatz fiir assoziierte |I159| 7T, (r)=N,(r, A?)+m,(r, A?)—m,(ry, A7)

Flichen
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
54 |Normaldarstellung von T, (G)[1I 60 1 1
Ty = 5——7-
¥ 2n--2 (I')
. f Q(l& L 7)80)2(%p(5))302n~2
13)<r
55 | Die Funktion S; (P) 1160, ane 2
Wi 2|3 l%plai'
n (mnl%p)’ (%p‘%g/‘)
. n=1 (ﬂsgyl?ﬁsp)r (slggﬂl %g”)
56 | Faktor a, 1160 Van_o(rg)a, mit
a=r ! fa (B (3)) 90
> a Van_2(7) @2 8 o2
J3l<r,
57 | Die Funktion &, (t) 11610
58 | Die Funktion @, (1) 1161 2*" W3, .Q,(x) mit z==z(t) und
1
Qo (@) = 57— f 2|

2n-1 (x)
Isl=z

(22| 287), (7] %2
(W2 |W7), (%2, | W2)

n

V2n-1

p=1

59

Die Funktion A, (¢)

1161

Vongs(x)Ap(x) mit x=2z(t) und

1 1
A, (x)= 7; m_) f awz(%p (5))3’02,,_2

|5l<z

60 |spharische Darstellung der |II 61 . dx

Charakteristik 7', (G) Ty(r)= pr (x) =
61 |sphirische Darstellung der |II61 _ "t

Charakteristtk T, (G) Tylr)=ase(re, 1) gis +

g xz n-1
+ f@(»’v, r) ez Gy (@)
Te

62 | Projektion [2*, W?] 1162 | (9%, W]
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
63 | Die Funktion ., (I, A*) 1163 f
iy (r, A lo Ovan_
W 0 o i -
l3l<r
64 ie Funkti fip (y, A" 1163 1
Die Funktion i, (y, A") i (g, A — -
Vana (7'0)
| 1o g e
13l<sre
unabhingig von r.
65 |Die Funktion N, (@, A" 1163 By, o) = 1 .
V2n~2 (1‘)
- [ vo (3 Ao (3l r)ovan 2
@ ot
= m J\ 5,,(5,‘2(”)5((5(77)30)2114
& oty
- r
+ 7, (0, A") log -
To
66 | Charakteristik 7, (G, A*) 1163 T 9[")_ 1
T VZn 2(7’)
f (131 12w, (B, W1)2vsn s
lsl<r
67 |Die Funktion A, (G, A" |TI64| A, (r, A"y =T, ()~ T', (r, A*) + 1y (g, A)
——«N (T +’mp(,9[h)
68 | Die Funktion # (&) 1170 p=—@n-1) 10g; <0
0
69 | p-te stationdre Index v,(P) {1173 ]v,(3)
70 |stationire Indexfliche ¥, |II73|B,={3]|v,(3)>1}

11~ 543808. Acta Mathematica. 92. Imprimé le 30 dézembre 1954.
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum
71 | Anzahlfunktion V,(G) der {II 75
p-ten stationiren Index- Vy(r)= ,‘_(r) {0 8) =13 (l3} ) ov2n 0
fliche 8,
- f{vp<5>~1}c(,lan, Dowsn s
oy
+{v, (0)— 1} log —
To
72 |Die Funktion S, (P, Q) I 75( ., inozo | WP
Wia-of3" 2 Pl
73 |Die Funktion Q, (1) I 75 .Qp (r)+log Woy o+ (2n—1) log r+ 4 log 2
Rl ]
p ()= Van-1{ r)f Bplz O
[3]=r
74 |Die Funktion Q,(y) 11 75[82,(ry) +1log Won o+ (20— 1) log ry+ 4 log 2
mit
(2871 || 287+
.Q (7'0) V2n l(yo)f “pr 87}271/1
131=re
unabhingig von r.
75 | Differenzenformel IT 77\ V()T ()= 2T, () + T i1 (1) =
= 0, (r)— 02y (ry)
76 | Grenziibergang G@—~3*", GeG|IL 78|r—> oo
77 |Die Ungleichungen f,(G)<0 |II 80| Die Ungleichungen fi(r)=0 gelten fiir alle
gelten fiir die ,,meisten* r mit Ausnahme héchstens einer messbaren
zuldssigen Mengen G €@ Menge 7 mit J' % L
78 () <eT (@) I1138|immer erfillt, da »(G)<0.
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Nr. allgemeine Mannigfaltigkeit Seite euklidischer Raum

79 11138{log r<e T (r)

<
=eT(®) fir alle r>7, mit Ausnahme hochstens

1
|| log T-R G

. ) dr
einer messbaren Menge 7 mit f— < oo.
r

T

q k-1
80 |Der 2. Hauptsatz 11146 S mr, @)+ S (k—p) V()< (k+6) T (r)
pu=1 p=1
k-1 q

(g—k—a)T(r)+ 2 (k=) Vo (<> N(r, o)

p=1 p=1
fir alle r>7, hochstens mit Ausnahme

. L {dr
einer messbaren Menge 7 mit | — < oo.
r

T

Die in der Tabelle angegebenen Ergebnisse rechnet man leicht nach. Sie stimmen
mit den Sitzen von H. Kneser [38] iiberein, wenigstens soweit diese den 1. Haupt-
satz betreffen, und zwar erhilt man die KNEsErschen Sitze in der Formulierung,
in der ein Teil von ihnen bei Srorn (53] § 1 Gleichung (1.1) bis (1.7) angegeben
wurde. Aus der Tabelle folgen auch unmittelbar die Behauptungen (5.16) bis (5.20)
von StoLL [53] § 5, die dort noch nicht bewiesen wurden. Allerdings hétten diese
Behauptungen auch leicht direkt mit der Methode von H. KNusEr [38] bewiesen
werden konnen.46

Im euklidischen Raum kann bei euklidischer Massbestimmung als Differential
0B, ; jedes Differential

n-1

(24.6) OBy 1= (—1yY"'b,02 ... 32, 102,41 ... 02y
v=1

mit konstanten Koeffizienten b, gewshlt werden, fiir das

(24.7) 0< > |bF=1
v=1

4 Fs ergibt sich (5.16) von StoLL [53] aus Nr 31 der Tabelle, (5.17) aus Nr 32, da in (5.17)
A(3)=0 ist, und (5.18) sowie (5.20) aus Nr 34. Die eine Darstellung von A (¢) in (5.19) folgt aus
Nr 41, die andere beweist man mittels

arwy 1

A(t) =t f (t @)@ )~ — f : f 3 e a +
p = = ni, a)O0vep_1(x) = V() OWen 200217V
dt Vor -1 Ver-1 Wan-2 "
la|=1 jxj=1 N @)

ahnlich wie Satz 9.4. Nunmehr kénnen alle Ergebnisse von SToLL [53] benutzt werden.
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ist. Eine andere Wahl ist nicht moglich. Die Voraussetzung (22.77) ist gemiss Nr.
78 fir den 2. Hauptsatz iiberflissig. Die Voraussetzung (22.73), die sich jetzt gemiss
Nr. 79 ausspricht, soll niher untersucht werden. Dazu werden noch einige Hilfssitze

bewiesen.

Hilfssatz 1. Die Funktion )

lOg;{;

nimmt fiir r=>ry nicht ab.

Beweis. Nach Nr 27 ist n (¢, ®) monoton wachsend. Daher ist auch

a7 1 bt x
A(t)_——t‘dﬁt(i):VQkA fn(t, *0ves-1(2)

(xl=1

monoton wachsend. Fiir r=ry ist

40 A1 e
dr o T ar o r z
g"o gfo
(24.8) S {1og1-i@« ;f‘-l—@dx}z
log21 "o 4 7o v
To
g A A fe
10g2—° 0 Te
To

w.z.b.w.
Hiltssatz 2. Dann und nur dann ist die. Voraussetzung: , Fir jedes £>0 gilt

. dr .
log r<eT (r) abgesehen vielleicht von einer Menge 1, fiir die das IntegmlfT existiert

erfiillt, wenn

i) _

(24.9)
r>o0 lOg 7

1st.

T

1
Beweis. Aus ||log r< e T(r) folgt lim ;9%»; —0. Mit Hilfssatz 1 ergibt das
r

—T(r — T r T(r
(24.10) oo = lim *TZA(“) = Im T( ) = lim ﬂ_l = lim ***g—) .
00 log r resoe r rsoc b T l()g ¥
e log — log—
To To
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Strebt aber M ~> o0, das heisst loﬁg_r —0 fir r— o0, s0 gibt es zu jedem £>0 ein r,,
log r T (r)
sodass log r<eT'(r) fiir r>r, ist, w.z.b. w.
Hilfssatz 3. Hat die ganze Funktion f(3) ein Betragsmaximum M (r)=1lVII&x|f(5){
3l=r
mit log M (r)=0 (log r), so ist f ein Polynom.

Beweis. Es sei 3=za mit [a|=1. Die Entwicklung

(24.11) 1(3) =§0 f(a)2”

nach homogenen Polynomen f, konvergiert fiir alle 3 mit |a|=1 und |z|< oo. Esist
M (r)<ar®+b, wobei a, b und die ganze Zahl p konstant sind. Fiir |3]<r gilt

b o a b i 1
(24.12) | 3 Az " =04+ Zolfv(a)lp:m'

v=p+1

Daher ist > £,(3)=0, w.z.b.w.

y=p+1

Hilfssatz 4. Die ganze Funktion f mit der Charakteristik T'(r) ist dann und nur

dann ein Polynom, wenn T {r)=0 (log r) ist.

Beweis. Ist f ein Polynom vom Grad p, so besteht nach SrorL [53] Satz 2 die
Abschitzung

(24.13) T(?‘)Sl(:g M@F)+ilog2<yp 10+g r+0(1)=0 (log 7).
Ist T'(r)=0 (log ), so folgt aus SrtoLL [53] Satz 2 die Abschitzung
(24.14) log M (r)<5-8*"T(8e-7)+0(1)=0 (log 7).
Nach Hilfssatz 3 ist f ein Polynom, w.z.b.w.

Definition 24.1. Rationale meromorphe Flichen.
Eine meromorphe Fliche W im euklidischen Raum R>™ heisse dann und nur dann

rational, wenn es eine einheitliche Darstellung 10 (3) gibt, sodass in einem (also jedem)

i

Koordinatensystem die Koordinaten w,(3) der Darstellung 10 (3) =

v

w,(3) e, rationale

Funktionen sind.

Eine meromorphe Fliche W ist offensichtlich dann und nur dann rational, wenn
es eine einheitliche analytische Darstellung 0 (3) gibt, deren Koordinaten w,(3) Poly-
nome sind.
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Satz 24.1. Rationale meromorphe Flichen.

Voraussetzung. Im euklidischen Raum R" sei bei euklidischer Massbestimmung
die méromorphe Fliche W mit der Charakteristik T (r) gegeben.

Behauptung. 1. Dann und nur dann ist W rational, wenn

(24.15) lim
r>o00 10 T

1st.

2. Dann und nur dann ist die Vorausselzung: , Fiir jedes ¢>0 gilt log r<eT (r) ab-

d -
gesehen wvielleicht von einer Menge <, fir die das IntegralfTr existiert’ erfillt, wenn
T
die meromorphe Fliche W nicht rational tst.

Beweis. Die zweite Behauptung folgt nach Hilfssatz 2 aus der ersten. Ist W
k

rational, so gibt es eine einheitliche Darstellung W (3)= 2 w,(3)e,, wobei die Koor-
r=1

dinaten w,(3) Polynome mit der Charakteristik 7 (r)=0 (log r) sind. Ist d(3)=0 die
Vielfachheit der Nullstelle 3 des grossten gemeinsamen Teilers der Polynome w,(3)
und D={3|d(3)>0} die zugehorige Nullstellenfliche, so erhdlt man mittels der Be-
tragsdarstellung die Abschitzung

1 1
T(r): Vle_(r_)' f IOg Imlavz,,_l— m')l f lOg Imlavg,,*l_

sf=r 3=

1
mbf‘“é)e(lsl, r)8vsn_z <

1 kv
< f S log |W|8v2n1 +O(1) <
v=1

(24.16)

f log V1 +|w,Povsn_+0(1)=

l3l=r

=£}T‘"’(r)+0(l)=

=0 (log ).

Also gilt (24.15).
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Umgekehrt sei nun T (r)=0 (log ). Zum normalen Koordinatensystem e,, ..., e
wird das duale Koordinatensystem &,, ..., £; bestimmt. Die Vielfachheit der Schnitt-
stelle 3 zu &, sei v(3|2,) und N(¢,) die zugehorige Schnittstellenfliche. Thre Anzahl-
funktionen = (r,¢,) und N (r, §,) seien wie in der Tabelle bestimmt. Nach dem 1.
Hauptsatz ist

(24.17) N(r, E)<T (1) +m(ry, £)< 0 (log ).
Wegen
(24.18) n(r, §,) log r< Jn(x, £,) d—: <N(@? £,)=0 (log r)

T
ist n(r, €,) beschrinkt. Also hat M (¢,) den Grenzexponenten Null. Irgendeine ein-

k
heitliche, reduzierte Darstellung 0 (3)= > w,(3)e, wird gewahlt. Im Raum R}" wihlt
u=1

man den Ursprung 0.B.d.A. so, dass Ii[lw#(O)#O ist. Nach der Tabelle Nr. 4 ist
im Raum R%" eine Metrik (3|y) gegebenlj Der Radius r, >0 werde so klein gewihlt,
dass Mﬁl w,(3)+0 fir |3|<r, ist. Es sei
(24.19) e(x, 0)= _1 in,;—l{x"‘l log (1—2)}.

(n—1)dx

Wegen Ord 7'(r)=0 gibt es nach Storr [53] Satz 7 ganze Funktionen g, (1), sodass*®

1 - 4
(24.20) log w, () =g.(y) + Wors J: v(3 €l e (((2 ll;; , 0) Owzn 2
5)1(5'“)

tir |y|<r, gilt. Dabei ist g,())—g,(y) ein Polynom vom Grad Null. Also gibt es
eine ganze Funktion g(})) und Konstante c,, sodass

(24.21) 9. =9 )+ ¢,

ist. Setzt man

(24.22) v, () =w,(y)e s ®,

k

so ist b(Y)= 2 v,(y)e, wieder eine reduzierte, einheitliche Darstellung von W mit
p=1

1 -
(24.23) log v, (9) =c¢, + —WI; f v ene (%;{—Z—; , O) Owan-2

R (&



168 WILHELM STOLL

fiir |y|<r,. Es sei

(24.24) M, (r) =IM|ax [, ()]
nl<r
Wegen
(24.25) K, (r)==6e { fn (t, €,) %P -+ rJ.n {t, €,) %;} =0 (log r)
0 T

erhilt man aus StoLr [53] Satz 4 die Abschitzung
(24.26) log M, (r)<8"[K(4r)+n(4r, £,)+ N (4r, £,)] +1¢g |e.]=0 (log 7).

Nach Hilfssatz 3 ist #,(})) ein Polynom. Daher hat W die einheitliche, reduzierte
k

Darstellung v(y)= > v,(y)e,, wobei ¢,())) Polynome sind. Die meromorphe Fliche W
1

p=

ist rational, w.z.b.w.
Zum Schluss soll noch der 2. Hauptsatz fiir Funktionen im R®" formuliert werden,

um zu zeigen wieweit sich dabei die Voraussetzungen reduzieren.

Satz 24.2. Der 2. Hauptsatz fiir Funktionen im Raum R*".47

Yoraussetzung., Die Funktion { sei im euklidischen Rauwm R*" meromorph und
nicht rational. Bei euklidischer Massbestimmung 0van 2(3) in R*" habe sie die Charak-
teristik T (r), die Anzahlfunktion N (r, a) und die Schmiegungsfunktion m(r, a). Es
seien q paarweise verschiedene komplexe Zahlen a,, ..., d, gegeben, wobei auch die ,,Zahl

oo zugelassen sei.

Behauptung.  Fiir jedes £>0 gilt

Aa

(24.27) S m(r, a,) < (2+e) T (),
u=1
(24.28) (q—2—-e)T(r)< i N{(r, a,)
=1

. ) . dr . .
mit Ausnahme héchstens einer Menge 7, fiir die das Integral f o existiert.

T

Beweis. Da f nicht konstant ist, ist eine partielle Ableitung, etwa f.,, nicht
identisch Null. Wahlt man

(24.29) 0Bp_1=02, ... Ozn,

so sind die Voraussetzungen von Satz 23.7 erfiillt, w.z.b.w.

47 Fiir n=1 siehe R. NEvaNLINNA 36 Kap. IX § 3 Seite 205.
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