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Introduction.

J’ai montré dans un mémoire antérieur’ comment on pouvait définir les
distances anallagmatiques dans l'espace euclidien & 3 dimensions en les considérant
comme les valeurs extrémales de distances particuliéres, de la méme facon, par
exemple, que la distance euclidienne de deux points est le maximum de la dis-
tance des denx plans passant respectivement par ces deux points. Je me propose
ici d'étendre les définitions i l'espace ayant un nombre quelconque de dimensions.

Les éiéments fondamentaux de l'espace conforme E, a » dimensions sont les
hypersphéres 4 % —p dimensions (p=1, 2, ... n), qu'il sera commode de désigner
par la notation Hy—p, Les Hp-1 seront plus simplement appelées «sphéres»; les
H, sont les couples de points, oun «<bipoints», et les H, sont les «cercles».
Tandis que le mémoire cité utilisait la géométrie pure, le présent travail a natu-
rellement un caractére analytique.

Pour définir la distance covariante d'un point & une hypersphére, le point
de départ est toujours la distance d'un point & une sphére. Par contre, nous
définirons les distances invariantes de deux hypersphéres a partir de la distance
de deux sphéres, et non de la distance d'un bipoint & une sphére, comme ¢'était
le cas précédemment.® Il m'a semblé, en effet, que le produit de deux sphéres
est un invariant anallagmatique trop naturel et trop simple pour ne pas servir
de base a la métrique.

Toute H,-, étant l'intersection de p sphéres, les distances de deux hyper-
sphéres seront des valeurs extrémales de la distance des deux sphéres générales

! « Définitions et théorémes de métrique anallagmatique », Ann, Ee. Norm,, (3), t. LIX, fasc.

1, 1942, p. 1—42.
2 loc. eit., p. 7.
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passant respectivement par ces deux variétés, c'est & dire appartenant & deux
familles linéaires de sphéres. Si « et g désignent respectivement une H,—, et
une H,-, (p < gq), appartenant toutes deux 4 une méme H,-, (0 =7r=<p), on
obtient ainsi p —7r distances conformes en général.' A toute H,_, correspond
une hypersphére focale & » + 2—p dimensions, définie par l'intersection des
sphéres orthogonales & la H,—,. On démontre que les focales o' et § de « et g
ont les mémes distances conformes que e, 8, tandis que les carrés des distances
conformes de o & deux hypersphéres focales 8, §' sont, chacune 4 chacune, com-
plémentaires & — I.

Un cas particuliérement important est celui ot g est un bipoint appartenant,
avec «, & une méme Hy py4; ici, ¢g=n et r=p-—1; il n'y a qu'une distance
focale. Plus particuliérement, c est le cas de deux bipoints cocycliques. On est
alors amené & chercher les valeurs extrémales des distances d'une Hn—p ¢ avx
bipoints d'une H,_, §, qui appartiennent avec ¢ 4 une méme H,.,41. On peut
également chercher les valeurs extrémales des distances conformes de deux bi-
points cocyeliques respectivement situés sur e et sur 8. On retrouve ainsi les
distances conformes de o, 8.

Enfin, les couples de bipoints qui fournissent ces distances sont les inter-
sections avec a« et B des cercles orthogonaux a ces deux hypersphéres, qu'on
peut appeler les « perpendiculaires communes>» ou «hauteurs», et dont les bipoints
d’'intersection avec a et § sont les «pieds>».

Tous ces résultats sont la généralisation remarquablement simple de ceux
obtenus, dans le mémoire cité, pour les sphéres et les cercles de I'espace ordi-
naire. Cette extension est immédiate en ce qui concerne les distances covariantes,
et le premier chapitre qui leur est consacré est court, et a plutdt le caractére
d'un rappel. Ce sont les deux autres chapitres, consacrés aux distances inva-
riantes, qui constituent I'objet essentiel de ce travail. Les notations sont celles
d'un mémoire sur les produits d’'inversions?®, mais 'algorithme exposé au premier
chapitre et la premiére formale du chapitre II de ce mémoire sont seuls utilisés.®
Les deux mémoires auxquels le lecteur pourra étre amené & se reporter seront
désignés par les abréviations respectives M. A. (mesures anallagmatiques) et P. I.
(produits d’inversions).

! Une inversion dont le péle est sur la Hn—r permet de se placer dans un espace & n—1 di-
mensions sealement, pour lequel & est une Hp—r—(p—r).

*.Acta mathematica, t..82, 1950, p. 1—70.

:p. 4—13.
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CHAPITRE I.

Distances covariantes.

1. Distance d'un point & une sphére. Le produit UM d'une sphére U et
d'un point M est un invariant anallagmatique et peut étre pris pour distance
conforme [M U], en précisant que M et U sont unitaires.

11 subsiste pourtant une ambiguité quant au signe du rayon de U. Nous ne
nous occupons que de sphéres réelles ou imaginaires pures, c’est i dire de centre
réel et de rayon imaginaire pur; nous convenons alors de prendre ce rayon
positif ou imaginaire pur positif. Si R désigne ce rayon, sgn R représente le

signe de B lorsque R est réel et quelconque, et le signe de ? lorsque R est

imaginaire pur quelconque. Dans ces conditions, la distance conforme d'un point
M de masse h et d’'une sphére unitaire U est

UM

(1) [MU]=W'

Dans une inversion réelle par rapport i la sphére
—
OP —p?
2e

de centre O et de rayon g, M devient'

M=M-—-2(SM)S,
dont la masse est
h=h+ 2%;
e
U devient
U=U—2(80)8,

toujours unitaire, dont le rayon R’ est lié 4 R par la formule

2
- 2
Si U=A—P——R—, 1] vient donc

2R

Yef. P. I, p. £3.
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1 _ 1 R+ —A0"_AO0°—R_UQ

2R 2R 2R® 2Rg* o
et, par suite, »
v, UM UM voy [MU} Q_Q)
2) [M U]—h, — T SM(sgn —2)———SM(sgn o X (sgn R).
h+2“? I+2h~é

Pour une deuxiéme sphére unitaire U,, de rayon R,, et le méme point M, on a done

9 BU0)_ DU (n 0,0 sm 00)
(MUYl [MU] sgn R, " sgn R

On démontre ainsi que le rapport des distances conformes d'un point @ deux sphéres
est invariant conforme en valeur absolue. Si les dewx sphéres sont reélles, U'invariance
est algébrique pourvu que le pdle d'inversion soit simultanément intériewr ou extérieur
aux deux sphéres.

Si U devient un plan unitaire

w=¢ XAP, =1,
la distance devient

4) [Me]=% X A M.

2. Distance d’un point & wne hypersphére. Soit un point unitaire M et une
H.—pa (2=<p<=<mn), ne contenant pas M. o« est définie par l'intersection de p
sphéres linéairement distinctes Uy, U,, . . . Up, qu'on peut supposer orthonormales.
La distance conforme {M «] est, par définition, la valeur extrémale de la distance
de M & la sphére la plus générale qui passe par o. Cette sphére est de la forme

P
et est unitaire pourvu que
P
(6) Si=1.
=1

Les extrema, liés a (6), de
P
UM=3uUM
i=1

gsont les extrema libres de la fonction des p + 1 variables indépendantes
11, )vz, e )«p, u
p P
F(ll, e lp, [,L)———z).i UM — %(zlf_ I)'
=1 .

¢=1
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On obtient ainsi (6) et les p équations
(7) UiM-‘—,uZi, i=1,2,...p;

la valeur correspondante de F est u avec
P 14 2
(8) ut =.=21(UiM)2 =.21[UiM] .

Si o est réelle, u® est positif; la différentielle seconde qui fournit la nature de

I'extremum s’exprime par le carré symbolique

(zp: gdlf + Q,Edy) = Myi(dli)g— 2 d,u%),[d/li,
=0 du N i=1 i=1

ot la derniére somme est nulle d’'aprés (6); cette différentielle est du signe de
—u, done la valeur extrémale u est un maximum en valeur absolue. Nous
avons ainsi établi que, lorsque a est réelle, le carré de la distance [M U] de M &
la sphére générale passant par a a powr maximum la somme des carrés des distances
de M & p sphéres orthogonales quelconques passant par a.

Parmi ces p sphéres, on peut en faire passer p— 1 par M. Leur intersection
est la H,_p+1 définie par M et a; la p'*@° sphére est la sphére orthogonale, le
long de o, & cette Hy—p+1. Nous sommes ainsi amenés & appeler distance [Ma]
la distance de M & la sphére orthogonale & Uhypersphére (¢, M) le long de a. Son
carré est égal & la somme des carrés de M & p sphéres orthogonales quelconques pas-
sant par .

Pour p=n, a est un bipoint (4, 4"), et I'on obtient aisément la formule®

ol les termes au second membre sont des distances euclidiennes. Si A’ va &
Vinfini,
[M(4, 0)]=MA

est la distance euclidienne des deux points M, A que l'on peut écrire [M A].

3. « conservant sa signification, les sphéres orthogonales & o forment une
famille linéaire de rang n + 2—p et se coupent suivant une H,—» qu'on peut
appeler 1'hypersphére focale ¢’ de @. La correspondence entre « et «' est réci-

1 Ct. M-A. p. 6.
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proque. ¢ est, par exemple, l'intersection de n + 2 — p sphéres Up+1, Up+a, . . : Unse
formant un systéme complet orthonormal avec U,, U,, ... Up. On a donc
, n+2
[Me]= 3 [U:M],
i=p+1

et, par suite,

n+2

[Ma]? + [M'12=>(U;M)®=o0.
=1

Nous pouvons ainsi énoncer le

Théoréme. Les carrés des distances d'un point & deux hypersphéres focales
sont opposés.

Ca généralise un résultat établi pour un cercle et son bipoint focal dans
I'espace ordinaire.’

4. Les plans contenant « sont les sphéres (5) dont le rayon est infini, c’est

4 dire pour lesquelles
Ai

— =
=1 R 7

en désignant par E; le rayon de U;. Ces plans forment une famille linéaire de
rang p — 1, dont la base peut étre p — 1 plans orthonormaux, qu'on peut prendre
pour Us; U, ... U, Lhyperplan au nombre minimum de dimensions qui
contient ¢ est l'intersection de ces p — 1 plans, que nous appelons @, « est une
sphére pour cet espace @,, et la p'™® sphére U, du systéme a le centre O etle
rayon R de o dans @, La projection orthogonale K de M sur w, est telle que
I'on ait

a [MEP=ME (MU + MU+ + MO,

onc

[Mo)=[MU,* + MK

Dans ., la droite KO rencontre U,, donc @, en deux points diamétralement
opposés B, C, et I'on a

— 2 N\
(MBxMOP_MB  MC —MB -MC -sin® BHC
BC BC'

(MU J=

10f. M.A, p. 5 et 6,
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—2 2
(10) [rap =22 HC

BC
C'est l'extension, 4 une hypersphére quelconque, de la puissance réduite de
Bloch pour un point et un cercle de l'espace ordinaire. On peut dire, en parti-
culier, que, pour des éléments réels, la valeur absolue de la distance de M a «

est le quotient, par le diamétre de @, du produit des deux distances extrémes de
M aux points de a.

CHAPITRE IL

Distanees invariantes.

5. Distance de deux sphéres. Le produit U V de deux sphéres unitaires U, V
est un ‘invariant conforme et représente le cosinus de leur angle. Tl est indiqué
d’annuler la distance conforme de deux sphéres tangentes, c'est a dire si
UV=+1, et de la faire réelle pour deux sphéres non sécantes. Nous définirons
cette distance par

(1) [UV]I=V(UV)E—1

Si R et R sont les rayons, et d la distance des centres, on a

(2) [0 V]- I/szgf L

6. Distance de deux hypersphéres. Soit deux hypersphéres « et 8, ayant re-

spectivement » —p et n —q dimensions. Les distances conformes [a f] sont, par
définition, les extrema de la distance [U V] de la sphére U la plus générale
passant par a a la sphére V la plus générale passant par 8. Ces valeurs sont
évidemment des invariants conformes. Si ¢ et § sont sur une méme spheére, U
et V peuvent coincider; la valeur [UV] correspondante est nulle, mais n’est
pas forcément un extremum. Ce cas est exceptionnel, et, lorsqu’il en est ainsi,
une inversion par rapport & un point de la sphére qui contient o et 8 ramene
au méme probléme dans l'espace 4 % — 1 dimensions. Plus généralement, ¢ et §
peuvent appartenir 4 plusieurs sphéres lindairement distinctes; si » est leur
nombre maximum, cela signifie que « et 8 sont situées sur une méme H,_,, mais
non sur une Hy ,_;; une inversion par rapport & un point de cette H,_, permet
de raisonner dans l'espace E,—, Cependant il n’est guére plus compliqué de
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traiter directement le cas général, ce qui donne la possibilité de discuter'ce que
deviennent les distances lorsqu'une variation des hypersphéres fait varier r.

Nous définissons done a par l'intersection de p sphéres
e: U, Uy, ... Ur, Urpa, . . . Uy,

dont le systdme peut étre supposé orthonormal. B est de méme l'intersection de

q spheéres
ﬂ: Ul’ Uz, e Ur, Vr+1, Vr+2, N Vq,

formant également un systéme orthonormal. Par hypothése,
Urst, Urgo, oo oy Up, Vg1, Viga, .- Vo

sont linéairement distinctes. Dans cette famille de p + ¢ — 2 sphéres, considé-

rons un systéme orthonormal formé par
Uri1, Uria, -« Up, Upts, Uptay -+ Uptg—r.

On a des relations de la forme

pra-r
(3) Vi= X an Uy, k=r+1,7+2,...9,
i=r+1
avec la condition
ar+1,p+1 GQril,pt2 - - - Gril,pto—r
(4) Ar42,p+1 Ar42,p+2 - - - Ar42, ptg—r # 0,
Qq,p+1  Qq,p+2 . - .- Qg ptg—r
qui exprime l'indépendance linéaire des ¥V avec Ury1, Urye, ... Up. Les condi-

tions d'orthonormalité des Vi s’écrivent

pta-r
(5) > ariani=0n kh=r+1,r+2,...¢

i=r+1
Nous complétons enfin le systéme des sphéres U,, U,, ... Upiq—» en le systéme
orthonormal complet U;, Uy, ... Uptgir, Uptg—rs1, - - - Unt2.

Ceci posé, la sphére unitaire générale passant par o est

i=1 J=r+1
avec
T 2
(6) S+ > =1
i=1 j=r+1
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La sphére unitaire générale passant par 3 est

i=1 k=r+1
avec
r q
(7) 2uit 2 p=1
i=1 k=rd1
On a alors
(8) [UVP=¢"—1,
ou
r P q
(o) e=UV=2kium+ 2 2 ajkp
i=1 J=r+1k=r+1

Les valeurs extrémales de (8), liées aux relations (6), (7) entre les variables
Aiy Aj, pi, ur, sont les extrema libres de'

F(z‘la Wi, }‘j’ ur, o, T)::QQ——_ I _G(Z)"? + ZZ’JE— I)“T(zl«‘% + 2”’2— I)'
i J

Z k
OF OF OF OF
01.1 ’ ﬁm’ 029" a#k

i—ohi=0,
(10) {Q#z ' 1=1,2,...7%
0k —Tu;=0,

L’annulation des dérivées donne les p + g équations

oY arjuk—0oi=0, J=r+1.r+2 ...p,
k

11
(1) oD aiki—Tmk=0, k=r+1,7r+2, ...,
J

4 joindre & (6), (7), (9).

1°. Supposons d'abord e*—ot30 et or>*0. Le systéme (10) donne

di=p;=0; seuls les 4 et les u; peuvent différer de zéro?®; compte tenu de (11),
(9) donne
0*=0 2 A= ui,
ti %

done, grace a (6) et (7)
(r2) ’=oc=u1
Les inégalités de I'hypothése se réduisent a
(13) o*(*— 1) #o0.

! Sauf avis contraire, les lettres, 7,7, & des signes de sommation prendront les valeurs dé-

finies par les inédgalités 1 <i=z<r;rf1=j<p;r+1=k=q
? Les Zj ne peuvent étre tous nuls, d'aprés (6), done @ # o.
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Les seules équations & satisfaire sont (11) et (6), car (7) en est une conséquence,
compte tenu de (12) et de L;=pu;=0. Grice i (12), I'élimination des u: entre les
équations (11) fournit p —r équations linéaires et homogénes en ;

”,
Qzlj—“kz.zlakjakj'lj'-:O, j=r+1nr+2,...p
J'=

ou, en posant
g . o
by = z ajary, J,)=r+Lr+2 ...p,

k=r+1

(14) *h—Dbiyly=0, jJ=r+1,r+2,...p.
j/
Les A; ne pouvant étre tous nuls, p* doit vérifier 1'équation
(135) A (p%)=dét. || o® iy — bjy ||=0,
Li=r+l,...p

et ca suffit, avec 'inégalité (13). En général les p —r racines de (15) convien-
nent. (14) définit les A; avec un facteur arbitraire que la condition (6), ou

> Aj=1, permet de préciser; la deuxiéme ligne (11) détermine enfin les w;.

2°. On ne peut avoir g*— o7+ 0 et gr=0; il viendrait encore d;=u;=0;
¢ ne pouvant s'annuler, on déduirait encore de (6), (7), (9), (11) la relation contra-
dictoire (12).

3°. Soit p*=07 avec g=cr=0. Si v#0, (10) et (11) donnent u;=ur=o0,
qui sont contredits par (7). o o0 conduit de méme & une contradiction avec (6).
Seules sont admissibles les relations g=c¢=1=0; les systdmes (10), (11) disparais-
sent, les A;, Aj, s, ur restant assujettis aux seules équations (6), (7). Les couples
U, V correspondants sont tous les couples de sphéres orthogonales. L’extremum
correspondant [U V]?*=—1 ne présente pas d'intérét.

4°. 11 ne reste plus a discuter que le cas ou g*=o7, avec goz # 0. Le
systéme (10) se réduit 3

(16) ﬂt=gﬂi, 1=1,2,...7,
e
tandis que (11) fournit les 2 systémes d’équations
(17) ,uk=;—rzakjlj, k=r+1,7+2, ...q
J

(18) lj—~zbjj'lg~'=0, j='}‘+1,7‘+2,...p.
I

Le déterminant des coefficients de (18) est 7(1), non nul en général, 8i #(1)# o,
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les 4 sont tous nuls, donc également les up. Il suffit que les A; vérifient
Sii=1, et que g’=0® pour que Dui=1. On a donec o=17==p, et V==UT,
% i

d'ou g*=1 et [U V]=o0. Cette solution, obtenue avec toute sphére contenant
simultanénient o et 8, n'offre pas d'intérét. Si #(1)=o0, (18) admet des solutions
non nulles, et il y a compatibilité avec (6), (7), (16) et (17). Ces solutions cor-
respondent d’ailleurs 4 des racines g*=1 de (15), car on déduit des 4 systémes
d’équations en question et de (9) que g*=0® et p*=0 donc p’=0c=7= 1. Les ra-
cines p*=0 et ¢’=1 de l'équation (p®)=o0, lorsquelles existent, et que nous
avons écartées a priori dans le premier cas de cette discussion, deviennent ad-
missibles dans le troisiéme et le quatriéme. Les distances conformes correspon-
dentes [z, 8]=0 et [&, 8]=V—1 peuvent ainsi étre acceptées si elles correspondent
a des racines de (13).

7. Les valeurs trouvées pour les A; us; 4;, ur sont fournies par le systéme
des équations (6), (7), (10), (11), od les deux hypersphéres «, 8 jouent le méme
role. Cette symétrie disparait dans la formation de (g%). En permutant o et
B, on obtient l'équation
(19) A (9%) = dét. ||@®dkw —err |l =0,

kk=r+1,...9
ol

P P
av=_ 2 (UiV)(U;Ve)= 3 arjar;.

L J=ril je=ril
Cette équation (19) est de degré ¢ —r, et a necessairement les mémes racines

non nulles que (15), d’aprés la discussion. Effectivement, la matrice d'élément
by est le produit a’a formé avec la matrice & g— 7 lignes et p —r» colonnes

Qril,r+1 Grilr42 - - . Grilp
a=1\ Qr4+2, r+1" Gr42, 742 ... QGrigp |,
Qg r+1 Qg+ ... Qgp

et sa transposée &’; la matrice ||crr || est le produit aa’. Les solutions de (15
et de (19) sont les valeurs caractéristiques de ces deux produits, et notre résultat
établit que ces valeurs caractéristiques sont les mémes, sauf peut-étre la valeur
zéro, qui appartient |¢—p| fois au produit dont l'ordre est le plus grand des
deux nombres p—r, gq—r. En résumé, si p =g, on est conduit i définir p—r
distances conformes correspondant aux racines de Uéguation® (15).

! Les racines ¢’ =o0 et 9> ='1 ne présentent évidemment pas le méme intérét que les autres,
d’'aprés la discussion da paragraphe 6.
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Observons en passant que cette relation entre aa’ et a’a n’est qu'un cas

particulier du théoréme plus général suivant, dont la vérification est aisée:

Théoréme. Les valeurs caractéristiques A du produit al’ formé avec deux matrices

a, b de p lignes et q colonnes, sont les racines de U'équation

(20 AB =S (¥ sibrizo,

ou
1!92”-[ 1ﬁ2-v~ i
S= 3 3 alL U uBL

a, Qg .. By Ba L B

est la somme des produits, chacun & chacun, des mineurs des dewx matrices, de degré
v et de mémes wndices.

ay, ¢y, . . . @; sont toutes les combinaisons des indices des lignes, ¢ & ¢; de méme
B4, 8s, . . . B: pour les indices des colonnes, de sorte que le nombre des termes
de S; est (! Cl. 8; disparait dés que ¢ surpasse le plus petit des deux nombres

p, ¢, d'od il résulte que les deux équations caractéristiques de ad’ et a’ b ont les
mémes coefficients et les mémes racines, sauf la racine zéro, qui appartient
|¢ —p| fois & I'équation de plus haut degré.

8. Remarque. Lorsque r=o0, a est formée avec les produits des p sphéres
U: (=1, 2,...p) par les ¢ sphéres Vi (k=1,2, ... q), et a'a est une matrice carré
d'ordre p. 8i r devient positif, les » premiéres lignes et colonnes de a=||(V Uj)||
ont leurs éléments nuls, & l'exception des V;U; (i=1,2,...7), égaux & 1. Les
r premiéres lignes et colonnes de a'a ont la méme propriété, donc r des p valeurs
caractéristiques initiales deviennent égales i 1, et fournissent » distances con
formes nulles, sans grand intérét. Ceci explique la réduction & p—7r des p
distances (p < ¢q) que l'on peut prévoir en général.

9. Si o est une sphére U, p=1 et r=0; il existe une seule distance [a f],
qui est la valeur extrémale des distances de ¢ aux sphéres qui passent par 8.
La matrice a’ est la ligne 4 ¢ éléments

. a =V, 0)(V,0)... (7, O,

Me

’
a a=
k

q
(Ve U)=q +k§1 [V UT,

1
done

[UB]P=qg—1 +k§1[ VU2
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Ainsi, le carré de la distance d'ume sphére U & une H,_q 8 est la somme des carrés
des distances de U @ g sphéres orthogonales quelconques passant par B, augmentée
de g — 1.

Si p+g>n+ 2, les deux familles de sphéres qui passent par « et § ont
en commun une famille linéaire dont la base est formée de p + ¢ — » — 2 sphéres
au moins, donec r=p +g—n—2et p—r=<n+2—¢ Cest ainsi que, si § est
un bipoint, ¢=n, et l'on voit qu'un bipoint § a au plus 2 distances conformes 4

une hypersphére «; il n’y en a gu'une si « et § appartiennent 4 une méme

Hn—p-l—l-

10. Lorsque p et ¢ surpassént 1, a et 8 ont des focales o’ et 8. o' est
I'intersection des sphéres Upy1, Ups, . . . Unta, et 8 est U'intersection de n + 2 — ¢
sphéres orthonormales

(21) Vq+1, Vq+2, e Vp+q_r, Up+q_r+1, P [JTn+2,

en désignant par Vg, Vets, ... Vpiger, p—7 sphéres formant avec Vi1,
Vits, ... V4 un systéme orthonormal dans la famille linéaire des p +q— 2 sphéres

(22) Ur+1, Ur+2, DRI Up-}-q-r-

Les nouvelles sphéres Vi(s=g+1,¢+2,...p+q—7) sont des combinaisons
linéaires des sphéres (22), soit

R s

(23) Vi= > uqa Ui, s=q+1,9+2,...p+q—r,

l=r+1

de sorte que les coefficients des équations (3) et (23) sont les éléments d'une
matrice orthogonale @ d’ordre p + ¢ —2r. Réciproquement, on a

prg—r
(24) U= 2 auVi, l=r+1,7r+2,...p+q—r,
t=r+41
et le déterminant
Qg+1,r+1  Qg+1,r42 . .. Qg+l,p
Qg+2, r+1 Qg+2,r4+2 ... Ogi2,p
(25) # 0,
Ap+q—r,r+1 Qptq—r, 743 - - - Apiq—r,p
car Ury1, Uris, ... Up, Vit1, Vits, ... Vg sont linéairement distinctes. Il résulte
de 1a que les ptqgq—2r sphéres Up+1, Up+2, .. Up+q_r, Vq+1, Vq+2, S Vp+q——r

sont aussi linéairement distinctes, donc les deux familles de sphéres qui définis-



272 René Lagrange.

sent ¢ et 8 par leurs intersections n'ont en commun que la famille des
n+2+r—p—q sphéres Upiq—ri1, Uptg—riz, - - - Unta. @ et § sont sur une
méme H,i,—,—3, mais non sur une méme Hpiq—r—3. Quand on substitute ¢’ & «
et £ & B, les nombres p, ¢, r deviennent p'=n+2—p, ¢=n+2—gq, =n+
+2+r—p—gq, done, si p<gq,onaqg <p et g —r=p—r

o' et 8 ont ainsi p —r distances conformes, liées par

[« §T =" — 1

aux valeurs caractéristiques ¢'* de la matrice d’éléments

, ptag—r pta—r ,
Css' = z (VsUl)(Vs'l]l)= 2 ds1 Q' S,S=q+ I,q+2,...p+q_7',
I=p+1 I=p+1

c'est & dire de la matrice a;a; formée A partir de la matrice a, que constituent
les p—» derniéres lignes et les ¢ —1 derniéres colonnes de @. Il s'agit juste-
ment des rangées de @ qui n’ont pas servi i former la matrice, a utilisée pour
o et 8.

Désignons par 2, la matrice formée par les p —r premiéres colonnes et les
p—r derniéres lignes de @. Les valeurs caractéristiques ¢® qui définissent [ef]
gsont. les zéros du déterminant de la matrice

o' —a'a=|g*djy — % axj arg ||,

ou, grice aux conditions d'orthogonalité de O,

° PrECT 2 ’
He*— 1)y + 2 asjasy||=0"—1 + a2as;
§=q+1

les valeurs 1 —p® sont done les valeurs caractéristiques de la matrice asas. On
voit de méme que toute valeur caractéristique o'? de aia; est telle que 1 —g'®
soit valeur caractéristique de a.a; et réciproquement. a, étant une matrice carrée,

ayas et aja; ont les mémes valeurs caractéristiques, et 'on a le

Théoréme. Deux hypersphéres ont les mémes distances conformes que lewrs
JSocales.

11. Considérons « et g. Supposons, par exemple, que les sphéres
U, U, ... U, soient linéairement distinctes des sphéres (21) qui définissent §'.
Les distances [ g8'] sont telles que o®=[a §']® + 1 soient les valeurs caractéristiques
du produit aia, formé avec la matrice a, dont les éléments sont les
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ViU (s=q+1,9+2,...p+q—7r;1=1,2,...p),
et
L'Tp+q—r+1 U= Up+q—r+2 Ui=-- = Un+2 U;=o0 (Z= I,2,... p)

Les seuls éléments de a, qui peuvent différer de zéro sont les produits V; U;
dont lindice j=r + 1,7 + 2,...p, et la matrice aias, d'ordre p, a r lignes et r
colonnes d’éléments nuls, les éléments communs aux p — 7 autres rangées étant
ceux de aja;. Outre r valeurs caractéristiques nulles que l'on peut écarter, il

reste les p — 1 valeurs caractéristiques 1 — p® de aba,, pour lesquelles

[e, 1P =1—0*—1=—p%
Si les deux systémes de spheéres qui définissent ¢ et § ne sont pas disjoints, cer-
taines des p —r distances [e. 8']® obtenues sont également nulles et disparaissent,
mais correspondent & des valeurs nulles de ¢? également sans intérét. Dans tous

les cas, on peut donc énoncer le

Théoreéme. Les carrés des distances conformes d'une méme hypersphére a @
deux hypersphéres 8, B focales Uune de Uautre sont, chacun & chacun, complémen-
tatres & — 1, sauf peut-étre certaines distances nulles ou égales & — 1.

Observons que cette somme — 1 est la valeur commune que 'on trouverait
pour le carré des distances conformes de deux hypersphéres focales 1'une de

1'autre.

12. Distances d'un bipoint & une hypersphére. Appliquons les généralités qui
précédent & un bipoint 8=(B, B’) et une sphére ¢ = U unitaire. Ici p=1 et g=n;
B est pris hors de o et #=0. L’hypersphére focale 8§ de 8 est une H,_g, définie
par lintersection de 2 sphéres orthonormales V,, V,, et les 2 points B, B’ sont
de la forme AV, + uV, Réciproquement, on peut prendre pour ¥V, et V, les

sphéres
y B+ B B—B

VBB ' V—2BEB'

ot BB’ désigne le produit des deux points. Ceci posé, nous venons de voir que
[eflP=—[efP—1,

c'est & dire que [af]® est Popposé de la valeur caractéristique @ de la matrice

a 1 élément

(V) + (UV2)2=(UB + UB)}—(UB—UB)__(UB)(UB)

2BB 7 BF

20— 642128 Acta mathematica. 86
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On a done

(UB)(UB)

(26) [UB, B))=—2—2- BE

B désignant toujours le bipoint (B, B’), prenons pour « I'hypersphére géné-
rale définie par lintersection de p sphéres orthonormales Uy, U, ... U, Les
distances [« B8]’ sont encore opposées aux valeurs caractéristiques du produit a'a
formé avec la matrice a d’éléments (ViU (¢=1,2,... p; k=1, 2). Ces valeurs
sont les racines ¢° de 1'équation’

(27) ot — S, 0° + S, =0,
ol
Vp 2 . ) D r (ZTB’)
% U g BE
et
¥ U; Vl l]JVl — I U;B UjB 2
S, = S .
=S| U v, UV, T BB 125 | U B U;B

Un calcul aisé donne alors, pour les 2 distances en question, 'équation

e e rrs$ (Uflj;f/‘m}z—[g o ] | S|

Lorsque « et (B, B') sont sur une méme H,—,:+;, tous les déterminants du
deuxieme degré de a sont nuls, S, est nul, et il reste une seule distance donnée par

(20) [e (B, B))=—2 3 (VBT

Ta comparaison avec (26] fournit le

Théoreme. Le carré de la distance conforme d'un bipoint 4 une Hyp_p, situés
tous deux sur une méme Hyp_,i1, est la somme des carrés des distances du bipoint
a p sphéres orthogonales quelconques passant par la H,—p.

On peut faire passer p—1 de ces sphéres par B, soit U, U, ... Up-1.
Elles passent aussi par B’; leur intersection est la H,_pi1 en question. La p-idme
sphere U, est alors la sphére orthogonale & cette H,_,;1, le long de a. On a
done encore le

! On a évidemment n—r <n—p+2, donec p—r=<2; l'égalité & 2 correspond an cas géné-
ral, et p-—r=1 si une méme Hp—)+1 contient a et 8.
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Théoréme. La distance [a(B, B')] d’un bipoint & une Hy—_p, situés tous deux
sur une méme Hy_,i1, est la distance de (B, B') & la sphere orthogonale, le long de
de a, & cette Hyppir.

Tout se passe comme dans un espace & » —p + 1 dimensions, entre un bi-
point et une sphére. Effectivement, il n’intervient que les distances de (B, B')
aux intersections d’hypersphéres avec la H,_,i1 en question, et une inversion
par rapport a4 un point de celle-ci la transforme en un E,_p+; dont les inter-

sections avec les inverses de ¢ et de U, sont la méme spheére.

13. Dustances de deux bipoints. Si « est luiméme un bipoint (4, 4’), on
peut simplifier (28) en substituant & « sa focale «’. Celle-ci est définie par 2
sphéres, soit
A+ A A4
V2d4” V—244'

(30) U; 2™
Les carrés des distances [« §]*=[¢’ 8] sont de la forme g*>— 1, ol o* sont les
valeurs caractéristiques du produit a'a formé avec la matrice a d'ordre 2 ayant’
les éléments V. U; (¢, k=1, 2). Ces valeurs p® sont les racines de 1'équation (27)
ou l'on fait p=2, et o0 U,, U, ont les expressions (30}). Il vient ainsi
(AB)(4'B)+(A'B)(4 B)
(44" (BB) ’
(AB)(4'B)—(AB)(4' B’
(44> (BB}

§,=

S, =

et (27) s'écrit

[ . (AB)(4'B)+(4'B)4 B'>]2  (ABAB)4' B B)__
¢ (44)(BE) ¢ T @A)y BBYy '

Les distances cherchées sont déterminées par 1'équation
(31) [(4,4)(B, B)P=—1+

(AB)(A'B) + (4'B)(4B) ) 1 L
(44)(BB) - (44')(BB)

VIAB)(AB)(A'B)(A'B))

A laide des distances euclidiennes telles que A B, ceci s'écrit

—_—2 ——9 —_— 2 JEE——— -

, , o AB - AB + A B AB +24B AB-A'B-A'B

(31) [(4, 4)(B, B)]P=—1+ L2 T2 :
AA" BB

Lorsque les deux bipoints sont cocycliques, 1'une des racines g® devient égale &

I, et la seule racine utile est l'autre, égale & S;=8,— 1, donc
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(32) [, 4)(8, B -5 [ AL L LS BB ],

On peut simplifier en exprimant le co-cyclisme; celui-ci se traduit par une rela-

tion linéaire et homogéne, soit, par exemple,
B=244+ 1A+ uB,

avec A4 pu 7% 0 si les points sont réels. On peut choisir les masses de ces points
de maniére que
(33) B —B=6(4"—4), 6o,

0 étant un -certain scalaire, la condition B'®*=o0 se traduisant par’®

(34) B(A' —A)=0A44"

Il résulte de 14 que
AB'=AB +044=A"B,

AB=A'B—6AA'=AB,

BB =6*4 4’
t (32) devient
’ ’ ( ] 4 _B)
2 __

ou encore

, (A B)(4'B)

B, B

(35) (4, 4)(B, BV =4 T 47 55

. . (AB)(4’B) . rs .
Ceci vaut également 4(AT')(BE’ ce qui permet d’écrire, sous une forme in-
dépendante des masses des points,
(36) [(4,4)(B, B =4 VABU BN A BLE),

(44")(BB)

ou encore, en fonction des distances euclidiennes,

(36) [(4,4')(B, B')]=
Si B’ va a Vinfini, (32) devient

0 AB+ A'B AB +AB
)]'=2 T—I = — 1P
AA

AA-BF

[(4, 4")(B, oo

' On "peut évidemment faire § = 1, mais nous le laissons indéterminé en vue d'une applica-
tion ultérieure.
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ol A, A’, B sont alignés; avec des distances algébriques, on' a donc encore

(37) [4, 4)(B, ool =4 2B AT,
44

Ceci vaut — 1 pourvu que AB + A"B=o0. En revenant au cas général, on voit
que dewux bipoints cocycliques somt comjugués harmoniques pourvu que lewr distance

conforme soit égale & V — 1.

CHAPITRE 1II.
Autres propriétés d’extremum des distances de deux hypersphéres.

16. o et B désignant toujours deux hypersphéres d'ordre n—p et n—gq,
considérons les bipoints (B, B') situés sur § et appartenant & une H, p+ conte-
nant a. Avec les notations du paragraphe 6, B et B’ sont de la forme

n+2 , n+2
(1) B= > MU, B= Y uU,
i=r+1 f=r+1

les A; et les A; étant tels que l'on ait

(2) =3 o,

et
pta-r
ViB= ar; hi=0,
i=r+1
(3) 1:+1:r k=r+1,r4+2,...q
VkB’= ary l;—O,
i=r+1

Il faut également exprimer que toute sphére passant par &« et B passe aussi par
B’, c'est & dire que tous les déterminants

UB UB =0 %,J=1,2

U;B U;B TP
D’aprés (1), il suffiit de considérer les indices r + I, 7 + 2, ... p, &t cette annula-
tion équivaut &.la proportionnalité des A; aux A (j=r+1,7r+2,...p). On

peut les égaler. Les équations (3), que la condition (4; II) rend résolubles par
rapport aux A et A; d'indicé !> p, entrainent 1'égalité A;= A4 pour ces indices. Les
conditions imposées & (B, B') sont ainsi remplies en prenant
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ptg—r n+2
( ) i=r+1 m=p+q—r+1
4 , p+qg—r n+2 ,
B = AU + z Am Unm,
i=r+1 m=p+q~r+1
avec
ptg—r n+2 n+2 '
(5) 2 k== > dw=— >
t=r+1 m=p+q—r+1 m=p+q—r+l
jointes & la premiére ligne (3). Les 4 (j=7 + 1,7 + 2,...p) ne sont pas tous
nuls, afin que (B, B) ne soit pas sur .
Ceci posé, (29; II) donne
D
2
, o (UB)(U:B' 2,5
©  e@Bp-—FUBOE e
B+ D Anim
i=r+l m=p+q—r+1

Etudions les valeurs extrémales de (6) pour l'ensemble des bipoints (B, B') en
question. En désignant par N et D le numérateur et le dénominateur de la
derniére fraction, il s'agit de déterminer les extrema libres de la fonction I des
2n + 6 —p—1r variables indépendantes

2.,-4.1, lr+2, Ce Zn+2, 2,1,;+q_,-+1, 2.1’,.;.(1_,-4_2, e 17’14.2, Or+1, Or42, . . . O3 T, ’L’,
N q p+a—-r ptg—r n+2
F=—2—=42 ZUk( zakili)+r( Zlf—i— Z Mn)‘{‘
) D k=r+1 t=r+1 i=r+1 m=p+q—r+1
, pHg—r n+2 ,
so(T3 e S m)
i=r+l m=p+qg—r+l
) . .,  OF oF .
L’annulation des dérivées - .— et —- donne d’abord les 2(n+ 2 +7r—p—¢q)
0 0 A
équations
N .,
T}:m + ﬁ]ym =0,
(7) N m=p+qg—r—+1,...n+2.
I)g/lm + ’t’ l;n=0,

2
F—”T’[’ est nul, sans quoi A,=4n=o0, et B, B’ coincideraient. On a donec

2
F:TT’ 74 0, car on écarte les valeurs nulles de (6). 1l vient

avec
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La deuxiéme équation donne alors (z— 7)Y A% =0, ol la somme ne peut s'an-
q )

m

nuler, sans quoi il en serait de méme pour I Auim et X 1, et D s'annulerait.
‘m z

On a donc =7, et Aw=—Ains, puisque Am=A1, ferait coincider B et B’; nous
avons ainsi
, N
(8) TR m=p+qg—r+1,...u+ 2.
1"7’1«“ }'m)
Les équations =0 (i=7‘ + 1,7+ 2,...p+ qg—7r) fournissent ensuite les deux

0k
gystemes d’équations

2 N)l+2aa o, j=r+1,r+2
T D D;, - kj Ok = J=1 3 Y )

(9)
( D2) kZlakza;, o, l=p+1n,p+2...p+q—n
r+

ol
pt+q—r n-+2 ptqg—r
D=3 B— 3 =23 i
i=r+1 m=p+q—r+1 =11
En posant
2o, ptacr |
(10) ,' Zrllj =u, I%ﬂli =,
j=r =
il vient
2(1 N E) _4N_w
D*] D* (u+wv)?
2( LA Wl
TDTD)  wr o
et les p + ¢ — 27 équations (9) s'écrivent
s zakjak, j=r+1,r+2,...p,
(11) (u + )
4 z ariox, l=p+1,p+2 ...p+q—r.
(u + ’L’) k=r+1 p
(6) s’éerit d’ailleurs
7 2. __ _u___,
e(BB)P=—

de sorte que u # o. Si v différe également de zéro, les équations (11) définissent
les i; et les 4; en fonction des o, et les équations
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pra—r
(12) VaB= Z anjhi + X amli=o0, h=r+1,r+2,...q,
F=r+1 {=p+1

fournissent g — » relations linéaires et homogénes en ces ¢ —# inconnues, soit

a . pEa-r m
z z ani Gr1 — z anj Arj ) Or=0, h=7'+1,...q.
k=r1 \# T v =5 w+ v

En posant, suivant I'habitude, [« (BB')]*=02—1, on a o°=———, p? — 1 A
@ e

et ces équations s'écrivent

q 2p+q——r »
Z Ani ks — z anj arj ) or =0,
k=r+1 i=r+1 J=r+1

ou enfin, grice 4 (5; II) et avec les notations du paragraphe 7,

q
(13) 2 (O —ea)or=0, h=r+r1,r+2 ...q.

k=r4+1
Les o; ne peuvent étre tous nuls, sans quoi les 4; le seraient. Il faut done, et
ca suffit, que le déterminant des coefficients soit nul, ce qui donne l'équation
(19; II), et ses racines non nulles.
Si v=o0, [a(B, B')]?’= —1 et o®=0 sont des valeurs susceptibles d'étre écartées.

Examinouns donc ce que deviennent nos équations. Les équations (11) se réduisant &

q
(14) > ajor=0, j=r+1,r+2,...p,
k=r+1
q
(13) )ul=-uL21aklak, l=p+1,p+2,...p+qg—r.
k=r-

(12) s'écrit ensuite

P q +9- 7
> anjli=u Y 2 An AR oy =u 2+10k (6;,;,-~ z ahjax,)

J=r+1 k=r+1 I=p+ t=r J=r+

ou, grice a (14), et en changeant h en £,

14
(16) > ajli=uor, k=r+1,r+2, ...q
J=r+1
(14) et (16) forment un systéme de p + ¢ — 27 équations linéaires et homogénes,
dont les p + ¢ —2r inconnues sont les A; et les ox. Les 4 ne pouvant étre tous

nuls, il faut que le déterminant des coefficients
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Ar+1,r+1 Qr4a,r+1 . . o Qg r4 (¢} 0 e 0
ar41,p Qr+2,p g, p 0 (e} e 0
d= % o ... O @il r4+1 GrL,p42 - - - @rlp |=O.
O % v O  -Qr42,r+1 Ari2, 742 ... Ori2p
(o] o] N U aq, 741 aq,r_t-z AN aq,p

On reconnait dans J les matrices a et a’. Il est identiquement nul si ¢ < p;
c'est en effet un polyndme en u de degré ¢ —» au plus; en divisant les ¢ —r
premidres colonnes par %, et en multipliant les p —» premiéres lignes par le
méme facteur, ou obtient un déterminant indépendant de wu, alors que J est

multiplié par u?~9 Si p <gq, le développement est

2
iy, v+l Qi r 41 -« - By 7]
@iy, 42 Qi 742« -+ Biy_ v t2
d=(—1)p-rla=p) ya-p > ’ N ) )
<< i,
Qiyp  Qiyp - -+ Gip_op

ot la somme est étendue & toutes les combinaisons p 4 p des indices

r+1,r+2,...9,
done
d=(— 1)@-r)(a=p) ya—p Sp—r,
ol Sp—, est le terme constant du polyndme #(p®) de 1'équation (15; II), développée
gous la forme (20; II). « ne pouvant étre nul, 0 ne peut s'annuler que si g*=0
est racine de (15; IT). Ainsi la valeur extrémale — 1 de (6) n'apparait que si
¢ <p, ou si, ¢ étant au moins égal A p, elle est également fournie par I'équation

(r5; II). Nous avons ainsi démontré le

Théoréme. Les distances conformes d'une Hyu—p ¢ & une Hny B (9= q) sout
les extrema des distances de a aux bipoints de 8 situés sur une Hy_piy variable
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passant par «. Ce sont aussi les extrema des distances de § aux bipoinis de o
situés sur une Hy ,i1 variable passant par B, exception pouvant étre faite de la

valewr V—1 si ¢>p.

15. On peut également définir les distances [¢f] comme extrema de la
distance de deux bipoints cocycliques situés respectivement sur o et 8. Le bi-
point (B, B') situé sur g est défini, comme plus haut, par les équations (4), (5)
jointes & la premiére ligne (3). Le bipoint courant (4, A’) de « est défini par des

équations analogues & (4), avec les conditions U;A=o0(i=1, 2, ... p), c'est & dire
ptyg-r n+2
A=Y wU + pm Un,
(1 ) l=p+1 m=p-+q—r+1
7 , p+g—r n+2 ,
4" = z 122 U, + z Hm Ym;
I=p+1 m=p+q-r+1

ou l'égalité des coefficients des w; dans les deux expressions résulte de ce que
le cocyclisme des deux bipoints exige que la Hp_;41 déterminée par 8 et 4
contienne également A. On a en outre les conditions 4*=4"*=0, ou

pFg—r n+2 n+2

(18) 2 oui=— 2 um=— > um
l=p+1 m=p+q—r+1 m=ptq—r+1

Les quatre points sont cocyeliques pourvu qu’il existe une relation linéaire

de la forme
A=0B+6B +6"4,

ou 6,0, 6" sont 3 scalaires. A l'aide de (4) et (17), on en déduit d’abord
@+60)i=o0, gJ=r+i1,r+2 ...p,

et la condition que ces A; ne soient pas tous nuls exige que ¢'=—6. 1l vient

ensuite
(1—0"m=o0, Il=p+1,p+2,...p+q—r,

et, les w n’étant pas tous nuls afin que (4, 4’) ne soit pas sur 8, on a néces-

sairement 6 =1, d'ol résulte I'expression nécessaire
(19) A'=4+6(B —B),

qui définit les u; en fonction des autres coefficients; 6 est lui-méme déterminé
par V'identité 4’°=o0, qui fournit l'expression analogue 3 (34; II)

BB =A(B — B),
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ou, compte tenu de (3),
n+2 . n+2

(20) 6 Y dmAm—in= 3 tm(An— A

m=p-tq—r+l m=p+qg—r+1

Ceci posé, (35; IT) donne ici
@B —aBp~ 4" Sl il

(21) [(4, 4)(B, B’ =4

Les extrema de cette fonction des variables 4;, Am, Am, i, itn lides par (3), (), (18)

sont les extrema libres de la fonction de 3% + g — 2 p — r variables

@) P[4 A) BB 23 a3 men) oS e 3 n)s

k=r4+1 i=r41 i=r41 m=p+g—r+1

pt+qg—r n+2 ptg-—r +2
+a'( DM+ 3 l;}i)ﬂl—r( S ou+ 2 ufn)~

n
I=r+1 m=p+4¢—r+1 i=p+1 m=p+g—-r+l
En posant 4 B=N, AB =N’, (21) s'écrit

’ e 4NN Affﬂ)z_
[(AaA)(B;B)] (N’—N)2—(1V’*“l\rr )

2
de sorte que (N";‘IV) représente ce que nous désignons habituellement par o°.

Nous poserons done
N —N=D, N + N=Dop.

Enfin nous réserverons aux lettres j, I, m, h, £ les ensembles de valeurs habituels.

} OF OF
Les équations —— =—_——=0 s’écrivent al
quation A s vent alors
20N’
im0,
(23) 20N m=p+qg—r+1i,p+tqg—r+2...0+2
‘D—z ﬂm=€f’l;n,
ad
Les équations l=o donnent
Otm
(24) %;(N;u;nuzwm):w,n, M=p+q—r+1,.. .0+ 2

NN’ ne peut étre nul, ni N'— N; en particulier les u, ne peuvent tous s'an-
nuler. Sj nous écartons comme d’habitude la valeur ¢*=o0, que nous examinerons
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d’ailleurs plus loin, (23) exige que oo’ 5% 0, et ce systéme définit les A, et les
An en fonction des u,. Ces valeurs, portées dans la deuxidme équation (5), donnent
40° (N N?
(5 —3) Zu-o
LY ’ (4 -N’ -N »
ol la somme ne peut s'annuler sans que N — N=o0, done P + = il faut

prendre le signe + pour que B’ différe de B, et l'on peut enfin poser

N N
(25) DO’l—D—O‘_V#O’
grice & quoi (23) s'éerit
(26) X-mz_k;n="“2“%[tm, m=p+qg—r+1,...n+2;
on a en autre
D

2 = = —
(27) 2ov
Observons qu'on a alors

s+o =2 o—d="

y
done
(28) e=2t1, gyl
2y 2y

Les valeurs (26), portées dans (24), donnent

3
(29) r=4%%,

car les un ne sont pas tous nuls. Il faut encore annuler les dérivées de F par

oF
rapport aux A, 4 et . -—=0 donne

owm

2

ﬁqll+zm=-—o,
ou, grice i (29),

2
(30) ll=—?ﬂm=gm, I=p+1,p+2,...0+qg—r
D 0

oF
a—lj—o donne

aq
(31) oh=—v X ayjor, j=r+1,r+2 ...p
k=r+l
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. oF .
tandis que‘m—o 8'écrit
20

e q
=+ 24+ ary 6r=0,
DH oM k=§r:+1 11 Ok

ou, compte tenu de (30)

(32)

2 q
2ele—1) 2 awon, l=p+1,ptz,...p+qg—r

D M7, T 1

0 —1, qui représente (21), ne peut s'annuler avec des bipoints réels sans point
commun, donc (32) détermine les w;; 4 l'aide de (30), on a également
er 3
(33) h=——5— 3 ar o
0" — I p=p341
11 faut identifier les expressions de N et N', ce qui fournit, compte tenu de
(18), la double relation

ptg—r n4-2 D2

2 —_ 3'; - .
(34) 1=§+1m 'm=p+zq—r+1‘u 407
Nous venons ainsi d’annuler OI- Il reste i annuler OF et les Oﬁ, car (91”___0

do 0oy do
v . 0 \
résulte de 75 =° si 'on tient compte de (26). ?f—;o donne, grice a (26), (30)
et (34),
P

(35) 2 A=eo(®— 1),

j=r+1

et peut &tre considérée comme définissant » en fonction des ox, car (31) permet
d'en déduire
q

(36) Vjﬁﬂ( 2 akjffk):@s(@z*l);

k=r+1
le développement du premier membre permet de 1'écrire encore

q

(36") v D enoron=p%(0®—1).

Eh=r41

Enfin les équations %;o s’ecrivent, & l'aide de (31) et (33),
k

q ki p+qg—7r ‘
2 [(92_1) 2 agan+ et X auaht] on=0,
R4l j=r41 1=p+1



286 René Lagrange.

ou, grace a (5; II)%
q

(37) > (@6 —ae)or=0, h=r+1,r+2 ...q

k=r+1
Les o, ne peuvent étre tous nuls, sans quoi les 4;, & et w; le seraient aussi. Il
faut et il suffit que le déterminant des coefficients des ox dans ces équations
linéaires soit nul, c'est 4 dire que g® soit racine de 1'équation 4 (p?)=o0, avec la
restriction habituelle p®(o® —1)72 0, 4 cause de (31) et (32). Les o) sont alors
définis 4 un facteur prés au moins. Chaque racine g® convenable, et une solution
correspondante de (37) en 6,41, Grta, . . . 0 définissent sans ambiguité » et les 4;;
les p; contiennent un facteur indéterminé D, ce qui ne correspond évidemment
pas 4 une indétermination du point 4; les um sont assujettis 3 la seule condi-
tion (34), et les Am, Aw s’en déduisent sans nouveau paramétre arbitraire. A
priori, l'ordre d’indétermination des couples de bipoints associés a une racine p*

est ainsi n + 7+ 1—p —q.

Remarque. Les équations (31), (33) et (37) s'identifient avec (11) et (13) en
faisant uw=p (0> — 1)y, v=—p%, de sorte que les bipoints (B, B’) obtenus au
paragraphe 14 sont les mémes que dans celui-ci. Le premier probléme relatif a
3 et aux bipoints (4, A) de a fournit aussi les mémes bipoints (4, 4") que dans
ce paragraphe. L’ordre d'indétermination étant le méme pour les couples de bi-
points (4, 4"), (B, B') que pour un seul de ces bipoints, il est & présumer que,
dans le -premier probléme, le choix de (B, B') associé & une valeur ¢° détermine
en général (4, A') sans ambiguité.

Effectivement, le théoréme du paragraphe 14 nous apprend que la distance

[¢(B, B)]=Vo*—1 est une valeur extrémale de la distance de (B, B’) aux bipoints
de @ qui lui sont cocycliques. Dans ce probléme, comparé 4 celui traité pour
a,f, le role de 8 devient celui de «, celui de « devient celui de (B, B'), et l'in-
connue est le bipoint (4, 4"} de « cocyclique & (B, B)). Les entiers p’, ¢/, v qui
se substituent a p, ¢,  sont tels que l'on ait n—p =0, n—¢ =n—p, n—1"=
=n—p+1, done p'=n, ¢'=p, "=p— 1, et I'ordre d'indétermination du bipoint
(4, 4") associé & (B, B’) est n +7» + 1—p —¢ =o.

Le théoréme du paragraphe 14 suffit done pour obtenir tous les couples de
bipoints (A4, 4"), (B, B') associés aux racines g de (g% =0, différent de o et 1.

' L’élimination des p; entre (32) et (34) redonne (36") si l'on tient compte de (37). (37) n'est
rien d'autre que (13).
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On voit méme qu'ils sont tels que leur distance [(4, A")(B, B'] soit un extremum
de la distance de chacun d’eux aux bipoints cocycliques de l'autre hypersphere.
Mais le deuxiéme probléme nous apprend que c’est encore un extremum quand
les deux bipoints cocycliques varient simultanément.

16. Il reste a examiner si des couples de bipoints pour lesquels g=o0, c¢'est
a dire conjugués harmoniques sur leur cercle, peuvent fournir un extremum
de (21). Le systéme (23) exige d’'abord que o0’ =0, sans quoi An et A, seraient
tous nuls et B, B’ coincideraient. Supposons d'abord ¢=0=0, ¢’ 0. Les ip

sont nuls et les in sont indéterminés pourvu que X iy, =o0. (24) donne z=0. Les
m

. . oF 'z . . OF oOF
équations "O_EZO s’évanouissent, tandis que ﬂ]jso et ;,}—];:o donnent les
p + q¢— 2r équations
q
o hi+ X arior=0, di=r+1,7r+2 ...p+qg—r.
k=r+1

. Ir o A s
Mais alors les équations Go.=0s éerivent, grice a (5; TT)
n

q p+g—r
> amaki) Gr=0,=0, h=r+1,7+2, ...¢q;
ESrt1 \i =74l
la nullité de tous les os entraine celle des i; et B’ s'évanouit. ¢ 5% 0 est & écarter
pour un notif semblable, et I'on doit donc supposer que p=0=0¢"=0.
Dans ces conditions, les L, et 4, sont indéterminés, pourvu que D A= iy,
m m
, . OF Vs ) . OF oF
T est encore mul. Les équations —=o0 g'évanouissent, tandis que -—=—"-=o0
o ok O
se réduisent &
a .
darior=0, i=1r+1,r+2 ...p+qg—7
k=r1
(4; II) exprime que ce systdme linéaire et homogéne, aux ¢ —r inconnues gy,
est de rang g —r, donc les o sont tous nuls. Il suffit donc que les deux bipoints
existent et soient conjugués sur leur cercle pour que toutes les conditions d’ex-

tremum soient satisfaites. Les seules relations i vérifier sont les ¢ — 1 + 2 équa-

) O0F o0F O0F .. . re y N
ions Pl ol Rl jointes 3 glmﬁ%lm et &
, ptq—r n+2 ,
N+N=23 hw+ Y  tmlhy+in)=o0.
I=p+1 m=p+qg-—-r+1
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En résumé, avec une restriction analogue a celle faite 4 diverses reprises, nous

pouvons énoncer le

Théoreme. Les distances conformes de deux hypersphéres a, 8 sont les valeurs
extrémales de la distance conforme de deux bipoints cocycliques situés respectivement
sur o et B, sauf peut-élre la valewr V—1 Journie par des couples de bipoints con-

Jugués harmoniques.

17. Tous les cercles des couples de bipoints obtenus sont caractérisés par la
propriété d’étre orthogonaux aux deux hypersphéres- e et B, respectivement en
(4, 4") et (B, B). Ce sont les hauteurs communes aux deux hypersphéres, dont
les deux bipoints peuvent étre appelés les pieds.‘ Nous devons done retrouver
les bipoints du paragraphe 15 en cherchant les hauteurs y et leurs pieds. Ceux-ci
sont toujours définis par les équations (4), (17) et (19), ot 'on peut faire 8 =1, soit

D +9—- n+2
B= 2 A 2 2 nUn,
j:r+1 Il=p+ m=p+q—r+1
, 7 » +g— n+2 ,
B = z);[J"‘ lel z lmUm,
( 8) J=r+1 m=p+q—r+1
3 P+p—r ) n+2
A= Z ,ulUl’{" Z ﬂml]m,
l=p+1 m=p+q—r+1
’ ’ PR nk2 ’
A=4+B —B= > wUi+ 3 unUn
[=p+1 m=p-+g—r+1
avec
(39) #n=ttn + Ay — Am.
Rappelons également les conditions
zx + Z}l + > m=0,
m
(40) 2 b =3
lgakjlj_*_;a“h:o, k=r+1,r+2, ...4q,
et )
2w+ Jun=o0
(41) L
D= 2 Um (l/m Z i rn m
B wm

Le point courant du cercle y est la combinaison linéaire

(42) M=aA+bB+V B,
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pourvu que les scalaires a, b, b’ vérifient

2

(43) —JZ—=Nab+N'ab'+Dbb'=o,

ol N, N ont les mémes significations N=A4 B, N'=A B’ quau paragraphe 15,
ainsi que D=N'— N= BB’ rappelé en (41). N, N', D ne peuvent s'annuler si y
est un vrai cercle et si les points sont distincts.

M est en A pour a=1, b=b =0. Le long de 7, la différentielle d A est la
valeur de
(44) dM=Ada+ Bdb+ B dv,

ou les différentielles de 3 paramétres annulent celle de (43), au point 4, c'est &
dire avec la relation :
(45) Ndb + N db =o.

Sur 'bypersphére o, le déplacement général de A est

pta—r n+2
d4= Z Uidu + 2 Undpm,
I=p+1 m=p+q—r+l
avec la seule condition Ad 4d=0, oun
p+9—r n+2
(46) 2 wém+ 3 pmdpm=o.
1=pa1 m=pfq—r+1

dA et 4 représentent deux sphéres normales en A aux deux trajectoires
de A4, donc la condition d’orthogonalité de y et ¢ est que d4d4 =0 soit la
conséquence de (45) et (46). dAdA4A=o0 s'éerit

db X BdA +db X BdAd=o,
ou, grice i (43),

pta—r n+2
N'B3A—NBJA=D 3 Womw+ 3 (Nim—Nip)dun=o0.
I=p+1 m=p+q—r+1

Pour que ce soit une conséquence de (46), il faut et il suffit qu’il existe un
scalaire 5 grice auquel on ait

nw =D, l=p+1,p+2,...p+qg—r,
(47) , , .
Npn=Niw—Nlw, m=p+g—r+1,p+q—r+2,...0+2

En observant que la relation (39) subsiste lorsqu’on permnte respectivement A

et B avec A’ et B', et qu'alors N et N’ sont invariants, car A’ B=AB — BB =N
21- 642128 Acta mathematica. 86
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et A'B=AB+ BB =N/, l'orthogonalité de y et « en A’ s’exprime en effectuant

cette permutation dans (47), avec un nouveau facteur #’, soit

n w=D A, l=p+1,p+2,...0+qg—r,
(48) I ’ LY
N (um + dm—d)=NAp—Nlp, m=p+q—r+1,p+g—r+2,...0n+2

M vient en B pour b=1, a=b"=o0. Le long de y, la différentielle dB a la
forme (44) avec la condition Bd B=o, ou

(49) Nda+ Ddb =o.

Sur I'hypersphére 8, le déplacement de B est

§B="3 Uidh+ U 6 A,
i=r+1 m=p+q~r+l
avec les conditions
pta—r n+2
z A oA + 2 lmdlm*:O,
i=r+1 m=p+g9—r+1
(SO) pra—r
S apdh=0, k=r+1,7+2,...q.
i=r+1

dBd B=o0 s'écrit
da X AdB +db X B dB=o,

ou, grice & (49) et a la premiére relation (50),

pto—r n+2 n+2 ,
1)( > wdh+ 0> umdlm)~N S (ki —An)dAn=0.
m=p+q—r+

I=p+1 m=p+q—r+1 1

Pour que y et B soient orthogonaux en B, il faut et il suffit que cette équation

soit une conséquence de (50), donc qu'il existe des scalaires § et & (k=r + 1,

r+2,...q) tels que l'on ait
q .
Ey+ D ar&=o, J=r+1,r+2 ...,
k=r+1
(s1) 4
i+ 2 au&=Duw, l=p+1,p+t2,p+q—r,
k=r+1
Edm =Dpn—N@An—1n), m=p+qg—r+1,p+q—r+2,...n+ 2.

La permutation de 4 avec A’ et de B avec B  donne de méme la condition
d’orthogonalité de y et 8§ en B’, sous la forme
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q
Ei+ 2 ay=o, jeEr4 1,042, ...,
k=r+1
(52) . g ,
i+ 2 anki=Du, l=p+1,p+2,...p+qg—r,
k=r1
o =Dpn+ N(n—hn), m=p+qg—r+1,p+qg—r+2...n+2
u q

avec ¢ — r + I nouveaux multiplicateurs &', &.
)

18. Il s'agit d’étudier le systéme des équations (47), (48), (51), (52), compte
tenu de (40) et (41). N'oublions pas que les %; ne peuvent étre tous nuls, sans
quoi (B, B') serait sur «, ni les w;, sans quoi (4, 4’) serait sur 8. La différence
des premiéres lignes de (47) et (48) donne (n—%')wi=o0, done n=7'.

Si nous supposons d’abord 7 7 0, les équations en question se réduisent aux
q —r équations

(53) #l=€lz, l=pt+t1,p+z...0p+q—r
tandis que les deuxiémes lignes donnent
Nun=NIn—Nip=0—N)dn + (N —p)dn, m=p+g—r+1,...0+2.
B’ différant de B, la deuxiéme égalité exige que
(54) =N+ DN,

de sorte que 7 n'est pas d’autre chose que la quantité D¢ du paragraphe 15,
et il reste les seules équations

(55) Nitmn=N'dn—Nipn, m=p+q—r+t,p+g—r+2,...0n+2.

La deuxidme relation (41) se déduit tout de suite de (54), (55) et de la deuxiéme
relation (40), mais l'identification de N donne

pta—-r n-+2
a2 N=D 3 B+ Y (Nin— Nip)in,
I=p+1 m=p+gq~-r+1

ou, grice i (41) et (54), et (40),

, p+o—r n+2 n+2
N+ N\N-DB 'S u+w 'S szzv(zn S zm)
m=p+g—r+

I=p+1 1 m=ptq—r+1
p+a—r . n+2 7
=D 3 u+ 2)|—-ND=—D ¥ ¥—ND,
=p+1 m=p+q—r+1 j=r+1
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donc
2 ., 2NN D(*—1)
(56) j=§+11}— D 2

La premiére relation (41) est alors satisfaite, si les relations (40) le sont. Ceci
obtenu, les troisiémes équations (51) et (52) s'écrivent

(57) Dpn=©E— N)im + Nin=N'dn + (£ — N') kn,
d’ot résulte
(58) E—N—N)An=(F —N—N)in, m=p+qg—r+1,p+q—1r+2,...0n+ 2.
Pour gue les A, — i ne soient pas tous nuls, il faut soit & # £, soit £=& =N+ N'.
19. Supposons d’abord que
(59) E=F=N+N.
(58) disparait, et (57) se réduit &
(60) Dupn=Nin+ Nin, m=p+q—r+1,p+q—r+2,...0n+2;
et la comparaison avec (55) donne
NN'(kn + An)=0,
ot NN’ # o, d'oit résulte, pour remplacer {55) et (60), les relations
(61) Am=—Am=lim, m=p+q—r+1,p+q—r+2, ...n+2

La différence des deuxidmes lignes de (51) et (52), ot £=£', donne ensuite

v .
Z+1akz(§k—§i)=o, I=p+1,p+2,...p+q—r,

=g

donc &=§& en vertu de (4; II). 1l suffit alors de satisfaire les équations aux
deux premiéres lignes de (51), qui donnent, avec N + N'=Dyp, et grice & (53)%,

1 2 .
Ai=— 45— z arjby, J=r+1,r+2,...p,
Qk=r+1
(c2) .
M=— =7 l=p+1,p+2,...p+q—r.
1 D(g=—1)k=§+1“’”§*’ p+1L, p+q

! On peut observer que NN’ o entraine D(p>— 1)+ 0, et que ¢ > 0 puisqu’on suppose
7 % 0.



Métrique anallagmatique. 293

On constate tout de suite que ces expressions s'identifient avec (31) et (33),

de méme que (53) s'identifie avec (30) lorsqu'on fait =1, c'est & dire v=—2l)§,
g D

o 20 (35) n’est alors rien d’autre que (56). On retrouve donc les bipoints
k

du paragraphe 15 et les cercles correspondants.

20. 7 différant toujours de zéro, supposons £ &'. &' ne peut 8tre égal & 9,
sans quoi (58) annulerait tous les 1,, donc D, ce qui est inadmissible. Pour le
méme motif, § # 7, et la seule hypothése & retenir est £ £ £' > 5 5 £. (58) donne alors

1§n=—§,:—:77lm, m=p+g—r+1,p+rg—r+2...0+2

§
donc
p= Y a—wm=t=t ¥ &
m=p+q—r+1m " m‘E'—n m=p+qg—r+1 ™

tandis que la deuxi®éme condition (40) s'écrit

(=) ].5 e

D ne pouvant étre nul, la seule condition admissible est £ + &' =217, donc

l;n= '—lm.

Mais alors (54) et (55) donnent wm=~An, ce qui permet de réduire (57) &
(D—§+2N)dn=(n—8n=0,

pour tous les m, ce qui est impossible puisque 7 # § et que les An ne peuvent
8tre tous nuls.

21. Examinons, pour terminer, l'hypothése n=%"=0. Les premiéres lignes
de (47) et (48) se réduisent & Di;=o0, donc

(63) M=o, l=p+1,p+2...p+q—r.

Les autres lignes de ces deux systémes donnent les 2(n + 2 + r — p — q) équations
Nim—Nip=Ndyp—NIlp=0, m=p+q—r+1,...0n+2,

donc N'?=N? saps quoi les An et les i), seraient tous nuls, et B=B’". Pour

cette méme raison, la seule solution acceptable est

(64) N + N=o,

et, par suite,

(65) Am=—2m, m=pH+qg—r+i,p+qg—r+2,...n+2.
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On a alors p=0 et D=-—2N. Les derniéres lignes de (51) et (52) s’écrivent
ensuite

(66) Edm=-—E An=2 N (dn — tim),

et la premiére équation entraine &= —ZE car les A, ne peuvent étre tous nuls.

La différence des deuxiémes lignes de (51) et (52) donne, comme plus haut, & =&,
de sorte que la différence des premiéres lignes de ces deux systémes se réduit a
2&%=o0, done

(67) ‘ =& =o,
et, d'aprés (66),
(68) pm=An, m=p+q—r+1,p+q—r+2,...0n+2.

La deuxiéme ligne de (51) définit les u; en fonction des &, soit
1 q
(69) m=p 2 aub, Il=p+i,p+z...p+q—r,
k=r+1

ces éléments & étant liés par les équations de la premiére ligne

q
(70) > arjbr=o0, j=r+1,r+2,...p
k=r+1

Les relations (40) et (41) & ajouter se réduisent a

(71 N-3ih- - Zh=—3u
m j
et
. p
(72) > ajhi=o0, k=r+r1,r+2, ...q
J=r+1

Les & ne peuvent étre tous nuls, sans quoi les w; le seraient; les A; également,
donc la matrice des coefficients des deux systémes (70) et (72)

Ar+1,r+1 Ar+1,742 - . . Gril,p

Ari2,r41 &r+2,742 - . . Ar+2,p
a:

Ag,r+1  Qg,r+2 ... 0qp

doit avoir un rang inférieur & p—7r et ¢ —r, ce qui n'est pas le cas général.’
Les hauteurs pour lesquelles =0 sont ainsi exceptionnelles, comme la valeur
correspondante ¢=0 dans 1'étude directe de la distance [« f].

! C'est la matrice & du paragraphe 7.



Métrique anallagmatique. 295

Si la rang s de a convient (s <<p—7 =g -—7r), il existe une infinité de telles
hauteurs, dont le pied (B, B’) est défini par (72), =0, Am=—An, les A, étant
liés aux 4; par la deuxidme égalité (71). (B, B’) étant choisi, N et D=—2N
sont connus. Les & sont définis par les p —r équations {(70) et contiennent aux
moins un paramétre arbitraire, en facteur, que l'on peut préciser grice a la
dernidre relation (71). Celle-ci prend une forme simple, grice & (5; II), car (69)

donne
pra—r q q

DzZ[Jf= E 2 akzdh1§k§h
[ I=p+1 k=r+1 h=r+1

= i i (dkh—jéﬂawah.f) Ek n,

k=r+1 h=r+1

done, compte tenu de (70) lui-méme,
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cette condition s’éerit ainsi
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A chaque solution de (70), (73), correspond alors un pied (4, A") bien
déterminé.
Observons que, pour ces hauteurs, la distance des deux pieds est donnée par
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et les deux bipoints sont conjugués harmoniques. IL’éguation
4(92) = Qz(p—r) — 8§, 92\'p—r—1) Aot (— 1)1, 92(p—r—s) =0

a une racine p?=o0 d'ordre p —r —s, et s racines différentes de zéro. Pour g=o0
les hauteurs trouvées au paragraphe 19 deviennent celles obtenues ici, comme le
montrent les équations (54), (61), (62) o l'on fait g=o, ainsi que (56) ol
N=—N'= —g, et enfin (53) et (62) ou l'on élimine A;; il vient en effet
—0 0 1 7
a n(e* —1) k=zr+1a“ 5= Dl*—1) k:zr+lakl S
c'est a dire (69) pour g=o0. Nous avons ainsi établi que les hauteurs de deux
hypersphéres sont Zeé cercles joignant les bipoints qui fournissent les distances con-

formes de ces deux hypersphéres, y compris parfois la distance V—1.




