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Deuxieme partie. 
Equations de la dynamique et problema des n corps. 

CHAPITRE I. 

Etude du cas ou il n'y a que deux degres de liberte. 

§ 15. Bep't"esentations geomett"iq-ues dit-•et"ses. 

Reprenons les equations (I) du § I I 

dxi d]1' 
dt = dy,' 

dy. llF -=---, 
dt dx

1 

dy dF 
~.J=---· 
dt dxi 

Nous noQ.s bornerons au cas le plus simple qui est celui ou il n'y a 
que deux degres de li berte; je n' ai pas a m' occu per en effet de eel ui oi1 
il n'y a qu'un degre de liberte, car les equations de la dynamique 
s'integrent alors aisement par de simples quadratures. 

Nous supposerons done que la· fonction P ne depend que de quatre 
variables X 1 , x, , y1 , y,. Nous supposerons de plus que cette fonction est 
uniforme par rapport a ces quatre variables et periodique de periode 27r 

par rapport a y
1 

et a y,. 
La situation du systeme est done definic par les quatre quantites 

X1 , X 2 , y1 , y2 , mais cette situation ne change pas quand y1 ou y~ aug­
mente de 27r ou d'un multiple de 27r. En d'autres termes, et pour re­
prendre le langage du chapitre 1 •r, x

1 
ct X

1 
sont des variables lineaires, 

pendant que y1 et !J2 sont des variables angulaires. 
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Nous connaissons une integrale des equations (z) qui est la suivante: 

(z) 

C designant la constante des forces vives. Si cette constante est regardee 

comme une des donnees de la question, les quatre qunntites x et .'If ne 

sont plus independantes; elles sont liees par la relation (z). Il suffira 

done, pour ·determiner la situation du systeme, de se donner arbitraire­

mcnt trois de ces quatre quantites. II devient possible, par consequent, 

de representer la situntion du systeme par la position d'un point P dans 
l'espace. 

II pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 

variables x et y soient soumises, non seulement a l'egalite (z), mais a une 

ou plusieurs inegalites: 

(3) 

Supposons par exemple pour fixer les idees que les inegalites (3) 
s'ecrivent: 

a> x1 > b, 

et que l'egalite (z) soit telle que lorsque x1 satisfait a ces inegalites, on 

puisse tirer de la relation ( 2) la quatrieme variable X2 
en fonction uni­

forrne des trois autres X 1 , !f1 et !f
2

• 

Nous pouvons alors representer la situation du systeme par un point 

dont les coordonnees rectangulaircs seront: 

c et d etant deux nouvelles constantes positives telles que 

ca + d < 1 ; cb + d > o. 

Il est clair en effet qu'a toute situation du systeme, c'est a dire a tout 

systeme de valeurs de x1 , y1 et y
2 

satisfaisant aux conditions: 
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tares: 

(4) 
(1- ..jX' + ¥') 2 + Z' = (cb + d:)', 

(1- ..jX' + Y') 2 + Z' = (ca +if')'. 

Et reciproquement, 1t tout point de l'espace compris entre ces deux tares 
correspond un systcme de valeurs de x

1 
, y

1 
et y

2 
et un seul, satisfaisant 

aux inegalites precedentes. 
Il peut se faire que les inegalites (3) ne s'ecrivent plus a > x1 > b; 

mais que cependant ccs inegalites, jointes a la relation (2) entrainent 
comme consequence 

Si de plus X
2 

est encore fonction uniforme des trois autres variables, le 
meme mode de representation geomctrique est encore applicable. 

Nons pouvons now,; placer dans un cas plus general encore: 
Supposons que l'on puisse trouver uue variable auxiliaire ~' jonissant 

de la propricte suivante. Si x
1 

, x,, y
1 

et y, satisfont a la fois a l'egalite 
( 2) et aux inegalites (3), on pourra ex primer x1 et x, en fonctions uni­
formes de ~' de y

1 
et de y

2 • De plm,;, en vertu des inegalites (3), ~ ne 
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle fa((on 
que l'on a conune consequence de (z) et de (3) 

Nons pourrons alors dcfinir completement la situation du systeme 
en nous donnant les trois variables ~, y

1 et y,, et la representer par un 
point P dont les coordonnees rectangulaires seront: 

avec les conditions: 

c > o , ra + d < 1 , rb + d > o. 

On voit alors, comme dans le cas precedent, qu'a toute situation du 
systeme correspond un point de l'espace et. un seul compris Pn1re les deux 
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tores (4), et reciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores 
ne peut correspondre plus d'une situation du systeme. 

Il peut se faire que pour x
1 
=a, (ou plus generalement pour ~=a) 

la situation du systeme reste la meme queUe que soit la valeur attribuee 
a y2• Nous en verrons dans la suite des exemples. C'est ainsi qu'en 
coordonnees polaires, il faut en general pour definir la position d'un point 
se donner les deux coordonnees p et w, mais que si on suppose p = o, 
on retrouve toujours le meme point, a sa voir le pole, quel que soit {J). 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle fa<;on que 

ca + d = o. 

Le second des deux tores (4) se reduit alors a un cercle: 

Z= o, 

En chacun des points de ce cercle y
2 

est in determine; rna is neanmoins, 
comme pour ~ = a la situation du systeme ne depend pas de y2 , a chaque 
point du cercle correspond une situation du systeme et une seule. 

On peut dire alors qu'a toute situation du systeme correspond un 
point de l'espace interieur au premier des deux tores (4) et que reci­
proquement, a un point interieur de ce tore ne pent correspondre qu'une 
seule situation du systeme. 

J'envisagerai encore un autre cas. 
Imaginons qu'en vertu des inegalites (3), ~ pmsse prendre toutes les 

valeurs positives, de telle sorte que: 

a= o, b = + oo. 

Supposons que pour ~ = o la situation du systeme ne depende pas 
de y2 et que pour ~ = oo, cette situation ne depende pas de y1 • 

N ous pourrons alors representer la situation par un point dont les 
coordonnees rectangulaires seront: 

Pour ~ = o il vient (quel que soit y
2

) 

X= cosy1 , Z=o. 
Acta mathematica. 13. Imprime le 23 septembre 1890. 22 
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Le point representatif se trouve sur le cercle 

Z=o 

et sa position ne depend pas de y~; cela n'a pas d'inconvenient pmsque 
par hypothese la situation dn systeme pour ~ = o ne depend pas non 
plus de y

2
• 

Pour ~ = co, on trouve pourvu que cosy2 soit negatif: 

X~ Y= o, 

Le point rcpresentatif se trouvc alors sur l'nxe des Z et sa position ne 
depend pas de y1 , mais pour ~ = oo, la situation du systeme ne depend 
pas non plus de y

1
• 

Le mode de representation adopte est done legitime. 
Ce qui precede a besoin d'etre appuye de quelques exemples. Je 

n'en traiterai ici que trois. 
Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est 

un cas particulier du probleme des trois corps. Imaginons deux corps, 
le premier de grande masse, le seconu de masse finie, rnais tres petite 
et supposons que ces deux corps decrivent autour de leur centre de gra· 
vite commun une circonference d'un mouvement uniforme. Considerons 
ensuite un troisieme corps de masse . infiniment petite, de fa<;on que son 
mouvement soit trouble par !'attraction des deux premiers corps, mais 
qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons· 
nous de plus au cas ou ce troisieme corps se meut dans le plan des 
deux circonfercnces decrites par les deux premieres masses. 

Tel est le cas d'une petite planete se mouvant sons !'influence du 
soleil et de Jupiter quand on neglige l'excentricite de Jupiter et l'incli­
naison des orbites. 

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sons !'influence du soleil 
et de la terre quand on neglige l'excentricite de l'orbite terrestre et l'in­
clinaison de l'orbite lunaire sur l'ecliptique. 

Nous definirons la position du troisieme corps par ses elements 
osculateurs a un instant donne ct nous ecrirons les equations du rnouve­
ment en adoptant les notations de M. TISSERAND dans sa Note des Com p­
tes rend us du 31 janvier 1887: 
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dL dR dl dR 
dt = df' dt =-ilL' 

(s) 
clg dR 
dt = -dG' 

Je designe par a, e et n le grand axe osculateur, l'excentricite et le 
moyen mouvemcnt de la troisiernc masse; j'appelle l l'anomalie moyenne 
de cette troisieme masse et g la longitude de son perihelie. 

Je pose ensuite: 
L = y~, G = .Ja.(I- e")· 

Je choisis les unites de telle fa9on que la constante de GAuss soit egale 
a I, que le moyen rnouvement de la Secondc masse soit ega} a I et que 
la longitude de cette seconde masse soit egale a t. 

Dans ces conditions, l'angle sons lequel la distance des deux der­
nieres masses est vue de la premiere ne difl'ere de l + g- t que par une 
fonction periodique de l de periode 2rr. 

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentee de 

~ = ~. Cette fonction ne depend que deL, de G, del et del+ g -- t; 
2a 2.u 

car la distance de la scconde masse a la premiere est constante et la 
distance de la troisicme a la premiere ne depend que de L , G et l. 
Cette for1ction est d'ailleurs periodique de periode zrr tant par rapport a 
l que par rapport a l + g- t. 

On conclut de la que 1' on a: 

et que les equations (5) admettent comme integrale: 

R + G =canst. 

Nous allons chercher a ramener les equations (5) a la forme des 
equations (I). Pour cela no us n'avons qu'a poser: 

x1 = G, 

yl = g- t, 

X~= L, 

y~ = l, 
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et les equations (s) reprennent la forme: 

dxi dP d!fi dF 
-=-, 
dt dyi dt = -d:vi· 

La fonction F depend d'un parametre tres petit 11. qm est la masse du 
second corps et nous pouvons ecrire: 

F est periodique par rapport a y
1 

et y~ qui sont des variables angulaires, 
tandis que x1 et x~ sont des variables lineaires. Si l'on fait ft = o, F 
se reduit a F~ et: 

ne depend plus que des variables lineaires. 
11 resulte de la definition meme de L et de G en fonctions de a et 

e que l'on doit avoir: 

L"' > G"' ou xi> xi, 

ce qui montre que x1 peut varier depuis - x"' jusqu'a + x~. 
Si l'on suppose x1 = + x"', l'excentricite est nulle; il en resulte que 

la fonction perturbatrice et la situation du systeme ne dependent plus 
que de la difference de longitude des deux petites masses, c'est a dire de: 

On en deduit: 
dF dF 
-=-, 
dy, dy. 

d'ou: 

(6) 
d(z1 - z,) 

dt = o, 

d'ou l'on conclurait (puisque la valeur initiale de x1 - x~ est supposee 
nulle) que X1 doit rester constamment egal a X~; mais ce n'est la pour 
les equations (I) qu'une solution singuliere qui doit etre rejetee. En ce 
qui concerne les solutions »particulieresl> que nous devons conserver, 
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l'equation (6) signifie simplement que quand x
1 
-- x~ atteint la valeur o, 

cette valeur est un maximum, ce qui est d'aillenrs une consequence de 

l'inegalite x; > xi. 
Si no us supposons maintenant X2 = - x

1
, l'excentricite sera encore 

nulle, mais le rnouvement sera retrograde (il l'est toutes lcs fois que x1 

et X 2 ne sont pas de nH~me signe); alors P et la situation du syst€nne ne 
dependent plus que de !'angle: 

ce qm donne: 

Je vais maintenant traiter la question suivante: 
Trouver une variable ~ telle que si x1 , x

2 
, y

1 
, y 2 satisfont aux ega­

lites et inegalites (2) et (3) (qui dans le cas qui nous occupe se reduisent a 

F= C, 

ces quatre quantites peuvent s'exprimer en fonctions uniformes de~ ,y1 et y2
• 

Je traiterai d'abord la question dans le cas oi1 p. = o et ou 

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnees 
sont: 

X= x1 - c, 

Alors les egalites et inegalites (z) et (3) s'ecrivent: 

I X+
2
p=o, 

Construisons la courbe: 

Y>X + c > -Y. 

I 
X+ zY' = o 

et les deux droites: 

X+ c = + Y. 
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Ces droites et cettc courbe peuvcnt etre dans deux situations difl'e· 
rentes, representees par les figures 4 et 5. 

Chacune des deux figures devrait sc composer de deux moitics sy­
metriques par rapport a l'axe des x, mais nous n'avons represente que 
la moitie qui est uu-dcssus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, la 
courbe no us offre deux arcs utilcs IJC et DB pendant q uc les urcs AB 
et CD doivent etre rejetes it ~ausc de l'iuegalite Y2 > (X+ c) 2

• Duns 
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un arc utile BC et l'arc AB doit 
etre rejete. 

Fig. 4. Fig. 5. 
y 

CY 
E 

Le passage de la figure 4 a la figure 5 se fait quand la droite CD 
devenant tangente a la courbe, les deux points C et D se confondent. · 
Cela a lieu pour: 

3 C=-
2' 

I 
X=--, 

2 
y =I. 

Nous nous supposerons dans ce qui va suivre places dans le cas de 
la figure 4 et nons envisagerons seulement l'arc utile BC; c'est en e:ffet 
le cas le plus interessant au point de vue des applications. 

Posons: 
I! _ ~, - ~, _ L - G. 
<o- ---, 

:r2 +a:, L + G 

on voit que ~ s'annule au point C et devient infini au point B et que 
quand on parcourt l'arc BC depuis C jusqu'en B, on voit ~ croitre 
constammcnt depuis o jusqu'a + cv. Si done on se donne ~' le point 
correspondant de l'arc BC sera entierement determine, ce qui revient a 
dire que X1 et x2 sont fonctions uniformes de ~. 
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Qu'arrivera-t-il maintenant si p. n'est plus nul, mais seulement tres 
petit? 

Faisons encore 

et voyons s1 en tenant compte des relations 

(7) F= C, ~ > o, 

X1 et X 2 seront encore fonctions uniformes de ~' de y1 et de y2 • Pour 
qu'il cessat d'en etre ainsi, il faudrait que le determinant fonctionnel: 

s'annuhit pour un systeme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

cela n'arrivera pas si p est assez petit et si C est assez different de ~. 
. 2 

Dans la plupart des applications, ces conditions seront rem plies; 
no us pourrons done prendre ~ com me variable independante; cette va­
riable sera essentiel]emeut positive et x1 et X2 seront fonctions uniformcs 
de ~, y1 et y

2
• 

Toutefois pour trouver le mode de representation geometrique le 
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons: 

Apres ce changement de variables, les equations conserveront la 
forme canoniq ue: 

dx; dF 
a:t=ay;' 

dy; dF 
dt = -dx;' 

dx~ dF 
-=-,, 
dt dy2 • 

1 On voit aisement pourquoi j'ecris cette derniere relation; I' arc BO commc on le 
voit sur Ia figure est tout entier au-dessus de l'axe des X, ce qui entra!ne I'inegalite 
x" > 0; il est clair que cette . inegalite subsist era encore pour les valeurs suffisamment 
petites de p.. 
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On voit que y; et y~ sont encore des variables angulaires; quand en 
effet y; ou y; augrnente d'un multiple de 27!, y1 et y~ augmentent aussi d'un 
multiple de 27! et par consequent Ia situation du systeme ne change pas. 

Mais il y a plus; quand on change simultanement y; et. y~ en y; + r. 
et y~ + 7r, y2 ne change pas et y1 augmente de 2-;r. La situation du 
systeme ne change done pas. 

Cela pose nous representerons Ia situation du systeme par le point 
de l'espace qui a pour coordonnees rectangulaires: 

Z = ~ siny;. 

Pour ~ = o Ia situation du systeme ne depend pas de y~ et il en est de 
meme du point representatif qui est alors sur le cercle 

Z=o. 

Pour ~ = oo, Ia situation du systeme ne depend pas de y; et il en 
est de meme du point representatif qui est alors sur l'axe des Z si cosy; 
est negatif et a l'infini si cosy; est positif. 

A chaque point de l'espace correspond done une situation du sys­
teme et une seule; reciproquement, a chaque situation du systeme corres­
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux 
systemes de valeurs (x; , x; , y; , y;) et (x; , x; , y; + r. , y; + r.) corres­
pondent deux points differents de l'espace, mais nne seule situation du 
system e. 

Les equations (I) admettent les invariants integraux: 

et 

Si nons transformons cet invariant par les regles exposees dans le 
§ 7 nons verrons que: 

est encore un invariant integral. 
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Comme ~ est essentiellement positif, la quantite sous le signe J est 
de meme signe que: 

Or pour p. = o, on trouve: 

Si nous nous supposons places dans le cas de la figure 4 et sur l'arc 
BG, nous devons supposer: 

G > ~ , xi < x; , o < X2 < 1, 

d' ou 1' on tire: 

A. . dF dF . , 'f d 1 Il ms1 X1 -d + X2 -d est touJours negat1 quan p. est nu . en 
xl x2 

sera encore de meme quand p. cessera d'etre nul, pourvu que G soit assez 

different de ~. 
2 

Dans ces conditions l'integrale: 

est un invariant positif. 
Pour p. = o, les equations (s) s'integrent aisement comme on le sait 

et on trouve: 

L = const., G = const., g = const., l = nt + const. 

Les solutions ainsi obtenues sont representees dans le mode de repre· 
sentation geometrique adopte par certaines trajectoires. Ces trajectoires 
sont fermees toutes les fois que le moyen mouvement n est un nombre 

Acta matlwmatica. 13. Imprime le 2 octobre 1890. 23 
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commensurable. Elles sont tracees sur des surfaces trajectoires qui ont 
pour equation generale 

~ = const. 

et qui sont par consequent des surfaces de revolution fermees analogues 
a des tores. 

Nous verrons dans la suite comment ces resultats sont modifies quand 
p. n'est plus nul. 

Cornme second exemple, je reprends l'equation dont j'ai deja parle 
a }a fin du § I I 

d'p 2 3 R 
dt' + n p + mp = p. ' 

R etant une fonction de p et de t, holomorphe par rapport a p et 
s'annulant avec p et periodique par rapport it t. Cette equation pent 
s'ecrire en reprenant les notations du paragraphe cite: 

da dF d; dF -=---, 
dt dp 

-=-, 
dt d7J 

avec: 

~ = t, 
dp 
dt = 0

' 

Posons: 

Les equations conserveront la forme canonique des equations de la dyna­
mique et la fonction F dependra de deux variables lineaires x1 et YJ et de 
deux variables angulaires y1 et ~. 

On voit aisement que quand on se donne la constante des forces 
vives C, x1 , y 1 et ~' la quatrieme variable YJ est entierement determinee; 
on a en effet: 

C m 2 • 2 
'Yl = - nx - -x1 sm y -, 1 n • 1 + p. jR(p, ~)dp. 

Pour x1 =· o, la situation du systeme ne depend pas de y1 • Nous 
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pouvons done adopter pour representer cette situation le point dont les 
coordonnees sont: 

X = cos ~e"'' cosy, ' 

A chaque situation du systeme correspond ainsi un point de l'espace 
et inversement. Il faut excepter les points a l'infini et les points de l'axe 
des z qui nous donneraient xl = CX) et par consequent un resultat illusoire. 

Comme troisieme exemple, envisageons un point mobile pesant se 
mouvant sur une surface parfaiternent polie et dans le voisinage d'une 
position d'equilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 
des xy le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les 
axes de l'indicatrice de fa<;on que !'equation de la surface s'ecrive: 

~(x, y) etant un ensemble des termes du 3mo degre au moms en x et en 
y et p. un coefficient tres petit. 

Nous aurons alors en appelant x' et y' les projections de la vitesse 
sur les axes des x et des y 

12 '2 

F = :__+'!_+ gz, z z 

Changeons de variables en posant: 

yzx, 
x = 41_ cosy

1
, 

yga 

dx' dF -=---, 
dt dx 

d I dF 
_]/_ = ---. 
dt dy 

yzx2 y =-.:-=-- cosy2, 
\jgb 

y' = yzx
2 
'\jgb siny2 • 

Les equations differentielles conserveront la forme canonique des equa­
tions de la dynamique. L'equation des forces vives s'ecrit: 
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so designant la nH~me fonction que plus haut, mais transformee par le 
changement de variables. Comme x1 et x 2 sont essentiellement positifs 
(ainsi d'ailleurs que les coefficients a et b), !'equation des forces vives 
montre que ces deux quantites restent toujours inferieures a une certaine 
limite. D'aprcs la definition de la fonction 9 cette fonction s'annule avec 
x1 et x

2
, et il en est encore de meme de ses derivees partielles du 1•• 

ordre. Nous en conclurons que p. etant tres petit, la fonction WI et ses 
derivees du r er ordre ne pourront jamais depasser une certaine limite 
superieure tres petite. No us pouvons done ecrire: 

I 
dw I vh fl-'. < -. 
dx, g 

Faisons maintenant x
2 

= .;x
1

; le rapport ~ sera essentiellement po­
sitif. L'equation des forces vives devient: 

(9) 

La derivee du premier membre de (9) par rapport a XI s'ecrit: 

En vertu des inegalites (8), cette expression est toujours positive, ce qui 
montre que l'on peut tirer de !'equation (9) x

1 
en fonction uniforme de 

.; , y
1 

et y
2

, et par consequent que la situation du systeme est complete­
ment definie par les trois variables y1 , y2 et .;. 

Pour .; = o la situation ne depend pas de y1 , pour ~ = ro elle ne 
depend pas de y2 • 

Nous representerons done cette situation par le point: 

Z =.; siny1 • 

A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation du sys­
temc et reci proq uement. 

Les exemples qui precedent suffiront, je pense, pour faire comprendre 
}'importance du probleme qui va nous occuper dans ce chapitre et la 
fa9on dont on peut varier les modes de representation geometrique. 


