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la distance AA' c,;t done cllc-Hu:~me du n' onlre; l'urc AP A' e,;t plus petit 
que AA1 yui est trcs petit, c'est it dire yui tend verB o avec p; l'arc 
AP A' est done tres petit et sa courLure est finie; on peut done assigner 
une limite au rapport de l'arc APA' a sa corde AA'; ce rapport et;t fini 
et AA' est du n• ordre; done AP A' est du n• ordre, c. q. f. d. 

D'ailleurs le nouvel arc APA'B ne coupe plus l'urc AAp il a seule­
ment avec lui une partie commune APA'. 

On retornbe done sur la 2" hypothese qui a deja ete rejetee. 
La Iere hypothese est done seule acceptable et lc theoreme est de· 

rnontre. 
&marque. - Nous avons suppose dans l'enonce du theoreme que 

les arcs AA
1 

et BB
1 

sont tres petits et que leur courbure est finie. En 
realite nous ne nous sommes servis de cette hypothese que pour montrer 
que si la corde AA' est tres petite du n• ordre, il en est de meme de 
l'arc APA'. 

Le theoreme sera Jonc encore vrai quan<l meme l'arc AA
1 

ne serait 
pas tres petit et sa courbur0 fitli<', ponrvu yu'on puisse assigner une limite 
superieure au rapport d'un arc. quelconque (faisant partie de AA

1 
on de 

BB1) a sa corde. 

CHAPITRE IlL 

Theorie des solutions periodiques. 

§ 9. Exit~tence de.fl .flolutions pi'riodique.~. 

Considerom nn sy:;:teme d'equations clifferentielles 

d;r;=X. 
dt ' 

(i=1,2, ... ,n) 

oi1 les X sont des fonetions des x et <l'un purarnetre fl· Les X pourront 
aussi clependre de t, rnais ce seront alors df:'s fonctions periodiques de 
cette variable et la periode sera 21:. 
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Supposons que pour la valeur o du parametre p 1 ces equations ad­
mettent une solution periodique, de telle sorte que 

~~ etant une fonction periodique du temps dont la periode sera par 
exemple 2;r. 

Posons: 

et cherchons pour les valeurs tres petites de fl. a trouver les valcurs des 
~ que nous supposerons egalement tres petites, il viendra 

d~; = dX; +""' e:t dX,. 
dt fl. dp. .t..., :t dz:~; 

Dans les derivees partielles des X les X; sont remplaces par les fonctions 
periodiques ~;· Les. e sont ainsi determines par des equations lineaires 
a second membre dont les coefficients sont des fonctions periodiques. 

Deux cas peuvent se presenter. 
1°, Les equations sans second membre: 

n'admettent pas de solution periodique de periode 27r. 

Dans ce cas les equations a second membre en admettent une que 
j'ecrirai: 

cp etant une fonction periodique de periode 27r. 

2°. Les equations sans second membre admettent une solution pe­
riodique de periode 21r. 

Alors les equations a second membre peuvent ne pas avoir de solu­
tion periodique, de telle fa-;on qu'en general nous trouverons une solution 
de la forme suivante: 

les cp etarit toujours d'es fonctions periodiques, ou meme dans certains cas 

Acla malhematica. 18. Imprlme le 5 aoftt 189~. 12 
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Pla9ons-nous da.ns le premier cas et voyons la chose de plus pres. 
Cherchons a former une solution periodique et a la developper sui­

vant les puissances de p.; posons par consequent: 

x, = ri + P.rt.i + P. 2r~., + · · · · 
Quand on substituera a la place des X; ces valeurs dans les X., on 

trouvera 
X;= Xo.i + p.Xu + p. 2X2., + .... 

II est clair que les X0.1 ne dependent que des ro les Xu des St~1 et des 
r1.o les X2.1 des r1.i et des r 2.1 etc. De plus si les rn.t sont des fonctions 
periodiques de t de periode 27r, il en sera de meme des xn.i• 

Nous avons de plus 

L dX, X.= -tn.+Y .. n.> I; da;.t r n.. n.> 

D 1 d b d 1 d ' . ' dX, d "t b t"t 1 ans e secon mem re, ans es er1vees -d , on 01 su s 1 uer es r, 
Z.t 

a la place des X; ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus Yn.i ne 
dependra que des ro d~s rl.o des r2.i ' ••• ' des rn-l.i; mais ne dependra 
plus des rn.i• 

Cela pose on est conduit arlx equations suivantes 

(3) dlpn.i ""' dX; 
df" = L..,k dz~; 9'n.k + 

Supposons qu'on ait determine les quantites 

ru ' r2.i ' ... ' rn-l.i 

a l'aide des equations precedentes sous forme de fonctions periodiques de 
t; on pourra ensuite a l'aide des equations (3) determiner les rn.i• 

Ces equations (3) sont des equations lineaires a second membre et 
les coefficients sont periodiques. . 

Par hypothese les equations sans second membre 

dlpn.i ""' dXi 
dt" = L.., .t dzk rn.k' 

qui ne sont autres que les equations (2), n'ont pas de solution periodique; 
done les equations (3) en admettent une. 
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Il resulte .de la qu'il existe des series 

dont les coefficients sont periodiques et qui satisfont formellement aux 
equations (I). 

Il resterait a demontrer la convergence de ces series. Nul doute 
que cette demonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai 
pas toutefois, car je vais, en reprenant la question a un point de vue 
different, demontrer rigoureusement !'existence des solutions periodiques, 
ce qui entraine la convergence de nos series. Nons n'aurons en effet qu'a 
nous appuyer sur les principes les plus connus du ))calcul des limites.>) 

Soit ~.(o) + {1. la valeur de X; pour t = o. Soit ~;(o) + ri la va­
leur de X; pour t = 27i:. Les r. dependront evidemment de p. et de~ 
valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles. 

Cela me permet d' ecrire: 

r. = (1, + a;p. + Lbu.{ik + L [ m ' PI ' p2 ' ... 'p,.]p.m {if1 {1~2 • •• p,.· 
= fi, + cfo 

les a, les b et les [ m , p1 , p2 , ••• , p,.] etant des coefficients constants. 
On obtiendra les solutions periodiques ~e periode 2rr en cherchant 

les cas ou: 

On pent done considerer p. comme une donnee de la question et chercher 
a resoudre par rapport aux n inconnues {1 les equations 

(4) 

Nous savons que les ¢ sont des fonctions holomorphes de p. et des {1 
s'annulant avec les variables. (Voir theoreme III § 2 .) 

Si le determinant fonctionnel des ¢ par rapport aux {1 (c'est a dire 
le determinant des b;k) n'est pas nul, on pent resoudre ces n equations 
et on trouve comme solution: 

les 01 etant, d'apres un theoreme bien connu, des fonctions holomorphes 
de p. s'annulant avec p.. (Voir theoreme IV § 2.) 
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C'est le cas que nous avons etudie plus haut et ou les equations 
( 2) n' ont pas de sol uti on periodique. 

On doit en conclure que pour les valeurs de p. suffisamment petites, 
les equations (I) admettent une solution periodique. 

Supposons maintenant que le determinant fonctionnel des cp soit nul; 
nous pourrons alors, en vertu du theoreme VI § 2, eliminer entre les 
equations (4) (11' (12' ... 'f3n-li nous arriverions ainsi a une equation unique 

f/J=O 

dont le premier membre sera developpe suivant les puissances de p. et 
de f3n• 

Il n'y aurait d'exception que si les equations (4) n'etaient pas distinctes; 
mais dans ce cas nons leur adjoindrions une autre equation choisie arbi­
trairement. 

Si l'on regarde p. et f3n comme les coordonnees d'un point dans un 
plan, !'equation t/J = o represente une courbe passant par l'origine. A 
chacun des points de cette courbe correspondra une solution periodique, 
de sorte que pour ctudier les solutions periodiques qui correspondent aux 
petites valeurs de p. et des (1, il no us suffira de construire la partie de 
cette courbe qui avoisine l'origine. 

Si le determinant fonctionnel des cp est nul on aura, (pour p. = f3n = o): 

d~ 
df1n = O. 

En d'autres termes, la courbe f/J = o sera tangente a l'origine a la 
droite p. = o, ou bien encore pour p. = o, I' equation t/J = o sera une equa­
tion en f3n qui admettra o comme racine multiple; j'appelle m l'ordre 
de multiplicite de cette racine. 

En vertu du theoreme V § 2 on pourra trouver m series 'developpees 
suivant les puissances fractionnaires et positives de p., s'annulant avec p. 
et qui substituees a la place de Pn satisfassent a I' equation f/J = o. 

Considerons !'intersection de la courbe f/J = o ou plutot de la portion 
de cette courbe qui avoisine l'origine avec deux droites p. = e, p. = - e 
tres voisines de la droite p. = o. On obtiendra les points d'intersection 
en faisant p. = e, pms p. = - e dans les m series dont je viens de 
parler. 
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Soit m1 le nombre des points d'intersection de lP = o et p = + e 
reels et voisins de l'origine. Soit m

2 
_le nombre des points d'intersection 

de lP = 0 et fl. = - e reels et voisins de l'origine. 
Les trois nombres m , m1 et m

2 
seront de meme parite. 

Si done m est impair, m1 et m2 seront au moins egaux a 1. Done 
il existera des solutions periodiques. pour les petites valeurs de p., tant 
positives. que negatives. 

Comment une solution periodique peut-elle disparaitre quand on fait 
varier p d'une maniere continue? Comment peut-il se faire que le nombre 
des solutions pour p = + e soit plus petit que pour p = - e, que 
ml < m2? 

J'observe d'abord qu'une solution periodique ne peut disparaitre quand 
fl. passe de la valeur - e a la valeur + ~ que si pour fl. = o, l'equation 
lP = o admet une racine multiple; en d'autres termes une solution perio­
dique ne peut disparaitre qu'apres s'etre confondue avec une autre solution 
periodique. De plus m1 et m2 etant de meme parite, la difference m

2 
- m

1 

est toujours paire. 

Done les ·solutions periodiques disparaissent par couples a la faron des 
racines reelles des equations algebriques. 

; 

Un cas particulier interessant est celui ou pour p = o, les equations 
differentielles (1) admettent une infinite de solutions periodiques quej'ecrirai: 

. . . ' 
h etant une constante arbitraire. 

Dans ce cas. les equations (4) ne sont plus distinctes pour p = o et 
lP contient p. en facteur de sorte que nous pouvons poser: 

lP1 etant holomorphe en f3n et p; d'ailleurs lP1 dependra aussi de h. La 
courbe (/) = o se decompose alors en deux autres, a savoir la droite 
p. = o et la courbe lP

1 
= o; c'est cette derniere courbe qu'il convient 

d'etudier. 
La courbe lP = o passe forcement par l'origine; il n'en est pas toujours 

de meme de lPl = o; il faudra d'abord s'arranger pour l'y faire passer, 
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en disposant convenablenent de h. Une fois qu'on l'y aura fait passer, 

on l'etudiera comme on a fait de la courbe (Jj = o. 

Si pour p. = (3,. = o, :;~ n'est pas nul, (ou plus generalement si pour 

p. = o, !'equation f/J1 = o admet (3,. = o comme racine multiple d'ordre 

impair) il y aura encore des solutions periodiques pour les petites va­

leurs de p.. 
II arrivera souvent que, meme avant !'elimination, quelques-unes des 

fonctions ¢'; contiennent p. en facteur. Dans ce cas on commencerait par 

diviser par fl. les equations correspondantes. 
Si les .equations ( 1) admettent une integrale uniforme: 

F(x1 , x~, ... , x,.) = const. 

les equations (4) ne seront pas distinctes a moins que l'on n'ait a la fois 

pour 
. . . ' x,. = f?,.(o). 

En effet i1 viendra identiquement: 

Si par exemple pour X1 = f?1(o), ddF n'est pas nul; on pourra tirer de 
a:, 

cette equation: 

8~ ' 83' ... 8,. etant des series ordonnees suivant les puissances croissantes de 

(31 ' /32 ' • · • ' (3,. ' ¢2 ' ¢s ' · · · ' ¢,. · 

La premiere des equations (4) est done alors une consequence des 

n- 1 dernieres. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre 

equation choisie arbitrairement. 
Dans ce qui precede, nous avons suppose que les fonctions X1 , X2 , 

... , X,. qui en trent dans Jes equations differentielles (I) dependent d U 
temps t. Les resultats seraient modifies si le temps t n'entre pas dam; 

ces equations, 
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Il y a d'abord entre les deux cas une difference qu'il est impossible 
de ne pas apercevoir. Nous avions suppose dans ce qui precede que les 
x. etaient des fonctions periodiques du temps et que la periode etait 2/'Z'j 

il en resultait que, si les equations admettaient une solution periodique, 
la periode de cette solution devait etre egale a 2/'Z' ou a un multiple de 
2/'Z'. Si au contraire les X1 sont independants de t, la periode d'une so· 
lution periodique peut etre quelconque. 

En second lieu, si les equations (I) admettent une solution perio­
dique (et si les X ne dependent pas de t), elles en admettent une infinite. 

Si en effet 

X\ = S01 (t), 

est une solution periodique des equations (I), il en sera de meme ( quelle 
que so it la constante h) de 

... ' 
·Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes etendus d'abord et dans 

lequel pour fl.= 0, les equations (I) admettent une sd'lution periodique 
~t une seule, ne peut se presenter si les X ne depe.ndent pas de t. 

Pla<;ons-notls done dans le cas ou le temps t n'entre pas explicite­
ment dans les equations (I) et supposons que pour fl.= o, ces equations 
adrnettent ;une solution periodique de periode T: 

. . . ' 
Soit SOt(o) + {1; la valeur de X; pour t = o; soit SOt(o) + r. la valeur 

de :X\ pour t = T + '· Posons ensuite, cornrne nous l'avons fait plus haut, 

Les ¢; seront des fonctions holomorphes de p., de {11 , {1,, •.• , Pn et de ' 
s'annulant avec ces variables. 

Nous avons done a resoudre par rapport aux n + I inconnues 

f11 , f12 , • • • , Pn , , 
les n equations 

(5) 
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Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons done poser arbi­
trairement par exemple 

fin= 0 • 

Nous tirerons ensuite des equations (s), fi1 , fi2, ••. , fin-I et r en fonctions 

holomorphes de p. s'annulant avec p.. Cela est possible a moins que le 
determinant: 

d¢, d¢, d¢, d¢, I 
dfJ, dfl. dfin-1 d-r 

d¢. d¢. d¢, d¢2 
dflt dfl. dfJn-1 a:r 

ne soit nul pour p. = fi; = r = o. 
Si ce determinant etait nul, au lieu de poser arbitrairement fin = o, 

on poserait par exemple fi, = o, et la methode ne serait en defaut que 
si to us les determinants dans la rna trice: 

1 d¢1 d¢1 d¢1 d¢1 
dfJ1 dfJ, dfi,. d. 

d¢2 d¢. d¢, d¢, 

dfJ1 dfl. dfJ,. d. 

etaient nuls a la fois. (Il est a remarquer que le determinant obtenu 

en supprimant la derniere colonne de cette matrice est toujours nul pom 

p. = fi, = r = o.) 
Comme en general tous ces determinants ne seront pas nuls a la 

fois, les equations (I) admettront pour les petites Valeurs de p., nne SO· 
lution periodique de periode T + r. 
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§ 10. Exposants caracteristiques. 

Reprenons les equations: 

dx;=X. 
dt ' 

et imaginons qu'elles admettent une solution periodique 

X; = (/;(t). 

97 

Formons les equations aux variations (voir chapitre I) des equations 
( 1) en posant: 

et negligeant les carres des ~. 

Ces equations aux variations s'ecriront: 

(2) 

Ces equations sont lineaires par rapport anx ~' et leurs coefficients 
dX· 
d
----':, (quand on y a remplace xi par 9';(t)) sont des fonctions periodiques 

Xk 

de t. Nons avons done a integrer des equations lineaires a coefficients 
periodiques. 

On sait quelle est en general la forme des solutions de ccs equa­
tions; on obtient n solutions particulieres de la forme suivante: 

' 

(3) 

. ' 

les a etant des constantes et les sik des fonctions periodiq ues de t de 
meme periode que les f!;(t). 

Acta mathematwa. 13. Imprime 1e 6 aoil.t 1890. 13 
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Les constantes a s'appellent les exposants caraderistiques de la solu­

tion periocliq uc. 

Si a est pnrcmcnt imaginaire de fa<;on que son curre soit negatif, 

le module de e"1 est constant et cgal it I. Si au col}traire a est reel, 

ou si a est complexe de telle fat;on que son carre ne soit pas reel, le 

module e'"1 tend vers l'infini pour t = + co ou pour t =- oo. Si done 

tous les a out leurs carn~s reels et negatifs, les quantites ~1 ' ~~ ' ••• ' ~n 

resteront finies; je (lirai al01·s que la solution periocliflue xi=_, ¥';(t) est 

stable; dans lc cas contraire, je dirai que cettc solution est instable. 

Un cas particulier interessant eP.t celui 01\ deux ou plusieurs des 

exposants caract(~ristiques a sont egaux entre eux. Dans ce cas les solu­

tions des equations (2) ne peuvcnt plus sc mettre sous la forme (3)· 
Si par ex em pie 

les equations ( 2) admettraient deux sol uti om particulieres qui s't~criraient 

et 

les si.l et les si.2 etant des fonctions periodiques de t. 
Si trois des exposants caracteristiq ues etaient ega ux entre eux, on 

verrait apparaitre, non seulement t, mais e11core t 2 en dehors des signes 

trigonometriqnes ct exponentiels. 
Supposons que le temps t n'entrc pas explicitement dans Ies equa­

tions (I) de tel le sortc que les fonctions Xi ne dependent pas de cette 

variable; snpposons de plus que ces equations ( 1) admettent une integrale 

(4) F(x1 , x
2 

, ••• , x,) = C. 

Il est aise de YOir que dans ce cas deux des exposants caracteristiques 

sont nuls. 
On se trouve done alors dans lc cas d'exception que nous venous 

de signaler; mais il n'en resnlte pas de difficultc; il est aise en effet a 
l'aide de l'integra]c (4) d'abaisser d'une unite l'ordre des equations (1). 
Il n'y a pins alors que n- I exposants cara.cteristiques et il n'y en a 

plns qu'un qui soit nul. 
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Nous allons maintenant envisager un cas particulicr qui est celui oi1 
les equations (I) ont la forme des equations de la dynamique. Ecrivons­
les done sous la forme: 

(I.') 
dx; dF' -=-, 
dt dy; 

dy; d]l' -=---, 
dt dx; 

(i=1,2, ... ,n) 

F etant une fonction quelconque de x1 , x 2 , ••• , Xn , y 1 , y2 , ••• , y"; nous 
pourrons supposer, soit gue F est independant de t; soit que F depend 
non seulement des x et des y, mais encore de t, et que par rapport a 
cette derniere variable, c'est une f011ction periodique de periode 27C. 

Supposons que les equations (r') admettent nne solution periodique 
de periode 27C: 

ct formons les equations aux variations en posant: 

Nons avons vu dans le chapitre II que l'integrale double: 

est un invariant integral, ou (ce. qui revient au meme) que si ';, r;i et 
';, r;; sont deux solutions particulicrcs quelconques des equations aux 
variations, on a 

n 

I: (';r;.; - e;r;;) = coust. 
i=l 

Je dis qu}l en resultc que les exposants caracteristiques sont deux a 
Jeux egaux et de signe contraire. 

Soient en efl:'et ~ et r;~ les valeurs initialcs de ei ct de YJ; pour t =c= o 
dans une des equations aux variations; soicnt ,; ct r;} les valeurs cor­
respondantes de ei et de Yj; pour t = 2 7C. 11 est clair que les e~ et les 
r;} seront des fonctions lineaires des ~ ct des r;i de tclle sorte que la 
substitution: 

sera une substitution lineaire. 
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So it: 

le tableau des coefficient:-; de cette :-;ub:-;titution lincaire. 
Formons l'cquation en ). 

a~ 1 a~~-). 
"---" 0. 

((~ll.1 ({:!n.:!n- ), 

Les 2n racines de cette equation s.eront cc qu'on appclle les 2n multi­
plicatcur:-; de la su b~ititution lineairc 1'. Mais cettc substitution lineaire 
T nc peut pas etrc quelcOlH!UC. Il faut qu'ellc u'alterc pas la forme 
bilineaire: 

Pour cela, l'equation en ). doit etrc rcciproquc. Si done on pose: 

A == e'2a7t' 

les quantites a devront etre deux it deux (~gales ct de signe contraire. 
C. Q. F. D. 

11 y aura done en general n q uantites a 2 clistinctes. N ous les ap­
pellerons les coefficients de stabilite de Ia solution periodique consideree. 

Si ces n coeflicicnts sont tous reels et negatifs, la solution periocliquc 
sera stable, car les quantites ~; ct Y); rcsteront inferieures a une limite 
donne e. 

ll ne faut pus toutefois entendre ce mot de stabilite au sens absolu. 
En effet, nous uvons neglige lcs can·es des ~ et des r; et rien nc prouvc 
qu'en tenant compte de ces carres, le resultat nc serait pas change. Mais 
nous pouvons dire au moins que les ~ et r;, s'ils sont originairement tnbs 
petits, resteront tres petits pendant tres longtemps. N ous pouvons ex-
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primer ce fait en disant que la solution periodique jouit, sinon de la 
stabilite seculaire, du moins de la stabilite temporaire. 

On peut se rendre compte de cette stabilite en se reportant aux 
valeurs des ~i; on trouve en eff~t, pour la solution generale des equa­
tions aux variations: 

lcs Ak etant des coefficients constants et les S;k des series trigonometriques. 
Or si a% est reel negatif, on trouve 

de sortc que ~; s'exprime trigonometriquement. 
Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilite devient 

reel positif ou imaginaire, la solution periodique consideree ne jouit plus 
de la stabilite ternporaire. 

On voit aisement en cfl'et que ~; est alors represente par une serie 
dont l_e terme general est de la forme: 

Ael!t cos (kt + rmt + Z) 

ou (h + ik) 2 est un des coefficients de stabilite, oil m est un entier et l 
et A des constantes quclconques. Lc dc!d'<mt de stabilite se trouve ams1 
mis en evidence. 

Si deux des coefficients de stabilite devienncnt egaux entre eux, ou 
si l'un d'eux devient nul, on trouvera en general dans la serie qui repre­
sente ~; des termes de la forme: 

Ateht cos (kt + rnt + l) ou At cos ('mt + Z). 

En resume, ~i peut dans tous les cas ctre represente par une sene 
toujours convergente. Dans cette seric le temps peut entrer sous le signc 
sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle eltt, ou enfin en dehors des signes 
trigonometriques ou exponentiels. 

Si tous les coefficients de stabilite sont reels, negatifs ct distincts, 
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 
stabilite temporaire. 

Si l'un des coefficients est positif ou irnaginaire, le temps apparaitra 
sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont egaux ou que 
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l'un d'eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono­
met.rique ou exponcntiel. . 

Si done tons les coefficients ne sont pas reels, negatifs et distincts, 

il n'y a pas en general de stabilite ternporairc. 

Toutes les fois que F ne depend pas du temps t, l'un des n coeffi­

cients de stabilite est nul; car d'une part le temps n'entrc pas explicite­

ment dans les equations differentielles; d'autre part ces equations ad­

mettent une integrale 

Nous nous trouvons done dans le cas dont nous avons parle plus 

haut et ou deux des exposants caracteristiques sont nuls. Mais, comme 

nous l'avons dit, cela ne peut creer une difficulte parce que l'on peut, 

a }'aide de l'integrale connue, abaisser a 2n- I l'ordre des equations (I'). 
Il n'y a plus alors que 2n- I exposants caracteristiques; l'un d'eux est 

nul et les 2n- 2 autres, aux carres desquels on peut conserver le nom 

de coefficients de stabilite, sons deux a deux egaux et de signe contraire. 

Reprenons le determinant que nous avons eu a envisager dans le 

paragraphe precedent. 
Nous avons dans ce paragraphe envisage d'abord lc cas ou les equa­

tions (I) dependent du temps t et d'un para metre f.1, ct admettent pour 

f.1 = o une solution periodique et une scule. Nons avons vu que si le 
determinant fonctionnel: 

2 ('" I r, ) Ll - Tl ' 9• .... ' ~-"-- =I= 0 
- 2 <Pt J p2 ' ... '/111) 

}es equatiom; admettront encore UllC solution periodique pour les petites 

valeurs de Jl· 

Ce determinant peut s'ecrirc: 

1lr, 
I 

rlr, dr, 
J;~- dfi. d/1,. 

dr2 rlr., dr" 
d;11 

-·-r 
d,?,. Ll - d/1. 

dr .. drn drn 
I 

d/11 dp, Jji,.-
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Or les ~xposants caracteristiq ues a sont donnes par !'equation: 

dr, - e2arr dr, dr, 
(l(3, d(32 df3n 

dr2 dr2- e2arr dr" 
d(3, df3? df3,. =0. 

drn drn drn- e2ar. 

d(3~ df32 df3,. 

Dire que .6. est nul, c'est done dire que l'un des exposants carac· 
teristiques est nul de sorte que nous pouvons enoncer de la fa<;on sui· 
vante le premier des theoremes demontres au paragraphe precedent. 

Si les equations (I) qui dependent d' un para metre p. admettent pour 
p = o ztne solution periodiqtte dont aucun des exposants camcteristiques ne 
soit nul, elles admettt·ont encore une 80lution periodique pour les petites va­
leurs de p. 

§ 11. Solutions periodique.<OJ des equations de la dynamiq,ne. 

Je prendrai, pour fixer les idees, les equations de la dynamique 
avec trois degres de liberte, mais ce que je vais dire s'appliquerait evi­
demment au cas general. J'ecrirai done mes equations sons la forme: 

dx, dF dre
2 

dF dx
3 

dF 
-= -, -= -, dt - dya' dt dy, dt dy2 

(I) 
dy

1 
dF dy

2 dF dy
3 dF -=--, -=--, -=--, dt dx

1 dt dx
2 

dt dx
3 

F etant une fonction uniforme quelconque des X et des y' indepen­
dante de t. 

Je supposerai ensuite que x
1 

, x
2 

et x
3 

sont des variables lineaires, 
mais que y1 , y2 et y

3 
sont des variables angulaires, c'est a dire que Fest 

une fonction periodique de y1 , y
2 

et y3 avec la peri ode 27'1:, de telle fa<;on 
que la situation du systeme ne change pas quand une ou plusieurs des 
trois quantites y augmente d'un multiple de 27'1:. (Cf. chapitre I.) 
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Je supposerai de plus tlue P depend d'uu paratrH~tre arbitraire p. et 
pent se developper suivant les puissances croissantes de ce parametre de 
telle sorte que l'on ait: 

Je supposerai enfin que F
0 

ne depend que des x et est independant 
des y de telle sorte que: 

Rien n'est plus simple. alors que d'integrer les equations (I) quand 
p = o; elles s'ecrivent en effet: 

Ces equations montrent d'abord que X1 , x~ et X 3 sont des constantes. 
On en conclnt que 

qui ne dependent que de x
1 

, x
2 

et :'r;) sont :tni<si des constantes que nons 
appellerons pour abreger n1 , n

2 
et 11,: et q ni sont compl<~tcment llefinie:'< 

quand on se donne les valcurs constantes de x
1 

, x2 et X3 • Tl virnt a lors: 

w
1 

, w
2 

et w
3 

ctant de nouvelles constantes <l'integration. 
Quelle est la condition pour que la ilOlntion ainsi trouvce soit pe­

riodique et de periode 1'. II faut que si l'on change t en t + T, y1 , Y2 

et y
3 

augmentent <l'nn multiple de 2i7', c'est it dire que: 

soient des multiples de 21.. 
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Ainsi pour que la solutiorr que nous venons de trouver soit pe­
riodique, il faut et il suffit que les trois nombres n

1 
, n

2 et n3 soient 
commensurables entre eux. 

Quant a la periode T, ce sera le plus petit commun multiple des 
trois quantites: 

2;r 
et 

2;r 

Nous exclurons, au mains provisoirement de' nos recherches, le cas 
, l . £ . dF0 dF dF . d, d l' ou es trois onctwns -d - 0 et d-'! ne sont pas m epen antes une 

x, ' dx2 x3 

de l'autre. Si on laisse ce cas de cote, on peut toujours choisir x1 , X2 

et x3 de telle fa9on que n
1

, n
2 

et n
3 

aient telles valeurs que l'on veut, 
au mains dans un certain domaine. Il y aura done une infinite de choix 
possibles pour les trois constantes x1 , x

2 
et x3 qui conduiront a des so­

lutions periodiques. 
Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions perio­

diques de periode T lorsque p. n'est plus egal a o. 
Pour le prouver je vais employer un raisonnement analogue a celui 

du § g. 
Supposons que p. cesse d'etre nul, et imaginons que, dans une certaine 

solution, les valeurs des x et des y pour t = o sojent respectivement_: 

Supposons que, dans cette meme solution, les valeurs des x et des 
y pour t = T soient 

xl = al + oal +~a~, 

x2 = a2 + oa2 + ~a2, 
Xa =as + oaa + ~aa, 
yl = wl + n1T + ow1 + ~w~, 
y2 = @2 + n2T + ow2 + ~w2 , 

Y8 = w3 + n3 T + ow3 + ~Wa· 
Acta mathematica. 18. Imprime le 14 aoll t 1890. 14 
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La condition pour que cette solution soit periodique de periode T c'est 
que l'on ait: 

Les six equations ( 2) ne sont pas distinctes. En effet, com me F = const. 
est une integrale des equations ( 1 ), et que d'ailleurs F est periodique 
par rapport aux y, on a: 

F(a; + oa;, w; + ow;)= F(a. + oa; + ~a., w, + n,T + ow, + ~w;) 
= F(a; + oa, +~a,, w; +ow,+ ~w;)· 

I1 nous suffira done de satisfaire a cinq des equations (2). Je supposerai 
de plus: 

ce qui· revient a prendre pour origine du temps l'epoque ou y1 est nul. 
Il est aise de voir que les ~a; et les ~w; sont des fonctions holomorphes 
de p., des oai et des ow; s'annulant quand toutes ces variables s'annulent. 

Il s'agit done de demontrer que l'on peut tirer des cinq dernieres 

equations ( 2) oal ' oa2 ' ()a3 ' ow2 et ow3 en fonctions de P.· 
Remarquons que quand p. est nul, on a 

~a1 = ~a2 = ~a3 = o. 

Par consequent ~rt1 , ~a2 et ~a3 , developpes suivant les puissances de 
p., des oa; ct des iJw0 contiennent p. en facteur. Nous supprimerons ce 
facteur p., et nous ecrirons par consequent les cinq equations (2) que 
nous avons a resoudre sous la forme: 

(3) ~~ ~~ ---=--=~w =~w =~w =o. fl. p. 1 2 3 

Il nous faut determiner w
2 

et w
3 

de telle fac;on que ces equations 
soient satisfaites pour 

(4) 

Voyons ce que deviennent les premier~ mem bres des equations (3) quand 
on y fait p. = o. 
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Il vient: 
T T T 

T+ A- +Jdy,d fdFd f dFo d ni uwl = dt t=- .dx
1 
t=- d(n, + Ja,) t, 

0 0 0 

d'ou: 

et de meme: 

Aw2 =- T(~~o + n2 ), 

~Wa =- T(~~o + n3 )· 

107 

Il importe d'observer que dans F
0 

il faut remplacer xi , X2 et X 3 par 
ai + iJa~' a2 + iJa2, a3 + oa3; en effet pour p. = o, F se reduit a F0 et 
XI , X 2 , X3 a des constantes qui restent constamment egales a leurs valeurs 
initiales ai + aal' a2 + (Ja2, a3 + (Ja3. 

Il vient d'autre part: 

ou pmsque F 0 ne depend pas de y2 : 

ou pour p. = o 
T 

~a2 fdF, dt. 
f1 dy2 

0 

Supposons que p., lcs am et les oa soient nuls a la fois; il faudra 
alors faire dans F 1 

F 1 deviendra alors nne fonction periodique de t de peri ode T, et 
une fonction periodique de w2 et de w3 de periode 21r. 
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Soit ¢ la valeur moyenne de F
1 

consideree comme fonction JH~rio­

dique de t. Il viendra: 
T 

Aa, fdF1 dt = T d¢ 
u dw, dw, 

0 

et de meme 

Nous devons done choisir w2 et w
3 

de fac;on a satisfaire aux equations 

(s) 

Cela est toujours possible; en effet la fonction ¢ est periodique en 
w 2 ct en w3 et elle est finie; done elle a· au moins un maximum et un 
minimum, pour lesquels ses deux derivees doivent s'annuler. Quand on 
aura choisi de la sorte w2 et w3 , on verra que les equations (3) sont 
satisfaites quand on y fait a la fois: 

Nous pourrons done tirer des equations (3) les cinq inconnues tJa1 

et owl sous la forme de fonctions holomorphes de p., s'annulant avec P.· 
II n'y aurait d'exception que si le determinant fonctionnel: 

et.ait nul. Mais pour p. = o, Aw
1 

, .6.w
2 

et Aw
3 

sont independants de 
ow2 et de ow3, de sorte que ce determinant fonct.ionnel est le produit 
de deux aut.res: 

c (Aa,, Aa.!) 
f1 f1 

c(&u. ' aws) 
et 

c ( Aw, _. Aw, , Aw,) 
c(oal ' aa. ' aa.s) 

Si l'on supprime les facteurs T 2 et - T 3
, le premier de ces deter­

'minants est egal au hessien de ¢ par rapport a w2 et w3 et le second 
au hessien de Fn par rapport a X~ ' X~ et X~. 
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Si done aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de 
satisfaire aux cinq equations (3) et par consequent pour des valeurs 
suffisamment petites de p., il existera une solution periodique de periode T. 

C. Q. F. D. 

Nous allons maintenant chercher a determiner, non plus seulement 
les solutions periodiques de periode T, mais les solutions de periode peu 
differente de T. Nous avons pris pour point de depart les trois nombres 
n1 , n2 , n3 ; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres 
n; , n~, n~, pourvu qu'ils soient commensurables entre eux, et nous serions 
arrives a une autre solution periodique dont la periode T aurait ete le 

1 . l . I d 2rr Zrr 2rr p us petit commun mu t1p e e -, , -, , -,.. 
nt n2 ns 

Si nous prenons en particulier: 

les trois nombres n;, n~, n; seront commensurables entre eux puisqu'ils 
sont proportionnels aux trois nombres n1 , n

2 
et n3• 

11 nous conduiront done a une solution periodique de periode: 

T- I +e 
- T 

de telle fas:on que nous aurons: 

(6) 

les f!'t et les f!'; etant des fonctions developpables suivant les puissances 
de p. et de c, et periodiques en t, mais de fa<;on que la periode de­
pende de c. 

Si dans F nous rempla~ons les xi et les y, par leurs valeurs (4), F 
doit devenir une constante independante du temps (puisque F = const. 
est une des integrales des equations ( 1) ). Mais cette constante qui est 
dite constante des forces vives, dependra de p. et de s et pourra etre 
developpee suivant les puissances croissantes de ces variables. 

Si la constante des forces vives B est une donnee de la question 
l'equation 

F(p., e)= B 
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peut etre regardee comme une relation qui lie e a fl· Si done nous 
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution pe­
riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la 
periode dependra de e et par consequent de fl· 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 
detail est celui oi:t il n'y a que deux degres de liberte. F ne depend 
alors que de quatre variables x

1
, y1 , x~, y~ et la fonction ¢ ne depend 

plus que d'une seule variable w~. Les relations (5) se reduisent alors a 
(7) 

drf! 
-=0 
dw1 

d'¢ et le hessien de ¢ se reduit a D'oi1 cette conclusion: amr 
A chacune des racines simples de !'equation (7) correspond une solu­

tion periodiquc des equations (I), qui existe pour toutes Jes valcurs de 
fl suffisamment petites. 

Je pourrais meme ajoutcr qu'il en est encore de meme pour chacune 
des racines d'ordre impair ainsi que nous l'avons vu au § g, et que cette 
equation admet toujours de pareilles racines puisque la fonction ¢ a au 
moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de 
l'equation (7). 

Revenons au cas oi:t l'on a ti:ois degres de liberte, et oi:t la periode 
est constante et egale a T. 

Je dis que x
1

, x~, X3 , y
1 

, y~, y
3 

peuvent se developper suivant les 
puissances croissantes de fl· En effet, en vertu du theoreme III § 2, 

}es X et }es y peuvent etre developpes suivant }es puissances de fl, et de 
oal ' oa~' oa3 ' ow2 et ow3. .Mais imaginons que l'on ait determine les oa 
et les ow de fa<;on que la solution soit periodique de periode T. On 
tirera alors les oa et les ow des equations (3) sous la forme de series 
ordonnees suivant les puissances de p, de sorte que les x et les y seront 
finalement ordonnees suivant les puissances de p.. 

La solution devant etre periodique de periode T quel que soit p, les 
coefficients des diverses puissances de p. seront des fonctions periodiques de t. 

Remarquons de plus que l'on peut toujours supposer que l'origine 
du temps ait ete choisie de telle sorte que y1 s'annule avec t, et que 
cela ait lieu quel que soit p.. Alors pour t = o on aura: 

0 1 2 o = Yt = Y1 = Y1 = · · · · 
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L'existence et la convergence de ces series etant ainsi etablie, je vais de­
terminer les coefficients. 

Pour cela, je vais chercher a satisfaire aux equations (I) en faisant 1 

(8) 
0+ 1+ 22+ Xs = Xa fJ.Xa p. Xa • •• ' 

Y1 = Y~ + P.Y~ + tiY~ + · · ·, 
Y2 = Y~ + P.Y~ + /1.

2 y; + · · · , 
Ya = Y~ + P.Y! + /1.

2 Y~ + · · · · 
Dans ces formules, x~, x~, x~ designent les valeurs constantes que j'avais 
ete COnduit plus haut a attribuer a X

1 
, X

2 
et X

3 
quand je SUpposaiS 

p. = o et qui sont telles que: 

On a de plus: 

Enfin les x~, les y:, les xi, les yi etc. sont des fonctions du temps qu'il 
s'agira de determiner et qui devront etre periodiques de periode T. 

Dans F, a la place des X et des y' substituons leurs valeurs (8), 
puis developpons F suivant les puissances croissantes de p. de telle sorte 
que l'on ait: 

Il est clair que 

ne depend que des x~; que 

(9) 

1 Les chiffres places en haut et a droite des Iettrcs X et y dans les equations (8) 
sont .des indices et non des exposants. 
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ne depend que des x~, des y~ et des xJ; que fP, ne depend que des x~, 
des y~, des x:, des y: et des x~ etc. 

Plus generalement, je puis ecrire: 

ou 8& depend seulement 
des x?, des x~, ... et des x:-t, 
des y~, des y:, ... et des J/;-1

• 

Je puis ajouter que par rapport a y~' y~' y~ la fonction 8k est une 
fonction periodique de periode 21r. L'equation (9) montre que 81 = F 1 • 

Cela pose le3 equations differentiellcs peuvent s'ecrire, en egalant 
les puissances de me me nom de p.: 

(IO) 

et 

da::~ dx~ dx~ 
dt = dt = dt = o, 

On trou ve ensuite: 

dx~ _ dF1 

dt -- dy~ 

et plus generalement: 

(Io') 
dt dy? 

et 

(I I') 

Integrons d'abord les equations (IO). Dans Fl nous remplacerons 
y~, y~, y~ par leurs valeurs: 

n1 t + w1 , n,t + w2 , n3 t + w3 • 

Puisque y~ doit s'annuler avec t, w1 sera nul. Alors les seconds 
membres des equations (10) sont des fonctions periodiques de t de periode 
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'I; ces seconds membres peuvent done etre developpes en series procedant 

suivant les sinus et les cosinus des multiples de z;t. Pour que les valeurs 

de xi , x~ et x! tirees des equations ( 10) soient des fonctions periodiq ues 
de t, il faut et il suffit que ces series ne contiennent pas de termes tout 
conn us. 

Je puis ecrire en effet: 

ou m1 , m2 , m3 sont des entiers positifs ou negatifs et ou .A. et h sont des 
fonctions de x~, x~, x~. J'ecrirai .pour abreger: 

F 1 = LAsinw 

en posant 

Je trouverai alors 

L.A.rn2 cos w, 

et 

Parmi les termes de ces series, je distinguerai ceux pour lesquels 

et qui sont independants de t. Ces termes existent puisque nous avons 
suppose que les trois nom bres n

1 
, n

2 
et n

3 
sont commensurables entre eux. 

Je poserai alors 

¢ = S.A.sinw, 

la sommation representee par le signe s s'etendant a tous les termes de 
F 1 pour lesquels le coefficient de t est nul. Nous aurons alors: 

dd~ = S.A.m2 cos w, 
(1)2 

Acta mathematica. 13. Imprime le 16 aoftt 1890. 

d¢ s 
d-=- = .A.m~ cos w . 

(1)8 

15 
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Si done on a: 

dcf dcf 
- =-. -= o, 
dw. dw3 

il viendra: 

SAm1 cos w = o, SAm~ cos w = o, SAm 3 cos w = o. 

La premiere des equations (I I) est en effet une consequence des deux 
autres, puisque en vertu de la relation m1n1 + m2n~ + m~n3 = o, on a 
identiq uement 

n1SAm1 cos w + n,SAm~ cos w + n3 SAma cos w = o. 

Si done les ;elations (I 2) sont satisfaites, les series LAmi cos w ne con­
tiendront pas de terme tout connu, et les equations (10) nous donneront: 

C} , C~ et C~ etant trois nouvelles constantes d'integration. 
Il me reste a demontrer que 1' on peut choisir les constantes w~ et 

@ 3 de fa<; on a satisfaire aux relations (I o ). La fonction cp est une fonc­
tion periodique de @2 et de m~ qui ne change pas quand l'une de ccs 
deux variables augmente de 21r. De plus elle est finie, elle aura done 
au moins un maximum et un minimum. ll y a done au moins deux 
manieres de choisir @

2 
et @ 3 de fa<;on a satisfaire aux relations ( 1 2 ). 

Je pourrais meme ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans pouvoir 
toutefois affirmer qu'il en est encore de mt~me quand le nombre de degres 
de liberte est superieur a trois. 

Je vais mai.ntenant chercher a determiner a l'ai.de des equations (I I) 
les trois fonctions yi et les trois constantes CJ. 

Nons pouvons regarder comme connus les x? et les y?; les x; sont 
conn us egalement anx constantes pres c:. Je puis done ecrire les equa­
tions (I I) so us la forme suivante: 

ely~ = H, - Ql d2 F. - 01 tl2 J.'.__- (]1 d2 Fo ' 
d ' 1 0 0 2 o o 3 l od o t dx1dx, d:e2 dxi ( Xs x, 

(14) 
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ou les IL representent des fonctions entierement connues developpees en 

series suivant les sinus et cosinus des multiples de 
2;t. Les coefficients 

de C~, C~ et C~ sont des constantes que l'on peut regarder comme connues. 
Pour que la valeur de y} tiree de cette equation soit une fonction 

periodique de t, il faut et il suffit que dans lc second membre le terme 
tout connu soit nul. Si done B? designe le terrne tout connu de la 
serie trigonometrique H0 je devrai avoir: 

ct dzF. + Ql d2F. + Cl d,2Ji'• =II~. 
1

d 0 d 0 2 0 d 0 3
d"d" ' ~ ~ d~ ~ ~ ~ 

Les trois equations lineaires (Is) determinent les trois constantcs CL c~ et ~· 
Il n'y aurait d'exception qui si le determinant de ces trois equa­

tions etait nul; c'est a dire si le hessien de Fo par rapport a X~' xg et 
x~ etait nul; nous exclurons ce cas. 

Les equations (14) me donneront done: 

1 1 + kl Y1 = YJ1 u 

les YJ} etant des fonctions periodiques de t entierement connues s'annulant 
avec t, et les ki etant trois nouvelles constantes d'integration. 

V enons main tenant aux eq nations ( 10') en y faisant k = 2 et i = 1 , 2 , 3 

et cherchons a determiner a l'aide des trois equations ainsi obtenues, les 
trois fonctions x~ et les trois constantes k:. 

Il est aise de VOir que nous avons: 

ou SJ2 depend seulement des x?, des y~ et des x~ et ou l' on a, comme 
plus haut: 

dF 
-' =LAm, cos w. 
dy~ 

Les equations (Io') s'ecrivent alors: 

dx~ = d!J2 + "" 1 d
2 
F, 

d d 0 L- y" d 0 d 0 t y; " y" y; 
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ou 

H; etant une fonction periodique de t, que l'on peut regarder comme 

entierement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette equation x; sous 

la forme d'une fonction periodique, il faut et il suffit que les seconds 

membres des equations (I 6), developpes en series trigonometriques, ne 

possedent pas de termes tout connus. Nous devons done disposer des 

quantites k; de maniere a annuler ces termes tout connus. Nous serions 

ainsi conduits a trois equations lineaires entre les trois quantites k:; mais 

com me le determinant de ces trois equations est nul, il y a unc petite 

difficulte et je suis force d'entrer dans quelques details. 

Comme y~ s'annule avec t, on doit av01r: 

k! = o; 

nous n'aurons plus alors que deux inconnues k~ et k! et trois equations 

a satisfaire; mais ces trois equations ne sont pas distinctes comme no us 

allons le voir. 
Appelons en effet E1 le terme tout connu de H;, ces trois equa­

tions s' ecriront: 

(I 7) 

E 1 = k~SAm2m1 sinw + k~SAm3m1 sinw, 

Ez = k:SAmi sinw + k~S.A.m3 m2 sinw) 

E 3 = k~SAm2m3 sin w + k!SAm; sin w, 

en conservant au signe de sommation S le meme sens que plus haut. 

Je ne considererai d'abord que les deux dernieres des equations (I 7) que 

j'ecrirai: 

De ces deux equations on peut tirer k~ et k!, a moins que le hessien 

de ¢ par rapport a w~ et w3 
ne soit nul. Si l'on donne aux k! les 
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valeurs ainsi obtenues, les deux dernieres equations (I 6) no us donneront 
x; et xi sous la forme suivante: 

les ~ etant des fonctions periodiques de t entierement connues et les 
c; etant de nouvelles constantes d'integration. 

Pour trouver xi nous pouvons, au lieu d'employer la premiere des 
equations (I 6), nous servir des considerations suivantes: 

Les equations (I) admettent une integrale: 

F=B, 

B etant une constante d'integration que je supposera1 developpee suivant 
les puissances de fl· en ecrivant: 

de sorte que l'on a: 

B0 , B1 , B~ etc. etant autant de constantes differentes. 
Le premier membre de !'equation: 

depend des x~, des y?, des x~, des yJ, de x; et de x; qui sont des fonc­
tions connues de t et de x~ que nous n'avons pas encore calcule. De 
cette equation, nous pourrons done tirer xi sous la forme suivante: 

xi= .;i + Oi . 

.;i sera une fonction periodique de t entierement determinee et Ci est 
une constante qui depend de B2 , de G~ et de o;. 

Nous pouvons conclure de la que la premiere des equations (I 7) 
doit etre satisfaite et par consequent que ces trois equations (I 7) ne sont 
pas distinctes. 

Prenons maintenant les equations (I I') et faisons-y k = 2; nous ob-
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tiendrons trois equations qui nous permettront de determiner les con­
stantes C~, C"i et G~ et d'ou l'on tirera en outre les yi sous la forme: 

2 2 + k2 Yt = YJ1 u 2 2 + k2 Ya = Yja 1' 

les YJ etant des fonctions periodiques de t entierement connues et les k; 
etant trois nouvelles constantes d'integration. 

Reprenons ensuite les equations (I o') en y faisant k = 3; si no us 
supposons ki = o, nous pourrons tirer des trois equations ainsi obtenues, 
d'abord les deux constantes k~ et k:, puis les x: sous la forme: 

les e etant des fonctions periodiques connues de t et les c; etant trois 
nouvelles constantes d'integration. 

Et ainsi de suite. 
Voila un procede pour trouver des series ordonnees suivant les puis­

sances de p., periodiques de periode T par rapport au temps et satisfai­
sant aux equations (I). Ce proce,de ne serait en defaut que si le hessien 
de Fo par rapport aux X~ etait nul ou si le hessien de ¢ par rapp01·t a 
w2 et w3 etait nul. 

Ce que nous venons de dire s'applique en particulier a une equation 
que l' on rencontre q uelquefois en rnecanique celeste et dont plusieurs 
geometres se sont deja occupes. Cette equation est la suivante: 

(I 8) 
d' 
dt~ + n2p + rnpa = p.R(p' t). 

n et m sont des constantes, p. est un parametre tres petit et R est une 
fonction de p et de t, developpee suivant les puissances croissantes de p 
et periodique par rapport a t. 

Pour bien nous en rendre compte, il faut d'abord ramener !'equa­
tion (I 8) a la forme canonique des equations de la dynamique. Cela se 
fera en posant: 

e = t, 
Jp 
dt = n, 

e et YJ etant deux nouvelles variables auxiliaires et l'integrale .jR(p, e)dp 
etant calculee en regardant e comrne une constante. On trouve alors: 
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da dF -=---, 
dt dp 

auxquelles nous pourrons adjoindre (r; etant restee jusqu'ici completement 
arbitraire) l'equation suivante: 

qm complete un systinne canonique. 
Quand p.=o l'integrale generale de !'equation (18) s'ecrit 

p = h sn (gt + w), u = h,q en (gt + w) dn (gt + w) 

oit g et w sont deux constantes d'integration et oi1 h, ainsi que le mo­
dule du sinus amplitude sont deux ·fonctions de f) faciles a determiner. 

Nous allons changer de variables; no us prendrons au lieu de ~, 'fj, p 

et u, quatre variables x1 , y1 , x~, y~, definies comme il suit. Nous aurons 
d'abord: 

X~ = 7j, y~ = ~. 

Des equations (2o) qui donnent p et u eu fonctions de g et de gt + w 
~ 

pour p. = o, on peut tirer g et gt + w en fonctions de p et de u. Il 
vient: 

Nous prendrons alors pour x1 une certaine fonction de X1 (p, a) ~t pour y1 

k designant la peri ode reeJle de sn (X). 
Si alors xl a ete convenablement choisi en fonction de XI les equa­

tions conserveront leur forme canonique 

dx
1 

dP -=---, 
dt dyl 

II est clair d'ailleurs que pour 11. = o, F ne depend que de x1 et de x~ 
et non de y1 et de Y~· 

Nous nous trouvons done bien dans les conditions enoncees au debut 
de ce paragraphe. 
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L' equation (I 8) a surtout ete etudiee par les geometres dans le cas 
oi1 m = o; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup plus 
simple. Ce n'cst qu'une illusion; en effet, f'i l'on suppose m = o, on se 
trouve dans le cas oit le hcssien de F

0 
est nul et ce que nous avons dit 

dans ce paragraphe n'est plus applicable sans modification. 
Ce n'est pas que les particularites que presente !'equation (r8) dans 

le cas general ne soient encore vraies pour m = o, toutes les fois du 
mains que f1 n'est pas nul. La seule difference, c'est qu'on ne peut les 

. mettre en evidence par un developpement suivant les puissances de fl· 
L'apparente simplification qu'a re<;ue ainsi !'equation (r8) n'a fait qu'aug­
menter lcs difficultcs. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des 
series beaucoup plus simples que dans le cas general, mais ces series ne 
convergent pas com me no us le. verrons dans la suite. 

La methode exposee dans ce paragraphc s'applique egalement a un 
cas particulier du probleme des trois corps. 

Supposons une masse nulle C attirce par deux masses mobiles A et 
B egales l'une a I - /1 et l'autre it /1 et decrivant d'un mouvement 
uniforme deux circonferences concentriques autour de leur centre de gra­
vite commun suppose fixe. Imaginons de plus que la masse 0 se meuve 
dans le plan de ces deux circonferences. 

Nous verrons plus loin que dans ce cas les equations du mouvement 
peuvent se mettre sous la forme suivante: 

(r) 

dx1 -dt 
dF -, 
dy, 

dy, dF -=---, 
dt dx

1 

On designe par x
1 

la vitesse areolaire du point 0, par x 2 la racine 
carree du grand axe de l'orbite de 0, par y1 la difference de la longi­
tude du perihelie de C et de la longitude de B, par y2 l'anomalie 
moyenne. 

D'ailleurs F peut etre developpee suivant les puissances de J1 et 
l'on a: 

II est aise de VOll' que le hessien de Fo par rapport a XI et a x2 est nul. 
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Il semble done d'abord que les methodes du present paragraphe sont 
en defaut. II n'·en est rien et un artifice tres simple permet de tourner 
la difficulte. 

Les equations (I) admettent comme integrale 

F=C. 

Considerons la constante 0 comme une donnee de la question. 
Si alors ~(F) est une fonction quelconque de F et ~'(F) sa de· 

rivee, on aura: 
~'(F)= ~'(C) 

et les equations (I) pourront s'ecrire: 

dx; lf'( F) dF' -=----, 
dt lp'( 0) dy; 

ou 

(I') dx; d [lp(F)J -=- -- ' 
dt dy; lf'( 0) 

dy; lf'(F) dF 
dt = -lf'(O) dxi 

dyi d [lf(F)J 
dt = - dx; lp'( 0) · 

Eu general, le hessien de lf ( Fo) ne sera pas nul. C' est ce qm arrive en 
lf'( 0) 

particulier quand 

Les solutions des equations (I) qui correspondent a la valeur particuliere 
C de l'integrale F appartiennent aussi aux equations (I'). 

Considerons maintenant une solution des equations (I) qui soit telle 
que l'integrale F soit egale a une constante 01 differente de C. 

Je dis que cette solution appartiendra encore aux equations (I') 
pourvu qu'on y change t en 

On a en effet: 
dxi dF 
-=-, 
dt dyi 

t lp'( 01) • 
lp'( 0) 

dy; dF. 
dt=-dx; 1 

Acta mathematiea. 111. Imprime le 18 aoftt 1890. 16 
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h t t 50'(0,) 'l . d s1 on c ange en 
50

,( O) 1 v1en ra: 

dx; 50'( 0,) dP 
-=---, 
dt 50'( 0) dy; 

ou pmsque F = 0
1 

dx1 50'( F) dF -=----, 
dt 50'( 0) dy; 

C. Q. F. D. 

Des solutions de ( 1) il est done aise de deduire celles de ( 1 ') et in­
versement. 

Les methodes du present paragraphe sont done, grace a cet artifice, 
applicables a ce cas particulier du probleme des trois corps. 

Elles ne le seraient pas aussi aisement au cas general. Dans le cas 
general en effet, non seulement le hessien de F

0 
est nul, mais celui de 

r(F0 ) est encore nul, quelle que soit la fonction lf· 
De la certaines difficultes dont je ne parlerai pas ICI; j'y revi­

endrai plus loin et je me bornerai pour le moment a renvoyer le lecteur 
a un travail que j'ai insere dans le Bulletin astronomique, tome 
···, page 65. 

§ 12. Calcul des exposants cat-acteristiques. 

Reprenons les eq nations (I) du paragraphe precedent 

dx; dF 
-=-, 
dt dy, 

(i=l, 2,3) 

Supposons qu'on ait trouve une solution periodique de ces equations: 

et proposons-nous de determiner les exposants caracteristiques de cette 
solution. 

Pour cela nous poserons: 
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puis nO US formerons les equations aux variations des equations (I) que 
nous ecrirons: 

et nous chercherons a integrer ces equations en faisant: 

(3) atT YJ; = e o 

(i, k= 1, 2, 3) 

8, et T; etant des foncti,ons periodiques de t. Nous savons qu'il existe 
en general six solutions particulieres de cette forme (les equations li­
neaires (z) etant du sixieme ordre). :Mais il importe d'observer, que dans 
le cas particulier qui nons occupe, il n'y a plus que quatre solutions 
particulieres qui conservent cette forme, parce que deux des exposants 
caracteristiques sont nuls, et qu'il y a par consequent deux solutions 
particulieres d'une forme degenerescente. 

Cela pose, supposons d'abord p. = o, alors F se reduit a F0 comme 
nous l'avons vu dans le paragraphe precedent et ne depend plus que de 
x~, xg et x~. 

Alors les equations (z) se reduisent a: 

dr;; =-L d'Po E. 
dt k dx~ dx1 k 

Les coefficients de E,. dans la seconde equation ( 2') sont des constantes. 
Nous prendrons comme solutions des equations (2') 

E1 = E2 = Ea = o, 

'¥)~ ' '¥)~ et '¥)~ etant trois constantes d'integration. 
Cette solution n'est pas la plus generale puisqu'elle ne contient que 

trois constantes arbitraires, mais c'est la plus generale parmi celles que 
l'on peut ramener a la forme (3)· Nous voyons ainsi que pour p. = o, 
les six exposants caracteristiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintenant que p. soit nul. Nons allons mam-



124 H. Poincare. § 12. 

tenant chercher a developper a, 8; et T0 non pas suivant les pmssances 
croissantes de p., mais suivant les puissances de .Jjj. en ecrivant: 

a = a I .Jp + a2p. + a a fl. V P + · · · ' 
s, = st + ~ vii + s; fl. + s: fl. .JP. + ... , 
T To Tl - 'TI2 T3 -

i = i + i .J fl. + .L ;fl. + ;fl .J fl. + .... 
• Je me propose d'abord d'etablir que ce developpement est possible. 
Montrons d'abord que les exposants caracteristiques a peuvent se 

developper suivant les puissances croissantes de ,lji. 
D'apres ce que nous avons vu au § 10, les exposants caracteristiques 

nous seront donnes par !'equation suivante, en reprenant les notations 
des §§ 9 et 10: 

I dr, aT dr, dr, 
--e 

dj3,. dJ3n dj3, 

tlr2 nr2 _eaT dr, 
dj3, df3. dJ3n =0. 

drn drn dtn aT 

dj3, dj3i 
--e 
df3,. I 

Le premier membre de cette equation est holomorphe en a; de plus 
d'apres le theoreme III, § 2, les r peuvent etre developpes suivant les 
puissances de p. et des (i (cf. § g), d'ailleurs d'apres le § 9 les (i peuvent 
se developper eux-memes suivant les puissances de p.. D'apres cela les 
r et le determinant que je viens d'ecrirc peuvent eux-memes etre de­
veloppes suivant les puissances de p.. Il resulte de la que les exposants 
a nous sont donnes en fonctions de 11 par une equation: 

G(a, p) = o 

dont le premier rnem bre est holomorphe en a et en p.. 
Si pour f-1 = o, tous les exposants a etaient differents les uns des 

autres, !'equation G = o n'aurait pour f1 = o que des racines simples, 
et on en conclurait que les a seraient developpables suivant les puissances 
de p. (theorerne IV, § 2). 
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Mais il n'en est pas ainsi; no us venons de voir en effet que pour 
p. = o, tous les a sont nuls. 

Reprenons les notations du § I I' notre equation pourra s'ecrire, en 
supposant trois degres de liberte seulement: 

o = G(a, p.) = 

d6.a d6.a, d6.a, d6.a, dAa, d6.a, 
--'+I-eaT 
dda

1 
d(Ja,

2 
d6c~3 aaw, daw. dow3 

d6.a
2 

d6.a d6.a,
2 d6.a, dAu, d6.a 2 --•+ I-eaT --;r- do a, drJa

3 ddw, do'w, drJw, oa, 

d6.a
3 

cl6.a
3 

d6.a d6.a
3 

dAa, d6.a
3 

drJa,
1 doa, 

--"+I-eaT 
diJw, dow 2 dow. aaa. 

cZ6.w, d6.w1 d6.w, d6.w dAw, d6.w, 

drJa
1 drJa 2 doa. 

--~+I-eo.T 
dow. dow. di3w1 

a6.- d6.w. d6.w. d6.w. d6.w d6.w. w. --•+ I-eaT 
diJa, diJa,

2 aaa. diJw, di3w
2 

dow. 

d6.w dAw. d6.w. a6.- dAw, d6.w 
3 w, --"+ I-eaT 

diJa, dJa 2 dJa. d!Jw, d!Jw, d!Jw
3 

Cela fait, je pose: 

a= A~p. 

Je divise les trois premieres lignes du determinant par ~jJ.; je divise en· 
suite les trois dernieres colonnes par ~P (de sorte que le determinant 
lui-meme se trouve finalement divise par p. 3

). 

J e fa is ensuite p. = o. 
J'observe que d'apres ce que nous avons vu au§ I I, Aa1 , 6.a 2 , Aa3 

sont divisibles par p.. Si done j'envisage le premier element de la pre­
miere ligne cet element apres Ia division par vP. s'ecrira: 

et quand on y fera p. = o il deviendra - ).T. 
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De meme le second element de la Icre ligne s'ecrit: 

et il tend vers o a vee p.. 

Ainsi quand on aura fait p. = o, les trois premiers elements des trois 

premieres lignes s'annuleront a !'exception des elements de la diagonale 

principale qui deviendront egaux a - ).T. 

Considerons maintenant les trois derniers elements des trois dernieres 

lignes; ils s' ecriront: 

selon qu'ils appartiennent ou non a la diagonale principale. D'apres 

ce que nous avons vu au § I I, ~wt est (Ieveloppable suivant les puis­

sances de p., des oa1 et des ow;, de plus pour p. = o, ~w1 nc depend 

d 0 
d~~ 

pas es am.. n en conclura que -d ,_ est 
OW; 

Done q uand on fera p. = o, les trois 

dernieres lignes deviendront egaux a 
- ;.T ou a o 

divisible par p.. 

derniers elements des trois 

selon qu'ils appartiennent ou non a la diagonale principale. 

Considerons maintenant les trois premiers elements des trois dernieres 

1. d~w; , , § 
Ignes -d ~ D a pres ce que nous avons vu au r I, on a pour p. = o: 

oak 

Passons enfin aux trois derniers elements des trois premieres lignes qm 

s'ecrivent: 

D'apres ce que nous avons vu au § I I, si dans F 1 on substitue aP a,, a3, 

nl t + wl' n,t + w2 ' nat + Wa a la place de xl' x2' Xa' yl' y2' Ya' on voit 
que F

1 
devient une fonction periodique de t de periode T et si l'on appelle 

¢ la valeur moyenne de cctte fonction periodique, on a pour p. = o: 
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A.a.;= Td¢, 
p. dw; 

d'oi:t 

ll importe de remarquer que l'on a identiquement: 

d¢ d¢ ay 
nl a-=- + n2 a-=- + n3 d-::- = o. w1 w 2 w

3 

Nous voyons done que pour p. = o on a: 

-A 0 

0 -A 

0 0 

a•F. d2P0 

- dx~ -dx
1 
dx

2 

d 2F 0 d 2F0 

-dx
1
dx

2 
- dx~ 

d'F. a•p. 
-dx

1
dx

3 
-dx

2
dx

3 

acJ.vp,p.)­-----;;!T-6 - -

0 
a•¢ 
diii~ 

0 ~ 
aw1 aw. 

-A 
a•¢ 

dw1 dw3 

cPF0 -A -dx
1
dx

3 

a•F. 
0 -dx

2
dx

3 

a•F'. 
0 - dx: 

d'¢ d2!f 
dw

1 
aw2 

dw1 tiw3 

d•¢ a•¢ 
a-• w. dw2 dw

3 

a•¢ d'¢ 
dw·. dw, dru; 

0 0 

-A 0 

0 -A 

. 
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En egalant a o ce determinant, on a une equation du 66 degre en ).; 
deux de ses racines sont nulles; nons n'en parlerons pas, car elles se 
rapportent aux deux solutions particulieres de forme degenerescente dont 
j'ai parle plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en general. 

Il resulte alors du theoreme IV, § 2, que nous pourrons tirer de 
I' equation 

G(J. VP' p.) 
p.•T6 = o 

A. (et par consequent a) sous la forme d'une serie developpee suivant Ies 
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puissances croissantes de .J,~. J'ajouterai que ), peut se developper suivant 
les puissances de p. et que le developpement de a ne contient que des 
puissances impaires de .J~· En effet les racines de !'equation: 

G(a, p.) = o 

doivent etre deux a deux egales ct de signc contraire (cf. § 10). Done 
a doit changer de signe quand je change V/~ en - \1,~. 

Demontrons maintenant que Si et Ti peuvent aussi se developper 
suivant les puissances de ,/?· 

S; et T, nous sont donnes en effet par les equations suivantes: 

Soit (3, la valeur initiale de S, et (3; celle de T;; les valeurs de S; et de 
T; pour une valeur quelconque de t pourront d'apres lc theoreme III, 
§ 2, se develop per suivant les puissances de p., de a, des (3, et des (3;. 
De plus a cause de la forme lineaire des equations, ces valeurs seront 
des fonctions lineaires et homogenes des (3; et des (3;. 

Soit, pour employer des notations analogues a celles du § 9, (3, + ¢, 
la valeur de S, et p; + tp; celle de T, pour t = T. La condition pour 
que la solution soit periodique c'est que l'on ait 

Les ¢, et les tp; sont des fonctions lineaires des (3, et des (3;; ces equa­
tions sont done lineaires par rapport it ces quantites. En general ces 
equations n'admettent d'autre solution que 

(3, = (3; = o, 

de sorte que les equations (2") n'ont d'autre solution periodique que 

S,=T;=O. 

Mais nous savons que si l'on choisit a de fa<;OD a satisfaire a G(a 'p.) = o, 
les equations (2") admettent des solutions periodiques autres que S,=T,=o. 
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Par consequent le determinant des equations lineaires lf; = ¢; = o est 
nul. Nous pourrons done tirer de ces equations les rapports: 

p~ 
et fi; 

sous la forme de sertes developpees suivant les puissances de a et de p.. 
Comme (3~ reste arbitraire, nous conviendrons de prendre (3~ = I de 

telle sorte que la valeur initiale de T
1 

soit egale a 1. Les (3; et les 
p; sont alors developpes suivant les puissances de a et de p.; mais les 
S; et les T; sont comme nous l'avons vu developpables suivant les puis­
sances de a, de p., des (3; et des p; et d'autre part a est developpable 
suivant les puissances de vP.· 

Done les S; et les T; seront developpables suivant les puissances de {(!. 

C. Q. F. D. 

On aura en particulier: 

Comme, d'apres notre hypothese, (3~ qui est la valeur initiale de T
1 

doit 
. etre egale a I, que} que soit p., on aura pour t = 0: 

T~ =I, o = T~ = Ti = ... = Tt = .... 

Ayant ams1 demontre !'existence de nos series, nous allons chercher a en 
determiner les coefficients. 

Nous avons: 

S? = o, 

et: 

(4) dS~ - dS~ I Tt + VflTt + .. . 
+ aS;0 + ayjJ.Sl+ .. . j' 

Acta mathematiea. 13. Imprlme le 20 aoftt 1890. 

T o o 
i = "!); 

+aT?+ ay/J.Tf + ... 
17 
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Nous developperons d'autre part les derivees secondes de F qui 
entrent comme coefficients dans les equations (2) en ecrivant: 

(s) 

d2F Ao Az 2A4 
-d d = it + p. ik + p. ik + ... ' y; xk 

d2l!' Bo Bz 2B4 

d-d = ik + p. ik + p. ik + ... ' y; y~; 

d
2

F co cz 204 
--d d = il: + p. ik + p. il: + ... ' 

X; Xk 

d'F no nz + 2n4 - -l d = ik + p. ik p. ik + .... 
(X; Yk 

Ces developpements ne contiennent que des puissances entieres de p. 
et ne possedent pas comme les developpements (4) des termes dependants 

de v/L· 
On observera que: 

(6) 
c;; =a;:, B'(; = B;';, A~= -n;:. 

Nous substituons dans les equations (2) les valeurs (4) et (S) 'a la place 
des ~' des r;, de leurs derivees et des derivees secondes de F. Dans les 
expressions (4) je suppose que ex soit developpe suivant les puissances de 
VP• sauf lorsque cette quantite ex entre dans un facteur exponentiel eae. 

Nons identifierons ensuite en egalant les puissances semblables de 
VP et nous obtiendrons ainsi une serie d'equations qui permettent de de­
terminer successivement: 

,Je n'ecrirai que les premieres de ces equations obtenues en egalant 
successivement les termes tout connus, les termes en VP• les termes en 
p. etc. Je fais d'ailleurs disparaitre le facteur eat qui se trouve partout. 

Egalons d'abord les termes en VPi il vient: 

dS~ so ~ Ao s1 + ~ Bo Tl dt + ctl i = k~; ik }; kl: it }; ' 

(7) 
d T~ To ~ co SI + ~ no Tl dt + ctl i = k l: j}; t k l: j}; k. 
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Egalons les termes en p., il vient: 

dT~ 
outre trois equations analogues donnant les dt •• 

131 

Si l'on tient compte maintenant des relations (6), les equations (7) 

deviennent: 
dS~ 
dt = o, 

La premiere de ces equations montre que ~ , S~ et S~ sont des con­

stantes. Quant a la seconde, elle montre ·que ~~~ est une constante; mais 

comme T1
1 doit etre une fonction periodique, cette constante doit etre 

nulle, de sorte qu'on a: 

(9) 

ce qui etablit trois relations entre les trois constantes YJ~, les trois con­

stantes 8;' et la quantite inconnue a1• 

De son cote !'equation (8) s'ecrira: 

Les B7k sont des fonctions periodiques de t; developpons-les d'apres la 

formule de FouRIER et soit b;l; le terme tout connu de B7k· Il viendra: 

ou en tenant compte des equations (9), il viendra: 

~=3 

(ro) exiSt= L b;k(C}1 S~ + C~2 S~ + 0~3 8!). 
k=l 

En faisant dans cette equation (ro) i = 1 , 2 et 3, nous aurons trois 

relations lineaires et homogc?mes entre les trois constantes s;. En elimi­

nant ces trois constantes, nous aurons alors un@ equation du 3me degre 

qui determinera Ai. 
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Si nous posons pour abreger 

l'equation due a cettc elimination s't~crira: 

(II) 

I eu -,- ai 

I 
e2I 

esi 

e1s I 
e2a = o. 

eaa- ail 
Elle peut '' . encore s ecr1re: 

1-a1 0 0 (,~1 Cf2 Cia 
0 -at 0 c~~ (,~2 (,~3 

0 0 -a~ ex! c~2 C~a 
=0. 

011 01~ bl3 -a~ 0 0 

021 b22 b23 0 -a~ 0 

ba1 b32 033 0 0 -at 

La determination de at est la seule partie du calcul qui presentc quelque 
difficulte. 

Les equations analogues a (7) et a (8) formees en egalant dans les 
equations (2) Ies coefficients des puissances semb1ables de v-p, permettcnt 
en suite de determiner sans peine lcs a0 lcs s;" et lcs TZ'. No us pouvons 
done enoneer le resultat suivant: 

Les exposants caracteristiques a sont developpables suivant les puissances 
croissantes de VP. 

Concentrant done toute notre attention sur la determination de ap 

nous allons etudicr speeialemcnt I' equation (I I). Nous devons chercher 
d'abord a determiner les quantites C?,. ct b;,.. 

On a evidemment: 
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et 

ou 

et 

D'apres les conventions faites dans le paragraphe precedent, la somma­
tion representee par le signe I: s'etend a tous les termes, queUes que 
soient les valeurs entieres attribuees a m

1
, m~ et ma. La sommation re­

presentee par le signe S s'etend seulernent aux terrnes tels que 

n1 rn1 + n2m2 + nama = o. 

Sous le s1gne S nous avons par consequent: 

' 
w = m2w2 + mawa + h. 

Cela no us perrnet d' ecrire 

(pour i et k = 2 ou 3). 

Si un ou deux des indices i et k sont egaux a I' bj/, sera defini par la 
relation 

Nous allons a l'aide de cette derniere relation, transformer !'equa­
tion (I I) de fac;on a mettre en evidence l' existence de deux racines nulles 
et a reduire !'equation au quatrieme degre. 

Je trouve en effet par une simple transformation de determinant et 
en divisant par (}.'2, 

1. 

n1 n2 na 0 0 0 

0 -(}.1 0 b2a b22 0 

0 0 - 0(1 baa b32 0 
=0. 

Cfa co 
23 c~a - 0(1 0 na 

(,~2 cg2 co a2 0 -(}.1 n2 

c~l co 
21 

co 
31 0 0 nl 
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Dans le cas particulier ou l'on n'a plus que deux degres de liberte, cette 
equation s'ecrit: 

nt n2 0 0 

0 - (Xl 
d'¢ 

0 
dm: 

=0 

G't2 . ~2 -ext n2 

I a:.l ~1 0 nt I 
ou: 

L'expression niOg2 - 2n1n2 0?2 + n~G1 ne depend que de x~ et x~ ou si 
1' on veut de n

1 
et de n

2
• Quand no us no us- serons donne les deux 

nombres n1 et n
2 dont le rapport doit etre commensurable, nous pour­

rons regarder ni~2 - 2n1n2 0?2 + n;q1 comme une constante donnee. 

Alors le signe de cxi depend seulement de celui de dd~. 
w2 

Quand on s'est donne n
1 

et n
2

, on forme !'equation: 

qui est !'equation (7) du paragraphe precedent. Nons avons vu dans 
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette equation correspond une so· 
lution periodique. 

Considerons le cas general oi1 !'equation (1 2) n'a que des racines 
simples; chacune de ces racines correspond alors a un maximum ou a un 
minimum de cp. Mais la fonction cp etant periodiq ue presente dans chaq ue 
periode au moins un maximum et un minimum et precisement autant 
de maxima que de minima. 

d'¢ Or pour les valeurs de ron correspondant a un minimum, - est 
~ dw~ 

positif; pour les valeurs correspondant a un maximum, cette derivee est 
negative. 

Done !'equation (1 2) aura precisement autant de racines pour les­
quelles cette derivee sera positive, que de racines pour lesquelles cette 
derivee sera negative, et par consequent autant de racines pour lesquelles 
ex; sera positif que de racines pour lesquelles cxi sera negatif. 
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Cela revient a dire qu'il y aura precisement autant de solutions 

periodiques stables que de solutions instables, en donnant a ce mot le 

meme sens que dans le § I o . 

.Ainsi, a chaque systeme • de valeurs de n
1 

et de n
2

, correspondront au 

moins une solution periodique stable et une solution periodique instable et 

precisement autant de solutions stables que de solutions instables pourvu que 

p soit suffisamment petit. 

Je n'examinerai pas ici comment ces resultats s'etendraient au cas 

ou !'equation (I 2) aurait des racines multiples. 
V oici comment il faudrait continuer le calcul. 
Imaginons que l'on ait determine completement les quantites 

et les fonctions : 
st,st, ... ,sr:, 
T o Tl Tm-l 
i' i, ••• , i ' 

et que l'on connaisse les fonctions 8~+1 --et T 1
111 a une constante pres. 

Supposons qu'on se propose ensuite de calculer cx,.+I, d'achever la de· 

termination des fonctions s~+t ·et T;n et de determiner ensuite les fonc· 

tions 8;:+2 et. T;n+l ti une constante pres. 

En egalant les puissances semblables de p dans les equations (4), on 

obtient des equations de la forme suivante, analogues aux equations (7) 
et (8) 

dTm+1 
1 + ~ 0° sm+t Tm · T 0 t"t' - dt k1c ik k - cx1 ; - cxm+I 1 = quan 1 e connue, 

(i=l, 2, 3) 

dsm+2 
j ~ B2 Tm om+t St t"t, - dt + k1c ik 1c - cx1 o 1 - cxm+t , = quan 1 e connue. 

Les deux membres de ces equations ( 1 2) sont des fonctions periodiques 

de t. Egalons la valeur moyenne de ces deux membres. Si nous de· 

signons par [v] la valeur moyenne d'une fonction periodique quelconque 

U, si nous observons que si U est periodique on a 

[~8 = o, 
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s1 nous rappelons que, T'; etant connu a une constante pres, T';- [T':] et 

sont des quantites connues, nons obtiendrons les equations suivantes: 

~kC~t[S~+1]- a1[T7']- am+1 T~ = quantite connue, 

~kb;t[T;'] -a1 [S'('+I] -am+IS~ = quantite connue. 
(i=1,2.3) 

Ces equations (I 4) vont no us servir a calculer CXm+l ' [ T7'] et [ 87'+1
] et 

par consequent a achever la determination des fonctions T';' et 8~'+ 1 qui 
ne sont encore connues qu'a une constante pres. 

Si l'on additionne les equations (14) apres les avoir respectivement 
multipliees par 

~,s;,S!,Tf,Tg,T~ 

on trouve: 
2~;8! T~am+I = quantite connue, 

ce qui determine am+I . 

Si dans les equations ( 1 4) on rem place cxm+I par la valeur ams1 
trouvee, on a pour determiner les six inconnues [T';'] et [ S;"+ 1

] six equa­
tions lineaires dont cinq seulement sont independantes. 

Cela pose, on determinera [Ti"] par la condition que [Ti"] soit nul 
pour t = o, conformement a l'hypothese faite plus haut, et les cinq equa­
tions (I 4) restees independantes permettront de calculer les cinq autres 
mconnues. 

dTm+l 
Les equations ( 1 3) nous permettront ensuite de calculer -it- et 

ds'!'+2 

dt- et par consequent de determiner les fonctions T7'+ 1 et 8;"+2 a nne 

constante pres - et ainsi de suite. 

Soient: 
§ 13. Sol'tttions asymptotiques. 

dx1_ X 
dt - j 

(l=l,2, ••. ,n) 
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n equations differentielles simultanees. Les X sont des fonctions des X 

et de t. 
Par rapport aux X elles peuvent etre developpees en series de puis­

sances. 
Par rapport a t, elles sont periodiques de periode 2-;:. 

Soit: 

. ' 

une solution particuliere periodique de ces equations. Les x? seront des 
fonctions de t periodiques de periode 21r. Posons: 

Il viendra: 

Les E seront des fonctions des ~ et de t, periodiques par rapport a t et 
developpees suivant les puissances des .;; mais il n'y aura plus de termes 
independants des ~-

Si les .; sont tres petits et qu'on neglige leurs carres, les equations 
se reduisent a 

(3) 

qm sont les equations aux variations des equations (I). 
Elles sont lineaires et a coefficients periodiques. On connait la forme 

de leur solution generale, on trouve: 

les A sont des constantes d'integration, les ex des constantes fixes qu'on 
appelle exposants caracteristiques, les ~ des fonctions periodiques de t. 

Acta mathematica. IS. Imprime le 1 ~eptembre 1890. 18 
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Si alors nous posons: 

~~ = ~~~11 + ~25C'21 + · · · + Y)r~Y!n• 
~2 = ~tYI2 + Y)2y22 + · · · + ~ .. y,.2, 

les equations (2) deviendront: 

d7J; =II 
dt I 

§ 13. 

oU les II; sont des fonctions de t et des ~ de meme forme que les E. 

Nous pourrons d'ailleurs ecrire 

d1)i HI + JJ2 + + H'' + . Jt= i i ••• j ••• , 

Hf represente l'ensemble des termes de 11; qui sont de degre p par rap­

port aux ~. 
Quant aux equations (3), elles deviennent: 

(3') 

Cherchons maintenant la forme des solutions generales des equations 

(2) et (2'). 
Je dis que nous devrons trouver: 

~; = fonction developpee suivant les puissances de .A
1 
e"'1

, A~eu,t, ... , 
A,ea,.t dont les coefficients sont des fonctions periodiques de t. 

Nous pouvons ecrire alors: 

(4') ... ' 

~f representant l'ensemble des termes de ~; qui sont de degre p par rap­

port aux A. 
Nous remplacerons les 1; par leurs valeurs dans Hf et nous trou­

verons: 
Hp- flP·P + flP·P+l + + }fP·q + i- i i ••. i ••• , 
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1/f''~ designant !'ensemble des termes qui sont de degre q par rapport 
aux A. 

Nous trouverons alors: 

dr/ 2_ a 'Y)3 = H2.3 + 9 s.3 
dt I'JI I I ' 

dnq 
_!_1:__ a.'Y)q = H2.q + JJ3.q + dt I'JI I I 

Ces equations perrnettront de caJculer successivernent par recurrence 

2 !l q 
Yji' Y}i' ••. ' Yji ' •••• 

En effet Kq ne depend que des YJ 1
, YJ 2

, ••• , YJ1 -
1

• Si nous supposons que 
ces quantites aient ete prealablement calculees, nous pourrons ecrire Kq 
sous la forme suivante: 

les (3 etant des entiers positifs dont la somme est q et cp une fonction 
periodiq ue. 

On peut ecrire encore: 

c etant un coefficient generalement irnaginaire et r un entier positif ou 
negatif. Nous ecrirons pour abreger: 

A /3, Afi2 Afi· -~- Aq 
1 2 • • • n - ' 

et il viendra: 

Or on peut satisfaire a cette equation en faisant: 
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I1 y aurait exception dans le cas ou l'on aurait: 

rv-r + 'La(3- a;= o, 

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en t. Nons re­
serverons ce cas qui ne se presente pas en general. 

Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de 
ces series. La seule difficulte provient d'ailleurs comme on va le voir 
des diviseurs 

(S) 

Cette convergence est une consequence immediate des resultats obtenus 
dans le § 3 mais je prefere en donner nne demonstration directe. 

Rempla<;ons les equations ( 2') par les suivantes: 

(2 ") 

Definissons 1/f. On voit sans peine que 1/f est de la forme suivante: 

H p = "'cY~(3, YJ(3, YJ''·e;·t, _, 
• """' 1/l -,2 ••.. , " • 

C est nne constante quelconque, les (3 sont des entiers positifs dont la 
somme est p, r est un entier positif ou negatif. Nons prendrons alors: 

H p = "' I C' I"'''' YJ''' YJ(3. l """' 1/1 .,z . . •. , " • 

Les series ams1 obtenues seront convergentes pourvu que les series tri­
gonometriques qui definissent les fonctions periodiques dont dependent 
les H convergent absolument et uniformemcnt; or cela aura toujours 
lieu parce que ces fonctions periodiques sont analytiques. Quant a e' 
c'est une constante positive. 

On pent tirer des equations (2") les YJ sons la forme suivante: 

(4") 

Plusieurs termes pourront d'ailleurs correspondre aux memes exposants (3. 
Si on compare avec les series tirees de (2') qui s'ecrivent: 

A'9'Af3' AfJ• 
Y)i = L N l 2~ •• ~ et[l'a,1+n'=·il, 
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VOlCl ce qu'on observe: 1° M est reel positif et plus grand que IN 
2° II designe le produit des diviseurs (5) (q < L(3). 

Si done la serie (4") converge et si aucun des diviseurs (S) n'est 
plus petit que s, la serie (4') convergera egalement. Voici done com­
ment on peut enoncer la condition de convergence. 

La serie converge: 
si !'expression 

ne peut pas devenir plus petite que toute quantite donnee e pour des 
valeurs entieres et positives des (3 et entieres (positives ou negatives) de r; 
c'est a dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre· 
mier les a et + v- 1 , le second les a et - ..; 1 , ne contient 1' origine; 

ou si toutes les quantites a ont leurs parties reeqes de meme signe 
et si aucune d'elles n'a sa partie reelle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n' en est pas ainsi. 
Supposons par exemple que k des quantites a aient leur partie reelle 

positive, et que n- k aient leur partie reelle negative ou nulle. Il 
arrivera alors que la serie (4') restera convergente si on y annule les 
constantes A qui correspondent a un a dont la partie reelle est negative 
ou nulle, de sorte que ces series ne nous donneront plus la solution ge­
nerale des equations proposees, mais une solution contenant seulement k 
constantes arbitraires. 

Si on suppose que les equations donnees rentrent dans les equations 
de la dynamique, nous avons vu que n est pair et que les a sont deux 
a deux egaux et de signe contraire. 

Alors si k d'entre eux ont leur partie reelle positive, k auront leur 
partie reelle negative et n- 2k auront leur partie re~lle nulle. En 
prenant d'abord les a qui ont leur partie reelle positive, on obtiendra 
une solution particuliere contenant k constantes arbitraires; on en ob­
tiendra une seconde en prenant les a qui ont leur partie reelle negative. 

Dans le cas ou aucun des ix n'a sa partie reelle nulle et eri par­
ticulier si tous les a sont reels, on a d'ailleurs: 

n 
k = -· z 
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Nons allons nons placer maintenant dans un cas tres particulier. 

Supposons d'abord n = 2, de telle fac;on que les equations (I) se reduisent a: 

dx, X 
JI = 2' 

Supposons de plus que 

(6) 

La situation du systeme depend alors des trois quantites x1 , x2 
et t; on 

pent done la representer par la position d'un point dans l'espacc; voiCt 

quel mode de representation on pent adopter pour fixer les idees: 

Les coordonnees rectangulaires du point rcpresentatif seront: 

De cette fac;on 
1°. a tout systeme de valeurs des trois quantites x1 , X2 et t corres­

pondra un point de l'espace; 
2°. a tout point de l'espace correspondra un seul systeme de va­

leurs des q uantites x 1 , x
2 

, cost , sin t, et par consequent une seule situa­

tion du systeme si l'on ne considere pas comme distinctes deux situations 

qui ne different que parce que t a augmente d'un certain nombre de 

peri odes 2 1r; 
3°. si I' on fait varier t, (x

1 
et x

2 
restant constants) le point re-

presentatif decrit une circonference; 

4 °. a la condition x
1 

= x
2 
= o correspond le cercle z = o, x 2 + y 2 = I; 

5°. a la condition x 1 = - oo correspond l'axc des z. 

A toute solution des eq nations (I) correspondra une courbe decrite 

par le point representatif. Si la solution est periodique, cette courbe 

est fermee. 
Considerons done une courbe fermee C correspondant a une solution 

periodique. 
Formons les equations (2), (3), (2') et (3') relatives a cette solution 

periodique et imaginons que l'on calcule les quantites a correspondantes. 

Ces quantites sont au nombre de deux, et en vertu de la relation 

(6) elles sont egales et de signe contraire. 
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Deux cas peuvent se presenter: ou bien leur carre est negatif et la 
~olution periodique est stable; ou bien leur carre est positif et la solu­
tion est instable. 

Pla<;ons-nous dans ce dernier cas et appelons + ex et - a les deux 
valeurs de l'exposant ex; nous pourrons supposer alors que ex est reel 
positif. 

Cela pose, les series (4') seront developpees suivant les puissances 
croissantes de Aeat et de Be-at; mais elles ne seront pas convergentes si 
A et B y entrent a la fois; elles le deviendront au contraire, si l'on y 
fait soit A = o, soit B = o. 

Faisons d'abord A = o; alors les YJ seront developpes suivant les 
puissances de Be-at; si done t croit indefiniment, YJ1 et YJ~ tendent simul­
tanement vers o. Les solutions correspondantes peuvent s'appeler solu­
tions asymptotiques; car pour t = + ro, les YJ et par consequent les e 
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche 
asymptotiquement de la solution periodique consideree. 

Si on fait de meme B = o, les YJ sont developpes suivant les puis­
sances de Aeat; ils tendent done vers o quand t tend vers - oo. Ce 
sont done encore des solutions asymptotiques. 

Il y a done deux series de solutions asymptotiques, la premiere 
correspondant a t = + ro, la seconde a t = - oo. Chacune d'elles 
contient une constante arbitraire, la premiere B, la seconde A. 

A chacune de ces series de solutions asymptotiques correspondra une 
serie de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermee 
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensemble de ces 
courbes asymptotiques formera une surface asymptotiqae. Il y aura deux 
surfaces asymptotiques, la premiere correspondant a t = + ro, la seconde 
a t =- oo. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermee C. 

Supposons que dans Jes equations (I) les X dependent d'un para­
metre p. et que les fonctions X soient developpables suivant les puissances 
de ce parametre. 

Irnaginons que pour p. = o, les exposants caracteristiques a soient 
taus distincts de telle fa<;on que ces exposants, etant definis par 1'equa­
tion G(ex, p.) = o du paragraphe precedent, soient eux-memes develop­
pables su.ivant les puissances de p.. 

Supposons enfin qu'on ait, ainsi que nous venons de le dire, annule 
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toutes les constantes A qm correspondent a un a dont la partie reelle 
est negative ou nulle. 

Les series (4') qui definissent les quantites YJi dependent ·alors de p.. 
Je me propose d'etablir que ces series peuvent etre developpees, non 
seulement suivant les puissances des A,ea•t, mais encore suivant les puis­
sances de p.. 

Considerons !'inverse de l'un des diviseurs (S) 

(r-./-1 + 'Lap- a;t1
• 

Je dis que cette expression pent etre developpee suivant les puissances de p.. 
Soient a1 , a2 , ••• , a.~: les k exposants caracteristiques dout la partie 

reelle est positive ct que nons sommes convenus de conserver. Chacun 
d'eux est developpable suivant les puissances de p.. Soit a~ la valeur de 
a1 pour p. = o; no us pourrons prendre p.0 assez petit pour que a; differe 
aussi peu que nons voudrons de a~ quand I P.l < p.0 • Soit alors h une 
quantite positive plus petite que la plus petite des parties reelles des k 
quantites a~ , a~ , ... , 12Z; nons pourrons prendre p.0 assez petit pour que, 
quand 1 11 1 < p.0 , Ies k exposants 12

1 
, 12

2
, ••• , a.t ait leur partie reeue plus 

grande que h. 
La partie reelle de r•/-1 + 'Lap- a; sera alors plus grande que 

h (si pi > o), de sorte qu'on aura: 

I rv-1 +'Lap- (J.i I> h. 

Ainsi si I p. l < p.0 , la fonction 

(rv~ + 'La(l- a;)-] 

I 
reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue que h. 

Nons en conclurons d'apres un theoreme bien connu que cette fonc­
tion est developpable suivant les puissances de p. et que les coefficients 
du developpement sont plus petits en valeur absolue que ceux du de­
veloppement de 

11 est a remarquer que les nombres h et p.0 sont independants des entiers 

p et r· 
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I1 y aurait exception dans le cas ou (3; serait nul. La partie reelle 
du diviseur (s) pourrait alors etre plus petite que h et meme etre ne­
gative. Elle est egal en effet a la partie reelle de 'L.a(i qui est positive, 
moins la partie reelle de ll; qui est egalement positive et qui peut etre 
plus grande que celle de 'L.a(i, si {3; est nul. 

Supposons que la partie reelle de ai reste plus petite qu'un certain 
nombre h1 tant que j p.j < p.0 • Alors si 

(7) 'L.(i > ~~~ + I 

la partie reelle de (S) est certainement plus grande que h; il ne peut 
done y avoir de difficulte que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels 
l'inegalite (7) n'a pas lieu. 

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantites a
1

, a2 , 

••• , a.k reste constamment plus petite en valeur absolue qu'un certain 
nombre positif h

2
; si l'on a alors: 

(8) 

la partie imaginaire de (5) et par consequent son module sera encore 
plus grand que h; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de difficulte que 
pour ceux des diviseurs (S) pour lesquels aucune des inegalites (7) et 
(8) n'a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont a aucune de ces ineg11lites 
sont en nombre fini. 

D'apres une hypothese que nous avons faite plus haut, aucun d'eux 
ne s'annule pour les valeurs de p. que nous considerons; nous pouvons 
done prendre h et p.

0 
assez petits pour que la valeur absolue de l'un 

quelconque d'entre eux reste plus grand que h quand / p./ reste plus 
petit que p.0 • 

Alors l'inverse d'un diviseur (5) quelconqtte est developpable suivant 
les puissances de p. et les coefficients du developpement sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de 

h(r-- 11 ) 
flo 

Nous avons ecrit plus haut: 

HP - "O:,Ji,ri• Yi;i"ertr'=I 
i - "-' 1/1 -,2 • • • 'Jn • 

.Acta matllematioa. IS. Imprime le 15 septembre 1890. 19 
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D'apres nos hypotheses, C peut etre developpe suivant les puissances de 
p. de telle sorte que je pms poser: 

C = 2.Ep.1
, 

Reprenons maintenant les equations (2") en y faisant: 

~ = h(I -'11
), 

flo 

Hf = 2. I E I t/ ~· >7~2 ••• ifn·. 
Les seconds membres des equations (2") seront alors des series conver­
gentes ordonnees selon les puissances de p., de YJ 1 , YJ2 , • • • et Y}n. 

On en tirera les YJ; so us la forme de series ( 4") convergentes et or­
donnees suivant les puissances de p.' AI ea,t ' A,ea,t ' ... ' Akea•t. 

Des equations (2') nous tirerions d'autre part les YJ; sous la forme 
de series (4') ordonnees suivant les puissances de 11, A

1
ea,e, A,ea,e, ... , 

Ake"k1
, e1"-::t, e-ti=t. Chacun des termes de (4') est plus petit en valeur 

absolue que le terme correspondant de (4") et comme les series (4") 
convergent, il en sera de meme des series (4'). 

§ H. Sohttions asymptotiques des equations de la dynamique. 

Reprenons les equations (I) du § I I 

dx; dF 
-=-; 
dt dy, 

dy; dJl 
dt = -dx; 

et les hypotheses faites a leur sujet au debut de ce § I I. 

Nous avons vu dans ce § 1 I que ces equations admettent des solu­
tions periodiques et nons pouvons en conclure que pourvu que l'un des 
exposants caracteristiques a correspondants soit reel, ces equations ad­
mettront aussi <les solutions asymptotiques. 

A la fin du paragraphe precedent, nous avons envisage le cas ou 
dans les equations (1) dudit § 13, les seconds membres X; -sont develop­
pables suivant les puissances de p., mais ou les exposants caracteristiques 
restent distincts les uns des autres pour p. = o. 
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Dans le cas des equations qui vont maintenant nous occuper, c'est a 
dire des equations (I) des §§ I I et I 4, les seconds mem bres sont encore 
developpables selon les puissances de p.; mais tous les exposants carac­

teristiques sont nuls pour p. = o. 
II en resulte un grand nombre de differences importantes. 
En premier lieu les exposants caracteristiques a ne sont pas de­

veloppables suivant les puissances de p., mais suivant celles de vP. (cf. 
§ I 2 ). De meme les fonctions que j'ai appelees 5Ci.k au debut du § I 3 
(et qui, dans le cas particulier des equations de la dynamique qui nous 
occupe ici, ne sont autres que les fonctions S; et T; du § 1 2) sont de­

veloppables, non suivant les puissances de p., mais suivant les puissances 

de ..;p.. 
Alors dans les equations (z') du § 13: 

dYJ; = H 
dt • 

le second mernbre II; est developpe suivant les pmssances des r;, de etv~, 
e-t{:::;. et de ..j/1. (et non pas de p.). 

On en tirera les YJ; sous la forme des series obtenues au paragraphe 

precedent 

A fitAP• Afi· - "'N 1 2 •• • " t[2afi+rv'~] 
YJ;- ~ II e 

et N et II seropt developpes suivant les puissances de ..;p.. 
Un certain nombre de questions se pose alors naturellement: 
I 0

• Nous savons que N et II sont. developpables suivant les pms-

sances de ..jp; en est-il de meme du quotient ~? 
2°. S'il en est ainsi, il existe des series ordonnees suivant les puis­

sances de ..jjt, des A;ea'1
, de eN:::;. et de e-tv~ qui satisfont formellement aux 

equations proposees; ces series sont-elles convergentes? 
3°. Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer 

pour le calcul des solutions asymptotiques. 

Je me propose de demontrer que l'on peut developper ~ suivant 

les puissances de v/.t et que par consequent il existe des series ordonnees 
suivant les puissances de ..jf.t, des A;ea•t, de e'v:::;. et de e-tv=>. qui satisfont 
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formellement aux equations ( 1 ). On pourrait en douter; en effet II est 

le produit d'nn certain nombre des diviseurs (S) du paragraphe precedent. 

Tous ces diviseurs sont developpables suivant les puissances de \)p; mais 

quelques-unR d'entre cux, ceux pour lesquels r est nul, s'annulent avec 

J,;. Il peut clone arriver que II s'annule avec p. et contienne en facteur 

une certaine puissance de v.~. Si alors N ne contenait pas cette meme 

pmssance en facteur, le quotient N se clevelopperait encore selon les puis-
IT 

sances croissantes de \)p, mais le developpement commencerait par des 

puissances negatives. 

Je dis qu'il n'en est pas ainsi et que le developpement de ~ ne 

contient que des puissances positives de ,i-p. 
Voyons par quel mecanisme ces puissances negatives de \)p disparais­

sent. Posons: 

et considerons les x et les y comme des fonctions des variables t et w. 

ll importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante: 

parmi les 2n exposants caracteristiques ex, deux sont nuls et les autres 

sont deux a deux egaux et de signe contraire. Nous ne conserverons 

que n- I au plus de ces exposants en convenant de regarder comme 

nuls les coefficients A1 et les variables 101 qui correspondent aux n + I 

exposants rejetes. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont 

la partie reelle est positive. 
Cela pose, les equations (I) deviennent: 

(2) 
dF -, 
dy; 

(3) 

Cherchons, en partant de ces equations, a developper leR X; et les Yi- nit 

suivant les puissances croissantes de v"P et des w de telle fa<;on que les 

coefficients soient des fonctions periodiques de t. 
Nous pouvons ecrire: 
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car nons avons vu au § 1 2 comment on pent developper les exposants 
caracteristiques suivant les puissances de v~· 

Ecrivons d'autre part: 
p 

X;= X~+ x: vP. + ... = Lxfp2
, 

p 

yi-nit = y~ + Y:vP. + ... = 'Ly;p2
, 

les xf et les yf etant des fonctions de t et des w, periodiques par rapport 
a t et developpables suivant les puissances de w. 

Si dans les equations (2) et (3) nous substituons ces valeurs a la 
place de a.H des X; et des y;; les deux membres de ces equations seront 
developpes suivant les puissances de v~· 

p+l 

Egalons dans les deux membres des equations ( 2) les coefficients de p.-:~-, 
p 

et dans les deux membres des equations (3) les coefficients de p.~ nous 
obtiendrons les equations suivantes: 

(4) 

ou Zf et Tf ne dependent que de 

X~ , X~ , ••• , xf-1
, 

0 1 p-2 
Y; , Y; , • • ·, Y; 

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de representer par [ D] 
la valeur moyenne de U, si U est une fonction periodiq ue de t. 

Des equations (4) nous pourrons alors deduire les suivantes: 

- [ZP] +"" [ d'Fl p-1] - ; .t,_ d---;;--d o !I" , 
" Y; Y~c (s) 
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Supposons main tenant qu'un calcul prealable nous ait fait connaitre: 

0 1 p-1 p [ p] X; , X; , ••• , X; , X; - X; , 

0 1 p-2 p-1 [ p-1] y, ' ?J; ' •.• ' y, ' y, - y, . 

Les equations (5) vont nous permettre de calculer [xf] et [yf-1
] et par 

consequent xf et yf-1
• Les equations (4) nous permettront cnsuite de 

determiner 

de sorte que ce procede · no us fournira par recurrence to us les coefficients 
des developpements de X; et de y,. 

La seule difficulte er;t la determination de [ xf] et [yf-1
] par les 

equations (s). 
Les fonctions [ xf] et [yf-1

] sont devcloppees suivant les puissances 
croissantes des w et nous allons calculer les divers termes de ces de­
veloppements en commenc;ant par les termes du degre le moins eleve. 

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 1 2, c'est a dire 
que nous allons poser: 

_ d'F0 _ CJ? 
d 0 d 0 -- ik 

X; X,t 
et -b .. [~]-d od o •• 

Y• Y.t 

(pour les valeurs nulles de w). 
Si alors nous appelons ~. et Y); les coefficients de 

dans [xf] et [yf-1
], nous aurons pour determiner ces coefficients les equa­

tions suivantes: 

(6) 
L.kbi.t'YJ.t- S~; = A;, 

LkCfk~.t- SYJ; = Jl;· 

Dans ces equations (6) A. et p; sont des quantites connues, parce qu'elles 
ne dependent que de 

0 1 p-2 p-1 [ p-I] Y• , Yi , · • · , y, , y, - ?J; 
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ou des termes de [xf] et [yf-1
] dout le degre par rapport aux w est plus 

petit que: 
ml + m'l + ... + mn-1• 

De plus nous avons pose pour abreger 

Nous avons done pour le calcul des coefficients ~i et YJi un systeme d'equa­
tions lineaires. II ne pourrait y avoir de difficulte que si le determinant 
de ces equations etait nul; or ce determinant est egal a: 

8 2 [82
- (aD 2][S2

- (aD'lJ ... [8 2
- (a!_ 1)

2
]. 

Il ne pourrait s'annuler que pour: 

S= o, S=+ a!, 
c' est a dire pour 

m1 + m2 + ... + 1nn-l = 0 OU I. 

On ne pourrait done rencontrer de difficulte que dans le calcul des termes 
du degre o ou 1 par rapport aux w. 

Mais nous n'avons pas a revenir sur le calcul de ces termes; en e:ffet 
nous avons appris a calculer les termes independants des w dans le § 1 1 

et les coefficients de 

dans le § 12. 

Les termes independants des w ne sont en effet autre chose que les 
series (8) du § I I et les coefficients de 

ne sont autre chose que les series si et Ti du § I 2. 

Il me reste a dire un mot des premieres approximations. 
Nous donnerons aux x~ des valeurs constantes qui ne sont autres 

que celles que nous avons designees ainsi au § I I. 

(7) 

Nous aurons alors les equations suivantes: 

dyf at:= o, 
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Dans F
0 

qui ne depend que des x., ces quantites doivent etre remplaces 
par x~. Dans F1 les xi sont remplaces par x~ et les Yi par n,t. 1?1 

devient alors une fonction periodique de t dont la periode est 1'. Nous 
designerons par ¢ com me dans les §§ I I ct 1 2 la valeur moyenne de 
cette fonction periodique 1?

1
; ¢ est alors une fonction periodique et de 

periode 27r par rapport aux y~. 
Les deux premieres equations (7) montrent que les y~ et les x~ ne 

dependent que des w. En egalant dans les deux dernieres equations (7) 
les valeurs moyennes des deux membres, il vient: 

""" 1 dy~ ~()10 l 
t-at wt dwt = L uXl-' 

(8) 

Ces equations (8) doivent servir a determiner les y~ et les X~ en fonc­
tions des w. Pent-on satisfaire a ces equations en substituant ala place 
des y~ et des xi des series developpees suivant les puissances des w? 

Pour nous en rendre compte envisageons les equations differentielles 
suivantes: 

(9) 
d!J:t d¢' 
dt = dy7. 

Ces equations differentielles ou les fonctions inconnues sont les y~ et les 
x!, admettront une solution periodique 

xi= o, 

wi etant la quantite designee ainsi au § I 1. 

Les exposants caracteristiques relatifs a cette solution periodique sont 
precisement les quantites a;. Parmi ces quantites nons sommes convenus 
de ne conserver que celles dont la partie reelle est positive. Les equa­
tions (9) admettent un systimw de solutions asymptotiques et il est aise 
de voir que ces solutions se presentent sons la forme de series developpees 
suivant les puissances des w. Ces series satisferont alors aux equations 
(8). Ces equations peuvent done etre resolues. 
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Les x} et les y~ etant ainsi determines, le reste du calcul ne prcsente 
plus comme nous l'avons vu aucune difficulte. 11 existe done des series 
ordonnees suivant les puissances de .Jp, des w et de e±t 11=~ et qui satisfont 
formellement UUX equations (1 ). 

N Cel:t prouve que le developpement de ne debutc jamais par une 
II 

puissance negative de vP· 
Malheureusement les series amst obtenues ne sont pas convergentes. 
So it en effet: 

v-r r + Lu.fi- Ui 

Si r n'est pas nul, cette expression est developpablc suivant les puissances 
de v~i mais le rayon de convergence de la serie ainsi obtcnue tend vcrs 

o quand ~fi tend vers o. 

Si done on developpe les diverses quantites ~ suivant les puissances 

de ..//t on pourra toujours parmi ces quantites, en trouver une infinite 
pour lesquelles le rayon de convergence du developpement est aussi petit 
qu'on le veut. 

On pourrait encore esperer, quelque invraisemblable que cela puisse 
paraHre, qu'il n'en est pas de meme pour les developpements des diverses 

quantites ~; mais nous verrons dans la suite d'une fat;on rigoureuse qu'il 

n'est pas ainsi en general; il faut done renoncer a ce faible cspoir et 
conclure que les series que nons venons de former sont divergentes. 

Mais quoiqu'ellcs soient divergentes ne peut-on en tirer quelque parti? 
Considerons d'abord la serie suivante qui est plus simple que celles 

que nous avons en vue 

F(w' p.) =""' wn • L-n I + 11f1 

Cette serJC converge uniformernent quand p. reste positif et que w reste 
plus petit en valeur absolue qu'un certain nombrc positif w0 plus petit 
que r. De meme la serie: 

~ dP JJ'(w, p) = +"" nP-
1

u::___ 
IE. dp.P - L- ( 1 + np)P 

converge uniformement. 
Acta mathematiea. 13. Imprlm~ le 18 septembre 1890. 20 
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Si maintennnt l'on cherehe a <1cwlopper F(w, p) :<nivant les pms­
Rances de p., la serie a laquelle on est conduit 

(10) 

ne converge pas. Si dam: cette :-;erie on neglige tous les termes oil l'ex­
posant de p. e;;;t superieur a lJ, 011 ohtient une certaine fonction 

Il est aise de VOlf que l'expression: 

F'(w, p) -1/Jp(w, fl) 
flp 

tend vers o qnand 11 tend vers o par valeurs positives, de sorte que la 
serie ( 10) represente asymptotiquement la fonction F(w, 11) pour les 
petites valeurs de p. de Ia meme maniere que la serie de STIRLING repre­
sente asymptotiquement la fonction eulerienne pour les grandes valeurs de x. 

Les series divergentes que nous avons appris a former dans le present 
paragraphe sont tout a fait analogues a }a Rcrie (I 0 ). 

Considerons en effet l'une des series: 

( 10') 1 '"'2 ~: r \ _, __ 1 L Nul.' , , 1 ,_ F( - ) n 1 w2 ... w: e - vfl , w1 , w2 , ... , wk , t 

et 

ces series sont uniformement convergentes pourvu que les w restent in­
ferieurs en valeur absolue a certaines limites et que ..;~ reste reel. 

Si l'on developpe ~ suivant les puissances de ..;-p, les series (Io') 

sont divergentes ainsi que nous l'avons dit. Supposons qu'pn neglige 
dans le developpement les termes ou l'exposant de v/.t est superieur a p, 
on obtiendra une certaine fonction 

tPP(..j/t, W1 , W2 , •.. , wt , t) 

qui sera developpable suivant les puissances des w, de e±t•'=~ et qui sera 

un polynome de degre p. en ..;~. 
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On voit alors que !'expression 

F- q>P 

..jp.P 

tend vers o quand p. tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque 

grand que soit p. 
En effet si l'on designe par HP l'ensemble des termes du developpe-

ment de ~ ou l'exposant de vP. est au plus egal a p, on a: 

--c=--=--P = _ --H _ .. B,wfi2 •.. a•ert1=t F- qJ L I (N ) I 

yp.P yp.P II P W1 z • • • ·wk 

et la serie du second membre est uni{ormement convergente et tous ses 

termes tendent vers o quand p. tend vers o. 

On peut done dire que les series que nons avons obtenues dans le 

present ~ I 4 representent les solutions asymptotiques pour les petites 

valeurs de p. de la meme maniere que la serie de STIRLING represente 

les fonctions euieriennes. 
On s'en rendra d'ailleurs mieux compte de la maniere suivante; 

supposons deux degres de liberte seulen~ent pour nxer les idees; alors 

nons ne conserverons plus qu~une seule des quantites w et nons pourrons 

ecrire nos equations sons la forme suivante: 

dy1 dy; dF 
-+a.w-=-­
dt dw dx, 

en supprimant les indices d' a. et de w devenus inutiles. 

(i=l,2) 

Nous savons qu'a. est developpable suivant les puissttnces impaires 

de vP. et par consequent a. 2 suivant les puissances de p.; inversement fl. 

est developpable suivant les puissances de a.2
; nous pouvons remplacer p. 

par ce developpement de sorte que F sera developpe suivant les puis­

sances de a. 2
• Pour a. = o, F se reduit a F

0 
qui ne depend que de x1 

et de x 2 • 

Soit: 

la solution periodique qui nons sert de point de depart. Posons, comme 

au § 12 
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nos equations deviendront: 

(II) dr;; + dr;; - fl. 
dt aw dw- ,. 

E;, et H, sont developpes suivant les puissances des ~;, des YJ; et de a 2
; 

et les coefficients so11t des fonctions periodiques de t. 

P dF . 
our a = o, -l- et par consequent 

£ y; 
E;, s'annulent; done .::; est di-

visible par a 2 et je puis poser: 

a 2X, representallt l'ensemble des tcrmes du premier degre par rapport aux 
~ ct aux YJ, et a 2Xi representant l'cnscmblc des termes de dcgre superieur. 

D . d 1 d}l~ • u d ' d e meme, quun a est nu, d.r, et par conseque11t 11; ne epen · ent 

plus que des ~. ct non des 1Ji· 
Je puis done poser: 

Y, + a 2 Q; representant !'ensemble des termes du premier degre par rapport 
aux ~ et YJ, pendant que Y; + a 2 Q; representent l'ensemblc des termes 
de degre superieur au premier. Jc suppose en outre que Yi et Y; ne 
dependent que de ~1 et de ~2 • 

Posons 

~1 =a~, 

Y; deviendra divisible par a et Y~ par a 2 de sorte que je pourrai poser: 

et que nos equations deviendront: 

1:n + 2Q' __ 2Z' .L; a ,-a i 
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Considerons les equations: 

Ces equations sont lineaires par rapport aux inconnues ' et TJi· Elles 
ne different pas des equations (z) du § I 2, sinon parce que ~1 et ~2 y 
sont rcmplaces par a~ et a~. D'apres ce que nous avons vu au § I z, 
!'equation qui de:finit les exposants caracteristiques admct 4 racines, l'une 
egale a + a, l'autre a -a et les deux autres a 0. 

A la premiere racine, c'est a dire a la racine + a, correspondra une 
solution des equations (2) du § I 2 que IIOUS avons appris a former dans 
ce § I 2 et q UC IlOUS a VOilS ccri te aiDSl: 

atT TJi = e i· 

Je rappelle que Sf est nul et par consequent que Si est divisible par a.. 
A la seconde racine - a correspondra de rneme une autre solution 

des equations (2) et nous l'ecrirons: 

-aiT' TJi =--= e . i • 

En:fin aux deux racmes o, correspondront deux solutions des equations 
(z) que nous ecrirons: 

~i = s;', 
T"' + tT" 'TJi = i a i · 

T;, T;', T;", s;, S;', S;" sont des fonctions periodiques de t, comme Si ct Ti. 
De plus s;, s;', St seront comme Si divisibles par a.. 
Posons alors: 

a~ = 8 1 01 + 8~(}2 + 8~'03 + 8~"(}4, 
a~ = S/)1 + 8~02 + S;'03 + 8;"04, 

r;1 = T101 + T~02 + T~'03 + Tt04 , 

7J2 = T201 + T~02 + T;'03 + Tt04. 
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Les fonctions (}i lilllSl definies joueront un role analogue a eel ui des fonc­
tions 7Ji du § I 3· Les equations (I 2) deviennent alors 

d01 + d01 (} .a dt cnv dw - ex 1 = exup 

dH, + 'd{}, .a 
-1t aw-l-= exu4 • ( ( w 

81 ' 82 ' 83 et f/1 sont des fonctions developpces suivant les puissances de 
81 , 0

2
, 0

3 
, 04 et a dont tous les termes sont du 2d degrc au moins par 

rapport aux (}, et dont les coefficients sont des fonct.ions periodiques de 
t. De plus les 0 doivent etre des fonctions periodiques de t et les termes 
du Ier degre en W dans 0

1 
, 02 , (}

3 
et 0

4 
doivent se rcduire a W, 0, 0 et 0. 

Ces equations (I4) sont analogues aux equations (2') du § 13. 
Cela pose, soit l/J une fonction qui, de llH~me que 0

1
, 8

2
, 8

3 
et 04 , 

soit developpee suivant les puissances de 0
1 

, 0
2

, (}
3

, 0
4

, de a, e1-l~ ct e-tv-=1 

et qui so it telle que chacun de scs coefficients so it reel positif et plus 
grand en valeur ahsolue que le coefficient du terme correspondant dans 
81 , 82 , 83 ct 8

4
; tous lcs termes de f/) seront d'ailleurs, comme ceux 

des ei, du second degre au moins par rapport aux (}. 
Observons que lc nomhre 

n.J- I --+p 
a 

(oil n est en tier positif, negatif ou nul, et oi1 p est en tier positif et au 
moins egal it 1) est toujours plus grand en valeur absolue que I, quels 
que soient d'ailleurs n, p ct ex. 

Formons alors les equations: 

qui sont analogues aUX equations (2") du § IJ. 
Des equations (I 4) on peut tirer lcs (} sous la forme de series or­

donnees suivant lcs puissances de w ct de e± 11~ et qui sont analogues 
aux series (4') du § 13. Des equations (IS) on peut tirer les (} sous la 
forme de series ordonnees suivant les puissances des memes variables et 
analogues aux series (4") du § 1 3· Chacun des termes de ces dernieres 
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series est positif et plus grand en valeur absolue que le terme corres­
pondant des premieres series; si done elles convergent, il en est de meme 
des series tirees des equations (14). 

Or il est aise de voir que l'on pent trouver un nombre w0 inde­
pendant de a, tel que si I w I< w

0
, les series tirees de (rs) convergent. 

Il en resulte que les series ordonnees suivant les puissances de w 
et tirces de (I 4) convergent uniformement quelque petit que soit a et par 
consequent quelque petit que soit p., ainsi que jc l'ai annoncc plus haut. 

Nons possedons maintenant les 8 sons la forme de series ordonnees 
suivant les puissances de w et de e±tl=t; les coefficients sont des fonctions 
connues de a. Si on developpe chacun de ces coefficients suivant les 
puissances de a, on obtiendra les 8 developpes suivant les puissances de 
a. Les series ainsi obtenues sont divergentes, comme nons l'avons vu 
plus haut; soient neanmoins: 

(I 6) 

ces series. 
Posons: 

Hl = 81 + 8u 

Posons: 

(I 7) 

en egalant 8i anx p + I premiers termes de la serie (I 6) plus Ull terme 
complementaire avui. 

Si dans ~ on remplace les {)i par leurs developpements (I 7), les 
~ peuvent se developper suivant les puissances de a et on peut ecrire : 

les 
les 

Hi= Bf + a8i + a2 8I + ... + a1
'-

1&f-1 + aP~, 
8~ 

t 
etant independants de a pendant que vi est developpable suivant' 

pmssances de a. 
On aura alors les equations: 

d()J 
dt= o, 

ao; + w aot = a1 
dt dw ui' 

aoi + w dtfl = e? 
dt dw •' 

. ' d(}f + aor-l - er:-1 
dt w dt - • 
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et ensuite: 

~~ + d·u; + ,dO[_ U 
lt a.w d a.u l - a. ; . 

1. 1IJ cw 

Voici quclle est b forme de la fonction U;; les quantites 07 peuvent etre 

regardees com me des fonctions connncs de t et de w, definies par les 

equations (18) et par !'equation (2o) que j'ecrirai plus loin; pendant que 

les 1~; restent les fonctions inconnues. Alors U; est une fonction developpee 

suivant les puissances de w, de et',:::t, de a et des U;. De plus tout 

terme d u q• degre par rapport a ux u; est au mains d u degre p (q - 1) 
par rapport a a. 

Soit U;0 ce que devient U; quand on y annulc a et les u;; on aura: 

Je puis ensuite, en posant: 

pms: 

d!J," u; = u-1r--, dw 

mettre les equations (19) sons la forme: 

du, du, V 
-1

t + aw -1 
-- au 1 = a 1 , 

( ' ( I(! 

du. dn, TT 
-l - + a.w -l- + au2 = a 2' 
I f LW 

du,, , 1hr., _ T·r 
-
1

- +all -l-- au4 -a ., ( t cw ,, 
tl11 d 11 4 TT ---'- + aw- = a r • 
dt dw 4 

On voit alors que les ~ ne contiennent que des termes dn 2d degrc au 

mains p:1r rapport it w et aux U;. 

En efi'et les 0; sont divisibles par 1C et se reduiRent a w ou a 0 

quand on y supprime les termes de dcgre superieur au premier en w. 
11 en resulte d'abord que Of est diviRible par w2

• D'autre part le second 

mernbre de !'equation (c7) ne contiendra que des termes dn Ier degre au 

mains par rapport a w et U;. Done 8; ne contient que des termes du 

2d degre au mains par rapport a 1[' et nux ui. 11 en resulte que les 
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seuls termes du Ier degre qui peuvent subsister dans ~, U
2

, U3 et U4 

se reduisent respectivement a ul ' - u2 ' u4 et 0. 

D' '11 df!i d' . 'bl 2 d 1 TT • a1 eurs w dw est JVISI e par w ; one es '/i ne conttennent que 

des termes du 2d degre au moins. 
C. Q. F. D. 

Des eq nations ( 2 I) on pcut tircr les U; so us I a. forme de series de­
veloppees suivant les puissances de w et de e±t-t=<. En appliquant h ces 
equations Je merne raisonnement qu'aux equations (I 4) on peut demontrer 
que ces series convergent quand I w I < w0 et que la convergence reste 
uniforme quelque petit que soit a. 

II t d , l , . , d1t; d 2ui 
en es e merne pour es series qm representent -d , -

1 2 etc. 
, W LW 

Il resulte de Ht qn'on pent assigner une limite supericure inde-

d d , , du; tPu.i I I pen ante e ex, 11 ui, a dw , dw 2 etc., pourvu que w < 1V0 • 

Mais je veux demontrer maintenant que cela a encore lieu pour 
toutes les valeurs positives de w. 

Reprenons les equations: 

u; peut etre regardee comme une serie developpce suivant les puissances 
de ex et des u1 et dont les coefficients sont des fonctions de t et de u•. 
Je dis que cette seric reste convcrgente quels que soient t et w pourvu 
que ex et les ~t; soient assez petits. En effet elle ne pourrait cesser de 
con verger que si la fonction: 

cessait d' etre developpable suivant les puissances de ex, des v1 et des v: 
quand on y remplace x1 par: 

et Y; par: 

nit + Y~ + cxyl + cx 2.1JI + ... + cxPyf + aPt•;, 
Acta mathematica, 13. Imprime le 23 septembre 1890. 21 
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ou, ce qui revient uu meme, si la fonction F pour une valeur quelconque 
de t ou de w (c'est a dire pour un systeme quelconque de valeurs de t, 
de y~ et de y~) cessait d'etre developpable suivant les puissances de 
xi- x~, et de Y;- n;t- y;1 • Or il est manifeste qu'il n'en est pas ainsi. 

.Te puis done toujours trouver une fonction fP developpee suivant 
les puissances de a; et des ui, muis dont les coeffieients sont des constantes 
au lieu d'etre fonctions de t et de w comme ceux de U;; et de plus 
m'arranger de telle sorte que le coeft'icient d'un terme quelconque de f/J 
soit reel positif et plus grand en valeur absolne que le coefticient cor­
respondant de F; (i = I , 2 , 3 , 4), au moins pour les valeurs de t et 
de w que j'aurai a considerer. 

J'ajouterni qu(', d'apres la forme particu}iere des fonctions U;, JC 
puis tronver deux nom bres reels positifs llf ('t fJ tels que la fonction rp 
satisfasse a la eondition que je vi ens d' enoncer si je prends: 

(/J = .M(r + 11 1 + 11• + u, + ~~.) 
I -- i9r~- fia.''(n 1 + u 2 + 11 3 + ~1 4 ) 

Si je considet·e h•s valeurs de w po~<itives et inferieures a une certaine 
limite W, je devrai prendre, pour sutisfuire a cette condition, de nombres 
_.71,{ et f1 d'autnnt plus grands que lV Rem plus grand; mais taut que W 
Rera fini, les nornbres III et {i seront eux-memes finis. 

Soit maintenant W1 une valeur positive de w plus petite que w
0

• 

D'apres ce que uous avor1s vu plus haut, il est possible d'assigner pour 
w = w

1 
uue limite superieure it u

1 
, u

1
, u

3 
d. u

4
; soit u

0 
cette limite, on 

aura done 

Soit maintenant u' une fonction definie par les conditions suivantes 

u' = u0 pour w = 1c1 • 

On aura manifestement pour tontes les valeurs de t et de w: 

(i"' I, 2, 8,4) 
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Or on trouve sans peine: 

I -Pa + jJaP loo- I + 4u: _Pa~'(u' _ u) = lo w 
4M 0 I + 4tt

0 
M 0 g W 

et pour a = o, on trouve: 

ce qui montre que u' reste finie quand a tend vers o. 
Nous devons en conclure que les quantites tti restent egalement 

finies quand a tend vers o. 
Il resulte de la q uc la seric 

(}~ + aOI + a20j + ... 
represente la fonction 0; asymptotiquement (c'est a dire a la fac;on de la 
serie de STIRLING) ou en d'autres termes que !'expression: 

fli- t/1 - atN - a28i - ... ·- a~'- 1&!- 1 

aP-1 

tend vers o avec a. En e:ffet cette expression est egale a: 

a(Of + ui) 

et nous venons de voir que Of + tt; reste fini quand a tend vers o. 

Mais ce n'est pas tout; je dis que ::; re:;te fini quand a tend vers o. 

Nous avons en effet: 

d (dui) + d (dui) + (dui) _ L d Ui duk + ,zu; - - aw- - a - -a -- a-. 
dt dw dw dw dw tdu~c dw dw 

dVi t dV~ 
du~c e dw• sont des fonctions de t, de w, de a et des u;; mais d'apres 

ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux ui des limites 
, . d . , l d Vi d Vi super1eures; nous pourrons one en assigner ega emcnt aux -d et aux -d • 

ttlc w 

Supposons par exemple que l'on ait: 

I ddwVi I < B ( W) pour w < , 

A. et B etant deux nombres positifs. 
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' dtt· D'autre part, now; s~wons qu'on pcut assigner une limite a dw• pour 

'W =WI. 

Supposons par exemple que l'on ait: 

i du; I , I dw < Uo pour w = w1 , 

·u~ etant un nombrc positif. Soit ensuite u' une f011ction definie comme 
il suit: 

1ln' dn' '( l l'r) B dt + aw dw = au 4L + .. + a , 

u' = u~ pour w = 'W1 

On aura manifestement: 

I 
du;l , 
~ <u. 
u,W 

Or on voit saus pcmc que u' ne depend que de wet satisfait a !'equation 

w~~ = u'(4A + 1F) +·B. 

D ' fi · d dui fi · d d D one ·u est m; one -;;-- reste me q uan a ten vers o. one on a uw 
asymptotique·ment (en entendant ee mot au meme sens que plus haut): 

d8, _ dt/i + dlll + 2 dO~ + 
dw - dw a dw a dw • · · • 

On demontrerait de meme que l'on a asymptotiquemcnt: 

Voici done la conclusion finale a laquelle nous parvenons: 
Les series: 

t + U + ,- I + .~ + n; Y; v!l!h P.Yi • • · 
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definies dans ce paragraphe sont divergentes, mais cUes jouissent de la 
meme propriete que la serie de STIRLING de telle sorte qu'on· a asympto­
tiqucment: 

De plus si D est un signe quelconque de differentiation, c'est a dire si 
l'on pose: 

on aura encore asymptotiquement: 

Dxi = Dx? + -J/J.Dx} + p.Dx~ + ... , 
Dy; = D(nit + y~) + -Jjj.Dy} + p.Dyi + · . · . 

En cc q Ul concerne l' etude des series analogues a celles de STIRLING je 
renverrai au § 1 d'un memoire que j'ai publie dans les Acta mathe­
matica (tome 8, page 295). 


