Premiere partie.
Généralités.

CHAPITRE L

Propriétés générales des équations difféerentielles.

§ 1. Notations et définitions.
Considérons un systéme d’équations différentielles:

de, de, de,

(I) Et—= 17 Et_=X” KRR R Xm

ou ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps,
%, %y, .-, %, les fonctions inconnues, ou enfin X , X,,..., X, sont des
fonctions données de z,,z,,...,z,. Nous supposons en général que les
fonctions X , X,,..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les
valeurs réelles de z, ,x,,...,®,.

Si I'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat
de lintégration sous deux formes différentes; on pourrait écrire:
b

(2) =z, =¢¢,C,0C,...,C) z, = ¢,(t,0,,C,...,C), ...
a:,‘,=;o,,(t,01,02,...,0,,),

C,C,,...,C, désignant les constantes d’intégration.
1°? 9 ’ n
On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport & ces constantes:

Cl =F1(t,x1,:z;2,...,:cﬂ),
02=F2(t’m1;m27---;xn)’

(3)
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré-
sentent la solution générale des équations (1) si les constantes C y restent
arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne
aux C des valeurs numériques. Nous dirons d’autre part que dans les
équations (3), F,, F,, ..., F, sont n intégrales particulicres des équations
(1). Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entierement fixé.

Supposons que l'on connaisse une solution particuliére des équations
(1) qui s’écrira:

(4) xr, = ¢1(t)? Ty = ¢2(t) ey Xy = fpn(t)‘

On peut se proposer d’étudier les solutions particuliéres de (1) qui
différent peu de la solution (4). Pour cela posons:

x1:§01+5n xz=¢2+$2’ ceey Zy=¢, T &,

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues &, ,¢&,,...,&,. Si la so-
lution que l'on veut étudier différe peu de la solution (4), les & sont
trés petits .et pous en pouvons négliger les carrés, Les équations (1)
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des &:

: a&  dxX, dx; dX; .
(5) dt  da, &+ de, G+t da, Eae (b Bem
fe dX; oy . X
Dans les dérivées T les quantités « , z,,...,z, doivent étre rem-
k
placées par ¢ (1), ¢,(¢), ..., ¢.(¢), de sorte que ces dérivées peuvent

étre regardées comme des fonctions connues du temps.

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa-
tions (1). On voit que les équations aux variations sont linéaires.

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables z sont
en nombre pair » = 2p, se répartissant en deux séries

Ly Lgyeeey Xy,

y13y2’ "'79}17
et que les équations (1) peuvent s’écrire:

de; dF dy; ar
— = , —_ = —— (i=12,..,»
dt d:l/,, dt 7 dwi"

Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 avril 1890, 2
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons,
4 lexemple des Anglais, que le systéme d’équations (6) comporte p
degrés de liberté.

On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives:

I = const.

et que si I'on en connait p— 1 autres, on peut considérer les équations
canoniques comme complétement intégrées.

Considérons en particulier le cas de » = 3; nous pourrons alors
regarder @, , , et x, comme les coordonnées d’'un point P dans l'espace.

\

Les équations:

dax, de, de,
(6) a=% g=% =%
définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées,
Considérons une solution particuliére des équations (1)

Ty = ¢1(t)’ ry = 9/’2(!)’ r, = 553(15)'

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine
courbe dans lespace; nous lappellerons une frajectoire. A chaque so-
lution particuliére des équations (1) correspond donc une trajectoire et
réciproquement,.

Si les fonctions X,, X, et X, sont uniformes, par chaque point de
'espace passe une trajectoire et une seule. Il n’y a d’exception que si
I'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s’annulent toutes
les trois. Les points ou ces cas d’exception se présenteraient s’appelleraient
points singuliers.

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; l'ensemble de ces trajectoires con-
stitue une surface que jappellerai surface-trajectoire.

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier
ne peut étre coupée par aucune trajectoire.

Nous aurons fréquemment dans la suite & nous occuper de la question
de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantités z,, x,, z, restent
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inférieures & certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — oo jusqu'a
+ c0; ou en d’autres termes, si la trajectoire du point P reste tout en-
tiere dans une région limitée de l'espace.

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface
partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, l'autre extéricure,
et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans l'autre.
Si donc la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce
point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entiére a linté-
rieur de S. Il y aura donc stabilité. |

Ainsi la question de stabilité se raméne & la recherche des surfaces
trajectoires fermées.

On peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons
par exemple que I'on pose:

1 = ¢1(Zl y 35 Z")’

T, = &y(25 25 2,)s

Ty = 5‘[)3(51 y &y 53)7

les ¢ étant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs
réelles des z. Nous pourrons considérer non plus =z, z,, #,, mais
2,52, 2, comme les coordonnées d’un point dans l'espace. Quand on
connaitra la position de ce point, on connaitra z ,z,,2, et par consé
quent x,,z,, x,. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact.

Il suffit méme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dans un
certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine.

Si n> 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en
général, & moins qu'on ne se résigne a envisager l'espace & plus de trois
dimensions. Il est pourtant un cas on la difficulté peut étre tournée.

Supposons par exemple que # = 4 et qu'on connaisse une des inté-
grales des équations (1). Soit:

(7) F(xu”wwa’%):(f

cette intégrale. Nous regarderons la constante d’intégration C comme
une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équation (7)
une des quatre quantités z,, x,,®,, x, en fonction des trois autres, ou
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bien encore trouver trois variables auxiliaires 2,5 2, 8
faisant:

, telles qu'en

Ty = ¢1(Zl » By 'za)’ Ty = ¢’3(z1 1 @y 23),

l

w, = &,(2,, 2, 2,), x, =2, 2, %)

on satisfasse a 1'équation (7) quelles que soient les valeurs de 2, 7, 2,.
Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de
fagon que les quatre fonctions ¢ soient uniformes, sinon pour toutes les va-
leurs réelles des z, au moins dans un domaine d’'olt on n’aura pas a sortir.

On pourra alors représenter la situation du systéme par un point
dont les coordonnées dans l'espace seront z,, 2, et z,.

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec
deux degrés de liberté:

dz, dF dz, dIF
e dy, e dy,’
dy,  dr dy,  dF
dt —-—dz{f" T dx,

Nous aurons quatre variables »,.2,,%,,y,, mais ces variables seront
liées par I'équation des forces vives:

F=c,

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives C comme
connue, il n’y aura plus que trois variables indépendantes et que la re-
présentation géométrique sera possible.

Nous distinguerons parmi les variables = . r,, ..., z,, les variables
lindaires et les variables angulaires. Il pourra arriver que les fonctions
X, X,,..., X, solent toutes périodiques par rapport & 'une des variables
x; et ne changent pas quand cette variable augmente de 2. La variable
x; et celles qui jouissent de la méme propriété seront alors amgulaires;
les autres seront linéaires.

Je dirai que la situation du systéeme n'a pas changé si toutes les
variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 2z et si toutes les
variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives.

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point
représentatif P revienne au méme point de l'espace quand une ou plu-
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 27. Nous en verrons
des exemples dans la suite.

Parmi les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons
les solutions périodiques. Soit

r, = ¢1<t)7 Ty = ¢2(,t) y ey Xy = ¢n(t>

une solution particuliére des équations (1). Supposons qu’il existe une
quantité & telle que:

%(t + h) = %(t)

quahd x, est une variable linéaire et:
et + k) = ¢,(t) + 2kx, (k étant entier)

quand z, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution
considérée est périodique et que h est la période.

Si I'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le
point représentatif reste: le méme quand une des variables angulaires
augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra-
jectoire fermée.

§ 2. Calcul des limites.

L'une des plus belles découvertes de Cavcny (Comptes rendus,
tome 14, page 1020), quoiqu’elle ait été peut-étre peu remarquée de,son
temps, est celle quiil a appelée le calcul des limites et a laquelle nous
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu’il puisse étre.

Considérons un systéme d'équations différentielles
% = f;(.’b‘ ' Y 3);

(1)

d
_Zzzfa(x’yaz)'

Si f, et f, peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de
x,y et 2z, ces équations admettront une solution de la forme suivante
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¢, et ¢, étant des séries développées suivant les puissances croissantes
de z et s'annulant avec x.

Pour le démontrer, Cavcuy remplace les deux fonctions f; et f]
par une expression de la forme:

) M
99 = g i =gt — 9’

en choisissant M, a, 3,y de facon que chaque terme de f’ ait un plus
grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f
et de f,. En remplacant ainsi f, et f, par f’, on augmente les coeffi-
cients de ¢, et de ¢, et comme ces deux séries sont convergentes aprés
ce changement, elles devaient l'étre également avant ce changement.

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont Cavcry
a fait d'ailleurs beaucoup d’autres applications et que plusieurs géométres
ont notablement perfectionné depuis. "

Le plus grand de ces perfectionnements est dd & M. WEIERSTRASS
qui a remplacé la fonction f'(z,y,s) de CaucHY par une autre plus
simple qui peut jouer le méme roéle.

Ecrivons les équations (1) sous la forme:

dy
Ez:"f](x,?/’z)i

’ {
(I) E£=ﬂ(x7yyz)r

d
(sz f(x,]/,.z):‘:I.

Remplacons-y ensuite f, f; et f, par la fonction de M. WEIERSTRASS

, B4 §
f(x’y’z)zl—a(x-f-y-i-z)’

elles deviendront:
, do_dy _ds_ M
(2) dt — dt dt 1—ale+y+2z)

Les équations (1) sont satisfaites formellemant par des séries:

=¢t)=1t, y=g¢(t), 2= gt

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s’annulant avec ¢.
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De méme les équations (2') seront satisfaites par des séries

x=¢'(), y=e(t) = el¢)

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et gannulant avec ¢.
(On voit facilement d’ailleurs que ¢'(¢) = ¢((¢) = ¢3(¢).)

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des séries ¢’
sont plus grands que ceux des séries ¢; or les séries ¢’ convergent; donc
les séries ¢ convergent également.

C. Q F. D.

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout & fait
classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu
complets d’analyse, par exemple dans le Cours d’Analyse de M. Jorpaw
(tome 3, page 87).

Mais on peut aller plus loin.

Théoréme I. Imaginons que les fonctions f, et f, dépendent, non
seulement de z, y et 2, mais d'un certain parameétre arbitraire p et qu’elles
puissent se développer suivant les puissances croissantes de z,y, 2 et p.
Ecrivons alors les équations (1) sous la forme:

dz

R:f(x7y7zyﬂ>=17

" d
(I) ; Zt“'ty:f;(x;?/,:z,,u),

d
£=f2(x,y,z,p).

On peut trouver trois séries

=g, pn, xoy?/oyzo):t"l'xo; Yy=0,(, 1t %> Y5 )
2=ty 1ty T, Yo, 2)

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui soient développées
suivant les puissances croissantes de ¢, de pu et de trois constantes d’inté-

~gration x,, y,, 4 et qui enfin se réduisent respectivement & z,, y, et 2,
pour ¢ = o.
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Je dis que ces séries convergent pourvu que ¢, u,2,,¥y, et £ soient
suffisamment petits.
En effet remplagons £, f, et f, par la fonction:

M
t— Al —a@ +y + )

f,(ir73/7'37/1)=(

Cette fonction [’ peut étre développée suivant les puissances de z,
v,z et u. On peut prendre M, a et B assez grands pour que chaque
terme de [’ soit plus grand que le terme correspondant de f, de f|
et de f,.

Nous obtiendrons ainsi les équations

o de _dy _ dz M
(2 ) dt ~ dt ~ dt (1 ——/Sfu)[l—a(w—{—y-{»—z)].

On peut trouver trois séries

x:¢,(f?/1?m07y0’zn)’ y=¢;(ta/17xo,yoyzo)
Z=¢;(t’#7xo;?/0;zo)

développées suivant les puissances de 7, p, @,, ¥, , %4, satisfaisant aux
équations (2"') et se réduisant respectivement a ., y,, 2, pour ¢ =: .

En raisonnant comme le faisait CaucHy, on démontrerait que chaque
terme des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondant des séries
¢. Or les séries ¢’ convergent, si ¢,p, 7,,y, et z, sont assez petits.
Donc les séries ¢ convergent également.

C. Q F. D

On peut tirer de la diverses conséquences.

Théoréme II. Nous venons de voir que z,y et z peuvent étre dé-
veloppés suivant les puissances de ¢, s, 7., ¥, et 2, pourvu que ces cing
variables, y compris ¢, soient suffisamment petites.

Je dis que z,y et z pourront encore étre développées suivant les
puissances des quatre variables u, 7,, y, et 2,, quelque grand que soit ¢
pourvu que les quatre variables g, z,,y, et z, soient assez petites. Il
y a toutefois un cas d’exception sur lequel je reviendrai.
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En effet nous trouvons d’abord trois séries

x=¢(t7ﬂaxo’?/o7zo)7 y=¢1(t,/1,;170,3/0,,€‘0),
Z=¢2(t7#,xo’yoazo>

qui définissent x,y et z pour les valeurs suffissmment petites de p, x,,
Yo s % €t quand
[t <p,

o étant le rayon de convergence de ces séries. Si donc # est un point
intérieur au cercle de convergence et si z,,y, et z, sont les valeurs de
z,y et ¢ pour £ =, on voit que z,,y, et z sont des fonctions holo-
morphes de p, xz,,y, et 2, cest 4 dire développables suivant les puis-
sances de ces variables si elles sont assez petites.

Soient ensuite x7, y) et 2 les valeurs de x,,y, et z pour

P Ty = Yy = & == O.

Cela posé, on aura dans le voisinage du point ¢ = £,

w=-¢'(t—tl’#’xl_x(x)7%""3/‘1)’51_"32)5
(3) :l/=¢;(t_t1’ﬂ7wl—wg7yl—yg7Zl—z?)?
Z=5p;(t_tl’ﬂ?“l—x?7yl—y2’zl—59)-

Les séries ¢, ¢} et ¢;, tout a fait analogues aux séries ¢, ¢, et ¢,, sont
définies comme il suit.

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées
suivant les puissances de ¢ — ¢, u, 2, — 2}, y, — 4} et &, — 2]; elles se
réduisent & =z, ,y, et 2 pour ¢ =¢. A
Elles convergeront si p, #,— 7, %, — 41, 4, — 2} sont assez petits et si

[t —4 | <o

0, étant le rayon du nouveau cercle de convergence C,.
Si ¢ est un point intérieur 4 ce nouveau cercle de convergence C|,
on voit que z,y et z seront fonctions holomorphes de u, 2, — a3, y; — 1}
et z,—2). Mais z, —a?,y, —9y?, 2, —2 sont déja fonctions holo-
morphes de u, %,,¥,, 4. Donc, pour tout point ¢ intérieur au cercle
Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 mai 1890, 8 -
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C,, les trois quantités =,y et z sont des fonctions holomorphes de u, z,,
Yo % développables selon les puissances de ces variables si elles sont
assez petites.

Supposons maintenant que le point ¢ soit extérieur au cercle C,, le
théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu’il suffit pour le dé-
montrer pour une valeur quelconque de ¢, de répéter le raisonnement
précédent un nombre suffisant de fois, pourvu que les rayons p,, p,, ...
des cercles de convergence envisagés successivement restent supérieurs &
une quantité donnée.

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de ¢
inférieure a ¢, quelque grand que soit .

On ne serait arrété que dans un cas.

Le théoréme de CaucHY cesse d’étre vrai si les fonctions f, et f, ne
sont plus holomorphes en z,y,s; par exemple si elles deviennent in-
finies, ou cessent d’étre uniformes.

Si on ne peut pas développer les fonctions f, f, et f, suivant les
puissances croissantes de pu, de x —xy,y — !, 2 — 2, il n’existera pas
en général trois séries ¢’, ¢; et ¢, de la forme (3) satisfaisant anx équa-
tions différentielles.

On dit alors que le point

mzm(l)a

5
Il
=2
o
-
™
I
K2

est un point singulier.

Si donc, en faisant varier {, on voyait le point mobile (z,y, 2)
passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si ¢
variant depuis ¢ = o jusqu'a ¢ = {,, le point mobile (r,y,s) ne passe
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la série de CavcHY
ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de
sorte que les trois fonctions z, y,z seront développables suivant les puis-
sances de u, Z,, Y,, % pour toute valeur de ¢ inférieure & #,. Mais si
pour ¢==1%,, le point (z,y, %) se confond avec un point singulier, le
théoréme cessera d'étre vrai pour les valeurs de ¢ supérieures a f,.

Notre théoréme comporte donc un cas d’exception. Mais ce cas ne
se présentera pas dans le probléme des trois corps et nous m’'avons pas
a nous en inquiéter. Soient en effet:

@5 85 2) s (@3, Y59 %) (@5 Y55 2,)
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les coordonnées des trois corps, r,,, r,,, ,, leurs distances mutuelles, m,,

m, et m, leurs masses. Les équations du probléme seront de la forme

suivante:

2 m
d Z, — mz(wz _ ‘Ll) +
dt? 3y

mx(ws - xl)

3
T3

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'étre holo-
. 1 ‘s

morphe en z,,y,,2,, %,, ¥, 2,, %3, Y5, 2, que si 'une des trois distances
Ty s Ty3s ¥, venait a sannuler, c’est 4 dire si deux corps venaient & ce
choquer. Or mnous n'appliquerons jamais notre théoréme que quand on
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire.

Le méme résultat peut encore étre établi d’une autre maniére.
Reprenons les équations:

dx

a=f(x1?/’z,/‘)7

d
d_gt/=f1(x)y’z)#))

“d
(ﬁ:f?(w’y’z’#)'

Les fonctions f, f,, f, pourront en général étre développées suivant les
puissances croissantes de ¥ — x,, y — Yo, 2 — 2, , t— 9, pour les valeurs
de z,y,2 et u suffisamment voisines de x,, y,, 2 et g, Sil existe un
systéme de valeurs de 2,,y,, 2,4 pour lequel cela n’ait pas lieu, je
dirai que ce systéme de valeurs est un des points singuliers de nos équa-
tions différentielles.

Cela posé, ces équations admettront une solution telle que x,y et 2
gannulent avec ¢; et cette solution dépendra manifestement de u. Soit:

r = w,(t,n), ¥ = w,t, p), 2= o,(t, p
cette solution. Il résulte de la définition méme de cette solution que
Pon a, quel que soit p:
@,(0, p) = @,(0, o) = w,(0, p) = 0.

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer l'intégration pour
g = o, de telle sorte que les fonctions w,(f, 0), 0,(t, 0), w,(t, o) seront
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connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de ! comprises entre
o et ¢, le systtme de valeurs

w,(t,0), w,(t,0), oft,0), 0

ne soit un point singulier de nos équations différentielles.

Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la
solution particuliére

v = w/t, o), ¥ = w,{t, o), 2 == @,(t, 0)

ne passe par aucun point singulier.

Si cela n’avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d’excep-
tion dont jai parlé plus haut.

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex-
pressions @,(¢,, p) , 0, , ) » @, (¢, , 1) sont des fonctions de p dévelop-
pables suivant les puissances croissantes de cette variable.

Posons en effet

r=§&+ o, o), ¥y =7+ o, o), 2=+ w,t, o),

les équations différentielles deviendront:

d
d_f= ¢(5’77>C’t’/‘)’
dy

(4> (—g?=’1(5}7/9:}é7/1)7
ds

I =¢2<5’77’:7t7/1)‘

Il résulte de I'hypothése que nous avons faite que pour toutes les va-
leurs de ¢ comprises entre o et ¢, les fonctions ¢, ¢, et ¢, peuvent étre
développées suivant les puissances de &, %, et p, les coefficients du
développement étant des fonctions du temps.

Jobserve de plus que pour g = o, les équations différentielles doi-
vent étre satisfaites pour

Iy

:ﬂ:(:o’

ce qui veut dire que ¢, ¢, et ¢, sannulent quand g, &, 7, { s'annulent
a la fois.
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On pourra alors trouver deux nombres positifs M et « tels que,
pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et ¢, chaque coefficient
du développement de ¢, ¢, ou ¢, suivant les puissances croissantes de
&,7,¢ et pu soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres- -
pondant du développement de:

ME+p+ T+
1—alf+9+¢+p)

ou a fortiori que le coefficient correspondant du développement de:

.

A _M(5+v+5+y)[l+a(5+77+C\+/z)]
¢'(C>779c>/1)”‘ I—a(5+77+4'+‘u)

Comparons donc les équations (4) aux suivantes:

dé d dl

La solution des équations (4), qui est telle que &, 5 et ¢ s'annulent a la
fois pour ¢ = o, g'écrit:
§= o, —olf,o) 7= ,(t, 1) — w,(t, 0),
¢= ws(l ’ /") - ws(t ’ 0)'

D’un autre c6té les équations (5) admettent une solution:
§=n={=0,p)

telle que &, %, { s'annulent avec #.

En raisonnant comme l'a fait Caucuy, on verrait que si o'(¢, p)
est développable suivant les puissances croissantes de g, il doit en étre
de méme de @, (¢, n) — o,(t, 0), 0,(t, p) — w,(¢, 0), (¢, ) —w,(¢, 0),
et que chaque coefficient du développement de ces trois derniéres fonc-
tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de
w'(t, p), au moins pour toutes les valeurs de ¢ telles que

o <it<i.

Or les équations (5) sont faciles a intégrer et on vérifie aisément que
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@'(t, p) peut se développer suivant les puissances de u. Donc &, 7 et
{ sont également développables suivant les puissances de p pourvu que

o<it<t.
C. Q. F. D.
Théoréme III. Cela posé, soit:
:13=(01(t,/1,17o,y0,20), y=w2(t,/1.,.730,]/0,2‘0),

2= w,t, 1,.’1‘-0,?/0,20)
celle des solutions de nos équations différentielles, qui est telle que:
r =z, Y=Yy, z =z,
pour ¢ = o.
Considérons les fonctions:
ot + T, 1,8, Y5 %) @, + Ty 15 By Yo s 2)s
oty + 7, 5 Ty s Yo s 2)-

Je dis qu'elles sont développables suivant les puissances de g, z,, ¥, %,
et T pourvu que ces quantités soient suffisamment petites.
Posons en effet

v=2u0 42, Y=Y 1+ Y 2=2 + 2,

t + 7

—ph
L =1 7

1

Nos équations deviendront:

dw N , ,
%=<I+t—)f(‘” F a0, Y+ Yy 2 )

’

e U e A e A T TL)

Jz':(‘ +?>f2(x’ T2 Y T Yt p).
1
Ces équations contiennent cinq paramétres arbitraires & savoir

s Tys Yoy @y T-
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Considérons donc la solution de ces équations qui est telle que z',y, '

gannulent avec #'; soit:

¥ = a);(t’“u » Ly y ?/o y &y T);
.7/’ == w;(t’,:ﬂ y Lo s Yo s &9 T),
=it p, %Yy % T
Il résulte de ce que nous venons de voir que si I'on fait # =¢ les ex-

pressions:
: (0;(151,/1,.’[‘0,:_1/0,20, T)’

Wyt s Ty s Yoy &y T)y
@3ty s 1y By s Yoy 209 T)
sont développables suivant les puissances de p, ,,y,, 2, et 7. Mais il
est manifeste que l'on a:
@ity 15 %o s Yo By T) = ot 75 1, Ty Yo s ),
(6) Oyt Ty Yy 2, T) = w,(t, + T, 4, a:o,yo,zo),‘
@ity Ty Yo 2, D) =@, (t, + Ty By Yys Z)

Donc les seconds membres des équations (6) sont également développables
suivant les puissances de u, ,,¥,, 2 et 7.

C. Q. F. D.

Théoréme IV. Caucny a tiré du calcul des limites un autre théoréme
d’'une extréme importance.

Voici quel est ce théoréme:

Sion a n4 p quantités y,, y,, ..., ¥, T, Zyy«- .y z, entre lesquelles
ont lieu # relations:

f}(yl’y29°"7yn§m13x29"'7xp)=07
fg(yl,yg,...,y,,,ml,xq,...,w,,)=o,

.

ﬁz(y17y27"')yn?m1ax2’"’7‘,”?)=o;
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si les f sont développables suivant les puissances des z et des y et
s'annulent avec ces #n 4 p variables;

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n'est
pas nul quand les x et les y s’annulent & la fois;

on pourra tirer des équations (7) les # inconnues y sous la forme
de séries développées suivant les puissances croissantes de z,, 2, ,..., Z,.

Considérons en effet x;, comme la seule variable indépendante z,,
®y,...,T, comme des paramétres arbitraires, nous pourrons remplacer
les équations (7) par les n équations différentielles:

L — o. (i=1,2,..,m
de,

dfi dy, | dfi dy, dfi dy. | df;
(8) dy de, Ty dn ¥ Tagaw T

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper.

En particulier si f(y, #,,#,,..., #,) est une fonction développable
suivant les puissances de y,w,,x,,...,%, si quand les z et y s'an-
nulent & la fois on a:

si enfin y est défini par 1'égalité

f=09

y sera développable suivant les puissances de x.

Il nous resterait a4 examiner ce qui se passe quand le déterminant
fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait I'objet
de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais an
premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. Puiseux
sur les racines des équations algébriques. J’ai eu moi-méme l'occasion
de m'occuper de recherches analogues dans la premiére partie de ma
thése inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879). Je me bornerai donc a
énoncer les théorémes suivants, en me bornant a renvoyer pour les dé-
monstrations, soit aux traités classiques, soit & ma these.

Théoréme V. Soit y une fonction de z définie par l'équation

(9) fly,z)=o

ou f est développable suivant les puissances de z et de y.
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Je suppose que pour 2z = y = o, f s'annule ainsi que:

if d*f dm=1f
mai a/ ! 1
i que 5 me s'annule pas.

Il existera m séries de la forme suivante:

1 2 3
(10) y=azs"+ az" + az" + ...

(ou » est entier positif et ol @, a,, ... sont des coefficients constants)
qui satisferont & I'équation (g).
Corollaire 1. Si la série (10) satisfait & I'équation (9) il en est de

méme de la série:
1 2 3

Y = alax; + a,a’x; + a0’ + ...

ou a est une racine n° de l'unité.

Corollaire II. Le nombre des séries de la forme (1o) développées
1

suivant les puissances de 2", (sans pouvoir étre développées suivant les
1
puissances de 27, p < m) est divisible par =.

Corollaire III. Si k;m, est le nombre des séries (10) développables
1

suivant les puissances de ™, si k,m, est le nombre des séries (10) dé-
. ;

veloppables suivant les puissances de 2™, ..., si k,», est le nombre des

1
séries (10) développables suivant les puissances de #™ on aura:

ko, +kn, + ... 4 kn, =m,

d’ol1 I'on conclut que si m est impair, I'un au moins des nombres #,,

n,, ..., n, est aussi impair.

27"
Théoréme VI. Si l'on a les équations
7“1(?/1:?/2\’ "'7yp7x) = 0O,
(II) fg(y17y97"'7yp)x)=07

. . . . . . . .

f;l(y17y27‘°”yp7x>=o)

Acta mathematica. 13. Imprimé le 30 mai 1890. 4
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dont les premiers membres sont développables suivant les puissances des
y et de z et s’annulent avec ces variables, on pourra toujours éliminer
entre ces équations

Yos Y30+« 5 U

et arriver &4 une équation unique:

fly,, =) =o0

de méme forme que I'équation (9) du théoréme précédent.

Il 0’y aurait d’exception que si les équations (11) cessaient d’étre
distinctes.

Corollaire des théorémes V et VI. Le théoréeme 1V sapplique toutes
les fois que le déterminant fonctionnel des f n’est pas nul, cest & dire
toutes les fois que quand les z s'annulent, les équations

(7) f;=f;=—f;,=0

admettent

.?/1:.7/2:"'::[/71:0

comme une solution simple.

Il résulte des théorémes V et VI et de leurs corollaires énoncés
plus haut que le théoréme IV est encore vrai si cette solution est mul-
tiple, pourvw que Uordre de multiplicité soit impair.

§ 3. Applications du calcul des limites aux équations aux
dérivées partielles.

Cavcuy avait déja appliqué le procédé du calcul des limites aux
équations aux dérivées partielles. Madame KOWALEVSKI a considérable-
ment simplifi¢ la démonstration de Caucuy et a donné au théoréme sa
forme définitive.

Voicl en quol consiste le théoréme de Madame KowaLevskl (Jour-
nal de Crelle, tome 8o).

Considérons un systéme d'équations aux dérivées partielles définis-
sant » inconnues 2 ,2z,,..., 2, en fonctions de p variables indépendantes.
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fislys--

(i prend les valeurs 1,2, ..

Supposons que ce systéme s'écrive:

dz, . dz;
dz—f] xl,wn,...,x],,%—n
dz, dz;

diﬂl f9< 14 Ve » ¥p> d;172

dz,

j— -dzi‘
;lz“fn LigTyy ooy Xy

dx,

.y [, étant développés suivant les

T, Tyy...,, et des

p

a; sont des constantes quelconques).

Soit maintenant

‘¢1(x2>x3""’mp)’ N A N A

dz,- dzi
b 5 2. . . ’ -
duw, day,

dz; : (lZi

Y J oy vy 5T
dax, dz,
dz; dz;

.+ 5 ) A . 9 -
da, dx,

puissances de

dZi
dxk ik

)
):

):

., n; k les valeurs 2, 3, .
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., p; enfin les

. ¢n(w2,x3,...,mp)

n fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois-
santes de x,,x,, ..., v, et telles que:

pour

2 :¢1(x1’x2""7mp)’ 2, :goz(xl,x?,...,mp), ..

Il existera n fonctions

L) zn:fpn(xl’xa""’xp)

développables suivant les puissances de =, ,%,, ..., T,, qui Salisferont aux
équations (1) et qui se réduiront respectivement & ., ¢yy ..., &, pour = 0.

J’ai moi-méme cherché a étendre les résultats obtenus par Madame

Kowavrevsk: (Thése inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et jai étudié
en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de coté.
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Je me suis attaché en particulier & I'équation:
: dz dz dz
(2)‘ XlaZ+X2@:+".+Xn;i;”—)\IZ,

on X,X,,..., X, sont développés suivant les puissances de z,, %, ,...,,;
je suppose de plus que dans le développement de X, X,,..., X, il
n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du 1°* degré se ré-
duisent respectivement a Az, , Ax,, ..., 4,7,, de telle sorte que

X, = Az, — T,

i 1

Y, désignant une suite de termes du 2° degré au moins par rapport i
Ly Lyyonny Ly

J’ai démontré qu'a certaines conditions cette équation admet une
intégrale holomorphe développable suivant les puissances de z,, z,,...,%,.

Pour que cette intégrale existe, il suffit:

1° que le polygone convexe qui conticnt les » points 4, , 4,, ..., A,
ne contienne pas lorigine,

2° que lon n’ait aucune relation de la forme

mydy 4 ...+ m,A, = A

ou les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que 1.’
Je vais chercher a généraliser le résultat obtenu dans ma thése.
Au lieu de I'équation (2) envisageons l'équation suivante:

dz dz dz dz
(3) '(E+de—wl+.X23Z+...+ani;n:AIZ

! Dans ma these, je n'énonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la
somme des m soit plus grande que 1. 1l semblerait donc que le théoréme est en défaut
quand on a par exemple 4, = 4,. Il n'en est rien. Si l'on avait

My A oo mdyn =4 (mg+my .. m,>0)

certaing coefficients du développement prendraient Ia forme o et deviendraient infinis.
C’est pour cette raison que nous avoms df supposer qu'ume pareille relation n’a pas lieu.

- . . » v » . 0
8i I'on avait au contraire A, = A, certains coefficients prendraient la forme ~
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Nous avons encore
X, = Av,— ¥,

Y, désignant une fonction développée suivant les puissances de z, , z,, ..., %,
et ne comprenant que des termes du 2% degré au moins par rapport a
ces n variables. Mais ¥, ne dépend pas seulement des #, il dépend aussi
de ¢, de sorte que les coefficients du développement de Y, suivant les
puissances des z sont des fonctions de ¢. Nous suipposerons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus
et cosinus des multiples de ¢.

Je me propose de chercher dans quel cas I’équation (3) admettra
une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de z,, Z,, ..., ,
et telle que les coefficients du développement soient des fonctions perio-
diques de ¢.

Voyons d’abord qu'elle va étre la forme de Y,. Nous allons dé-
velopper Y, suivant les puissances croissantes de «x,,x,,...,®,; con-
sidérons le terme en

[ LR i

Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de ¢ pourra
se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de ¢, ou ce qui
revient au méme suivant les puissances positives et négatives de e"'~.

Nous pourrons donc écrire

Y, = 20, eV Tghgs L x,

.ﬁ.a,az...an

Les C sont des coefficients constants; # est un entier positif ou né-
gatif; o, @, ..., a, sont des entiers positifs tels que

a +a, + ... 4 a, > 2

J’écrirai aussi” quelquefois en supprimant les indices:

n

Y, = 20 Tata ... a.
Posons maintenant:

k3

Y, =2 |C|eanag ... o
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et envisageons l'équation suivante:

) n 4 , N : A ,
(4) Mz, — Yl)%+()‘2‘p2—y2)f£+"'+(Au‘xn—— Yn)ﬁ':h'&

1

, . dz
Dans cette équation 7

comme un paramectre arbitraire et z, ,x,, ...,

n'entre plus; nous pouvons donc regarder ¢

, comme les seules va-
riables indépendantes. Si donc les quantites A7, A;, ..., A, satisfont aux
conditions que nous avons énoncées plus haut, I'équation (4) (qui est de
méme forme que l'équation (2)) admettra une intégrale holomorphe.

Nous supposerons
’ ’ ’
(S Wikacad A? T e .. = An-

Nous supposerons de plus A; réel et positif.
Cela posé, soit

(5) 2= 2A4;,, ey an

une série satisfaisant formellement & 1'équation (3). Comment pourra-t-on
calculer les coefficients A par récurrence.
En écrivant 1'équation (3) sous la forme

dz dz dz dz dz dz
a-l—/llwlrxl—l—...+)‘,,w,,dfx—"——-llz=: YIJI_F Ygziz—l- .+ Y"E;,,

et en identifiant les deux membres on trouve:

Agoo ol V=1 + Ao, + ha, + ... + 2,20, — 4] = P[C, 4],

P[C, A] étant un polynéme entier a coefficients positifs par rapport aux
C et aux coefficients 4 déja calculés.
Soit maintenant

(6) 2= 24 e M ypngh L, o

3.0109...0n n

une série satisfaisant & l'équation (4). Pour calculer les coefficients A4’
nous écrirons I'équation (4) sous la forme:

,  dz ,  dz , dz , , iz L, de , dz
Alxl&z—*_lxzo_lz;+"°+l"x"7d;n—)“z=yld—zl+12355—,+'°'+Y”¢—iz,'
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En identifiant les deux membres, nous trouverons:

ﬁa,az wlha + e + . . 4 2a, — A = P[|C], 4'].

, A'] ne différe de P[C, 4] que parce que les C sont remplacés
par leurs modules et les 4 par les A’ v

Les X étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynéme P,
les A’ seront aussi réels et positifs.

Pour que Pon ait ensuite:

| 400

il suffit que 'on ait toujours:

< 4

B.ayag...an?

)‘;al +A;a2+"'+A;au—li<lﬂ\/—_l+)‘1al + A‘)a‘) + M +znan_lll

ou

(7) ,@\/ 14+ A(a, — 1) + 4a, +...+)\,,a,,.
(a—1)+a+ .« + an

Si T'on a choisi A{ de fagon & satisfaire & l'inégalité (7), on aura donc
| 4] < 4.

Or la série (6) converge, donc il en sera de méme de la série (5).

Ainsi donc pour que la série (5) converge, il suffit qu'on puisse
trouver une quantité positive A satisfaisant & I'inégalité (7) pour toutes
les valeurs entiéres et positives des a, et pour toutes les valeurs enticres
positives et négatives de f.

Commencons par remarquer que le second membre de l'inégalité (7)
est toujours plus grand que:

(8) ﬂ\/_:+],(al — 1)+ e + ...+ ],,a,.{
Iﬂ[+(lzl——l)+a2+...+an )

Il suffira donc que 2] soit plus petit que 'expression (8). Or cette
expression (8) est le module d'ume certaine quantité imaginaire repré-
sentée par un certain point G. Or il est aisé de voir que ce point G
n'est autre chose que le centre de gravité des m 4 2 masses suivantes:

1° % masses égales respectivement a « ,a,,...,w, et situées respec-
tivement aux points 4, 4,, ..., 4
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2° une masse égale a |B| et située soit au point 4 =1 soit au
point — y—T;

3° une masse égale a — 1 située au point A,.

Toutes ces masses sont positives 4 I'exception de la derniére.

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieure a une certaine limite A).

Composons d’abord les # -4 1 premiéres masses; nous obtiendrons
une masse:

M=a+a+...+a +|8]

située en un certain point G’ et comme ces % - 1 premiéres masses sont

positives, le point G’ sera située a l'intérieur de l'un ou de Vautre des

deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les » 4 1 points
y 1€ P

Ayhyyony A, et 1,
et le second les % 4+ 1 points
Aydyyoonydy et — T

Si ancun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra
assigner a la distance OG’ une limite inférieure p et écrire:

0G' > p.

Il reste & composer la masse M située en G et la masse — I située
en A. On obtiendra ainsi une masse M — 1 située en G. On aura

évidemment:
oG > 0G' — G@,

GG = MG—Xl 1 < MOE 1 + MOi 1’
d’'ou
0G > OG’ﬁ:?—-MO—ﬁ1>#§5:?—Moi1'
Si done:
M~ 3u 4+ 20&

M
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I'inégalité
7
(9) 06 >7

sera satisfaite.
Il n’y a donc qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers:

&y Oyyenny Oy fB

pour lesquelles 'inégalité (9) pourrait ne pas étre satisfaite.

Si pour aucune de ces combinaisons OG n’est nul, nous serons certains
de pouvoir assigner & OG une limite inférieure .

Nous sommes donc conduits a la régle suivante:

Pour que UVéquation (3) admette une intégrale développable suivant les
puissances des x et périodique par rapport & t, il suffit: ’

1° gwaucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux
points A, A, ..., A et 4 —1, le second aux points A, A, ..., 2, et
— =1, ne contienne Uorigine,

2° quil W'y ait entre les quantités A aucune relation de la forme

BV—1 + ad + ady + ..o+ ad, =4,
les o étant entiers positifs et B entier positif ou négatif.

C’est 14 une généralisation du ‘théoréme démontré dans ma thése..
Or de ce théoréme découlaient un certain nombre de conséquences.
Voyons si on pourra en tirer de semblables du théoréme généralisé.

Nous allons pour cela suivre absolument la méme marche que dans
la thése citée.

Considérons 1'équation:

k dz dz dz dz
(IO) Zl?f+X1d_xl+X90E+"'+X"M:O’

de,

obtenue en supprimant le second membre de 1'équation (3).
Considérons en outre I'équation:

dz dz dz dz
(3) 'CE—‘I-XIZE“}-.X?EI.;—‘I—...—I—X,L%;:)\IZ

deta mathematica, 13. Imprimé le 27 juin 18%0. 5
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et I'équation:

dz dz dz dz
(11) a+X1az+X2(E+"'+Xnd'—m=l‘zz‘

Si les 4 satisfont aux conditions que nous venons d’énoncer, I'équa-
tion (3) admettra une intégrale

o T, est ordonné suivant les puissances des z et périodique par rap-
port a ¢.
De méme Téquation (11) admettra une intégrale

z2=1T

2

ou 7, est de méme forme que 7.
On en conclut que 1'équation (10) admet comme intégrale particuliére:

1 1

TR, .

Comme on peut dans le second membre de (3) remplacer successive-
ment A2, par A, A2,..., 4,2 et quon obtient ainsi » — 1 équations
analogues a I'équation (11), on peut conclure que l'équation (10) admet
n — 1 intégrales particuliéres ‘

1 1 1 1 1

1
o A TN LI AT A
THT, %, ThTy S, ..., ThT,

on T,, T.,,..., T, sont de méme forme que 7.
Pour avoir l'intégrale générale de (10), il faudrait posséder encore

une n° intégrale particuliére. Pour cela considérons 1'équation:
dz dz dz
(12) —jt+Xlﬁ+...+X”E=z'

Cette équation admettra comme intégrale particuliére 7 = ¢'.
Nous en conclurons que 1'équation (10) admet comme intégrales

particuliéres
—A — At = Ant
Te ™, Te™,. ..., T,e™,
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de sorte que Vintéorale générale de cette équation (10) sera:
te) >
fonction arbitraire de (Tje™™  T,e™™, ..., T,e™).
En d’autres termes les équations différentielles:

d%l dw, _ dwn

K‘ X——-...=Xn

(10') di ==

admettront comme intégrale générale

At Ayt - Ant
T, = K", T, =Ke*, ..., T,=K,e",

K ,K,,..., K, étant n constantes d'intégration.

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que
jai démontré a la page 70 de ma these.

Supposons maintenant que nous cherchions a déterminer les p pre-
micres variables # & savoir ‘

Ty y Tyyvnny Xy

en fonctions des # -— p autres a savoir

xp+17~xp+2 3t 113,,

et de ¢, & l'aide des équations suivantes:

dax dx dx
W Xt X X =X,
dz de de
Ly 2 2 ] X - X
(13) dt + Xp—l—l dmp-]—l + Xp+2 d$p+2 + .. + "dw,, 27

. . . . . . . . . . . . . . . a . .

_dep day

LZJ/
- + p+1 LZQ/ + p+2 dx + + ndwn = Xp'
Il est aisé de voir que l'intégrale générale des équations (13) s'écrira:
(14) =Py = =P =0
@1y @ys -5, représentant p fonctions arbitraires de

Te ™, Te ™, . .., Te™.
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Do
T
S

Prenons en particulier:
T e

R — — 2yt
¢, = T e ™, ¢, = Tpe™™ , ..

1

. —Ast
¢r = TP ¢ .

-

Les équations (14) s'écriront:
(14) T, =T, =...=T,=o0.

Des équations (14') on pourra tirer z,,®,, ..., «, en fonctions de
Toi1s Tpyss---, T, Cb ¢ et on verra que ce sont des fonctions holomorphes
par rapport & @,,,, T4y, ..., &, et périodiques par rapport a f.

Donc les équations (13) admettent une solution développable suivant
les puissances croissantes de 2,.y, %,49, .-+, &, et suivant les sinus et
cosinus des multiples de ¢.

Ce théoréme est démontré quand les A satisfont aux conditions
énoncées plus haut; voyons comment on pourra I'étendre aux cas out ces
conditions ne sont pas remplics. Je suivrai pour cela la méme marche
que dans la 4™ partie de mes recherches sur les courbes définies par les
équations différenticlles (Journal de Liouville, 4™ série, T. 2, pages
156—157).

Proposons-nous de calculer les coefficients de l'intégrale holomorphe
des équations (13) (A supposer que cette intégrale existe) ct a cet effet
écrivons ces ¢quations (13) sous la forme suivante:

dé?}i LZ.)},' (lmi d;Ui

'
([3 ) EZ“ + A}H—lxl}-#l m; + )\]’+‘3xp+‘lm + e + Anxnd—wn— Ai‘l’i
dx; dx; dx; .
==Y —+ Y —t. .+ Y, =Y. 1.
p+1 tl'”p{-l + P2 dxp4 ) + + n d(L’,L i
Soit:
Iri = z(Ji‘r?.dla-_'..,dne[ﬂy:ix;l] x;’z M xz“

une quelconque des fonctions Y,, ¥,,..., ¥,, ainsi que nous l'avons
supposé plus haut, et proposons-nous de calculer les p fonctions

Ty gy oeny
sous la forme
(15) r, = 24,

13V D plip 1 G 42 An
.ﬁ.ap+1ap+z...a.e 'Ep+lxp+2 M xn ’
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Pour calculer les coefficients 4 par récurrence, substituons les séries
(15) dans les équations (13) et identifions les deux membres. Nous

aurons pour calculer 4, I'équation suivante:

fB.0p...ln

Ai-ﬁ.lly+l¢p+2.-.an(ﬂ \/——I + ap+1Ap+l + ap+2Ap+2 + e + G,,A" - A,)
= P[C, (— (), 4],

P[C,(— C), A] étant un polynoéme entier a coefficients positifs par
rapport aux coefficients C de

nI

Yy, Yyrorr vy ¥

aux coefficients ¢ de Y,
calculés.

Pour quaucun des coefficients 4 ne devienne intini nous devons done
d’abord supposer qu’il n'y ait entre les A aucune relation de la forme:

changés de signe et aux coefficients 4 déja

(16) BV=T + 2y + sk + o F ot d— A =0

ol les a sont entiers positifs et § entier positif ou négatif.

Cela posé soit X' une quantité positive que nous déterminerons plus
complétement dans la suite.

Soit ensuite:

Vi = 2| Cpuupmn | €7 im0
pour
t=p4+1,p+2,...,n
et

Y, =—2|C

i i 3.0100...0n

e Tphgd L xi

pour i =1,2,...,p.
Formons les équations
d%i dﬂ)i

r‘ ' d‘”l ’ ’ 5
(13'> A$p+1m+ Axp+2m+---+/‘wndw”—Axi

2 dmi ) dwi ’(lwi , )
= Y]’+lﬁl’_p+._1+ Yp+2';lx],—++...+ :Yr"zi;‘n-—yi. (i=1,2,..,2
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Cherchons a satisfaire aux équations (13”) a l'aide de séries de la
forme suivante

(157 7, = LB,

V7T ot pansz x.

.3.Gp410p42...0n PH1IYp+2 0

Les coefficients B nous seront donnés par les équations suivantes:

Bi.,?.ap+1ap+z,,u,.“l(ap+1 +opye+ o a,— I)] = P[l CI ’ !C, I ’ B]

ou P[|C]|,|C ]|, B] diftéere de P[C, (— C'), A] en ce que les coefficients
C et — (' y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients 4 par
les B correspondants.

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est
plus grand que le module du 4 correspondant.

Il suffit pour cela d'une seule condition, c’est que:

Koy + tpst ot a,— 1) <|AV=1F o, 1240+ tpyadyye + oo+ 0 h— 4

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (15)
sera plus petit que le terme correspondant de la série (15°) et comme
cette derniére converge, la série (15) convergera également.

Il suffit pour cela que I'on puisse trouver une quantité positive A’
assez petite pour que l'on ait toujours:

A’ < ﬂ\/:+ap+12p+l + ...+ anzn—')\i
ap+l+---+an'_l

c'est & dire, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux
polygones convexes circonscrits, le premier aux points A,,;, A g, .0y A,
et 4 —1, le second aux points Ay, 4405 ..., 4, €t —/—1, DE CON-
tienne l'origine.

Si donc aucun de ces deux polygones convexes ne contient lorigine, s'il
nwy a entre les A aucune relation de la forme (16), les équations (13) ad-
mettront une intégrale particuliére de la forme suivante:

xy = ¢1(xp+1 y Xpgay eeey Ty t)’

Ly = S"z(xpﬂ y Tproy ooy Xy, t);

Ty == ¢P(xp+l y Tpgay ooy Lyy t);
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les ¢ étant développables suivant les puissances de X,y , Tpigy .., T, €l les
sinus et cosinus des multiples de ¢.

Cela posé, envisageons les équations:

y __d_*x‘__dac,__ _dwn
(10”) d=F=F= =5

Ces équations sont de méme forme que les équations (10’); la seule
différence, c'est que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi-
tions suffisantes énoncées plus haut pour que 'équation (13) ait une inté-
grale holomorphe.

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution générale
des équations (10”), mais une solution contenant #» — p constantes arbi-
traires. :

Parmi les équations (10"), je considére en particulier les suivantes:

“ dz +1 d{b +92 ' . dil?”
(17) _ dﬁt = XP-H’ (;t = Xp+2 L A T = Xn’

J’écris en outre les équations:

(18) - ' B; = @i Tpy1s Bpyay e vvs Loy b) (=1,2,..,p)

les ¢, étant les intégrales holomorphes des équations (13) définies plus haut.
Il est évident que si #,,%,,..., %, sont n fonctions de ¢ qui satis-
font aux équations (17) et (18), elles satisferont également aux équa-
tions (10").
Dans les équations (17) substituons & la place de z,,#,,..., %,
leurs valeurs (18), ces équations deviendront:

d“’p-&-l d;”p +2

dt = Al’+lxp+l + Zp+l7 dt - Ap+2$p+2 + ZP+2 9 « o .

den _

ST = A%, + Z,,

Zipiry Loyas o oy Z, btant des séries développées suivant les puissances de
Tyi1y Tppas « -y Ty, dont tous les termes sont du 2% degré au moins et
dont les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.
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Ces équations (19) sont de la méme forme que les équations (10');
leur intégrale générale sera donc de la forme suivante:

o . Aptr? . dpyat 1 I phat
[P+1 - I(I’Jr'le‘p+l ’ Tl,)-}-? - I{p-{-?e v y L Tn - I‘ne ’

ou K,,,,..., K, sont des constantes d’intégration, ot 17,,,..., T, sont
des séries développées suivant les puissances des z et les sinus et cosinus
des multiples de 7.

Les équations
T = o, (i=1,2,...p)

(20)

Agt
T, = K v, @=p+1,p+2,...,n)

nous donnent donc une intégrale des équations (10”) dépendant des n — p
constantes arbitraires K,,,, K,.,,..., K,.
Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre

ces équations (20) par rapport & z,,%,,..., Z,; on trouve ainsi:

€r, == gl’l(t, Kp+1 y s ey K,,),
_T,? = S[)?(t’ Kl‘+" ---;Kn)7

x, = fl’n(t 3 I{p+1 y e ey Kn))

les ¢ étant des séries développées suivant les puissances de

n

> Jpttl Jpial 7 et
K, oé™, K, e, ..., Ke

et suivant les sinus et cosinus des multiples de ¢.

Ces séries sont convergentes, pourvu quaucun des deux polygones
convexes circonscrits, le premier aux points A,yy, Ay, ..y 4, €6 41,
et le second aux points A1, A,49,..., 4, €t — —1, ne contienne I'ori-
gine et qu'il n'y ait entre les A aucune relation de la forme (16).

Cette démonstration fait ressortir I'analogic de ce théoréme avec ceux
que j’ai énoncés dans ma thése et en particulier avec celui-ci:

Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d’une équation
différentielle sont développables suivant les puissances de ¢, ¢, . ., ™.
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J'avais d'abord démontré ce théoréme (que jai ensuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma thése) par une voic assez différente
dans le 45° Cahier du Journal de 1'Ecole polytechnique et M. Pr-
CARD y avait été conduit indépendamment par d’autres considérations
(Comptes rendus 1878).

§ 4. Intégration des équations linéaires & coefficients périodiques.

On sait qu'une fonction de # périodique et de période 27 peut se
développer en une série de la forme suivante

(1) f(x) = A, + A, cosx + A,cos2z + ...+ A, cosnx + .
+ B, sinw + B,sin2z 4 ...+ B,sinnx + .

J’al montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que
si la fonction f(x) est finie et continue ainsi que ses p — 2 premiéres
dérivées et si sa p— 1° dérivée est finie, mais peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif &’ tel
que lon ait, quelque grand que soit =,

|nPd, | < I( , | "B, | < K.

Si f(z) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi
que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre X tél que:

|n’4,| < K, |#’B,| < K.
Il résulte de 1l que la série
A 1A+ 4y o 4]
+|B |+ |B|+...+|B|+ ...
converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformé-

ment convergente.

Aeta mathematica. 13, Imprimé le 28 juin 1890. 6
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Cela posé, considérons un systéme d'équations différentielles linéaires:

dz,
sl SR + 127 F -0 T Crala,

d
(2) gf_’ = @o1) + ¢o0%s + oo + €200

da, ‘
C?Z_ = fpn.lxl + ¢n.2x2 + e + ¢n-nxn'

Les n?

période 27.
Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t + 2z, Cela posé soient:

T, = 501.1(07 T, = ¢'m(t)a ey Ty = </h_,.(?f),
z = ¢2.1(t): Ty = S[’m(t)a ey Xy = ¢’2.n(t);

coefficients ¢,, sont des fonctions de ¢ périodiques et de

(3) .
&, = sbn.l(t)’ r, = Sbn.z(t); ey Xy == 5[1,,_,,(1‘/)

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2).
Les équations ne changent pas quand on change ¢ en ¢4 27 et les
n solutions deviendront:

T, = ¢1.1(t + 272'), ey X, = ¢l.n(t + 272‘),
= ¢2-1<t + 27[)’ ey Xy = S”").n(t + 271')7

T = sbn.l(t + 27{)’ Lt r, = ¢n.u(t + 272')‘

Elles devront donc étre des combinaisons linéaires des n solutions
(3) de sorte qu’on aura:

Sbl.l(t + 277) = A1.1¢1.1(t) + Al‘ﬂ!’m(t) + ...+ Ax.nil’n.x(t)a
fl’z.l(t + 272') = A?.]Sl}l.l(t) + Az.'zﬂl’?.x(t) + ...+ A2.71¢n.1(t)7

¢n.l(t + 27[) = An.ls[}l.l(t) + An.?S[’?.l(t) + ...+ An.nSbfz.l(t)’

les A étant des coefficients constants.
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\
On aura d’ailleurs de méme (avec les mémes coefficients)

¢'1.2(t + 271') = Al.lﬁbm(t) -+ A1.2¢2.2(t> + ..o Al.nSbu.z(t)

ete.
Cela posé formons 1'équation en S:

A, — 8 A, . 4,,
A2.1 A2.2_ S . .. A2.n

An.l ‘ Anﬂ L An.n_ S

Soit S, I'une des racines de cette équation. - D’aprés la théorie des
substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients constants

B,B,,...,B,
tels que si I'on pose: ‘
01.1(t) = BlS[’l.l(t) + stbz.l(t) + ... + BnSbn.l(t)

et de méme:

0l.i<t) = Bl¢1.i(t) + B2¢2.i(t) + vt Bnﬂbn.i(t)

on ait:
01.1(t -+ 27f) = 8101.1(t)

et de méme:
01.i(t + 271') == S,ﬁu(t).
Posons:
S] — 62(111:,
il viendra:

gt 2m) 0;,1(t + 27) = S, e 0, (1) = e 0,,(¢).

Cette équation exprime que:
e g, ,(t)

est une fonction périodique que nous pourrons développer en une série
trigonométrique:
Aua ().
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Si les fonctions périodiques ¢,,(t) sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différentielles (2) et de 2,(f). La
série A,,(¢) sera donc absolument et uniformément convergente.

De méme

e~ 0,,(t)

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri-
gonométrique:
Ay (2).

Nous avons donc une solution particuliére des équations (2) qui s'écrit:
(6) z, = e, (1), Ty == €A ,(8)y ..., @, = €A, (t)

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la
forme (6).

Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons # solu-
tions de cette forme linéairement indépendantes et la solution générale
s'écrira;

xy = Cre™ 2, (t) + Coe™ A, (t) + ... + C,.ea"t)‘n.l(t),
Ty = Clealt/‘il.'z({> + Czewlm(t) + ...+ Cneu”l"im(t),

.

xn - (/’lealtll.n(t) + (J'2ea2tl?.n(t) + v + Cne'znt)‘n.n(t)'

Les C sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les
A sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con-
vergentes,

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une racine
double, par exemple quand a, = a,. Reprenons la formule (7), faisons-y

(7)

C,=C, =...=0(,=0

3 4

et faisons-y tendre a, vers a,. Il vient:

x, = e [C,2,,(8) + Coe™ Ay, ()]
ou en posant
¢, = C — G,
C = 02 ’

2 _
a, oy




§ 4. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 45

il viendra:

’ (ay—ay)t s _
vy, = oo G () + ¢l 8D

o, —a,

Il est clair que la différence

Do (£) — Aua(t)

gannulera pour a, == «,. Nous pourrons donc poser:

A () = ha(t) + (2 — o) X(2).

Il vient ainsi:

‘ (a—a)t .
vy = o Gy + Oy ot (1) e |

o, — a,
et & la limite (pour a, = a,);
@, = Cie™ A, + Cye™[th + lim X ()]

On verrait que la limite de A(¢) pour a, = a, est encore une série
trigonométrique absolument et uniformément convergente.

Ainsi leffet de la présence d'une racine double dans l'équation (5)
a été d’introduire dans la solution des termes de la forme suivante:

et iA(t),

A(t) étant une série trigonométrique.

On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de

la forme:
e't’A(t)
et ainsi de suite.

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont
bien connus par les travaux de MM. Froquer, CALLANDREAU, Bruxs,
StieLTIEs et si jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas
général, c’est que son extréme simplicité me permettait de la faire en
quelques mots.



