
Premiere partie. 

Generalites. 

CHAPITRE I. 

Proprietes generales des equations differentielles. 

§ 1. Notations et fleftnitions. 

Considerons un systeme d'equations di:fferentielles: 

clx,. =X 
dt "' 

ou t represente la variable independante que nous appellerons le temps, 

XI ' x2 ' ... ' X,. les fonctions inconnues, ou enfin XI ' x2 ' ••• ' X,. sont des 
fonctions donnees de xi , x2 , ••• , x,.. N ous supposons en general que les 

fonctions X1 , X2 , ••• , X,. sont analytiques et uniformes pour toutes les 

valeurs reelles de XI, X 2 , ••• , X,.. 

Si l'on savait integrer les equations (I), on pourrait mettre le resultat 

de I' integration so us deux formes di:fferentes; on pourrait ecrire: 

ai , a2 
, ••• , an designant les constantes d'integration. 

On pourrait ecrire encore, en resolvant par rapport a ces constantes: 

CI = FI (t ' XI ' x2 ' ... ' x,.), 

(3) 
a2 = F 2 (t, xi , x,, ... , x,.), 

a,. = F,. (t ' XI ' x, ' ... ' x,.). 
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Pour eviter toute confusion, no us dirons que les equations (2) repre­
sentent la solution generale des equations (I) si les constantes C y restent 
arbitraires et qu'elles representent une solution particuliere si on y donne 
aux C des valeurs numeriques. Nous dirons d'autre part que dans les 
equations (3), F 1 , F 2 , ••• , Fn sont n integrales particttlieres des equations 
( 1 ). Le sens des mots solution et integrale se trouve ainsi entierement fixe. 

Supposons que l'on connaisse une solution particuliere des equations 
( r) qm '' . s ecnra: 

(4) . . . ' X,.= $!'n(t) . 

On peut se proposer d'etudier les solutions particulieres de (I) qm 
different peu de la solution (4). Pour cela posons: 

. . . ' X,.= 9'n + ~n 
et prenons pour nouvelles fonctions incomiues ~~ , ~2 , ••• , ~n· Si la so­
lution que l'on veut etudier di:ffere peu de la solution (4), les ~ sont 
tres petits .et nous en pouvons negliger les carres. Les equations (I) 
deviennent alors, en negligeant les puissances superieures des ~: 

(s) (i=l, 2, ... ,n) 

D l d ' . I dX; l . I d . ' ans eg er1vees d-, es quant1tes x1 , x~, ... , x,. 01vent etre rem­
xk 

placees par r 1 (t), 9'2(t), ... , 9'n(t), de sorte que ces derivees peuvent 
etre regardees comme des fonctions connues du temps. 

Les equations (5) s'appelleront les equations aux variations des equa­
tions ( 1 ). On voit que les equations aux variations sont lineaires. 

Les equations ( r) sont dites canoniques lorsque les variables x sont 
en nom bre pair n = 2p' se repartissant en deux series 

et que les equations (I) peuvent s'ecrire: 

dx; dF 
-=-, 
dt dy; 

dy; dF 
dt = -dx,· (i=1,2, ... ,p) 

Acta mathmtatica. 13. Imprime le 28 avril 1890. 2 
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Elles ont alors la forme des equations de la dynamique et nous dirons, 

a l'exemple des Anglais, que le systeme d'equations (6) comporte p 

de,r;res de liberte. 
On sait que ce systeme (6) admet une integrale dite des forces vives: 

F = const. 

et que si l'on en connait p- r autres, on pent considerer les equations 

cnnoniques comme complCternent integrces. 

Considerons en particulier le cas de n = 3; nous pourrons alm·s 

regarder x1 , x
2 

et x:1 comme les coordonnees d'un point P dans l'espace. 

Les equations: 

(6) 
dx, _X 
dt - 1' 

defini.ssent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnees. 

Considerons une solution particuliere des equations (I) 

X = ct (t), 2 I 2 

Lorsque nons ferons varier le temps t, le point P decrira une certaine 

courbe dans l'espace; nous l'appellerons une trajectoire. A chaque so­

lution particuliere des equations ( 1) correspond done une trajectoire et 

reciproq uement. 
Si les fonctions X

1 
, X~ et X

3 
sont uniformes, par chaque point de 

l'espace passe une trajectoire et une seule. II n'y a d'exception que si 

l'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s'annulent toutes 

les trois. Les points ou ces cas d'exception se presenteraient s'appelleraient 

points singuliers. 
Considerons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points 

de cette courbe passe une trajectoire; l'ensernble de ces trajectoires con­

stitue une surface que j'appellerai surface-trajectoire. 
Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point 

singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier 

ne peut etre coupee par aucune trajectoire. 

Nons aurons frequemrnent dans la suite a nous occuper de la question 

de la stabilite. II y aura stabilite, si les trois quantites x
1

, x2 , x3 restent 
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inferieures a certaines limites quand le temps t varie depuis - <Xl jusqu'a 
+ <Xl; ou en d'autres termes, si la trajectoire du point P reste tout en· 
w~re dans une region limitee de l'espace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermee S; cette surface 
partagera l'espace en deux regions, l'une interieure, l'~utre exterieure, 
et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces regions dans l'autre. 
Si done la position initiale du point P est dans la region interieure, ce 
point y restera eternellement; sa trajcctoire sera tout entiere a l'inte­
rieur de S. 11 y aura done stabilite. 

Ainsi la question de stabilite se ram('me a la recherche des surfaces 
trajectoires fermees. 

On peut varier ce mode de representation geometrique; supposons 
par exemple que l'on pose: 

les ¢ etant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs 
reelles des z. Nous pourrons considerer non plus xl ' X~ ' x3, mais 
Z1 , Z2 , Z3 comme les coordonnees d'un point dans l'espace. Quand on 
connaitra la position de ce point, on connaitra z1 , z

2
, z

3 
et par conse· 

quent X 1 , X 2 , x3 • Tout ce que nons avons dit plus haut reste exact. 
Il suffit meme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dans un 

certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine. 
Si n > 3, ce mode de representation ne pent plus etre employe en 

gimeral, a moins qu'on ne se resigne a envisager l'espace a plus de trois 
dimensions. Il est pourtant un cas oi1 la difficulte pent etre tournee. 

Supposons par exemple que n = 4 et qu'on connaisse nne des inte· 
grales des equations (I). Soit: 

(7) 

cette integrale. Nons regarder6ns la constante d'integration G comme 
nne donnee de la question. Nons pourrons alors tirer de l'equation (7) 
une des quatre quantites x1 , x

2
, x,., x

4 
en fonction des trois autres, ou 
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bien encore trouver trois variables auxiliaires -'\ , z~ , z
3 

telles qu'en 
faisant: 

on satisfasse a l'equation (7) queUes que soient les valeurs de z1 , z~, .z3 • 

Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de 
fa<;on que les quatre fonctions tfJ soient uniforrnes, sinon pour toutes les va­
leurs reelles des z, au moins dans un dornaine d'otl on n'aura pas a sortir. 

On pourra alors representer la situation du systerne par un point 
dont les coordonnees dans l'espace seront z

1
, z

2 
et Z3 • 

Supposons par exernple que ron ait des equations canoniques avec 
deux degres de liberte: 

dx, dF 
-=-, 
dt dy, 

dx~ dJi' 
-=-, 
dt dy2 

dy, dP 
dt = -d<l:/ 

Nous aurons quatre variables x1 ~ :r2 , y
1

, .1f
1

, ma1s ces variables seront 
liees par !'equation des forces v1ves: 

F= C, 

de sorte que s1 nous regardons la. constante des forces vives C cornme 
connue, il n'y aura plus que trois variables independantes et que la re­
presentation geometriqne sera possible. 

Nous distinguerons parmi les variables x
1

• x
2

, ••• , xn, les variables 
lineaires et les variables angulaires. Il pourra arriver que les fonctions 
X 1 , X2 , ••• , X,. soient toutes periodiques par r:1pport it l'unc des variables 
X1 et ne changent pas quand cette variable augmente de 2;r. La variable 
X1 et celles qui jouissent de la me me propriete seront alors angulaires; 
les autres seront lineaires. 

Je dirai que la situation du systeme n'a pas change s1 toutes les 
variables angulaires ont augmente d'un multiple de 2;r et s1 toutes les 
variables lineaires ont repris leurs valeurs primitives. 

Nous adopterons alors un mode de representation tel que le point 
representatif P revienne au rneme point de l'espace quand une ou plu-
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sieurs des variables angulaires aura augmente de 21r. Nous en verrons 
des exemples dans la suite. 

Parmi les solutions particulieres des equations (I), nons distinguerons 
les solutions periodiques. Soit 

xl = sol ( t), . ' 
une solution particuliere des equations (I). Supposons qu'il existe une 
quantite h telle que: 

quand xi est une variable lineaire et: 

'f;(t + h) = 'fi( t) + 2k~, (k etant entier) 

quand X; est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 
consideree est periodique et que h est la periode. 

Si l'on adopte un mode de representation geometrique tel que le 
point representatif reste le meme quand une des variables angulaires 
augmente de 27t, toute solution periodique sera representee par une tra­
jectoire fermee. 

§ 2. Calcul des limites. 

L'une des plus belles decouvertes de CAUCHY (Comptes rendus, 
tome 14, page 1020), quoiqu'elle ait ete peut-etre peu remarquee de,son 
temps, est celle qu'il a appelee le calcul des limiteR et a laquelle nons 
conserverons ce nom, quelque mal justifie qu'il puisse etre. 

Considerons un systeme d'equations differentielles 

dy 
dx = G (x' y' .z), 

dz 
dx = f;(x' y' z). 

Si (1 et (
2 

peuvent etre developpes suivant les puissances croissantes de 
x, y et z, ces equations admettront une solution de la forme suivante 

z=rp2 (x), 
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~1 et ~2 etant des serres developpees suivant les pmssances croissantes 
de x et s'annulant avec x. 

Pour le demontrer, CAliCHY remplacc les deux fonctions ~ et t~ 

par une expression de la forme: 

I .lJ!I 
f(x,y z)= , 

' (1 -ax)( I - (iy)(I - rz) 

en choisissant JJf, a, f3, r de fac;on que chaque terme de f' ait un plus 
grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de {1 

et de {2 • En rempla~ant ainsi {
1 

et ~ par (', on augmente les coeffi­
cients de ~~ et de ~2 et comme ces deux series sont convergentes apres 
ce changement, elles devaient l'etre egalement avant ce changement. 

Tel est lc principe fondamental du calcul des limites dont CAliCHY 

a fait d'ailleurs beaucoup d'autres applications ct que plusieurs geometres 
ont notablement perfectionne depuis. 

Le plus grand de ces perfectionnements est du a .M. WEIERSTHASS 

qui a remplace la fonction f'(x, y, z) de CAUCHY par une autre plus 
simple qui peut jouer le meme role. 

Ecrivons les equations ( r) so us la forme: 

dlj 
dt = ~ (x' y ' z), 

(I') dz 
dt = ~(x' y' z), 

dx 
Jt = f(x , y , z) = r. 

Remplac;ons-y ensuite f, ~ et {
2 

par la fonction de M. WEIERSTRASS 

f '( ) M -
X' Y' Z = I- a(x + y +~; 

elles deviendront: 
dx dy dz .:l'I - - -----:-----:-----: 
dt dt dt I - a(x + y + z) 

Les equations (I') sont satisfaites formellemant par des series: 

X=~(t)=t, z = ~2(t) 

developpees suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec t. 
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De meme les equations (2') seront satisfaites par des series 

X= ~'(t), Y=~~(t), z = ~;(t) 

developpees suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec t. 
(On voit facilement d'ailleurs que ~·( t) = ~~ ( t) = r;( t).) 

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des series ~' 

sont plus grands que ceux des series ~; or les series ~' convergent; done 
les series ~ convergent egalement. 

C. Q. F. D. 

Je n'insiste pas sur ces demonstrations qui sont devenues tout a. fait 
classiques et qui se trouvent developpees dans tous les traites un peu 
complets d'analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. JoRDAN 
(tome 3, page 87). 

Mais on peut aller plus loin. 
Theoreme I. Imaginons que les fonctions t;_ et (2 dependent, non 

seulement de x, y et z, mais d'un certain parametre arbitraire p. et qu'elles 
puissent se developper suivant les puissances croissantes de x , y , z et p.. 
Ecrivons alors les equations (I) sous la forme: 

dx ( ) 
dt = f X ' y ' z ' p. = I ' 

(I") dy 
dt = t;_ (x ' y ' z ' p.), 

On peut trouver trois series 

X = ~ (t , p. , X0 , Yo , Z0) = t + X0 , Y = ~1 (t, f1, Xo , Yo, Zo), 

qui satisfassent formellement aux equations (1"), qui soient developpees 
suivant les puissances croissantes de t, de p. et de trois constantes d'inte­
gration Xo' Yo' Zo et qui enfin se reduisent respectivement a Xo' Yo et Zo 

pour t = o. 
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• Je dis que ces series convergent pourvu que t' f1' Xo' Yo et Zo soient 

suffisamment petits. 

En effet rempla«;ons f, {1 et {
2 

par la fonction: 

f'( ) M 
::r' Y' Z' fl =(I - 1~11)[1 - a(rc + y + z)] • 

Cette fonction f' peut etre developpee suivant les puissances de x, 

y, z et f1· On peut prendre JJf, a et f3 assez grands pour que chaque 

terme de f' soit plus grand que le terme correspondant de {, de t;_ 
et de {2 • 

Nons obtiendrons ainsi les equations 

the tly dz M 

dt = dt = dt =(I --A11l[I -a(w + y + z)]' 

On pent trouver trois series 

X = 'f'(t , f1 , X 0 , Yo , Z0), Y = '{{ (t , fl.' Xo ' Yo ' Zo) 

developpees suivant les puissances de t , ,11 , ::e0 , Yo , Z0 , satisfaisant aux 

equations (2") et se reduisant respectivement a ::ro' Yo, Zo pour t =o 0. 
En raisonnant comme le faisait CAUCHY, on demontrerait que chaque 

terme des series cp' est plus grand que le terme correspondant des series 

cp. Or les series cp' convergent, si t , p , X0 , Yo et Z0 sont asscz petits. 

Done les series cp convergent egalement. 
C. Q. F. D. 

On peut tirer de la diverses consequences. 

Theoreme II. Nons venons de voir que x, y et z peuvent etre de­

veloppes suivant les puissances de t , fl., ::r0 , Yo et Z0 pourvu que ces cinq 

variables, y compris t, soient suffisamment petites. 

Je dis que x, y et z pourront encore etre developpees suivant les 

puissances des quatre variables f1, ::r0 , Yo et Z0 , quelque grand que soit t 

pourvu que les quatre variables p. , X 0 , Yo et Z 0 soient assez petites. Il 

y a toutefois un cas d'exception sur lequel je reviendrai. 
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En effet nous trouvons d'abord trois series 

X = 50 (t , Jl , X 0 , Yo , z0), Y = 501 (t , Jl , X0 , Yo , Zo), . 
Z = <,e2 (t, 11, Xo, Yo, Zo) 

qui definissent x , y et z pour les valeurs suffisamment petites de fl. , x0 , 

Yo , Z0 et quand 
It I< p, 

p etant le rayon de convergence de ces series. Si done t1 est un point 
interieur au cercle de convergence et si 1\ , .Y

1 
et z1 so'nt les valeurs de 

x , y et z pour t = tP on voit que X1 , y1 et z
1 

sont des fonctions holo· 
morphes de J1., X0 , Yo et z0 , c'est a dire developpables suivant les puis­
sances de ces variables si elles sont assez petites. 

(3) 

Soient ensuite x~ , y~ et z~ les valeurs de X
1 

, y
1 

et Z1 pour 

11 = Xo = Yo = Zo = 0. 

Cela pose, on aura dans le voisinage du point t = t1 

x =-50' (t - t1 , 11 , xi - x~ , Y1 - y~ , Z1 - z~). 

y = 50~ (t - ti , 11 , xi - x~ , YI - y~ , z1 - z~), 

, (t t o o ,o) z = 502 - -I , 11, XI - xi , YI - Y1 , zi - iOJ • 

Les ser1es 50', 50~ et 50;, tout a fait analogues aux series 50, 50 I et 502 , sont 
definies comme il suit. 

Elles satisfont aux equations differentielles; elles sont developpees 
suivant les puissances de t- t1 , 11, x1 - x~, YI- y~ et Z1 - z~; elles se 
red uisent a XI ' Yt et ZI pour t = t1. 

Ell . 0 0 0 • • es convergeront Sl 11 , x1 -.- x1 , YI- YI , z1 - z1 sont assez petits et s1 

p1 etant le rayon du nouveau cercle de convergence 0 1 • 

Si t est un point interieur a ce nouveau cercle de convergence 01 , 

on voit que x, y et z seront fonctions holomorphes de 11, x1 - x~, y1 - y~ 
o M . o o o d, ., f t' h l et Z1 - z1 • a1s xi- X1 , y1 - y1 , z1 - Z1 sont eJa one 1ons o o-

morphes de 11, x0 , Yo, z0 • Done, pour tout point t interieur au cercle 
Acta mathematica. ta. Jmprime le IO mat I890. 3 



18 H. Poinoore. § 2. 

OP }es trois quantites X, y et Z sont des fonctions holomorphes de fl., X 0 , 

Yo , Z0 developpables selon les puissances de ces variables si elles sont 
assez petites. 

Supposons maintenant que le point t soit exterieur au cercle OP le 
theoreme sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le de­
montrer pour nne valeur quelconque de t, de repeter le raisonnement 
precedent un nombre suffisant de fois, pourvu que les rayons p1 , p2 , ••• 

des cercles de convergence envisages successivement restent superieurs a 
une quantite donnee. 

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de t 
inferieure a to, quelque grand que soit to. 

On ne scrait arrete que dans un cas. 
Le theoreme de C.AUCHY cesse d'etre vrai si les fonctions {1 et ~ ne 

sont plus holomorphes en x, y, z; par exemple si elles deviennent in­
finies, ou cessent d'etre uniformes. 

Si on ne peut pas developper les fonctions f, {1 et {2 suivant les 
puissances croissantes de p., de X- X~' y- vL z- z~, il n'existera pas 
en general trois series $0'' $0~ et $0; de la forme (3) satisfaisant aux equa­
tions differentielles. 

On dit alors que le point 

x = x~, y = y~, 

est un point singulier. 
Si done, en faisant var1er t, on voyait le point mobile (x , y, z) 

passer par un point singulier, notre theoreme serait en defaut. Si t 
variant depuis t = o jusqu'a t = t0 , le point mobile (x, y, z) ne passe 
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la serie de CAUCHY 
ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner nne limite inferieure, de 
sorte que les trois fonctions x, y, z seront develop.pa bles suivant les puis­
sances de !J ' Xo ' Yo ' Zo pour toute valeur de t inferieure a to. Mais si 
pour t = t0 , le point (x, y, z) se confond avec un point singulier, le 
theoreme cessera d'etre vrai pour les valeurs de t superieures a t0 • 

Notre theoreme comporte done un cas d'exception. Mais ce cas ne 
se presentera pas dans le probleme des trois corps et nous n'avons pas 
a nous en inquieter. Soient en effet: 

(xl 'Y1' zJ ' (x2' Y2' z2) ' (xs' Y3 • z3) 
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les coordonnees des trois corps, r23 , r13 , 1·
12 

leurs distances mutuelles, ml' 
tn2 et tn3 leurs masses. Les equations du problinne seront de la forme 
suivante: 

Le second mernbre de cette equation ne pourrait cesser d'etre holo· 
morphe en X 1 , y1 , z1 , X 2 , y

2 
, z2 , x

3 
, y

3 
, z3 que si l'une des trois distanceE 

r23 , r 13 , 1'12 Venait a s'annuler, c'est a dire si deux corps venaient a CE 

choquer. Or nous n'appliquerons jarnais notre theorerne que quand oil 
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire. 

Le merne resultat peut encore etre etabli d'une autre maniere. 
Reprenons les equations: 

dx 
dt = f(x , y, z, p), 

dy 
dt = fi (x' y ' z ' p), 

Les fonctions f, t;_ , (2 pourront en general etre developpees suivant les 
puissances croissantes de x - x0 , y - Yo , z - z0 , p- p0 , pour les valeurs 
de x, y, z et p suffisarnment voisines de x0 , Yo, z0 et Po· S'il existe un 
systeme de valeurs de x0 , Yo, z0 , p.0 pour lequel cela n'ait pas lieu, je 
dirai que ce systeme de valeurs est un des points singuliers de nos equa­
tions differentielles. 

Cela pose, ces equations admettront une solution telle que x , y et z 
s'annulent avec t; et cette solution dependra manifestement de p. Soit: 

X = WI (t ' fl.), y = ({)2 (t ' p.), 

cette solution. Il resulte de la definition meme de cette solution que 
l'on a, quel que soit p: 

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer !'integration pour 
fl. = o, de telle sorte que les fonctions w

1 
(t , o) , w 2 (t, o) , w3 (t , o) seront 
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connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de t comprises entre 
o et t1 , le systeme de valeurs 

w 1 (t, o), w 2(t, o), w;j(t, o), o 

ne soit un point singulier de nos equations differentielles. 
Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la 

solution particuliere 

ne passe par aucun point singulier. 
Si cela n'avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d'excep­

tion dont j'ai parle plus haut. 
Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex­

pressions w 1 (t1 , p.) , w2 (t1 , p.) , w3 {t1 , p.) sont des fonctions de p. develop· 
pables suivant les puissances croissantes de cette variable. 

Posons en effet 

les equations differentielles deviendront: 

d~ 
dt = rp (~' '1) ' (, t' p.), 

(4) dr; 
dt ='It(~' '1)' (, t 'fl), 

Il resulte de }'hypothese que nous avons faite que pour toutes les va­
leurs de t comprises entre o et t

1
, les fonctions sc , rp1 et rp 2 peuvent etre 

developpees suivant les puissances de ~, '1), ( et p., les coefficients du 
developpement etant des fonctions du temps . 

• T'observe de plus que pour p. = o, les equations differentielles doi­
vent etre satisfaites pour 

~ = Yj = (= o, 

ce qui veut dire que rp, rp
1 

et rp
2 

s'annulent quand p., ~. '1), ( s'annulent 
a la fois. 



§ 2. Sur le probleme des trois corps et les equatiOI:JS de la dynamique. 21 

On pourra alors trouver deux nombres positifs M et a tels que, 
pour toutes les valeurs de t comprises entre o et t1 , chaque coefficient 
du developpement de ~ , ~1 ou ~2 suivant les puissances croissantes de 
~, YJ , ( et fl soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres· 
pondant du developpement de: 

M(~ + r; + C + lt) 
I - a(~ + 7J + C + fL) 

ou a fortiori que le coefficient correspondant du developpement de: 

'''(~ ( 'l) = M(~ + "fj + C + (.t}[I + a(~+ Y) + C + t.t)J. 
't' ' Yj ' ' I I -a(~ + r; + C + p.) 

Comparons done les equations (4) aux suivantes: 

(s) 

La solution des equations (4), qui est telle que ~, YJ et ( s'annulent ala 
fois pour t = o, s'ecrit: 

D'un autre cote les equations (5) admettent une solution: 

~ = YJ = ( = w'(t , p.) 

.telle que ~, YJ, ( s'annulent avec t. 
En raisonnant cornrne l'a fait CAUCIIY, on verrait que si w'(t , p.) 

est developpable suivant les puissances croissantes de fl, il doit en etre 
de merne de w1 (t, fl)- w1 (t, o), w2(t, fl)- w 2 (t, o), (1) 3(t,fl)-w 3 (t, o), 
et que chaque coefficient du developpernent de ces trois dernieres fonc· 
tions est plus petit en valeur absoluc que le coeflicient correspondant de 
w'(t, fl), au rnoins pour toutes les valeurs de t telles que 

0 < t < tl. 

Or les equations (s) sont faciles a integrer et on verifie aisernent que 
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w'(t, p) peut se · developper suivant les puissances de p.. Done e, '1J et 
c: sont egalement developpables suivant les puissances de fl. pourvu que 

0 < t < tl. 
C. Q. F. D. 

Theoreme III. Cela pose, soit: 

celle des solutions de nos equations differentielles, qm est telle que: 

Y =Yo' 
pour t = o. 

Considerons les fonctions: 

w3(tl + !'' P. ' Xo' Yo' zo)· 

Je dis qu'elles sont developpables suivant les puissances de p., x0 , Yo, Z0 

et r pourvu que ces quantites soient suffisamment petites~ 

Posons en effet 

Y = y' + Yo• z = z' + Z0 , 

Nos equations deviendront: 

~;· = (I + ~) f'(x' + X0 , y' + Yo , z' + Z0 , p.), 

dij' (. '\ . , , ' dt' = 'I + t;)ft (x + Xo' Y + Yo' z + Zo' p.), 

dz' ( + ')I' ( , + , + , + ) dt' = I t; I 2 X Xo ' Y Yo ' Z zo ' fl. . 

Ces equations contiennent cinq parametres arbitraires a savoir 
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Considerons done la solution de ces equations qui est telle que x', y', z' 
s'annulent avec t'; soit: 

x' = (t)~ (t'' p. ' Xo ' Yo ' Zo ' r), 

y' = w;(t', p.' Xo 'Yo ' Zo' r), 

z' = co~ (t', p. , X0 , Yo , Z0 , r). 

Il resulte de ce que nons venons de voir que si l'on fait t' = t1 les ex­
pressions: 

(I)~ (tl ' p. ' Xo ' Yo ' Zo ' r), 

w; (tl ' p. ' Xo ' Yo ' Zo ' r), 

w;(tl ' P. ' Xo ' Yo ' Zo ' r) 

sont developpables suivant les puissances de p. , x0 , y0 , z0 et r. Mais il 
est manifeste que l'on a: 

(6) 

w~ (ti 'p.' xo ' Yo ' Zo ' r) = WI (ti + r' p. ' Xo ' Yo ' Zo), 

w;(ti, p., X0 , Yo, z0 , r) = w 2 (t1 + r, p., X0 , Yo, z0 ), 

w~ (tl ' p. ' Xo ' Yo ' Zo ' r) = Wa (tl + r' p. ' Xo ' Yo ' Zo)· 

Done les seconds membres des equations (6) sont egalement developpables 
suivant les puissances de p. , X0 , y

0 
, z

0 et r. 
C. Q. F. D. 

Theoreme IV. CAUCHY a tire du calcul des limites un autre theoreme 
d'une extreme importance. 

V oici q uel est ce theoreme: 
Si on a n + p quantites y1 , y2 , ••• , Yn, xi , X 2 , ••• , xP entre lesquelles 

ont lieu n relations: 

fl(yl ' y2' ... ' Yn ; XI' x2' ... ' Xp) = o, 

(7) 
f2(yl ' y2 ' ... ' Yn ' xi ' x2 ' •.. ' xp) = o, 
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si les f sont developpables suivant le~ pmssances des x et des y et 
s'annulent avec ces n + p variables; 

si enfin le determinant fonctionnel de!! f par rapport aux y n'est 
pas nul quand les X et les y s'annulent a la fois; 

on pourra tirer des equations (7) les n inconnues y sous la forme 
de series developpees suivant les puissances croissantes de x1 , x2 , ••• , xP. 

Considerons en effet x1 comme la seule variable independante x 2 , 

X3 , •.• , xP comme des parametres arbitraires, nous pourrons remplacer 
les equations (7) par les n equations differentielles: 

(8) (i=l,2, ... ,n) 

Nou8 sommes ainsi ramenes au cas dont nous venons de nous occuper. 
En particulier si f(y , x1 , x2 , ••• , xn) est une fonction developpable 

suivant les puissances de y, x
1

, x 2 , ••• , xn; si quand les x et y s'an­
nulent a la fois on a: 

f= o, df' _/o· 
dy < ' 

si en fin y est defini par l' egalite 

f - 0 -' 

y sera developpable suivant les puissances de x. 
Il nous resterait a examiner ce qui se passe quand le determinant 

fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait l'objet 
de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais au 
premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. PUISEUX 
sur les racines des equations algebriques. J'ai eu moi-meme !'occasion 
de m'occuper de recherches analogues dans la premiere partie de ma 
these inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879). Je me bornerai done a 
enoncer les theoremes suivants, en me bornant a renvoyer pour les de­
monstrations, soit aux traites classiques, soit a rna these. 

Theoreme V. Soit y une fonction de x definie par !'equation 

f(1f, x) = o 

ou f est developpable suivant les puissances de x et de y. 
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Je suppose que pour x = y = o, f s'annule ainsi que: 

df d'f am-1( 
dy ' dy~' '· ·' dym-1' 

dm{ 
ma1s que -d ne s'annule pas . . y"' 

Il existera m series de la forme suivante: 

1 2 3 

(ro) y = a
1
xn + a

2
xn + a3 xn + ... 

25 

(oi1 n est entier positif et ou a
1 

, a
2 

, ••• sont des coefficients constants) 
qm satisferont a !'equation (g). 

Coroll(tire L Si la serie (10) satisfait a !'equation (9) il en est de 
meme de la serie: 

ou a est une racine ne de l'unite. 
Corollaire II. Le nom bre des series de la forme (I 0) developpees 

1 

suivant les puissances de xn' (sans pouvoir etre developpees suivant les 
1 

puissances de x"P, p < n) est divisible par n. 
Corollaire III. Si k1 n1 est le nombre des series (10) developpables 

l 

suivant les puissances de x;;, si k
2
n

2 
est le nombre des series (10) de-

veloppables suivant les puissances de x"", ..• , si kPnP est le nombre des 

series (ro) developpables suivant les puissances de X11
' on aura: 

k1n1 + k2n2 + ... + kPnP = rn, 

d'm] I' on conclut que si rn est impair, l'un au moins des nombres n
1

, 

n
2 

, ••• , nP est aussi impair. 
Theoreme VI. Si l'on a les equations 

ft (Yt , Y2 \' • · • , YP , x) = o, 

(II) 

Acta mathematica. 13. Imprime le 30 mai 1890. 4 
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dont les premiers mcm bres sont developpables suivant les puissances des 
y et de x et s'annulent avec ces variables, on pourra toujours eliminer 
entre ces equations 

et arrlvcr a une equation umque: 

f(yl' x) = o 

de meme forme que !'equation (9) dn theor(nne precedent. 
I1 n'y aurait d' exception que si les equations ( 1 I) cessaient d' etre 

distinctes. 
Corollaire des the01·emes V et VI. Le theonbme IV s'applique toutes 

les fois que le determinant fonctionnel des f n'est pas nul, c'est a dire 
toutes les fois que quand }es X s'annulent, lcs equations 

(7) t'r=G= ... =f.,=o 

admettent 
yl = y~ = ... = y,. = 0 

comme une solution simple. 
Il resulte des theoremes V et VI et de leurs corollaires enonces 

plu;; haut que lc theorcme IV est encore vrai si cette solution est mul­
tiple, pourvu que l'ordre de multiplicite soit impair. 

§ 3. Applications du calcul des limites wux equations aux 
derivees partielles. 

CAucHY avait deja applique le procede du calcul des limites aux 
equations aux derivees partielles. :Madame KoWALEVSKI a considerable­
ment simplifie la. demonstration de CAUCHY et a donne au tlu~oreme sa 
forme definitive. 

Voici en quoi consiste le theoreme UP :Madame KowALEVSKI (Jour­
nal de Crelle, tome So). 

Considerons un systeme d'equations aux derivees partielles definis­
sant n inconnues .z

1 
, .z~, ... , Z

11 
en fonctions de p variables independantes. 
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Supposons que ce systeme s'ecrive: 

dz, -F ( dz1 dz; dz;) 
d = It xt ' x2 ' ... ' xJ! ; -d ' d- ' ... ' -d ' 
~ ~ ~ ~ 

~ ' G. ' ... ' (,. etant developpes suivant les pmssances de 

(i prend les valeurs 1 , 2 , ... , n; k les valeurs 2 , 3 , ... , p; en fin les 

a;t sont des constantes quelconques). 
Soit maintenant 

... ' 

n fonctions donnees quelconques, developpees suivant les puissances crois­

santes de x2 , x
3 

, ••• , xP et telles que: 

pour 

Il existera n fonctions 

developpables suivant les puissance~> de x
1 

, x2 , ••• , xP, qui satisferont aux 

equations (I) et qui Se reduiront respectivement a r/J 1 , r/J 2 , ••• , rjJ n pour X 1 = 0. 

J'ai moi-meme cherche a etendre Jes resultats obtenus par Madame 

KoWALEVSKI (These inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et j'ai etudie 

en detail les cas que la savante mathematicienne avait laisses de cote. 
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Je me suis attache en particulier a !'equation: 

ou XI' x2' ... ' xn sont developpes suivant lcs puissances de XI' x2' ... ' x,.; 
je suppose de plus que dans le developpement de XI' x2 ' ... ' XII, il 
n'y ait pas de terme tout connu et que Jes termes du I er degre se re­
duisent respectivement a ).lxl' ).2x~' ... ' ;,,x,., de telle sorte que 

Y; designant une suite de termes du 2d degre au moms par rapport a 
x 1 , x2 , ••• , x,.. 

J'ai demontre qu'a certaines conditions cette equation admet une 
integrale holomorphe developpable suivant les puissances de x1 , x2 , ••• , x,.. 

Pour que cette integrale existe, il suffit: 
1° que le polygone convexe qui conticnt les n points A1 , A2 , ••• , /,,. 

ne contienne pas l'origine, 
2° que l'on n'ait aucune relation de la forme 

m2).2 + ... + m,.A,. = ;.1 

ou les 1n sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que 1.
1 

Je vais chercher a generaliser le resultat obtenu dans ma these. 
Au lieu de !'equation (2) envisageons I' equation suivante: 

(3) 

1 Dans ma these, je n \~nonce pas cette restriction et je ne suppose pas que Ia 
somme des m soit plus grande que I. II semblerait done que le theoreme est en defaut 
quand on a par exemple A2 = A1 • II n 'en est rico. Si I' on avait 

m2 A2 + ... + mnAn = A1 (mll + m5 + ... + m,. > I) 

certains coefficients du developpement prendraient la forme A et deviendraient infinis. 
0 

C'est pour eette raison que nous avons dft supposer qu 'une pareille relation n 'a pas lieu. 
0 

Si I' on avait au contraire A1 = A1 certains coefficients prendraient la forme - • 
0 
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Nous avons encore 

Y; designant une fonction developpee suivant les puissances de X 1 , X 2 , ••• , xn 
et ne comprenant que des termes du 2d degre au moins par rapport a 
ces n variables. Mais Y, ne depend pas seulement des x, il depend aussi 
de t, de sorte que les coefficients du developpement de Y1 suivant les 
puissances des x sont des fonctions de t. Nous supposerons que ce sont 
des fonctions periodiques de t de perimle 2;r developpees suivant les sinus 
et eosin us des multiples de t. 

Je me propose de chercher dans quel cas !'equation (3) admettra 
une integrale holomorphe developpee suivant les puissances de X 1 , X 2 , ... , xn 
et telle que les coefficients du developpement soient des fonctions perio­
diq~es de t. 

Voyons d'abord qu'elle va etre la forme de Y1 • Nous allons de­
velopper Y; suivant les puissances croissantes de x1 , x2 , ••• , x,.; con­
siderons le terme en 

Le coefficient de ce terme etant une fonction periodique de t pourra 
se developper suivant les sinus et cosinus des multiples de t, ou ce qui 
revient au meme suivant les puissances positives et negatives de etv~. 

Nous pourrons done ecrire 

Les 0 sont des coefficients constants; j3 est un entier positif ou ne­
gatif; a1 , a2 , ••• , an sont des entiers positifs tels que 

J'ecrirai aussi' quelquefois en supprimant les indices: 

Y. = ~Q-Bt.,t~Xa'X"2 Xa" 
'£-t; 12'''n' 

Posons main tenant: 
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et envisageons }'equation suivante: 

(4) 

D t ' · dz ' 1 d d t ans ce te equatwn dt n entre p us; nous pouvons one regar er 

comme un parametre arbitraire ct x
1 

, x
7 

, ••• , :r, comme les seules va­

riables independantcs. Si done les quantites ;,; , ;.; , ... , ),~ satisfont aux 

conditions que nous avons enoncees plus haut, l'equation (4) (qui est de 

rnemc forme que l' equation ( 2 )) admettra une integrale holomorphe. 

(s) 

Nous supposerons 
;,; = ;.; = ... = ;.:. 

Nous supposerons de plus ;.; reel ct positif. 

Cela pose, soit 

une ser1e satisfaisant formellement a l'equation (3). Comment pourra-t-on 

calculer les coefficients A par recurrence. 
En ecrivant l'equation (3) sous la forme 

et en identifiant les deux membres on trouve: 

P[C, A] etant un polynome entier a coefficients positifs par rapport aux 

C et aux coefficients A. deja calcules. 
Soit maintenant 

(6) 

une serie satisfaisant a !'equation (4). Pour calculer les coefi'icients A.' 
nous ecrirons !'equation (4) sous la forme: 
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En identi:fiant les deux mernbres, nous trouverons: 

Ap.a1a2 ••• a.[A~al + ),;a2 + ·. • + A~an- A;]= P[l C I, A']. 

P[l Cl, A'] ne differe de P[C, A] que parce que les C sont remplaces 
par leurs modules et les A par les A'. 

Les A.' etant reels positifs ainsi que les coefficients du polynome P, 
les A' seront aussi reels et positifs. 

Pour que l'on ait ensuite: 

I A,9.a1a, ... a.i < A[3.a,a2 ... a,. I 

il suffit que l'on ait toujours: 

ou 

(7) ;.~ < lfiv~ + A,(a,- 1) + A2a1 + ... +An an I· 
(a,- 1) + a2 + ... + an 

Si 1' on a choisi ;.; de fa<;on a satisfaire a l'inegalite ( 7), on aura done 

iAI<A'. 

Or la serie (6) converge, done il en sera de merne de la serw (5). 
Ainsi done pour que la serie (S) converge, il snffit qu'on puisse 

trouver une quantite positive ;,.; sa.tisfaisant a l'inegalite (7) pour toutes 
les valeurs entieres et positives des a, et pour toutes les valeurs entieres 
positives et negatives de ft. 

Commencons par remarquer que le second mernbre de l'inegalite (7) 
est toujours plus grand que: 

(8) fiv- I + A,(a,- I)+ A,a, + ... + An(!.• I. 

I 

---- I 

I fi I + (a, -- I) + a, + ... + fln I 
Il suffira done que ;.; soit plus petit que !'expression (8). Or cette 

expression (8) est le module d'une certaine q nantite irnaginaire repre­
sentee par un certain point G. Or il est aise de voir que ce point G 
n'est autre chose que le centre de gravite des n + 2 masses suivantes: 

I 
0 n masses egales respectivement a a

1 1 a2
, ••• , "t1

11 
et situees respec­

tivernent aux points A1 , A2 , ••• , Ani 
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2° une masse egale a J f31 et situee soit au point + {- 1 soit au 
point- v-r; 

3° une masse egale a - I situee au point A1 • 

Toutes ces masses sont positives a l' exception de la derniere. 
II faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours 

superieure a une certaine limite ;,; . 
Composons d'abord les n + I premieres masses; nous obtiendrons 

une masse: 

situee en un certain point G' et comme ces n + 1 premieres masses sont 
positives, le point G' sera situee a l'intcrieur de l'un ou de l'autre des 
deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les n + I points 

et le second les n + I points 

).1 , ).~ , • • • , A,. et - v- 1 • 

Si aucun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra 
assigner a la diRtance OG' unc limite inferieure p. et ecrire: 

OG' > p.. 

11 reste a composer Ia masse M situce en G' et la masse - 1 situee 
en A

1
• On obtiendra ainsi une masse llf- I sit nee en G. On aura 

evidemment: 

d'ou 

Si done: 

OG > OG'- GG', 

GG' _ G')1 OG' + .o;. 
T ----<-- --, 

M-1 .M-r M-1 

OG> OG'M-z_~>p.M-z_~. 
M- I M - I 11 - I M- I 

M > 3tt + zo;, 
p. 
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l'inegalite 

(9) 

sera satisfaite. 
Il n'y a done qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers: 

pour lesquelles l'inegalite ( 9) pourrait nc pas etre satisfaite. 
Si pour aucune de ces combinaisons OG n'est nul, nous serons certains 

de pouvoir assigner a OG une limite inferieure ),1 • 

Nous sommes done conduits a la regie suivante: 

Pour que l'equation (3) admette une intcgrale developpable suivant les 
puissances des x et periodique par rappor·t a t, il suffit: 

1 o qu' aucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux 
points A1 , A2 , ••• , An et + v- r , le second aux points A1 , A2 , ••• , ).n et 
-V-I, ne COnfienne l'origine, 

2° qu'il n'y ait entre les quantites ). aucune relation de la forme 

les a etant en,tiers positi{s et (i entier positi( ou negati{. 

C'est la une generalisation du ~theoreme demontre dans rna these. 
Or de ce theorerne decoulaient un certain nombre de consequences. 
V oyons si on pourra en tirer de sem bla bles du theoreme generalise. 

Nous allons pour cela suivre absolument la meme marche que dans 
la these citee. 

Considerons !'equation: 

( IO) 

obteuue en supprimant le second membre de !'equation (3). 
Considerons en outre !'equation: 

(3) 
dz dz dz dz 
dt + xl -1 + x2 d----;- + ... + xnd- = ).1z 

l X 1 X~ Xn 

.icta mathentatiea. 13. lmpylme le 27 juln 1890. 5 



34 H. Poincar~. § 3. 

et 1' equation: 

(II) 

Si les .A satisfont aux conditions que nous venous d'enoncer, !'equa­
tion (3) admettra une integrale 

z= T 1 

oi1 T1 est ordonne :mivant les puissances des x et periodiqne par rap­
port a t. 

De meme 1' eq nation (I I) admettra une integrale 

z= T 2 

ou T2 est de meme forme que T
1

• 

On en conclut que !'equation (10) admet commc integrale particuW~re: 

1 1 

T1;T-T. 
1 2 • 

Comme on peut dans le second membre de (3) remplacer successive­
ment .A1z, par .A2z' AaZ' ••• ' AnZ et qu'on obtient ainsi n- I equations 
analogues a !'equation (I x), on pent conclure que !'equation (10) admet 
n - I integrales particulieres 

1 1 1 1 I 1 

T~ T.- T. TT; T.-~:; T1; T- A: 
1 2 ' 1 3 I'''' 1 n 

ou T2 , T-3 , ••• , Tn sont de me me forme que T 1 • 

Pour avoir l'integrale generale de (10), il faudrait posseder encore 
une n• integrale particuliere. Pour cela considerons l'equation: 

Cette equation admettra comme integrale particuliere z = e1
• 

Nous en conclurons que !'equation (10) admet comme integrales 
particulieres 

T e-l,t T e-•.e T e-).,.t 
1 ' 2 , ••• , n I 
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de sorte que l'integrale generale de cette equation (ro) sera: 

f t . b' . . d (T -J..t T -J. t Tne-""1). z = one wn ar 1tra1re e 1 e , 2e • , ... , 

En d'autres termes les equations differentielles: 

( ro') 

admettront comme integrale generale 

T = K e"'1 T = K e1
··t 2 2 ' ••• , n n' 

K1 , K
2 

, ••• , Kn etant n constantes d'integration. 
Ce theorinne peut etre regarde comme la generalisation de celui que 

j'ai demontre a la page 70 de ma these. 
Supposons maintenant que nous cherchions a determiner les p pre­

mieres variables X a savoir 

en fonctions des n -.- p autres a sa voir 

et de t, a l'aide des equations suivantes: 

II est aise de voir que l'integrale generale des equations (I 3) s' ecrira: 

(14) 

¥' 1 , ¥'
2 

, ••• , ¥'v representant p fonctions arbitraires de 
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Prenons en particulier: 

... ' 

Les equations (14) s'ecriront: 

(I 4') 

Des eq nations ( 1 4') on pourra tirer XI ' X~ ' ••. ' :r;p en fonctions de 

xr+l , xP+ 2, ... , Xn ct t et on verra que ce sont des fonctions holomorphes 

par rapport a Xp+I , XP+ 2 , ••• , Xn et periodiques par rapport a t. 
Done les equations (1 3) admettent une solution developpable suivant 

les puissances croissantes de xr+l, xP-+ 2, ... , x,. et suivant les sinus et 

eosin us des multiples de t. 
Ce theonhne est demontre q u:md les A satisfont aux conditions 

enoncees plus haut; voyons comment on pourra l'etendre aux cas oil ces 

conditions nc sont pas remplies. Je suivrai pour cela la nH~rnc marche 

que dans la 4 me partie de mes recherches sur les com·bes definies par les 

equations difterentielles (Journal de Liouville, 4mc serie, T. 2, pages 

IS6-IS7)· 
Proposons-nous de calculer les coefficients de l'integrale holornorphe 

des equations (I 3) (a supposer que cette intcgrale existe) Ct a CCt efl'et 

ecrivons ces equations (1 3) SOUS }a forme :mivante: 

(I 3') 

(i=l,2, ... ,p) 

So it: 

une quelconque des fonctions Y1
, Y2 , ••• , Yn, ams1 que nous l'avons 

suppose plus haut, et proposons-nous de calculer les p fonctions 

sous la forme 

( r s) 
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Pour calculer les coefficients A par recurrence, substituons les series 

(Is) dans les equations (I 3') et identifions les deux membres. Nous 

aurons pour calculer Ai.fi.ap+l···a· I' equation suivante: 

= P[G, (- G'), A], 

P[C, (- G'), A] etant un polynome entier a coefficients positifs par 
rapport aux coefl'icients C de 

aux coefficients 0' de Y. chancres de signe et aux coefficients A deia 
• 0 .J 

calcules. 
Pour qu'aucun des coefficients A ne devierme intini nous devons done 

d'abord snpposer qu'il n'y ait entre les A aucune relation de la forme: 

o-b les a sont entiers positifs et (3 entier positif ou negatif. 
Cela pose soit ).' une quantite positive que nons determinerons plus 

completement dans la suite. 
Soit ensuite: 

pour 

et 

pour i = 1 , 2 , ••• , p. 
Formons les equations 

1, ·dx; + 1, dx; + + 1, dxi ,, 
A Xp+l_d__ A Xp+2 -d--- . • • A Xn -d - A X-

illp+l Xp+2 Xn 

Y, ~+ Y' dx; + y,dx; _ Y' 
- P+I d v+2_d__ ..• + ndxn i' 

Xp+l Xp+ 
(i=l,2, ... ,p) 
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Cherchons a satisfaire aux equations (r 3") a I' aide de series de la 
forme suivante 

( r s') 

Les coefficients B nous seront donnes par les equations suivantes: 

Bi.,1.aptiaptz ... <l.[A'(ap+1 + apt2 + ... +a,.- I)] = P[l c I' I C' I' B] 

ou P[l C I, I C' I, B] difl'ere de P[C, (- C'), A] en ce que les coefficients 
C et - C' y sont rernplaces par leurs modules, et les coefficients A par 
les B correspondants. 

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est 
plus grand que le module du A correspondant; 

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

A'(cxp+I + ap+ 2 +· .. +ex,.- I) < I f3.J- I + ctr+l).p+I + aP+~ Ar+2 + ... +anA,.- Ai I· 
Si cette condition est remplie chacun des termes de la serie (Is) 

sera plus petit que le terrnc correspondant de la seric (Is') et comme 
cette derniere converge, la serie (Is) convergera egalement.. 

Il suffit pour cela que l'on puisse trouver une quantite positive )..' 
assez petite pour que l'on ait toujours: 

A'< \j3.J=l + ap+Jt{p+l + .. • + anJ.n- ).il 
ap+l + ... + a,.- I 

c'est a dire, d'apres ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux 
polygones convexes circonscrits, le premier aux points Ap+l , AP+ 2 , ••• , ),11 

et + .J- I' le second aux points ~+1' Apt2' .•. ' An et - v-I' ne con­
tienne l' origine. 

Si done aucun de ces deux polygones con vexes ne contient l' origine, sril 
n'y a entre les A aucune relation de la forme (I 6), les equations (I 3) ad· 
mettront une integrale particuliere de la forme suivante: 

X 1 = ~1 (xp+l, XP+ 2 , ••• , x,., t), 

X2 = ~2 (Xp+l, XP+ 2 , ••• , X11 , t), 
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les ~ etant developpabfes SUivant les puissances de Xp+l , Xp+ 2 , ••• , Xn et les 
sinus et cosinus des multiples de t. 

Cela pose, envisageons les equations: 

( IO") 

Ces equations sont de meme forme que les equations (Io'); la seule 

difference, c'est que les ;. n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi­

tions suffisantes enoncees plus haut pour que }'equation (I 3) ait nne inte­
gra}e holomorphe. 

Nous allons nons proposer de trouver non pas la solution generale 

des equations ( 10"), mais une solution contenant n- p constantes arbi­
traires. 

Parmi les equations ( 10"), je considere en particulier les suivantes: 

... ' dxn= X 
dt n• 

J'ecris en outre les equations: 

(i=l,2, ... ,p) 

les ~i etant les integrales holornorphes des equations (I 3) definies plus haut. 

Il est evident que si :1\ ' x'i ' ... ' xn sont n fonctions de t qui satis­
font aux equations (I7) et (I8), elles satisferont egalement aux equa­

tions (I o"). 
Dans les equations (I 7) substituons a la place de xl ' x2 ' .•. ' xp 

leurs valeurs (I 8), Ces equations deviendront: 

... ' 

zp+ l ' ZP+2 ' ... ' zn etant des series developpees suivant les puissances de 

xp+l, xP+ 2 , ••• , x", dont tons les termes sont du 2d degre au moins et 
dont les coefficients sont des fonctions periodiq ues de t. 
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Ces equations (I 9) sont de la meme forme que les equationf! ( 10'); 
leur integrale generale sera done de la forme suivante: 

. ' 

ou KP+l, .•• , Kn sont des constantes d'integration, ou T;+ 1 , ••• , T;, sont 

des series developpees suivant les puissances def! x et les sinus et cosinus 

des multiples de t. 
Les equations 

T;= o, 

T' = Ke'• 1 

q q ' 

(i=l,2, ... p) 

(q=p+l,p+2, ... ,n) 

nous donnent done nne integrale des equations ( 10") dependant des n -p 

constantes arbitraires Kp+l , KP+ 2 , ••• , Kn. 
Pour obtenir cette integrale sons forme explicite, il faut resoudre 

CeS equations ( 20) par rapport a XI , X2 , ••• , Xn; On trouve ainsi: 

XI = ¢'J(f, Kp+J, . • •, Kn), 

x 2 = cf;2 (t , Kp+t , ... , Kn), 

les ¢' etant des series developpees suivant les pmssances de 

et suivant les sinus et cosinus des multiples de t. 
Ces series sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones 

convexes circom;crits, lc premier aux points Ap+l' Ap+2' ..• 'An et +v-I, 
et le second aux points ~+1' Ap+2' ••• ' An et - v-I' ne contienne l'ori­

gine et qu'il n'y ait entre les ;. aucune relation de la forme (I 6). 

Cette demonstration fait ressortir l'analogic de ce theorcme awe ceux 

que j' ai enonces dans ma these et en particulier a vee eel ui-ci: 

Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d'unc equation 

differentielle sont developpables suivant les puissances de t, t'•, t1
·", • •• , t1

•• 
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J'avais d'abord demontre ce theoreme (que j'ui ensuite rattaehe aux 
idees generales qui ont inspire ma these) par une voie assez differente 
dans le 45" Cahier du Journal de l'Ecole polytechniq ue et l\1. Pr­
CARD y avait ete conduit independamment par d'autres considerations 
(Comptes rendus 1878). 

§ 4:. IntegJ•ation des equatimu; lineaires a coefficients periodiques. 

On sait qu'une fonction de x periodique et de periode 21r pent se 
developper en une serie de la forme suivante 

+ B 1 sin x + B 2 sin 2X + ... + Bn sin nx + ... 
J'ai montre dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que 

si la fonction f( x) est finie et continue ainsi que ses p - 2 premieres 
derivees et si sa p- r• derivee est finie, · mais pent devenir discontinue 
en nh nombre limite de points, on pent trouver un nombre positif ]{tel 
que l'on ait, quelque grand que soit n, · 

I nPA, I<]{, 

Si f( x) est une fonction analytiq ne, elle sera finie et continue ams1 
que toutes ses derivees. On pourra done tronver un nombre K t~l que: 

I1 resulte de la que la serie 

I Ao I + I AI I + I A2l + " • + I An I + " • 
+ I Bl I + I B21 + ... + I B, I + ... 

converge et par consequent que la serie ( 1) est absolnment et uniforme· 
ment convergente . 

.&eta mathematica. 13. Imprlm~ 1e 28 juin 1890. 6 
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Cela pose, considerons un systeme d' equations differentielles linea ires: 

Les n 2 coefficients 9';.1: sont des fonctions de t periodiques et de 
periode 21r. 

Les equations (2) ne changent done pas quand on change t en 
t + 27t. Cela pose soient: 

X1 = ¢~.~(t), Xz = ¢u(t), ' X,. = ¢u.(t), 

(3) 
XI = ¢2.1 ( t), Xz = ¢zz(t), ' X,. = 1'z .• (t), 

XI= ¢n.l(t), Xz = ¢n.2(t), . ' X = ¢ (t) n n.n 

n solutions, lineairement independantes, des equations (2). 
Les equations ne changent pas quand on change t en t + 27t et les 

n solutions deviendront: 

X 1 = ¢~.~ (t + 27t), 

XI = ¢2.1 (t + 27t), 

. ' 

. ' 

. . . ' 

Xn = ¢~.,.(t + 27t), 

X,. = 1'2.n(t + 27t), 

:1',. = lfn.,,(t + 27t) • 

Elles devront done etre des combinaisons lineaires des n solutions 
(3) de sorte qu'on aura: 

l/Ju(t + 27t) = Aul/JI.I(t) + A1.2¢2.1(t) + . • · + At.n11n.1(t), 

tfu(t + 27t) = A2.1¢1.1(t) + A2.d12.1(t) + · · · + A2.nlfn.l(t), 

¢n.l(t + 27t) = An.1¢1.1(t) + An.2lf2.1(t) + • • • + An.n¢n.l(t), 

les A etant des coefficients constants. 
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I 

On aura d'ailleurs de meme (avec les memes coefficients) 

etc. 
Cela pose formons !'equation en S: 

(s) = 0. 

Soit 8
1 

l'une des racines de cette equation. D'apres la theorie des 
substitutions lineaires, il existera toujours n coefficients constants 

tels que st l'on pose: 

et de meme: 

on ait: 

et de meme: 

Posons: 

il viendra: 

Cette equation exprime que: 

e-a~to (t) 1.1 

est une fonction periodique que nous pourrons developper en une serie 
trigonometrique: 
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Si les fonctions periodiques 5!'i.k(t) sont analytiques, il en sera de 
meme des solutions des equations differentielles (2) ct de Au(t). La 
serie A1.1 ( t) sera done absolument et uniformement convergente. 

De meme 

sera une fonction periodique qu'on pourra representer par une serie tri· 
gonometrique: 

Nous avons done une solution particuliere des equations (2) qui s'ecrit: 

(6) ... ' 
A chaque racine de !'equation (S) correspond une solution de la 

forme (6). 
Si !'equation (S) a toutes ses racines distinctes, nous aurons n solu­

tions de cette forme lineairement independantes et la solution generale 
s'ecrira: 

(7) 

Xn = Ulea'1A1.,.(t) + C2 ea'1A2.,.(t) + • .. + C"e"•1
)• 11.n(t). 

Les C sont des constantes d'integration, les a sont des constantes et les 
;. sont des series trigonometriques absolument et uniformement con­
vergentes. 

Voyons maintcnant ce qui arrive quand l'equation (5) a une racine 
double, par exemplc quand a

1 
= a2 • Reprenons la formule (7), faisons-y 

u. = c4 = ... = en = 0 

et faisons-y tendre a
2 

vers a1 • II vient: 

ou en posant 
XI= ea'1 [Cl)'l.l(t) + C2e(flca.)t;.2,l(t)] 

C1 = c~- c2, 

c = 0~ 
2 a,- aJ 
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il viendra: 

X = eu.,t G' A ( t) + c~ e 2 1 
- l.t.t . 

[ 

(a2--a,)t ,l ( t) • (f)] 

1 1 1.1 • a2 - a. 

Il est clair que la difference 

.!.2.1(t)- J.u(t) 

s'annulera pour a~ = a1 • Nous pourrons done poser: 

Il vient ams1: 

[ 

(u.2-a,)t I '] 
a,t C' ) + ,,, ) e - + 0'2' )'(t) e<a.-a,)t X1 = 6 1 ALl V 2 ALl ---- A 

a 2 - a 1 

et a la limite (pour (.(~ = aJ; 

X 1 = C~ ea,t A1.1 + C~ ea,t [tJ.u + lim A'( t )]. 

On verrait que la limite de A'( t) pour a
2 

= a1 est encore une serie 

trigonometrique absolument et uniformement convergente. 

Ainsi l'effet de la presence d'une racine double dans !'equation (5) 

a ete d'introduire dans la solution des termes de la forme suivante: 

).( t) etant une sene trigonometrique. 
On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de 

la forme: 

et ainsi de suite. 
Je n'insiste pas sur taus ces points de detail. Ces resultats sont 

bien connus par les travaux de MM. FLOQUET, C.ALLANDREAU, BRUNS, 

STIELTJES et si j'ai donne ici la demonstration in extenso pour le cas 

general, c'est que son extreme simplicite me perrnettait de la faire en 

quelques mots. 


