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Introduction

Soit A un sous-ensemble fermé d’un ouvert Q de C” et T un courant positif fermé de
bidimension (p, p) sur Q\ A. Existe-z-il un prolongement de T par un courant positif et
fermé défini dans Q?

Les résultats obtenus ici présentent une certaine analogie avec le théoréme bien
classique de Riemann concernant le prolongement des fonctions holomorphes et les
théoremes analogues obtenus pour les fonctions plurisousharmoniques. On distinguera
le cas ol I’on suppose que le courant T est de masse finie (cf. théoréme I1.1) du cas ou
I’on s’affranchit de cette hypothése (cf. théoréeme II1.7).

A certains égards les courants positifs et fermés, définis dans [17] apparaissent
aujourd’hui comme une généralisation des sous-ensembles analytiques complexes X ou
plus précisément des courants d’intégration [X] sur X. Des théorémes de prolongement
ont d’abord été obtenus pour les sous-ensembles analytiques complexes.

En 1935 P. Thullen [cf. 29] obtenait une condition nécessaire pour qu’on puisse
prolonger une hypersurface analytique définie dans le complémentaire d’une autre. A
partir de 1950 I’école allemande et notamment W. Rothstein étudient d’une maniére
plus systématique les prolongements des sous-ensembles analytiques complexes et les
obstructions.

En 1953 R. Remmert et K. Stein [cf. 22] ont généralisé le résultat de Thullen aux
sous-ensembles analytiques sous une hypothése de dimension. Mais tes problémes et
les méthodes de ce travail ont leurs sources dans le mémoire devenu classique de P.
Lelong [cf. 17]. En effet ce mémoire aprés avoir défini les courants positifs, fermés, T
et montré I’existence d’un nombre de Lelong v(x, T) fini obtient Iexistence d’un
courant d’intégration sur un ensemble analytique X, par un prolongement T du courant
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d’intégration T=[X] sur ’ensemble des points réguliers de X a travers I’ensemble fermé
X'=X\X des points singuliers X. Le prolongement 7 est positif et fermé et la
démonstration de cette propriété repose essentiellement sur une majoration de la masse
de T au voisinage de X’.

En 1964, E. Bishop [cf. 5] a montré que si A est un sous-ensemble analytique de Q
et X est un sous-ensemble analytique de Q\ A de dimension pure p et de volume
localement fini alors X est un sous-ensemble analytique de Q. Ce résultat contient des
résultats partiels de Stoll donnant une condition pour qu’une sous-variété de C” soit
algébrique.

Dans la premiére partie de ce travail nous avons obtenu le théoréme suivant :

THEOREME I1.1. Soit A un sous-ensemble fermé pluripolaire complet d’un ouvert
Q de C". Soit T un courant positif fermé dans Q\A de masse localement finie au
voisinage de A.

Alors I’extension triviale T de T par zéro au-dessus de A est un courant positif
fermé dans Q.

On retrouve le résultat de E. Bishop en appliquant le théoréme II.1 au courant
d’intégration [X] sur X. En 1975, R. Harvey et J. Polking [cf. 16] avaient obtenu
théoréme I1.1 dans le cas particulier oil A est un sous-ensemble analytique complexe de
dimension pure p égale a la dimension complexe du courant 7. A la méme époque Y. T.
Siu [cf. 26] a généralisé le théoréme de E. Bishop au cas ou A est fermé pluripolaire
complet obtenant ainsi certains résultats sur le prolongement des fonctions méro-
morphes.

Récemment H. Skoda [cf. 28] a obtenu la conclusion du théoréme 11.1 en suppo-
sant que A est un sous-ensemble analytique de Q. Sa méthode s’appuie d’une part sur
une formule du type Lelong-Jensen, d’autre part sur I’étude du comportement d’un
courant positif au voisinage d’une hypersurface analytique complexe. Notre méthode
présente une certaine analogie avec ce dernier travail, en particulier on étudiera les
troncatures du courant T au voisinage de 1’ensemble pluripolaire complet A. L’emploi
de la formule du type Lelong-Jensen est remplacé par une étude directe donnant une
majoration du courant TAdd®v (cf. 1.8) au voisinage de A défini comme ensemble des
—w de v.

Les résultats obtenus dans la seconde partie de ce travail concernent une autre
direction de recherche ot nous ne faisons plus I’hypothése de masse finie de T au
voisinage de A. B. Shiffman en 1970 [cf. 24] avait montré que si X est un sous-ensemble
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analytique de Q\ R” de dimension pure p, p=2 et de volume fini alors X est un sous-
ensemble analytique dans Q.

Rappelons que I'intersection R*"NQ si elle n’est pas vide n’est pas pluripolaire
dans Q [cf. 21] donc ce résultat ne découle pas du théoréme 11.1. Pour p=1, on devait
supposer de plus X stable pour la conjugaison complexe. En 1972 J. Becker [cf. 1]
s’affranchissait de 1’hypothése portant sur le volume de X. En 1978 K. Funahashi [cf.
12] généralisant le résultat de Becker a montré que X se prolongeait a travers tout fermé
de R*xC*, si on suppose k<p—1. En.1979 E. M. Cirka [cf. 7] étend ce résultat aux
sous-variétés réelles de C*. Les démonstrations obtenues dans cette deuxieme direc-
tion sont étroitement liées & des propriétés géométriques fines des ensembles analyti-
ques.

Dans ce travail nous obtenons le théoréme suivant qui contient et simplifie les
énoncés précédents :

THEOREME IIL.7. Soit M une sous-variété réelle de classe €* plongée dans un
ouvert Q de C". Soient A un sous-ensemble fermé de M et T un courant positif, fermé
dans Q\ A de bidimension (p, p). Supposons p>dim¢c H (M)+1 pour tout ZEA.

Alors T est de masse finie au voisinage de chaque point A. De plus I’extension
triviale T (par zéro au-dessus de A) est I'unique courant positif fermé dans Q qui
coincide avec T sur Q\A.

L’espace H (M) est défini comme le plus grand sous-espace complexe de I’espace
tangent & M au point z. On voit ainsi que seule la structure complexe associée a la sous-
variété M joue un réle. Quand dime H(M)<p—1 cette structure est insuffisante pour
constituer une barriére.

On montrera par un exemple simple qu’il n’est pas possible en général de s’affran-
chir de ’hypothése p>dimc H,(M)+1.

Les démonstrations font appel aux résultats suivants que nous démontrons d’a-
bord dans le paragraphe 1.

THEOREME 1.5. Soit v une fonction, continue, positive, plurisousharmonique dans
un ouvert Q de C". Posons A={z€Q;uv(z)=0}. Soit T un courant positif dans Q\A de
masse localement finie au voisinage de A et T son extension triviale (par zéro au-
dessus de A).

Alors dd°[vT] est un courant positif fermé dans Q.

Si v est de classe €% dans Q\A, dd°[vT] coincide avec TAdd°v. Ainsi en
choisissant v tel que “‘dd°v est assez grand au voisinage de A’’, on parvient a préciser
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le comportement de T au voisinage de A. Pour aboutir au théoréme II1.7 on généralise
le théoréme 1.5 au cas ou.v est presque-plurisousharmonique continue (cf. théoréme
1.10). On consacrera donc un premier paragraphe a étudier le produit d’'un courant
positif fermé 7T et d’une fonction presque-plurisousharmonique continue v (I’hypothése
de la continuité de v n’est pas essentielle). L’objet principal du paragraphe II est de
montrer le théoréme I1.1 et de donner certaines applications. Dans le paragraphe 111 on
démontre le théoréme II1.7, mais auparavant on donne une version réduite (cf. théo-
réme IIL.1) applicable dans le cadre des sous-espaces réels de C” et des variétés
totalement réelles.

Dans le paragraphe IV on démontre qu’un courant T positif fermé défini dans le
complémentaire d’une boule de C” est de masse finie au voisinage de la boule. En
particulier TAS se prolonge en un courant positif fermé a tout C*. Ce qui permet
d’établir le théoréme IV.1. Puis a I’aide d’un exemple da a Sadullaev [23] on construit
un ensemble pluripolaire, complet et compact non trivial.

Notons que les problémes qu’on considére sont des problémes locaux : la plupart
des résultats obtenus restent vrais si on suppose que Q est une variété analytique
complexe.

Jexprime ma profonde reconnaissance & Pierre Lelong pour ses conseils et
I’attention qu’il a portée & mes recherches.

I. Sur le produit d’un courant positif fermé et d’une fonction
presque-plurisousharmonique

Ce paragraphe est consacré au développement de certains outils qui permettent de
prolonger des courants, positifs, fermés. Les méthodes qu’on utilise sont fondées sur
I’étude du produit vT ou v est une fonction plurisousharmonique continue et 7 un
courant positif fermé. On montre notamment (cf. théoréme 1.5) que dd°(uT) est un
courant positif fermé. On généralise ce résultat au cas ol v est une fonction presque-
plurisousharmonique au sens défini dans le théoréeme 1.9.

Rappelons d’abord quelques notions connues sur les types de positivité des formes
et des courants.

L’algebre extérieure A™"(C") est orientée par i"dz)AdZA...Adz,\dzZ,. Soit
a EAN*(C™), on dira que « est positif si I’on a :

a=A"dz; NdZ A ...dz,ANdZ, o0 A est un réel positif.
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Définition. (1) a€NP(C") est dit faiblement positif si pour tout
fis o s JLEALOUCT), aNIfiNAA... Nifi\fi est positif oi (k=n—p)

(2) a €EANPP(C™) est dit m-positif (moyennement positif) si pour tout FENO(CM
on a : aAF(fAf) est positif

(3) a ENP:C") est fortement positif si

N

a= D, ifi M AN, A, ouf, ;€ A-CY.

Jj=1

On désigne par €% (Q) (respect. 2} (Q)) I'espace des formes de classe €* sur Q
et de bidegré (p, g) (respect. a support compact). Pour simplifier les notations on pose
2, ,(Q)=9, (Q). Une forme g€ €, ,(Q) est faiblement positive (respect. m-positive,
respect. fortement positive) si pour tout z€ Q, ¢(z) est faiblement positif (respect. m-
positif, respect. fortement positif). L’espace des courants d’ordre & et de bidimension
(p, @) ou de bidegré (n—p, n—q) est par définition I’espace dual de 9,’,‘, ,(€2) muni de sa
topologie classique. Quand on ne précise pas 1’ordre de T on sous-entend que T est
d’ordre infini.

Un courant T€ 9, ,(Q) est faiblement positif (respect. m-positif, respect. forte-
ment positif) si (7, @) (qu'on note aussi [o TA@) est positif pour tout ¢ €9, ,(Q)
fortement positive (respect. m-positive, respect. faiblement positive).

Tout courant faiblement positif T est d’ordre nul, ses coefficients sont donc des
mesures [cf. 19]. Rappelons qu'on a les implications suivantes : T fortement posi-
tif = T m-positif =T faiblement positif. Pour les bidegrés (1,1) et (n—1,n—1) les diffé-
rentes formes de positivité coincident.

Un point zEC” sera désigné par ses coordonnées : z=(zy,...,2,) OU zZ;=x;+iy;
pour 1<j<n, la norme ||z|| est définie par ||z|’=E7,z; z. On considére les opérateurs
définis sur @p,k( Q) par :

Si ¢ €9, 1(Q), on définit
dp = 2": 9% 4z et dp= i a—(pdz',.
o oz Y = 8z 7

L’opérateur 3 est du type (1,0) alors que 3 est du type (0,1), on note d=03+3 et
d®=i(3—38). Ces opérateurs se prolongent par dualité a DBp, ().
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On note B=1dd ||z||* et B#=BABA...AB (p fois) la mesure trace oy d’un courant
positif T de bidimension (p, p) est définie par

-1 o
le nombre de Lelong v{z} du courant T au point z est défini par la limite

ORZ, ¢
T, z) =lim—T(——)—
r—0 VZPTZP

si la limite existe ol o4(z, r) est la mesure trace du courant T portée par la boule de
centre z et de rayon r et 75,=7"/p!. Un courant positif et fermé et plus généralement un
courant positif T tel que dd°TABP~! est positif admet un nombre de Lelong en tout
point [cf. 8 et 28]. Pour un courant T positif on note ||T||z la masse de T portée par un
ensemble borélien E ([cf. 19] pour la définition de la masse).

On sait [cf. 19] qu’il existe une constante ¢ qui ne dépend que de 7 et p telle qu'on
ait :

—~ G{B)<I[Tll; < cor(B).

Une fonction v de C" & valeurs dans [—, + o[ est dite plurisousharmonique dans un
domaine G de C” si :

(1) v est une fonction localement intégrable.

(2) v est semi-continue supéricurement en précisant au sens métrique, c’est-a dire
avec v(x)=inf {4 €R; il existe un voisinage ' de x dans lequel {z€w';u(zx)>A} est de
mesure nulle}.

(3) ddv est un courant positif fermé.

On rappelle que si v est plurisousharmonique et y une fonction convexe crois-
sante, alors i ov est plurisousharmonique.

Dans la suite on aura besoin des deux lemmes suivants :

LEMME L.1. Soit u,,...,u, une base de 6, (Q) considéré comme module sur

2
€(Q). Il existe alors une base w,,...,wy, N= (Z) du module €, ,(Q) donnée par :

;= if, (NN NN,

ot chaque f;  est une combinaison linéaire des u; a coefficients constants.
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Démonstration. Les formes u; A...Au; ,Aiij \A...Ait;, engendrent €, ,(Q).
En raisonnant par récurrence, il suffit de prouver que A, est engendré par de telles
formes. Orona:

3
i, = E Pl v u) A (uptiteg),
v=0

-lk‘v—

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.

Remarque. Si les u; sont des formes constantes il en résulte que les w; le sont
aussi.

LEMME 1.2. Soit T un courant m-positif de bidimension (p, p) dans un ouvert Q de
C'etget yc 92,0(52). Alors on a :

KT, o Ay <(T, PpA@)+ (T, Py Ay).

Démonstration. T est positif, il est donc d’ordre nul, les différents termes de
I'inégalité ont un sens. De plus on a d’aprés la positivité :

(T, P(@+Ay) A(@+Ap)) =0 pour tout 1€ C.

En donnant & 1 successivement les valeurs i, —i, I, —1 on obtient le lemme. Remar-
quons que ce raisonnement n’est pas valable si T est supposé faiblement positif; on a
utilisé la propriété plus stricte pour T de la m-positivité.

Dans la suite, positif pour un courant T signifie que T est faiblement positif. Soit T
un courant positif, dans un ouvert Q de C", de bidimension (p, p). Soit v une fonction
continue dans Q. On définit le courant vT par la formule suivante :

(vT, @) =(T,vp) pour tout g €I, ,(Q).

Puisque T est un courant positif, ses coefficients sont donc des mesures; la
définition de vT est donc une conséquence de celle du produit des mesures coefficients
de T par la fonction continue v. Si T est un courant positif fermé et v une fonction
continue on définit les courants TAdv, TAdv, TAddv par :

dd“[vT)= TA dd°v
dlvTI=TAdv
d[vT]= TA d.
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Les premiers membres de ces égalités sont bien définis. Lorsque v est €2, le courant
dd[vT] (respect. dwT), d°(vT)) est le produit du courant positif fermé T par la forme
différentielle a coefficients continus dd v (respect. dv,dv). En effet pour tout
QEDp_1,,—1(R), on a:

(dd°[vT], @) = (vT, dd°p)
=(T,dwA d°¢))—(T,dvA d°¢p)
= (T, —dvA d°p)
= (T, d(dvA@))+(T, dd°vAp)
= (TAdd°v, ).

La 1™ égalité est la définition de dd[vT]. La 2° égalité provient du développement de
d(vAd®p). La 3° égalité est une conséquence de la fermeture de T. La 4° est simple-
ment le développement de d°(duAg). La 5° est une conséquence de d7=0 qui entraine
8T=3T=0. On a d°T=i(6—3) T=0 et dd°v=2i33v=—2iddv=—d dv.

On va maintenant étudier TAdd°v ou v est une fonction plurisousharmonique
continue.

PROPOSITION 1.3. Soit T un courant positif fermé dans un ouvert Q de C" de
bidimension (p, p) et v une fonction plurisousharmonique continue dans Q.
Alors TA\dd v est un courant positif fermé dans Q.

Démonstration. Soit v; une suite de fonctions plurisousharmoniques de classe €~
décroissante vers v. On a (dd°[v; T, p)=(TAdd v;, ¢) pour tout ¢ € Z, ,(Q) ol

n 2

ov,
ddv,= 2i L dz, A dz
! lk,sz=1 z, 9Z, ¢ !

est une forme différentielle positive a coefficients € car v; est plurisousharmonique
%~. Donc les dd°[v;T] sont des courants positifs fermés dans Q. Or (v;7) converge
pour la topologie de la masse vers vT, la convergence des v; vers v est uniforme sur tout
compact. Il en résulte que (dd[v;T]) converge faiblement vers dd°[vT]=TAdd‘v.
Ainsi TAddv est un courant positif fermé.

Remarque. Soient vy, ..., v, k<p des fonctions plurisousharmoniques continues.
D’aprés la proposition 1.3 on peut définir par récurrence v, TAddv,A...Add v, et
ensuite
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ddfv; TAdd v A\... Add®v;) = TAddv A ... NddCv;.

Le courant TAdd®viA...Add°v, est un courant positif fermé; de plus il est
symétrique en vy, ..., v; (cf. Beford et Taylor [4] pour I’étude (dd°v)").

Définition. Soit v une fonction continue et 7 un courant positif fermé; on définit le
courant TAdvAdCv par la formule suivante ;

(TAdvA d°v, @) = ( )dd (V' T)—vdd[vT], p)

pour tout ¢ €9, _; ,_1(Q).
Quand v est de classe 42, le courant TAdvAd®v n’est autre que le produit

extérieur du courant positif fermé T par la forme différentielle positive a coefficients
continus dvAd°‘v.

THEOREME 1.4. Soient (v{), ...,(v,{ ;s k<p des suites des fonctions plurisoushar-

moniques continues qui convergent uniformément sur tout compact de Q vers les
fonctions continues et plurisousharmoniques vy, ..., Uy. Soit T un courant positif fermé
de bidimension (p, p) dans Q.

Alors on a :

() lim;_,., v]TAdd ViA...\dd°v]= v,TAdd v,A...\dd " v,
(i) lim;,,TAdd v{A...Add v]=TA dd‘v/A...Add v,
(iii) lim, ., TA dd °v{A...Add “v{_Adv] Nd°v},= TA dd°v,\...\dd ‘v,_,Adv,Ad°v,.

Les limites étant prises au sens de la convergence faible des courants.

Démonstration. On convient d’écrire T=T" entre courants T et T" si et seulement si
T-T est un courant positif.

(a) On montre (ii) par récurrence sur k. Pour k=0 il n’y a rien a démontrer.
Supposons (ii) vrai pour k—1, on a alors :

lim TA dd°vjA...Add“v]_,=TA dd°v,A...\dd v, _,.

Jow©

Soit K un compact de Q; pour tout £>0, il existe j, tel que pour j=j,, on a
v eSUi<ute sur K.
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Comme TAddviA...Addv]_, est positif, il en résulte que sur K on a :
(W +e)im T dd vl A ... Add v]_ = lim v TA dd v]A...\dd " v]_,
jow Jjo»

=lim (v,—&)TA dd°viA... \dd v}

Jjo®
d’ol d’aprés ’hypothése de récurrence :

(W, +e)TA ddv,A...Addv,_=lim v TA dd v]...dd" v]_,

joe

2(v,—e)TA dd v, A ... \dd v, _,.
Ceci est vrai pour tout £>0 et tout compact K de 2, donc on a

lim 'TA ddviA...Add v]_,=v,TA ddv,A...\dd‘v,_,

je
donc on a
lim dd “[v{A dd°v{A...Add°v]_|] =dd [v, TA dd°vA...\dd v, _,].
oo
Ainsi on a prouvé (ii).
(b) D’aprés (ii) on a :
lim TA ddviA...Add v]_,=TA dd°v,A ... Add ‘v, _,.

jow
D’aprés la démonstration de (i) on a

limv]{T dd°vj...dd°vi_,=v,TA dd‘v, A ... \dd‘v,.
Jjow
(¢) Pour montrer (iii) on remarque d’abord que le probléme est local. Donc quitte &
ajouter une constante on peut supposer que tous les (v/) sont positifs, dans ces
conditions les (v/)* sont des fonctions plurisousharmoniques continues et convergent

uniformément sur tout compact vers (v;)*.
Donc d’apres (i) et (ii) on a :

lim TA dd°viA...Add°v,_, AdviAd " v]

N
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=1lim TA dd°viA ... Add °v]_, N{dd “(v])*—v] dd v})

jo»
=TA dd v, A...\ddv,_, A¢dd vi-v, ddv))
=TAdd v, A...Add v,_;Adv A d°v,.
Comme conséquence de ce théoréme on a le résultat fondamental suivant :

THEOREME LS. Soit v une fonction continue positive plurisousharmonique dans
un ouvert Q de C". Posons A={z€Q;u(z)=0}. Soit T un courant positif fermé dans
QN A de masse finie au voisinage de chaque point de A. Alors dd®(vT) se prolonge en
un courant positif fermé dans Q.

Démonstration. Considérons (vT), ¢’est un courant positif dans 2\ A, ses coeffi-
cients sont des mesures (u;jo- 4|) qui sont de masse localement finie au voisinage de
A. Ainsi les y; peuvent étre considérés comme des mesures sur Q, et par conséquent
(vD) est un courant positif sur Q.

Soit v,=sup(v—1/n,0) la fonction v, est plurisousharmonique continue dans Q
pour tout # €N, nulle dans un voisinage de A. Donc v, T est un courant positif dans Q.
Or la suite (v,T) converge pour la topologie de la masse vers vT donc dd®(v,T)
converge vers dd°(vT) au sens de la topologie faible des courants sur Q.

D’aprés la proposition 1.3 dd(v,, T) est positif dans @\ A de plus par construction
dd*lv, T] est nul au voisinage de A donc dd®(v, T) est un courant positif fermé dans
Q, donc dd(vT) I'est aussi.

En appliquant ce raisonnement k fois on obtient le résultat suivant :

THEOREME 1.6. Soient v,, ..., v, des fonctions plurisousharmoniques positives de
classe €* (respect. continues) dans un ouvert Q de C". Posons A;={z€Q;v{2)=0}.
Soit T un courant positif fermé de masse finie dans Q\UL,A,. (respect. Q\A,). Alors
TAddvA...Addv;. est un courant positif fermé dans Q.

Démonstration. (1) dans le cas ol les v; sont de classe €2, TAdd ‘v, est défini dans
Q\UL A, et il est localement de masse finie dans Q; ainsi par récurrence
TAdd ‘v,A...Add v, est défini dans Q

(2) dans le cas des v; continus TAddv, (d’aprés le théoréme 1.5) est positif fermé

dans Q. D’od TAdd v, A...Add v est donc positif fermé dans Q d’aprés la proposi-
tion L.3.

Pour les fonctions f continues dans Q on note ||f]|x, »=Ssupxex|f(x)|. Le théo-
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réme suivant donne une estimation de la masse de TAdd®v,A...Add v, en fonction
des |jvj|q, »- Il est essentiellement du 2 S. S. Chern, H. I. Levine et L. Nirenberg [13].

THEOREME 1.7. Soit T un courant positif fermé de bidimension (k, k) dans un
ouvert Q de C" et vy, ..., v, des fonctions plurisousharmoniques continues dans Q.
Alors pour tout compact K de Q il existe une constante C(K, T) telle qu’on ait :

(1) fT/\ dd®v, ... Add®v, < C||v)llg o -+ | Vella, =
K
@) f TA dd v, A ... Add“v,_, Adv A d°0, < Cl|vyllg o - || Vicilla, = 10Al13, «
X

Démonstration. (1) Par I’absurde, en effet, si on a pas (1) alors il existe (aprés
éventuellement une permutation des indices) une suite (v; ;) telle que I’on ait :

i allg - <1 et j TA dd‘v, A dd°v, ,A...\ dd°v,, = n*,
X
ce qui implique

=3

f TA dd* [E (v,,,,)iz] A .../\ddc[E (v,m)iz] =+,
K n n

n=1 n=1

D’ou la contradiction avec théoréme 1.5 car les fonction (£_, vi,n(llnz)) sont plurisous-
harmoniques continues.

La démonstration de (2) est identique et le facteur |ju;||* provient de la définition
de dv AdCvy.

Comme conséquence du théoréme 1.7 on a le résultat suivant :

THEOREME 1.8. Soit u une fonction plurisousharmonique vérifiant u<-—1 dans Q,
telle que e soit continue. Posons A={z€Q;u(z)=—»}. Soit T un courant positif
fermé dans Q\ A de bidimension (p, p), de masse localement finie au voisinage de A.

Alors pour tout compact K de Q et tout >0, on a :

p—1
J- TAdulN du -2——ﬂ—l+;<oo
KA u” (log (—u))

Démonstration. La fonction 1/[log (—x)]* est convexe croissante pour x<—1. Il en
résulte que v=1/(log (—u))* est plurisousharmonique dans Q. La fonction v est conti-
nue d’apres ’hypothése faite sur e“.
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D’apres le théoréme 1.5 TAdd v est un courant positif fermé dans Q. Soit (¥;) une
suite de fonctions plurisousharmoniques de classe % décroissante vers u. Posons
v;=1/[log (—u;)]* et on suppose (4;<—1). On a :

—addy; + a du;A\ dfu;
u;[log (—up]"™**  u? [log (—u)]"**

+a(a+1)

duj/\ dcuj
TA a’d“vj=T A .

i [log (—i)[***
Les trois termes entre les crochets donnent des courants positifs; donc

du; A\ du;
(uj)2 [10g (—uj)] tra

TA ddcvj =al A

Orsur Q\NAona:

du;\ d€u; c
TA dd*v=limTA dd°v; > limaTA — i _—grp —GuNdu__
joco jow (1)’ log (—u)'*® u* (log (—u))

On a donc, en observant que TAdd v est positif dans Q

c p—1
f aT A —d‘;’\d “Aﬂ sfr/\ ddvA P~ <o
KA u-flog(—u)]'*® k

car TAdd®v est un courant positif dans Q.

On remarque que lorsque u est de classe €2 sur Q\ A, la démonstration est
simplifiée car on peut opérer directement sur ddv. De plus inégalité du théoréme
peut étre rendue plus précise en remplacant 1/[log(—x)]* par une autre fonction
convexe de décroissance encore plus lente quand x——».

Pour étudier le prolongement d’un courant positif fermé T & travers des sous-var-
iétés de C”. On aura a considérer le produit fT ot f est une fonction presque plurisou-
sharmonique. Soit f une fonction continue telle qu’il existe u; et u, deux fonctions
plurisousharmoniques continues vérifiant f=u,—u,. Alors d’aprés la proposition 1.3
dd°fT=TAdd u,—TAdd°u, est un courant fermé d’ordre nul car c’est la différence de
deux courants positifs.

Plus généralement on a le théoréme suivant :

THEOREME 1.9. Soit f=u,—u, une fonction continue positive dans Q, différence
d’une fonction continue plurisousharmonique u, et d’une fonction u, de classe %>
dans Q. Posons A={z€Q; f(2)=0}. Soit T un courant positif fermé dans Q\A de
masse localement finie au voisinage de A.

Alors dd°(fT) est un courant fermé d’ordre nul dans Q.
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Démonstration. Posons
f,= sup(r=-0)
n

[, = su (u 1 u)—u
n Pl ¥ i 2
v, = sup (u _L u)

n 1 n’ 27

On a dd°{f, TI=dd v, T}—dd(u, T]. Remarquons que le support de dd°[f,T] est
inclus dans Q,={z€Q;f(z)=1/n}. Dans Q,, le courant dd°[f, TI+TAdd u, est posi-
tif. Alors dd°[f, T)+xa~ 4 Tddu, est positif pour tout n ou Yo\ 4 est la fonction
caractéristique de Q\ A. Or (f,, T) converge pour la topologie de la masse vers f7. 1l en
résulte que dd°[f,T] converge faiblement vers dd°[fT]. Comme dd°[f,T]+

xo~a TAddCu, est positif, on en déduit que dd°[fT] est un courant d’ordre nul.

Remarque. On a montré plus précisément qu’il existe un courant 7T'=
xa~a TNdd°u, de masse finie au voisinage de A, car u, est de classe €? et TAddf+
T’ est un courant positif. Ce qui nous conduit au théoréme suivant ;

THEOREME 1.10. Soit f=u,—u, une fonction continue positive dans un ouvert Q
telle que uy soit une fonction plurisousharmonique continue et u, de classe €2 dans Q.
Posons A={z€Q;f(2)=0}. Soit T un courant positif fermé dans Q\A de masse
localement finie au voisinage de A, de dimension p.

Alors pour tout entier k, 1<k<p, il existe un courant T, positif dans Q avec les
propriétés suivantes :

(1) TA(ddS)¥ est un courant fermé d’ordre nul;
(2) TA(dd)*+T est un courant positif dans Q.

Démonstration. Pour k=1 on a d’aprés le théoréme 1.9 et sa démonstration

(1) TAdd®f est un courant fermé d’ordre nul,
(2) TAdd f+xa~ TAdd u, est positif.

Comme yqo\ 4 TAddu;, est un courant positif fermé dans @\ A de masse localement
finie au voisinage de A. Il en résulte en appliquant le théoréme 1.9 & fois :

(1) le courant TA(ddf)* est fermé d’ordre nul,
(2) il existe un courant T positif tel que TA(dd f)*+T; est positif.
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II. Prolongement d’un courant positif fermé a travers un sous-ensemble
fermé pluripolaire complet

Le présent paragraphe a pour objet essentiel de démontrer que I’extension triviale T
d’un courant positif fermé T par zéro au-dessus d’un ensemble A fermé pluripolaire
complet est un courant positif fermé.

Rappelons qu’un sous-ensemble A de Q est dit pluripolaire complet dans Q s’il
existe une fonction plurisousharmonique u dans Q telle qu'on ait : A={z€Q;
u(z)=—o}. On prend tout ’ensemble des — = et cette propriété n’est pas héréditaire.
L’extension triviale T d’un courant positif T par zéro au-dessus d’un sous-ensemble
fermé A est toujours définie si T est de masse finie au voisinage de A. Le courant T est
la limite (—0) pour la topologie de la masse d’une suite (x, T) oul y, est une fonction
€~ positive majorée par 1, nulle au voisinage de A et telle que pour chaque compact K
de Q\ A, la fonction y, est égale & 1 sur K pour r<ry(K). Puisque T est d’ordre nul il
suffit de choisir y, continue a support dans Q\ A. Le courant T ne dépend pas de la
suite y, ainsi choisie.

THEOREME I1.1. Soit A un sous-ensemble fermé pluripolaire complet d’un ouvert
Q de C". Soit T un courant positif fermé dans Q\A de masse localement finie au
voisinage de A.

Alors Uextension triviale T de T par zéro au-dessus de A est un courant positif
fermé dans Q.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme comporte quatre étapes. Dans
une premiere étape on démontrera le théoréme I1.1 dans le cas ou T est de bidimension
(1,1) et A={zE€EQ; u(z)=—=} ol u est une fonction plurisousharmonique telle que e“
est de classe €2 sur I'ouvert Q\ A. Dans une deuxi¢me étape et grace au lemme 1.1 on
s’affranchira de I’hypothése faite sur la bidimension. On passera dans la troisi€me
étape au cas ol ¢” est tontinue dans Q. Puis dans la quatriéme étape on montrera que
tout sous-ensemble A, fermé pluripolaire complet peut étre localement défini a partir
d’une fonction u plurisousharmonique telle que e“ soit continue.

1™ étape. On suppose que T est de bidimension (1, 1) et A={z € Q; u(z)=—} oli u
est une fonction plurisousharmonique telle que e* est de classe €2 sur ouvert Q\ A.

La fonction ¢ est alors continue sur Q car u« et donc aussi e“ sont continues sur
Q\A; aux points x € A la continuité de e“ résulte de la semi-continuité supérieure de u
et de u(x)=—.
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Considérons une fonction y: R—R, positive, €7, vérifiant :

(t)={0 sit<< e‘l}
X 1 sit>1

Posons x ()=x(t/r).
Considérons la famille (7,) formée des tronquées du courant 7T plus précisément
T,=x,(e")T.Le support de T, est inclus dans Q,={z€ Q;u(z)=—1+logr}.Deplusona:

T= limT,
r—0
le courant T est donc positif dans Q.
Pour montrer que T est fermé on va extraire une suite qu’on note encore (T,) telle
que d(T,)=dx,AT converge vers zéro pour la topologie de la masse. En effet soit
® € Pp,1(Q) on a alors

(do, D), @) = — (4, T, dp) = —(T, x, dp) = — (T, dt, A@)) +(T, dy,\g).

Comme d(y, @) est une forme différentielle fermée a support dans Q\ A, on obtient
(T, d(x,9))=0. On a donc :

u
r

(d, T), @) = KT, dy,Ng)|= UT/\X' (e—> f’;u-du/\<p

Orona

U

TAy (e_) e—du/\<p=T/\x’ (i>e—8uA<p,
r/r r/r

car T est de bidegré (n—1,n—1) et @ est une (0, 1)-forme.
Soit g une fonction continue positive a support compact K égale a 1 au voisinage
de support de @. D’apres le lemme 1.2, pour tout ¢, positif on a :

Kd, T),@)| < e,<T,g 1;( (e—) £liaun a‘u>+i <T, X (—‘;) £
r r 8’_ r ¥

Posons C=||g||-sup {|tx’(?)|;tER}. Le nombre C est fini car x'(f) est & support
compact dans R. On considére les « couronnes » K(r) déﬁnies par K(r)=
{z€Q; e '<r 'e*<1} n(support @), on aura

ipAg >

[(d(x,T),¢)|$s,f CTAi duh dut—< f TAigAg.
() &) Jxn
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Or d’aprés le théoréme 1.8 appliqué pour a=1/2, on a

f TA 2du/\d u3/2<_|_°o
KN4 u (log (—u))

De plus [x 4 TACigA@<o car T est de masse finie au voisinage de A.

Il en résulte qu’il existe une suite d’entiers p,, telle que si on pose r,,=e_p "

on ait

uNdu __ __ 1

TAigAg+Ti < .
J;((r,.) v uZ [IOg (_u)]3/2 Da logpn

En effet sinon il existerait un entier L tel qu’on ait :

2[ Thighg+Th —2Adu_ 5 1 __ o
Jraa u’(log(—w)™* ;51 plogp

Ce qui est absurde a cause du théoréme 1.8 et de I’hypothése de finitude de la masse
de T.

Comme les deux termes sous I’intégrale sont positifs on a donc :

p,logp,

° : +1)*(logp,+1)**
f TAdundu o | :f TAi sun dusL @t D (o8P, +D
ko) u (log(-uw)** p,(logp,) k) 2 p, logp,

f TAighe =<
K(r,)

Posons
1
€’n = 34"
p,log(®,)

On a donc

Kd@x, T), @) < Ce,nj TAi duA du+ & TAigAg
K(r,) & Jkep
+1 2 10 32 l 3/4
SC(p,,2 ) ( gﬁi’l)l) + p,(logp,)
p, (ogp,) (p)log(,)

Ainsi lim,, ., [{d(, T),9)|=0 et ’on a (dT, ¢)=0. Une démonstration identique per-

met de prouver que {dT, p)=0 si ¢ € B, o(Q). Finalement on a dT=0. La démonstra-
tion du premier cas se trouve ainsi achevée. Dans I’étape suivante on va s’affranchir de
I’hypothése portant sur la bidimension de T.

2-848282 Acta Mathematica 153. Imprimé le 8 aoat 1984
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2¢ étape. T est de bidimension (k, k) et A={z€Q;u(z)=—=} ou e“ est de classe
€ dans Q\A.

Soit @€ 9,_, (Q), d’aprés le lemme 1.1 on peut écrire @ sous la forme
(p=2l,wj/\gj ou g€ P, (Q)etw; est une forme positive du type wj=i""><
a,Na;A...ANay_;Ad,_, ol les a; sont des (1,0) formes & coefficients constants.

On a donc (T, dp)=L;(T, dw;Ag))=L;{TAw; dg;) mais TAw; est un courant
positif fermé du type (n—1, n—1) dans Q\ A car w; est une forme fortement positive a
coefficients constants. Les mesures coefficients de TAw; sont des combinaisons li-
néaires de ceux de T donc TAw; est de masse finie au voisinage de A. De pluson a :

TAw;=(TAw)~.

Donc d’aprés les résultats de la premiére étape appliqués au courant TAw;, on a
L;(TAw,, dg;)=0, il en résulte (T,dp)=0 et donc T est positif fermé. Le cas
@ € Dy, 1 —1(Q) se traite de méme.

3¢ Etape. T est de bidimension (k, k) et A={z€ Q;u(z)=—=} ol u est continue sur
ON\A.

D’aprés la 2° étape on peut supposer k=1. Soit @ € Zp 1(RQ) et u; une suite de
fonctions plurisousharmoniques de classe € décroissante tendant vers u. On a en
remarquant que x(e"/r) est de classe 6 :

(dT, @) = (T, —dg) =lim —<x (-i-) T, do > = lim lim<x (ir-) T, dg >

r—0 r—0 jox

En effet y(e“/r) converge uniformément vers x(e“/r). De plus @y (e"Ir) est A support
compact dans Q\ A pour j assez grand, donc on a :

lim<x <eJ)T,d<p>=lim<T,d (x (e’))/\@>= lim<T,x’ (e) ¢ du]./\qo>
jow r jowo r joo r r

Soit g une fonction continue positive a support compact dans 2\ A qui vaut 1 au
voisinage de support y'(e*/r) @, d’aprés le lemme 1.2 on a donc pour tout ¢>0

e . N AN c
<x( )T,d(p>\ ss,llm<T,glx ( ) duN\ d uj>
r jowo r r
+L gim <T,g ‘x (f—)
8,, jore r

Im

o

£ Nighg >
.
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1l en résulte qu’on a :

<
8'

|(dT, p)| <lim lim[s,C(T,g du;\ du;)+

r—0 j—o

(T, gip A o) ]
D’aprées le théoréme 1.4 et en choisissant g a support dans Q\ A on a :

I{dT, ¢)| < lim [S,C(T, gduh du)+ < (T, gigNo) ]
r—0 Sr
Quand g tend vers la fonction caractéristique du support de y'(e“/r) @ on obtient en
posant K(r)={z€Q; e '<e“d/r<1} n(support @) :

|(dT, )| $limC|:e,f TAduA dou+ L T/\i(;')/\(p]
r—0 1.6 £ K@

(En fait TAdu/Adu et TAigA@ sont des mesures positives. Donc quand g tend vers la
fonction caractéristique du support de y'(e*/r) @ les limites de gTAduNd®u et de
gTAigAg existent.)

On choisit donc deux suites (r,) et (¢,) comme dans la premiére étape ce qui
permet d’affirmer que (dT, ¢)=0.

Il nous reste & montrer la quatriéme étape, c’est-a-dire que tout sous-ensemble A
fermé pluripolaire complet peut étre défini & partir d’une foniction plurisousharmonique
continue sur Q\A. Puisque le probléme de prolongement des courants est local, la
proposition suivante permet d’achever la démonstration du théoréme 11.1.

PROPOSITION I1.2. Soit A un sous-ensemble fermé pluripolaire complet d’un
ouvert Q de C". Soit Q'<cQ un ouvert strictement pseudoconvexe a frontiére €>.

Alors il existe une fonction plurisousharmonique et continue dans Q'\A telle
qu'ona :

Q' NA={zEQ';u(z) = —»}.

Démonstration. Rappelons le théoréme suivant du a J. B. Walsh [cf. 30]. Soit
Q'c=C" un ouvert strictement pseudo-convexe a frontiere de classe € et f€ €(Q"),
on pose @q.(f)=sup {u; u plurisousharmonique et usf}. Alors @q.(f) est plurisous-
harmonique continue dans Q’'.

En effet, pour toute fonction g posons g*(z)=mn_z._,zg(z’). Ona

pa(Nsf*=f.
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Puisque @q.(f) est un sup de fonctions plurisousharmoniques localement majorées [cf.
18] on en déduit que @%.(f) est plurisousharmonique, donc @.(f )=@u(f), ce qui
prouve que gq-(f) est semi-continue supérieurement. On va montrer qu’elle est une
sup de fonctions continues. Soit C"=oQ-oQ’ et o € 6%(2) une fonction strictement
plurisousharmonique, telle que Q'={z€Q;p(z)<0} et soit FE €*(Q) a support com-
pact dans Q telle que :

f-2e<F<f—e sur'.

Pour N assez grand F+ Np est plurisousharmonique dans Q. Fixons z€Q et ¢<0 : par
définition de @o(f) il existe une fonction v plurisousharmonique dans Q vérifiant v<f
et v>@q(f)—e au point z. On définit v’ par v'=sup(v—2¢, F+Np) sur Q', et par
v'=F+Np sur Q\ Q’, cette définition est cohérente puisqu’on a v—2e<f—2¢ sur Q'
alors qu’on a F+Np>f—2¢ au voisinage de 3Q’. La fonction v’ vérifie alors v'<f—¢ sur
Q et V'(2)>@a(f) (z2)—3¢, pour n>0 assez petit la fonction w=v' %3, est plurisoushar-
monique continue; elle vérifie w<f ainsi que w(z)=¢@q (f)(z)—3e. On rappelle que (5,)
est une famille régularisante.

Montrons maintenant comment on construit la fonction # de la proposition 11.2.
Soit y, une suite de fonctions continues (0<y,<1) décroissante vers y,. O"n suppose
que le support de y,, est inclus dans {z € Q;v(z)<—n} ol v est une fonction plurisous-
harmonique quelconque qui définit A par

A= {z€Q;u(z) = —=}.

La suite @g/(—x,) est donc croissante et vérifie —1<@q(~y,)<0 sur Q' et
@a(—x)=—1 sur ANQ’. De plus on a v/v<—y, donc aussi v/v=gq.(—yx,). La suite
@a(—y,) converge donc vers zéro en tout point de Q'\A. Puisque c’est une suite de
fonctions continues la convergence est uniforme sur tout compact de Q'\A. Soit K;
une suite exhaustive de compacts de Q'\A et v; des entiers tels que I'on ait
<pg,(—)5,,j)2—1/j2 sur K. La série

u=

©

(pg'(—le)

j=1

est une fonction continue dans Q'\ A et elle est plurisousharmonique dans Q' et vaut
—oo sur A. Ce qui répond aux conditions de la proposition II.2.

Remarque. Signalons par ailleurs qu’un théoréme de Richberg [cf. 13] entraine
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alors que tout sous-ensemble fermé pluripolaire complet A puisse étre localement défini
a partir d’une fonction €~ en dehors de A.
Donnons quelques applications simples du théoréeme (11.1).

THEOREME I1.3. Soit Y un sous-ensemble analytique d’une variété analytique X.
Soit T un courant positif fermé sur X\\Y de masse localement finie au voisinage de Y.

Alors Iextension triviale T de T par zéro au-dessus de Y est un courant positif
Jermé dans X.

Démonstration. Puisque les propriétés du courant T (fermeture, positivité et
prolongement) sont locales, le théoréme I1.1 est valable dans le cadre des variétés. Or
tout sous-ensemble analytique Y de X est localement fermé pluripolaire complet. En
effet dans un ouvert U de X, Y est I’ensemble des zéros communs aux fonctions
holomorphes f,, xf,c Alors u(z)=log (ZJ’.‘=1 | fj(z)lz) est plurisousharmonique dans U et
vérifie ANU={z€ U;u(z)=—o}. D’apres le théoréme 1I.1 I’extension triviale TdeT
est un courant positif fermé. C.Q.F.D.

Le théoréeme 11.3 avait été établi par H. Skoda [cf. 28].

THEOREME I1.4. Soit A un sous-ensemble fermé pluripolaire complet d’une va-
riété analytique Q. Soit X un sous-ensemble analytique de Q\ A de volume localement
fini au voisinage de A.

Alors X est un sous-ensemble analytique de Q.

Démonstration. Le courant d’intégration sur I’ensemble des points réguliers de X
définit un courant [X] positif, fermé dont la masse coincide avec le volume de X [cf. 17].
D’aprés le théoréme I1.1, [X] est donc un courant positif fermé dans Q. Comme il suffit
de prouver que X est un sous-ensemble analytique aux voisinages des points de A, a
I’aide d’une carte locale on peut se ramener 4 un ouvert Q' de C”. D’aprés un théoréme

de Siu [cf. 25] X'={z€Q,v(X],2)=1} est un sous-ensemble analytique de Q' donc
fermé dans Q’', ou

OAZ,
v(T,z)=limﬂ
r—0 sz'lp

Or »([X], 2)=1 pour tout z €X ainsi XcX’'<X car support de [X]cX et [X] est I’exten-
sion du courant [X], donc X'=X. C.Q.F.D.

THEOREME I1.5. Soit A un sous-ensemble fermé localement pluripolaire complet
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d’une variété analytique complexe Q et T un courant positif fermé de bidimension
(p, p) défini dans Q.
Alors 14, T est un courant positif fermé dans Q de bidimension (p, p).

Remarque. Le Cas particulier o A est un sous-ensemble analytique complexe a
été établi par H. Skoda [cf. 28].

Démonstration. Posons T'=1g\ 4 T odl 1o\ 4 désigne la fonction caractéristique
de Q\A. On a T-T'=1,T; d’apres le théoréme II.1, T’ est un courant positif fermé
dans Q, il en résulte que 14 T I’est aussi. C.Q.F.D.

Le contre-exemple suivant montre qu’on ne peut pas généraliser le théoréme II.1
a un sous-ensemble pluripolaire non localement complet. Posons Q=C" et A=
{zE€EC"; 22=...=2,=0 et 112<|zy|=1}.

Le sous-ensemble fermé A est pluripolaire non localement complet, en effet toute
fonction plurisousharmonique qui vaut —c sur A vaut — sur {z€C";z,=...=2,=0}.

Soit T le courant d’intégration sur {z€C";z,=...=2,=0,|z;|>1}. Le courant T est
positif fermé dans C"\ A de masse localement finie. Si T’ est un prolongement de T a
C", alors {z€Q;v(T", z)=1} est un sous-ensemble analytique de C" qui contient A
donc il contient {Z€C”";z,=...=z,=0}. Ainsi »(T",0)=1. Or T'=T au voisinage de
Porigine et T est nul au voisinage de Vorigine, d’ou v(7",0)=0. On a donc une
contradiction. 11 n’y a donc ancun prolongement possible méme si on envisage d’autres
procédés que I’extension simple.

Si on choisit un courant 7 défini dans C"N\A et qui ne charge pas
{zEC"™\A;z;,=...=2,=0} alors T se prolonge de facon unique a travers A. Cette
propriété sera démontrée de maniére plus générale dans le paragraphe 1V.

II. Prolongements des courants positifs fermés a travers des sous-variétés
réelles d’une variété complexe

L’objet de ce paragraphe est de donner des résultats permettant de prolonger un
courant positif et fermé T de Q\ M a Q ou M est une sous-variété réelle plongée dans
une variété analytique complexe Q. Les résultats qu’on obtient ne font plus appel 2
I’hypothése de finitude de la masse de 7. Puisque ce probléme est local on supposera
que Q est un ouvert de C”. Dans le cas ou M est un espace réel ou une variété
totalement réelle, on montre que M est I’ensemble des zéros d’une fonction plurisous-
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harmonique convenablement choisie. Puis on généralise cette méthode a I’'aide du
théoréme 1.10. Rappelons d’abord quelques définitions :

Soit M une sous-variété €2, réelle de dimension m, plongée dans un ouvert Q de
C". Soit T, (M) I’espace tangent 2 M au point z. Soit H(M)=T,(M)NiT(M) le plus
grand sous-espace complexe contenu dans T,(M). Lorsque la dimension de H (M) est
constante, on dit que M est une variété C.R. (Cauchy-Riemann). La dimension com-
plexe de H (M) (dimc H (M)) est la C.R. dimension de M. Une sous-variété telle que
dimc H,(M)=0 est dite totalement réelle. Une sous-variété M de classe €' et de
dimension réelle n est totalement réelle si et seulement s’il existe une fonction u
strictement plurisousharmonique dans un voisinage U de M telle qu’on ait :

MnU={z€U;u(z)=0} [cf. 14].

Soit A un sous-ensemble fermé d’une sous-variété réelle M plongée dans un ouvert
Q de C", soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans @\ A. Supposons
dimc H (M)<p—1 pour tout zEM. Alors T se prolongera d’une maniére unique e€n un
courant positif, fermé dans Q. On établit d’abord le théoréme suivant qui résout les cas
particuliers oi M est.une variété totalement réelle ou bien un R-espace plongé dans C".

- THEOREME I11.1 Soit u une fonction plurisousharmonique, €', et positive dans un
ouvert Q de C". Posons A={z€Q;u(z)=0}. Supposons qu’il existe un voisinage U de
A, un nombre n>2/3 et n—k indices ji,...,jn-i tels qu’on ait dans U et au sens des
courants linégalité suivante :

n—k 5
; dz; A\ dz;

u"

ddu =
I=1

Alors, si p>k+1, tout courant T positif, fermé de bidimension (p, p) dans Q\ A se
prolonge de facon unique en un courant T positif fermé dans Q.

Les cas intéressants sont donc p=2 et n=3 et k<n—2.

Remarque. Le nombre n peut étre ramené a n>1/2 (cf. théoréme II1.14 [10]).

Démonstration. Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées on peut
supposer

dduz ), ; duldh

I=k+1 u’
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1™ étape : On suppose que T est de masse localement finie au voisinage des points
de A.

Soit T I’extension triviale de T par zéro au-dessus de A. T est un courant positif
dans Q. Pour montrer qu’il est fermé on a besoin du lemme suivant :

LEMME II1.2 Soit u une fonction plurisousharmonique continue positive dans un
ouvert U. Posons A={z€ U;u(z)=0}. Supposons que

P Y

7
I=k+1 u

ou 1 et un nombre réel et l'inégalité a lieu au sens des courants. Soit T un courant
positif fermé de bidimension (p, p) dans UNA , de masse localement finie au voisinage
des points de A. Alors pour tout compact K de U on a :

ndyAds
fT/\ S i A (II1.22)
K I=k+1 u’
N dgAdz " dg A dz
fT/\ ,31’-2/\(2 i—z’—di)/\<2 i—zl—z’—)<oo. (LIL2b)
K I=k+1 u' I=k+1 u’

Rappelons que I'inégalité entre courants T=T" signifie que 7—T7" est un courant
positif.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.6 TAdd u et TAdd°uAdd®u sont positifs
et fermés dans Q. Soit K un compact de U, on a les trois inégalités suivantes :

c . c c . ¢, = > duhdz
ITA ddul|ly <o ; ||TAdduN ddul|lg<o; TAdd°u=TA i p—
I=k+1 u

Ce qui établit (II1.2a) et (II1.2b).

Soit ¢ €9, ,1(R2) une forme mondéme, c’est-a-dire @=@oAdz;AdZ;, ol @€
Do,o(Q) et I=(iy, ..., 0p), J=(j1,...,jp—1). Puisque p>k+1 il existe deux entiers qui
appartiennent a I et qui sont plus grands que k. On suppose que i; et i, sont de tels
indices. De méme on peut supposer que j; est plus grand que %.

D’aprés le lemme 1.1, on peut écrire ¢ sous la forme

9= D, w, ¢, A dz; Nz, AdZ;

ot les w,, sont des (p—2, p—2) formes fortement positives constantes et ¢, € Jp o).
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Soit y une fonction €~ réelle croissante vérifiant y(x)=0 pour x<1 et x(x)=1 pour

x=2.0na:
r—0 r—0
= lim <T,i8-u/\x’ (u(Z))/\(p>’
r—0 r

Donc pour montrer que |[{ T, dp)|=0 il suffit de prouver que

lim

r—0

<Ti§—ud Ay <”(Z)>w 9, dz; Az, /\dz>=0 pour tous 3, a.
;

Le lemme 1.2 qui est valable pour les courants m-positifs ne s’applique pas ici car
lorsqu’on multiplie un courant positif (faiblement) par une forme m-positive on n’ob-
tient pas en général un courant: positif. Pour résoudre cette difficulté montrons le
lemme suivant qui permet une majoration.

LEMME IIL.3. Soit T' un courant positif de bidimension (2,2) dans un ouvert Q de
C". Soitfet g€E%.(Q). Alorson a :
KT, fe dz, A dz, A dz Ndzg)| < 2T, iff dz, Adz Nidz, A dz,)
+2(T, iff dzyNdz,Nidz A dz,)
+2(T,igg dz;Ndz, Nidz, A dz,)
+2(T", igg dz,Ndz,Nidz, A dz,).

Démonstration du lemme 111.3. On a ;

dz Ndz,= —El”(dz +i'dz) N(dz +i" dz,).

v=0
D’ou

KT, fg dz, A dz, A dz,Ndz,)|

3
- %zi”“(T’/\i(dzc+t“dzd)/\(dzc+i"dzd),fg dz, A dz,) |.
v=0

Or T'Ai(dz +i" z )N\ (dz,+i"z,) est un courant positif de bidimension (1, 1) il est donc
fortement positif. On peut appliquer le lemme 1.2.
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3
KT fe dz,Adz,Adz, Adz,)| < %2 (T Ni(dz+7" dz) Nzt 7 dzy), ff dz, N dZ,)

v=0

3
+ %2 (T Aidz+7 dz) N(@aF T dzy, igs dz, A dz,)
v=0

Or au sens des formes et courants, on a :

i(dz +i" dzy) N(dz 41" dzy) <2 dz NdZ +2idz,N dZ,
donc en définitive on a :

(T, fe dZ, A dz, A dz Adzz)| < 2(T, iff dz Adz Aidz, A dz,)
+2{T',iff dz,Ad7,Nidz, A dz,)
+2(T,igg dz AdZ Nidz, A dz,)
+2(T,igg dz,Ndz,Nidz, A dz,)

La démonstration du lemme est terminée. Poursuivons la démonstration du théo-
réme II1.1. Posons

Alr) = <T/\ w, X' ( uz)

a_z_ﬁ wa dz_ﬁ /\ dZ,-l /\dZiz Adz_][>

B(r) =<T/\ w7 (urz)), 715;% @, dz; NdZ, i dzgA dzt,,)

DO =(TA w,y’ "Z)>,_1_-hz§1
(r) < X ( r r4/31 oz,
Su
aZﬂ

2
dz, Adz, Nidz; N dZ'i,>

E(r)=<T/\ w1 (—‘ﬂ) L
r r

2 -
dz; A i dz, Adz'i1>.

La fonction h, est continue positive & support compact et vaut 1 au voisinage de
{support @) N (support ' (u(z)/r)) (en fait A, va tendre vers la fonction caractéristique de
(support @) N (support x“(u(z)/r))). En appliquant le lemme I1.3 avec a=pf, b=i;, c=i,,
d=d,, f=1/(r'?) q, g=h(1/r*?)(0uldzp) et T'=TAw,x'(u(z)/r). On obtient

lim|A | < lim B(r)+lim C(r)+lim D(r)+lim E(r).
r—0 r—0 r—0

r—0 r—0
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D’apreés le lemme I11.2 premiére inégalité on a :

idz, Ndz, NidzgA dz
llmf T/\ waX' (H(Z)) 2 2 B B =0
X r

r—0 17} n

Pour #>2/3 on a donc :

limB(r) =limC(r) = 0.

r—0 r—0
La deuxiéme inégalité du lemme II1.2 donne

idz,- /\dz'i /\idz,- A dz‘,-
limJ’ TA w,x’ (”(Z)) — 1 ——=0
r—0 Jx r (u)lrl

c€ qui prouve

lim D(r) =lim E(r) = 0.

r—0 r—0
On a donc en définitive lim,_o|A(r)|<lim,_.o [B(H)+C(r)+D()+E(r)]=0. 1l en résulte
(T,dp)=0 pour tout ¢€9, ,_(Q). Un raisonnement identique permet d’établir
(T,dp)=0 si p€9,_; ,(Q). On en déduit que T est positif fermé si T est de masse
finie au voisinage de A.

2¢ étape. Montrons que T est de masse finie au voisinage des points de A.
Soit zo€ A et r assez petit tels que B(zq, n={z € Q;u(z)<1/2}. Soit ¥’ une fonction
de classe 4” négative dans Q telle que

0 silz—zll< ~
x'(z) = 2
=1 sidr<llz—z| <r

Pour ¢ assez petit on a dans B(zo,7), en posant y=g¢y’'

k n
dd*(uty) =~ id A dz+ > i d\ dy,

j=t J=k+1

car

dd®u=72" Y, i dyAdz dans B(z,n).

J=k+1
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Soit
k n
Bk, N) =N(2i dz;\ dz‘j>+ Z i dz; A\ dZ;
j=1 j=k+1
un calcul simple montre que pour N assez grand on a dans B(zq,7)
dd®(u+y) A[Blk, N)]* = g+

fixons N assez grand et posant a=8(k, N) et u,=sup (u+y—1/s,0). Soit f, une suite de
fonction convexe croissante de classe €2 nulle au voisinage de ’origine qui converge
uniformément sur tout compact vers sup (1—1/s,0). On a :

dd*(u,-a*) = lim dd°(f,o (u+y) Ao

V—>o

= lm f'(u+y) dd “(u+y) Ao+ (u+y) Adu+x) Ad “(u+y) Aa*

donc dd®(u,- a¥) est un courant positif vérifiant
dd(u;-a*) =g sur {z€B(ze,r); u,(z) >0}.

Remarquons qu’il existe >0 indépendant de s tel que ||z—&||>0 pour tout z vérifiant :
u(2)>0 et ||z—z||=r, et pour tout £EA. De sorte qu’il existe une fonction g de classe
%> telle que g est nulle au voisinage de A et g(2)=1 si ||lz—zo||=r et (u+%)(2)=0. On a :

f TA fP< lim f dd°u,TA oY)
B(0,r/2)\A =% JB(O,r)

= limf g d“(Tu\ a"™")
llz—zoll=r

S—> w0

=limf g-TAdd°u,\ aP"‘+f TAdgA du A o'
B(zg,r)

= B(zy,7)

=f g TA ddc(u+x)/\a”"+f TAdgA d(u+y)AaP™!

B(zy, 1) B(zy,1)

On a la premiére inégalité car ddu, TAa?~' est positif de plus sur {z;u(z)>0},
ddu; TAa? '=TABP car p=k+1. La deuxiéme et troisitme égalités font appel au
théoréme de Stokes dont I’'usage est justifié par un procédé classique de régularisation
et passage a la limite (cf. Proposition IV.1). Les deux derniers termes sont des
quantités finies car g est nulle au voisinage de A.
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Remarque 1. Pour montrer que le courant T de dimension p est de masse finie au
voisinage de A ou A={z€Q, u(z)=0} on a utilisé seulement le fait que ddu est
supérieur au sens des distributions a une (1, 1) forme continue qui admet en tout point
n—p+1 valeurs propres strictement positives. On applique donc cette méthode dans la
démonstration du théoréme III.7 ci-dessous pour prouver que T est de masse locale-
ment finie. Dans le cas particulier ol A est compact on dispose d’une autre démonstra-
tion plus directe qui sera élaborée dans le démonstration du théoréme 111.7. (Donc dans
cette démonstration M’ sera supposé compact dans V,).

Je remercie M. N. Sibony qui m’a fait remarquer que la démonstration originale de
cette deuxieme étape était incomplete.

3® étape. Unicité du prolongement positif et fermé de T. Soit T' un deuxieme
prolongement de T; pour prouver que T"=T, il suffit de prouver 1,7"=0 ol 14 est la
fonction caractéristique de A. Or d’aprés ce qui précéde (I'—1,7')" est fermé; T’
I’étant, le courant 1, T' est fermé, il est donc positif fermé. I suffit donc de montrer la
proposition suivante :

PROPOSITION I11.4. Soit u une fonction positive continue et plurisousharmonique
dans un ouvert Q de C". Posons A={z€Q;u(z)=0}. Supposons qu’il existe n>0 tel
que aprés un changement de coordonnées on ait au sens des courants :

N L dyNdZ
ddu = 2 i ———’—”——I dans un voisinage de A.
I=k+1 u

Soit T' un courant positif fermé dans Q de bidimension (p, p) ou p=k+1. Alors on a
1, T'=0.

Démonstration de la proposition. D’aprés le théoréme 1.5, T' Add®u est un courant
positif fermé dans Q. Or au sens des courants on a :

1,T' ANddu<T AddCu.

De plus pour tout n>0 et tout ¢ € & () fortement positive on a :

_l,p_
(1, T'A dd°u, @) = <1AT’/\ (n 2 i dz;\ dz',),q)>
I=k+1
car il existe un voisinage de A ou I'on a
dd‘uz=n 2 idz, A dz,.
I=k+1

Comme p=k+1, il en résulte que 1, T'=0.
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Remarque. En fait, on a montré qu’avec les hypothéses de la proposition [I1.4 la
mesure trace du courant 7' ne charge pas A.

La démonstration du théoréme III.1 est ainsi achevée. La proposition 111.4 et le
théoréme II1.1 permettent de montrer que ce type de prolongement est héréditaire, en
effet on a le résultat suivant :

THEOREME I11.5. Soit u une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme I11.1.
Soit F un fermé, FcA={z€Q;u(z)=0} et p>k+1.

Alors tout courant positif fermé T de bidimension (p, p) dans Q\F se prolonge de
Jacon unique en un courant positif fermé dans Q.

Remarque. Les cas intéressants sont p=2 et 0=<k<n-2.

Démonstration. Soit T'=1q 4 T. D’aprés la proposition I11.4 appliquée a T dans
I'ouvert Q\ A, on a T"=T dans Q\ F. Le théoréme II1.1 prouve que T’ se prolonge de
facon unique en un courant T positif fermé dans Q. On en déduit que T est I'unique
prolongement positif et fermé de T.

Le résultat suivant est un corollaire du théoréme IIl.1 et porte sur les R-espaces
vectoriels plongés dans C”.

THEOREME II1.6. Soit E un sous-espace réel de C", supposons que la dimension
complexe de E niE=dimcHz(E)=k. Soit p>k+1 et F un sous-ensemble fermé de E.
Alors tout courant positif fermé dans Q\F (ou Q est un ouvert de C") se prolonge de
facon unique en un courant positif fermé dans Q. 1l est donc localement de masse finie
au voisinage des poinis de A. Le prolongement obtenu est I’extension triviale de T par
zéro au-dessus de A (pourvu que dim T=p).

Démonstration. Aprés un changement linéaire de coordonnées z=(zy, ..., 2,) Ol
z;=x;+iy; on peut supposer que E est défini par E={z€Q;y;1=...=y,=0 et
Xpps=---=X,=0}. Soit u=X%,,,|v|'**, u est une fonction de classe € ! plurisousharmon-
ique positive, de plus on a Fc{z€Q; u(z)=0} et

< dz. A\ dZ;
ddu 28(1"’8) 2 —l‘l—“JTL
j=k+1 2 i *
J J
donc pour ¢ vérifiant (1—¢)/(1+£)>2/3, la fonction u vérifie les hypothéses du théoreme
II1.1; en I’appliquant on obtient le théoréme III1.6.

THEOREME II1.7. Soit M une sous-variété réelle de dimension m et de classe €2,
plongée dans un ouvert Q de C". Soient A un sous-ensemble fermé de M et T un
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courant positif, fermé dans Q\ A de bidimension (p, p). Supposons p>dimc H,(M)+1
pour tout ZEM.

Alors T est de masse finie au voisinage de chaque point de A. De plus I’ extension
triviale T de T par zéro au-dessus de A est I'unique courant positif fermé de dimension
D dans Q qui coincide avec T sur Q\A.

Démonstration. On représente M sous la forme {#=0} ol u+||z||* est plurisoushar-
monique.

Le probléme est local, donc il suffit de montrer le théoréme au voisinage de chaque
point de A.

Soit zo€A, aprés un choix convenable de coordonnées locales on peut sup-
poser que z,=0 et T, (M)={z€ C"z;=x,+iy; Yy =---=¥,=Xpy 41 =, X, =0} OU k=
dimcH, (M) et s=m—2k. Il existe des fonctions réelles A, ...,h, €t g, .1, ....8, des

variables (2, ..., 2 Xpiq) -+ Xgy,), définies dans un voisinage U de zéro telles qu’on ait :

(1) g{(0)=h[(0)=0 pour tout k+1<i/<n et k+s+1<j<n et Dg{0)=Dhy(0)=0 ou D
est la différentielle sur C*xR®.
(2) L’ensemble M N U est défini par :

n

n
MnU= {ze Ui D0 [ h@ys ooz X oo X ) P+ D0 (—g)* = 0}.
I=k+1 j=k+s+1
Posons u,(2)=(E] iy [Vi=Pf21s s Zpp Xir1s -5 Xis ) )76 O £ Vérifie 0se<1; et ug=u.
Soit M'={z€ U; u(z)=0}.
Le lemme suivant montre que u, est presque plurisousharmonique dans un voisi-
nage de I’origine pourvu que ¢ soit assez petit.

LEMME I11.8. Pour tout 0<¢<1/2 la fonction ||z||*+u, est plurisousharmonique de
classe €' dans un voisinage V, de I'origine contenant M'nU.

Démonstration du lemme. La fonction u, est positive de classe €2 aux points de U
qui n’appartiennent pas a M’.
Dans U'=U\WM'nU),ona:

ddu,= (1-~e)u™ >, 2dd°(y,~h)] G~h)+(1—e)u™ D, 2dy,~h) Ad*(y~h)
I=k+1 I=k+1

H1-e)(—&)@)™'~*d ( > (v,—h,)2> /\d°< > (y,—h,>2>.

I=k+1 I=k+1
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Or pour toute fonction f de classe €' on a dfAd°f=2i3fA3f. Donc

(—s)(l—e)u""d[ > (y,—h,)z] /\d°[ > (y,—h,)z]

I=k+1 I=k+1

n

=(1-e)(-e)8iu™' " D, (=h) 4~ h)d—h) N3G, ~h)

Jl=k+1

>(1—&)(—e)8iu™' [ D, (yj—hj)2)<z a(y,—h,)/\é(y,—h,)).

j=k+1 I=k+1

Cette dernitre inégalité (qui signifie que la différence des deux membres est une forme
positive) est obtenue en remarquant que la forme suivante est positive

il(vj—h) 31—y — (1= k) ;— kI A= h) 81— h)—(vi— hy) 3(y;— )]

Il en résulte que dans UN\M’ en a au sens des courants

ddu, = (1—¢) D, 2) ™ (y—h)dd (v~ h)+(1—€) @=8e)u™ >, i 8y —h) N8(—h).

I=k+1 I=k+1

Choisissons 0<e<1/2; alors le premier terme du second membre tend vers zéro
quand z tend vers un point de M’ (cary;—h, tend vers zéro) et le deuxi¢me terme est
positif. Il en résulte qu’il existe un voisinage V, tel que dd®(u.+||z||*) est positif dans
V. \M'".

Donc la fonction u.+||z||>, définie sur V., plurisousharmonique sur V,\M’, est
encore plurisousharmonique dans V,. On a en effet pour zEM'

2n

w O+l f [z rE %) +c+7& €¥|F1do0
0

pour tout §EC" et tout r assez petit. Donc u+|z||* est plurisousharmonique dans un
voisinage de M'nU.

De plus on a I’'inégalité fondamentale suivante :
dd°ue+dd“||z||2>(1—»3)(4—8:-:)14‘£ Z i 3y,—h)No(y,—h) = 0w,
I=k+1
qui nous permet de montrer que la masse de T est localement finie au voisinage des
points de M’ (cf. remarque 1).

Montrons le lemme suivant qui permettra d’estimer la mesure trace de 7.
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LEMMEIIL.10. 1l existe un voisinage V de I’origine, une constante C positive telle
qu’on ait :

n 2
p=cpinl D ia(yj—hj)/\a'(yj—hj)) .

j=k+1
Démonstration du lemme 111.10. Considérons I’application :
y:C">C"
K148y 1, oy Xt iy = W1+, - Yut i)
ou yi=x; pour 1sj<n et y;=y; pour 1<k et y;=y,—h; pour k+1sj<n. Puisque
dh{0)=0, I'application tangente R*"—R>" a l'origine est I'identité donc dans un

voisinage V' de I’origine on a dyA...Ady,*0. Ainsi dy, ..., 9y, engendrent les (1, 0)-
formes continues dans V’. Dans cette base on a

F= 2 fiy Oy A\ 8y,
N=Wt=p
comme |[|=|J|=p et p>k+1, il existe deux indices i;,i, €1 et j;,j>€J qui sont stricte-
ment plus grands que k. Or d’aprés le lemme 1.1 on a :

N
Fir 30 iy NV gy = 2 &1y
1
ol g; est une fonction continue et w; est une forme positive; d’ou

n 2
w; Now, NGy, NSy, <| D i8(~h) /\a'(yj.—h,)

j=k+1

N n 2
Sy oy, < (2 lg) wl) A [ E i a(hj—hj)/\a-(yj_hj):l :
I

j=k+1

Soit V un ouvert relativement compact dans V', contenant ’origine; il existe une
constane C’ telle que ’on ait |g;|w,<C'f"~? et finalement, une constante C donnant
lieu a I'inégalité du lemme II1.10.

Pour montrer que T est de masse localement finie au voisinage des points de M’, il
suffit de prouver que la mesure trace TASP I’est.

Soit Q' un ouvert relativement compact dans V inclus dans {z € V;u(z)<1/2}. On
choisit e<1/2.

3848282 Acta Mathematica 153. Imprimé le 8 ao0t 1984
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Posons
Q' ={z€ Q’;ue(z)>i}
n

A, =|ITA ﬁ”“zllg;

a,=||TA ﬁp_zug;,\g'

n—1]
Ona A, =X/_,a, Conformément & la remarque 1 on suppose M’'ccQ’.

Soit u, ,=sup {u,—1/n.0}. La fonction u,, ,+|jz|]* est plurisousharmonique. En
effet si en zp on a u, ,(z9)>1/n alors dans un voisinage de zo on a Uy (2)+||7P=
uz)+||z|*, fonction qui est plurisousharmonique d’aprés le lemme II1.8. Si on a
u., (z0)<1/n I'inégalité de la moyenne pour u,, ,(z)+||zl|*> est trivialement vérifiée.

Le courant dd°[(u., ,+||z||) TIAB”~? est un courant positif d’aprés le théoréme
1.5 dans Q\M'. Or u, ,TAB""*/A,logn est une suite de courants qui convergent
vers zéro dans Q'. Donc (A,logn)~'dd®[u. ,TAB”~*] converge vers zéro. En
répétant le raisonnement deux fois il en résulte que

[dd “(u,,, +]I2I[")]?
1o,

ATA B2
» A, logn

est une suite de courants positifs qui convergent vers zéro car M’ est compact.
Il en résulte d’apres I'inégalité (I1I1.9)
n 2
1 -2 , 3 -2
Iz ——TA BP°A i a(y.—h')/\a(y-—h.)] u
L; A, logn I:j;k;l s s
pour n assez grand et £<1/2,
D’aprés le lemme II1.10 il existe une constante C telle que

A 'BP u—2£

<C pour €<} et n assez grand.
A, logn

Q'

Prenons £=3/7. D’aprés ’inégalité précédente on a :
|7 A /3"||Q’,’\Q;_lSCn_mA,l log n

Or A, <C'|ITA B’|lo.» donc finalement il existe une constante qu‘on notera toujours C

telle qu’on ait

logn
a,=|TA ﬁp“sz;,\sz;,_,sc 5 ITA /3"”9;,
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Or L a=[|TAB||o,=A,. Puisque A, ,=A,+a,,, on écrira

log n o,

An+1\A +C 6/4 n+1

et par récurrence on a
log (n-+ p))
A, 1-C A,
r (,IJ ( (n+j)*

Puisque le produit

ﬁ [ log(n+ﬁ]

Jj=1 (l’l +.])6/4

converge, la suite A,, est bornée. Ainsi on a montré que la masse de T est localement
finie au voisinage de M’'. On pourra donc considérer T extension triviale de T de Q\ A
aQ.

Remarque. Puisque T est de masse localement finie au voisinage de M’, en
appliquant le théoréme 1.10 au courant T et 4 la fonction u, on obtient pour tout
compact K : (II1.11)

n 2

fT/\ iu% [ > a(yj—hj)/\é(yj—hj)] AP <.
K Jj=k+1

Montrons que T est fermé. Soit ¥ une fonction € croissante de la variable réelle

t, vérifiant x(1)=0 pour 1<1 et y(f)=1 pour r>2. Soit p € P,_, ,(V), on a :

KT, dp)| = lim

i (1 (42 )

<T, Ly (ﬂrz—)) > a(yj*hj)zx\q)> .

J=k+1

= lim

r—0

D’aprés a(yj—hj)2=2(yj——hj) d(yj—hy), il existe une constante C telle qu’on ait :

(T.dg)| <C lim (T, 22y (42} ),

r—o

D’aprés le lemme I11.10 on a :

- =212 n _ 2
(T, dp)| <C 1ing<r, i ey (%) > ia(yj—hj)/\a()’j_hj)> >

j=k+1

ce qui d’apres (II1.11) tend vers zéro pourvu que ¢>1/4.
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Ainsi Pextension T, de T|y~a & V par zéro au-dessus de M’ est un courant
positif fermé dans V. Afin de montrer que I’extension triviale de T par zéro au-dessus
de A est un courant positif fermé dans V, posons :

T2= IV\A T.

Le courant 75=T7,—T, est positif fermé dans V\ A, a support dans M'. D’aprés le
théoréme 1.10, en développant dd®u, il vient

& 8(y—h) No(y,~h;
w5 [ 1 3 ORI o
K u

j=k+1

Comme u vaut zé€ro sur M’ on a T3=0, d’od 1y~ ,T=1y~ 4 T, et le courant

Lynar T est postif fermé dans V. Ainsi la démonstration du théoréeme IIL.7 est
achevée.

Ce dernier élément de la démonstration permet d’établir le résultat suivant :

THEOREME II1.12. Soit T un courant positif fermé dans un ouvert Q de C" et M
une sous-variété réelle plongée dans Q, vérifiant

dimc H,(M)<dimT—1 pour tout zEM.
Alors les mesures coefficients de T ne chargent pas M.

L’exemple suivant montre que dans le théoréme II1.7 on ne peut pas prendre
p=dim¢c H (M)+1, (U'inégalité stricte p>1+dimc H,(M) est nécessaire).

Dans C? considérons M={z€C", z,=0 et |z;|=1} et T le courant d’intégration sur
{(z1,22) €C?; z,=0 et |z;|>1}. T est un courant positif fermé dans C>\ M car il
représente le courant d’intégration sur un ensemble analytique. Si 7" est un prolonge-
ment de T & C? positif fermé, on aura »(T”,(0,0))=1. Or w(T,(0,0))=0 et T’ doit
coincider avec T au voisinage de zéro ce qui constitue une contradiction.

Donc T n’admet aucun prolongement en tant que courant positif et fermé a C2. De
plus on vérifie que

dim¢ H,(M) =0

pour tout zEM et T est de bidimension (1, 1).
Comme conséquence du théoréme III.7 on obtient :

COROLLAIRE I1.13. Soit M une sous-variété totalement réelle de classe 6> dans
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un ouvert Q de C". Alors tout courant T de bidimension =2 positif fermé dans Q\M se
prolonge de fagon unique en un courant positif fermé dans C".

Le théoreme suivant est une généralisation du théoréme 1I1.7 et admet une
démonstration analogue :

THEOREME II1.14. Soit u,, ..., u, une base €; o(RQ) considérée comme module sur
¥(Q), soit f une fonction de classe €' positive dans Q. Posons M={zEQ;f(2)=0}.
Soit A un sous-ensemble fermé de M. Supposons qu’il existe une fonction g de classe
62, un nombre n>1/2 et un entier k tels que

1 N i,
dd*(f+g)= >, i 20
ParrSR

Alors tout courant positif fermé dans Q\A de dimension p>k+1 se prolonge de
fagon unique en un courant positif fermé dans Q. 1l est donc de masse localement finie
au voisinage de A et ce prolongement est I’extension triviale par zéro au-dessus de A.

Démonstration. (1) La restriction T’ du courant T 4 Q\ M est un courant de masse
localement finie dans Q.

Soit ' un ouvert relativement compact dans Q posons Q.=
{z€Q; f(z)>1/(n+1)}. En procédant comme dans la deuxieme étape de la démonstra-
tion du théoréme II1.1 on établit

f TA B SJ TA o 'Algdd(u+y)+dg A d(u+y))
QN4 QN4

pour 7 assez grand ce qui pouve que T” est de masse finie dans Q', dés que >1/2.
(2) L’extension triviale 7’ est fermée dans Q'. Soit €%, ,—(Q') et x une
fonction, € vérifiant y(1)=0 pour t>1/2 et y(f)=1 pour r>1. On a

(T, dp) = lim<T, lx’ ([) a_f/\<p>.
r—0 r r
Puisque p>k+1, on peut écrire IfAg sous la forme

&fAp= > @ du, Ndu, Ndi, Nda;,

ol les ¢, sont des (p—2, p—2) formes continues 2 supports compacts et iy, i, j;, /> sont
des indices supérieurs a k. On privilégie ces indices de sorte qu’on ait :
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KT, dp)| <C lim<T' A [ddc(f+g)]zf2",%x' (f—(rZ)—) A ﬂ”'2>
r—0

ol C est une constante indépendante de r.

Or le courant T' Aldd°(f+g))* est de masse finie dans Q' d’apres le théoréme 1.9
d’ou (T",dp)=0 dés que y>1/2 donc T' est positif fermé dans Q\M.

(3) L’analogue de la proposition I11.4 montre que le courant T ne charge pas M
Donc T” est I‘unique courant positif fermé dans Q' qui coincide avec T dans Q'\A.

Les résultats de Schiffmann [24], Funahashi [12] et Cirka [7] énoncés dans I'intro-
duction s’obtiennent en appliquant le théoréme III.14 au courant d’intégration sur
I’ensemble analytique X.

IV. Compléments

Le but de ce paragraphe est de donner certaines versions fines du théoréme 1I.1. On
démontre en particulier que si Q est un ouvert de C” et Q'ccQ un ouvert strictement
pseudo-convexe alors tout courant positif fermé de dimension >0 dans Q\ Q' se
prolonge en un courant positif dans Q (Proposition IV.1.) Il s’ensuit qu’un courant T
positif fermé non nul dans un ouvert Q strictement pseudo-convexe de dimension >0
ne peut avoir un support compact dans Q. Mais cette propriété est déja connue (cf.
Lelong [19] et Skoda [28]). Le théoréme IV.2 est une généralisation du théoreme I1.1 au
cas ol Pobstacle est un compact contenu dans un ensemble pluripolaire complet, Le
corollaire IV.3 montre que tout courant T positif fermé défini dans un voisinage d’un
ensemble compact K pluripolaire complet se prolonge a travers A. Puis a I'aide de
Pexemple A, ci-dessous on construit des exemples d’ensembles compacts pluripolaires
complets « assez grands ».

PROPOSITION IV.1. Soit @ une fonction continue, exhaustive et strictement pluri-
sousharmonique dans un ouvert Q de C". Soit cER, posons Q.{z€Q;p(z)<c}. Soit T
un courant positif fermé défini dans Q\ Q. de dimension >0.

Alors T est de masse finie au voisinage de Q..

Démonstration. Soit M un ouvert qui contient Q_ tel que M soit une variété a bord
contenue dans Q dont le bord (3M) est orienté par la normale extérieure. Soit (o) un
noyau positif de régularisation classique défini dans C” et # une fonction €~ a support
compact dans M identiquement égale & —1 dans un voisinage de Q.. Quitte a remplacer
@ par sup{gxa,+en, @} pour & assez petit, on peut suposer que @ est continue
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strictement plurisousharmonique dans un voisinage de M et € dans un voisinage V de
dM qui est relativement compact dans Q et qui ne rencontre pas Q..

Posons ¢,=sup {¢p—c—1/n,0}. Puisque ¢ est strictement plurisousharmonique il
en résulte qu’il existe un nombre a>0 indépendant de n tel que dd°g.(2)=add®|z||’
pour tout zEM\ Q.+ 1/n-

Pour ¢, assez petit f,=¢,*a, est une fonction plurisousharmonique, nulle au

voisinage de Q. telle que

ddCf,,(z)Bizl—dd"||z||2 pour ZEM\ Q..

De plus on peut choisir ¢, assez petit de sorte que (f,,) converge uniformément
pour la topologie €* vers ¢—c dans V.

Soit p la dimension de 7. Pour n fixé et ¢ assez petit la forme
Vn, e =fu(T*a,)ABP~' est définie dans un voisinage de M et de classe €~. Si ¢’ est
assez petit Txa, serait fermé dans un voisinage de M n(Support f,) il en résuite que

dd vy, o=Txo. AP~ 'Add°f, est une forme €~ positive aun voisinage de M. On a
donc

&0 £'—0

lim f dd(y, )= lim f Txa, A B~ Add¥f,
» !

=42 TA B
2 M\Qc+2/n

D’autre part soit y une fonction €~ valant 1 au voisinage de M et & support inclus
dans V. D’aprés la formule de Stokes on a

lim f dd*y, ., = lim f d°y, .
&' -0 M &'—0 M

= lim f dQy, )
oM

&—0

= limf T *a, A\ B~ Add“(f,X).
M

£'—0

Puisque f,y converge pour la topologie 4> vers (p—c)y et Txa, converge
faiblement vers T, il en résulte I’existence d’une constante 0<c’'<+ = indépendante de
&' et de n telle qu’on ait

f T % a. A ﬁp—'l Add c(f,,x ) = CIHT”(supponx)'
M
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D’ou en définitive on a pour tout n assez grand

a !
2 TA PP <c ”T”(suppoﬂx)' @
M\9c+2/n

Ce qui prouve que T est de masse finie au voisinage de Q..

Remarque. (2) La finitude de la masse suffit pour dire que T se prolonge en un
courant positif sur Q.

(2) L’inégalité (I) montre si T est défini dans Q et support de T est compact alors
T=0. Cette propriété découle aussi de la formule du type Lelong-Jensen démontré
récemment par Henri Skoda [28].

(3) Si on remplace Q. par un compact K quelconque de Q alors T n’est pas en
général de masse finie comme le montre 1’exemple simple suivant.

Dans C? considérons K={(z;,z,)€C?; z,=0 et |z;|]=0 ou [z;]=1/n, nEN*}.
Posons T,=le courant d’intégration sur I’ensemble analytique de C>\ K défini par
{(z1,22) EC?, 2,=0 et 1/(n+1)<|z4|<1/n}. Le courant T=X,n’T, est positif fermé dans
C>\K de masse non bornée au voisinage de K.

THEOREME 1V.2. Soit A un ensemble fermé pluripolaire complet dans un ouvert
strictement pseudo convexe Q de C" et K un compact inclus dans A. Soit T un courant
positif fermé dans Q\K tel que T|s~ x=0. Alors T se prolonge en un courant positif
fermé dans Q.

Démonstration. 1" étape. Montrons que T est de masse finie au voisinage de K.
Soit 4’ une fonction plurisousharmonique dans Q telle que A={zE€Q;u'(z)=—x}.
Quitte & se restreindre a un ouvert Q' c=Q strictement pseudo convexe contenant K on
peut supposer qu’il existe une fonction u plurisousharmonique dans Q' vérifiant

(D) ANQ'={z€Q"; u(z)=—»)}
(2) e™* est continue dans Q' et u<0 dans Q’.

Pour la construction de u (cf. Proposition 11.2).

Soit @ une fonction strictement plurisousharmonique continue et exhaustive dans
Q' et c un nombre réel vérifiant c=sup {¢(z),zEK}.

Considérons

u,= sup(tp—c—l, et _ L 0)-
n n
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Puisque @ est exhaustive il en résulte qu’il existe Q"c=Q’' tel que u,=p—c—1/n
sur '\ Q" pour tout n. Considérons K,={z€Q’;u,(z)=0}. D’aprés la démonstration
de la proposition IV.1, il existe une constante C indépendante de n telle que
ITlla~ &, <C- Ce qui montre que ||T|lgn 4n(ze 0;p<c; €St fini. Or on a ||T]|,« ,=0. En

définitive on a [|T]|g\ x est fini.

2¢ étape. Construction du prolongement. Soit T'=T|o\ 4. D’aprés la premiére
étape T’ est de masse localement finie au voisinage de chaque point de A. D’aprés le
théoréme II.1 I’extension triviale 7", de T’ par zéro au dessus de A est un courant
positif fermé dans Q. Puisque 7|4~ x=0 il en résulte que T" coincide avec 1’extension
triviale T (qui existe d’aprés le premiére étape) de T par zéro au-dessus de A, donc T est
un courant positif fermé dans Q qui coincide avec T sur Q\ XK.

COROLLAIRE IV.3. Soit K un compact pluripolaire complet dans un ouvert Q de
C". Soit T un courant positif fermé dans Q\ K.
Alors T se prolonge en un courant positif fermé dans Q.

Démonstration. En vertu du théoréme IV.2 ci-dessus il suffit de montrer qu’il
existe un ouvert Q' strictement pseudo-convexe tel qu’on ait : Kcc Q' == Q. Soit « une
fonction plurisousharmonique dans Q telle qu’on ait :

K={z2€Q;u(z) = —o}.

Soit Q" un ouvert relativement compact dans {z € Q; u(z)<0} tel que KcQ". Pour
tout §€9Q" (bord de Q") il existe un entier n tel que (1/n) u(§)>—1. Pour ¢ assez petit
((1/n)u)*a.=ug est une fonction continue et vérifie uz<—2 sur K alors que us>—1
dans un voisinage V¢ de &. Puisque 9Q” est compact il existe donc un entier N tel que

Q= sup{ugi; i=1,... ,N}+1

est plurisousharmonique dans Q”, positive au voisinage de 9Q" et p(z)<—1 pour tout
zZEK. Pour a>0 assez petit, {z€Q"; @(z)+al|z||*<—1/2} est un ouvert pseudo-convexe
contenant K.

Ce corollaire et le théoréme sont d’autant plus importants qu’on sait aujourd’hui
construire plusieurs exemples d’ensembles pluripolaires complets et compacts. En
exploitant une idée de A. Sadullaev [cf. 23] on va construire un ensemble A pluripolaire
complet compact dans C? tel que sa mesure de Hausdorff de dimension 2 est infinie. En
effet soit K un compact polynomialement convexe contenu dans le disque A de centre 0
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et de rayon 1 de C. Soit K,, une suite de compacts polynomialement convexes contenus
dans A tel que K,oK,., et K=N,K, et pour tout 7 il existe un polynéme P, d’une
variable tel que

|P.(z)|<e™? pour zEK,

et
|P.(2)|=e*> pour z§K,_;.

Soit ¢, une suite d’entiers qui croit rapidement vers + dans un sens qui va étre
précisé dans la suite. Posons

f@=D P2 et A ={zw)EC}EK et w=f(@)}.

Pour un choix convenable de la suite (c,), le compact A, sera pluripolaire complet. En
effet posons ¢;=1, et par récurrence supposons qu’on ait choisi cy, ..., ¢,, considérons
alors :

f,,(z,w)=2 P et a,= sup{log|f(2)—wl|; (z, w) EAXA}.
i=1

On choisit c,.; un entier tel que c,.,=2""'sup(cy,...,c,, @,). La suite c, étant
ainsi déterminée, posons :

Qn(z,w)=sup{ la (loglfn(z)—w|—an),—l}.

2n

Les fonctions g,, sont plurisousharmoniques négatives dans AXA. Si (z,w)EA; on a
| £, @) —0|=| £ ~F @ISE,s, € . Puisque c,,,=2""c, et c,,,;=2"""a,, il en résulte

que
—9yn+l
lf,,(Z)—w|$€ 2mHg,

donc @,(z, w)=—1 pour tout n. Ainsi la fonction g(z, w)=2,-10.(z, w) vaut — sur
A,
Si z¢ K et w €A alors il existe NEN tel que z¢ K,,_; pour n=N on a donc

| £z, )] = |P @] f-@)—0] = e 1= =1

d’oll ,(z, w)=—1/2" ce qui implique que g(z, w)>—c°.
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Si z€ K et w*f(z) et en remarquant que f,, converge vers f uniformément sur K on
en déduit qu’il existe £>0 et NEN tels qu'on ait |f,(z)—w|>¢ pour n>N et donc
o(z, w)y>—.

En définitive o(z, w) est plurisousharmonique et vérifie
A1 ={(z, ) EAXA; o(z, w) = —0}.

Remarques. (1) A, étant pluripolaire complet et compact dans AXA il en résulte
que A; est pluripolaire complet dans tout ouvert le contenant.

(2) Sile disque A(1/2) de centre I’origine et de rayon 1/2 est contenu dans K alors f
est holomorphe sur A(1/2) et par conséquent A;NA(1/2)X A est une variété analytique
complexe.

(3) Dans les conditions de (2) ci-dessus A; ne peut pas étre contenu dans une
réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques X,, de AXA. En effet si pour un
sous-ensemble B de C” et A>0 on pose H;(B) la mesure de Hausdorff A-dimensionnel
de B (cf. 16); on aurait d’aprés la 2° remarque H.(4,)>0. Si AcU, X, il existe un
indice ng tel que Hy(A nX,,O)>0 et donc p=— sur X,,o d’ou X"o est compact dans AXA,

il est donc de codimension 2 ce qui contredit Hy(ANX,)>0.

(4) Soit A; comme la deuxiéme remarque et v un vecteur de C? (transverse a
A NA(1/2)XA) tel que |v|<dis(K, [CzAxA). Alors modulo la proposition 1V.4 ci-

dessous A=A,U,_, {A,+v/n} est compact pluripolaire complet vérifiant H>(A)=.

PROPOSIITON 1V.4. Soit A, une suite de sous-ensembles fermés pluripolaire
complets dans un ouvert Q telle que A=V, A, est fermé dans Q. Quitte a se
restreindre a un ouvert Q' ==Q alors A est pluripolaire complet dans Q'.

Démonstration. D’aprés la démonstration de la proposition II.2 pour tout r il
existe une fonction v, plurisousharmonique négative dans Q' telle qu’on ait

(1) ™ est continue dans Q’

2) A,NQ={z€Q";v,(2)=—x}.

Soit K, une suite de compacts K,cK,., et Q\A=U,A,. Soit a,=sup {|jv,(2)|;
z€K,}. Posons

v=i 1 v,(2).
n=1

2%a,

La fonction v est plurisousharmonique dans Q' continue dans Q'\A et on a
Q' NA={zEQ’; v(z)=—0}.
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Nous terminons ce travail par un exemple simple qui montre qu’un sous-ensemble
fermé localement pluripolaire complet dans un ouvert Q n’est pas en général globale-
ment pluripolaire complet. Soit B={z;,2,) €C?; |z)|=1 et z,=0} et Q=C*\ B. Consi-
dérons A={(z1,22) EM; |z;|>1 et z,=0}. C’est un sous-ensemble analytique de Q mais
toute fonction v pluriosusharmonique dans Q, valant — sur A vérifie v(0)=— car
elle se prolonge en une fonction plurisousharmonique dans C2.
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