SUR LES FONCTIONS A UN NOMBRE FINI DE BRANCHES
SATISFAISANT A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU PREMIER ORDRE.

PAR

J. MALMQUIST
4 STOCKHOLM,

1. Dans un travail précédent! nous avons étudié les fonctions & un nombre

fini de branches satisfaisant & une équation différentielle de la forme

dy
dx—-R(x’ y)7

ot R(x,y) est une fonction rationnelle de z, y. Dans le travail présent nous

nous proposons de faire l'étude analogue pour une équation de la forme générale

v (o [ E4) Y L2/ ) =
() Folis ) (§2)"+ Bty ) (52) 7+ o+ Puliad o,
ou Fy, F,, ... Fy sont des fonctions entiéres et rationnelles de y dont les

coefficients sont des fonctions algébriques de . On peut supposer que la fonction
Fly', y; 2) = Foly; 2)y™ + -+ + Fuly; )

de y', y est irréductible pour une valeur quelconque de z.
Nous rappelons quelques résultats connus dont nous aurons besoin dans la

. PN . . s s 1 N
suite. Si l'on fait, au besoin, une substitution de la forme y=a + S oua

est une constante convenable, on peut supposer qu'il correspond & une valeur
) pp q

. ! Sur les fonctions 4 un nombre fini de branches définies par les équations différentielles du
premier ordre. Acta mathematica, t. 36, p. 297—343.
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infiniment grande de y m valeurs infiniment grandes de %  satisfaisant i 1'équa-

tion F(y', y; ) = 0 et s'obtenant par m séries

’ I
) v =@y + @+ B (5 1) b=1,...m)
ou a,, By et les coefficients de ¥, sont des fonctions algébriques de x. Les fonc-
tions @, ... an sont distinctes. Nous pouvons prendre un point z; différent de
certains points en nombre fini de maniére que les fonctions @, g (v=1,...m)

et les coefficients des séries B, soient réguliéres pour x =2z, Il y a m inté-
grales de (1) qui deviennent infinies pour x = z,, elles ont en 2z, un pdle du

premier ordre

& (-7"1) _ —
(3) y= x—x,+$’(m x,) v=1,...m).
Les résidus — a,(z) (v=1,...m) sont distincts si x, est différent de certains

points en nombre fini.

Soit D(y; ) le discriminant de la fonction F(y', y; x) de y' et supposons
que y=g(x) soit une solution de 1'équation D(y; x)=0 ou de l'équation
Fy(y; x) =o0. 8i y se trouve dans le voisinage de g(x), I'équation (1) pent 8tre

remplacée par un certain nombre d’'équations de la forme

(4) Z-g =B ((y — g @) :v)
ou
2 1
e 19y~ gy e ly ~ g s o).

ou l'on a u=1, >0 et dans (5) P(o;x)=0. Les coefficients des séries
P sont des fonctions algébriques de x. En faisant dans {4) la substitution

y =g (x) + 2* on aura une équation différentielle de la forme

(6) g %% = B, (2; z),

ol w'=1; siw >1 ona B,(0;x)=0. En faisant la méme substitution dans
(5) on aura une équation de la forme (6), ot ' =2 + > 1, P, (0; ) =2 0. Six,
est différent de certains points en nombre fini, I'équation (6) peut s'écrire
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. dz .o
(7) g‘“—lﬁz%l(g,x——xl)’ S’Bl(oy O)?éOSlM > 1.
L'intégrale de cette équation correspondant aux valeurs initiales x =1, 2=

est de la forme

1 1

(8) Z:—‘B((x—xl)f)zc(x—-xl)7+~~, ¢ #o.
L'intégrale correspondante de (4) ou (5) acquiert u’ valeurs autour de z = z,.

Nous avons exclu certains points  en nombre fini, on désigne ces points
par & D’aprés un théoréme de Painlevé' une intégrale de (1) n'admet en
dehors des points & d’autres points singuliers que des pdles ou des points cri-
tiques algébriques. Dans le voisinage d’un pdle on a un développement (3), dans
le voisinage d'un point critique algébrique on a un développement correspondant
a (8) ou u' > 1. Ces points singuliers sont mobiles.

Une classe importante d’équations (1) est caractérisée par ce fait qu'il n'y
a aucun développement (8) ol 1/ > 1. Alors, les intégrales n'admettent en dehors
des points £ d'autres points singuliers que des pdles. Ces équations différen-
tielles s'appellent équations & points critiques fixes. Elles peuvent étre intégrées
a Yaide des fonctions classiques. Soit p le genre de 1'équation algébrique
F(y', y; x) = 0 entre ¥, y pour une valeur quelconque de x. Si p= 0 une équa-
tion différentielle (1) & points critiques fixes se rameéne a une équation de Riccati

&.I@q
] |

=a(@e +blx)z + c(x)
par une transformation

dy
(9) z=R(d—‘xl’y;x),

a, b, ¢ et les coefficients de la fonction rationnelle R(y’, y; «) de ¢, y étant des
fonctions algébriques de z. Si p =1 1'équation différentielle se raméne par une
transformation (g) & une équation différentielle

(%)2 =a(z)(42° — gy2 — g4),

~

ol a(x) est une fonction algébrique qui peut 8tre = o. Ce résultat est df &

Fuchs.® 8ip > 1 l'intégrale générale est algébrique; ce résultat est d&i & Poincaré.?

! Voir p. ex. P. PAINLEVE, Lecons de Stockholm, p. 57.

* Voir p. ex. P. PAINLEVE, Lecons de Stockholm, p. 66.

® Sur un théoréme de M. Fuchs. Acta mathematica, t. 7, p. 1—32.
12
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Au lieu de supposer x variable dans tout le plan on peut supposer & Limité
a un certain entourage d'un point déterminé, soit z =o0. Dans ce qui précéde
on doit alors remplacer le mot algébrique par algébroide dans le voisinage de
x =o0. 8i |z| reste plus petit quun certain nombre suffisamment petit il n'y

a d’'autres points £ que £=o0 au plus.

2. Nous faisons maintenant un premier pas dans 1'étude des intégrales
d'une équation (1) dans le voisinage d'un point £, soit. E=o0. Si I'on veut
obtenir une étude compléte on doit faire une suite de transformations et on doit
considérer une suite d'équations transformées. Pour notre but il suffira de
considérer des équations correspondant aux équations (2), (6) et s’obtenant par
des transformations simples. Considérons p. ex. une équation (2). On peut

faire une transformation de la forme

ou ¢, ¢ sont des entiers, ¢ > 0, ¢ = 0, de maniére gue cette équation regoive la

forme
rdz

{10) W= Bz, u), Plo,o)#o,

ou Lk est un entier positif. En effet, posons d'abord z =u?, y = é, donc

— [ n — m—1 —

Les racines de l'équation en {

Fylo; w)gm + Iy {o; €)Em + - + Fmlo; w)=o0
sont (voir (2))
— qu¥ a, (w9) (v=r1,...m).

Nous pouvons prendre ¢ de maniére que les coefficients des fonctions F, (z; u)
(v=o0,1,...m) de 2z et les fonctions a,(u9) (» =1, ... m) soient des séries de
puissances de #, pouvant contenir un nombre fini de puissances négatives. Par

la substitution
{=—qua,(u) +
I'équation
Fylz; wytm + F(e; @) fmt + - + Fulz; @) =0

se transforme & une équation qui peut s'écrire
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woz@ylz; u) + wa @ (z; WE + - + wn @plz; w) 5™ = o,

ol %y, %, ... xm sont des entiers = o et @, @,, ... @, sont des fonctions entidres
et rationnelles de z dont les coefficients sont des séries de puissances de u sans
puissances négatives; on a @, (0; 0)# 0. La racine §, de cette équation deve-
nant égale 4 0 pour 2 = 0 peut s’écrire

Clzuff_%(i u)

b
u° u’

ot 0,z sont des entiers positifs; on peut prendre o aussi grand que l'on veut.
Maintenant, on a l'équation différentielle

dz _ z z
E;l,: -——quq lay(th) + u’;&%(;ﬁ’i{)

correspondant & une équation (2), et en posant ici #=u"v on aura une équation

“U'Z_E +owtv=—gqu e, (u) + u v PB(v, %)
qui est de la forme (10) si les nombres o,z sont choisis d'une maniére con-
venable.
De méme, en supposant que y se trouve dans le voisinage d'une racine de
D(y; x)=o0 ou F,(y; z) =0 et en considérant une équation (6) correspondante
on peut faire une transformation

x=ul, y=glx)+u'zt, ¢g>0, 6>0
de maniére que cette équation (6) re¢oive la forme

(11) ukz“'“lg—z=ﬂ3(z, u), k> o, B(o, o) # o.

Nous n’entrons pas dans la démonstration qui est analogue 4 la démonstration
précédente.

Pour une équation différentielle de la forme

(12) Py =B, ) k21, iz 0, Blo,0)# 0
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on a un théoréme important de Boutroux.! Prenons deux nombres positifs r, 1
suffisaments petits. Zout point xy, |z | <1, o wune intégrale de (12) prend la

valewr 0, peut étre entouré d'un cercle
lx — x| = K}, '+, K indépendant de x,, r, "

de telle maniére que ces cercles sotent extéricurs les uns aux autres sur la surface
de Riemann de y et que |y} > 1" & Uextériewr de ces cercles.

Nous donnons ici une démonstration trés simple de ce théoréme. I 'équation
{12) peut g'écrire st Y'on prend y comme variable indépendante

dx

Tv 2y Boly, o) =y Boly) 2* + o By lyp s+ + -

L'intégrale de cette équation correspondant & x = z,, ¥ = o peut étre développée
suivant les puissances de z;. On aura ainsi

a

x—xlz Z + lelcyi-‘-l(l + y?ﬁ(y) + .’IIIE,EQ/, m1>)7

ot @ =P,(0). On peut supposer que
- — 1
[y B )+ @, Bly, z)| < >

. L4 . ’
pour |z | =7, lyl=+, si r,+ sont suffisamments petits. Pour |y}=+" on
aura donc

o — ] <3 A8 1 prrins - R rrrin

lz — | > 1 z___l_ainl [fptidt = ;_lel [ i+,

Les courbes dans le plan x définies par |y|==1+" sont évidemment extérieurs les
unes aux autres sur la surface de Riemann de y. Par suite il en est de méme

des cercles

|z — 2] =§K|x1 e,

A Textérieur de ces cercles on a [y[ >+, le nombre /', étant déterminé par

plitl= 3,0+ Par 13, le théoréme est démontré.

! P. BouTROUX, Lecons sur les fonetions définies par les équations différentielles du premier
ordre. (Collection de Borel, 1908), p. 47—53.
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Nous faisons la remarque complémentaire suivante. Supposons que y ne
devienne jamais égal 4 o quand z se meut dans le voisinage de o. Alors on a
nécessairement |y| >+, car si la valeur y, de ¥ pour un point z, satisfaisait
4 {yo] = ', Péquation

a . — —
Lo — & "——1’-__”_—15'7’1‘?/?1(1 + %o By + 2, Byo, )

donnerait un point x; ou y=o.

3. Appliquons ce théoréme aux équations (10) correspondant aux équations
(2). On peut évidemment prendre les mémes nombres ¢, ¢ dans les m équations
(10), mais les nombres £, K peuvent étre différents dans ces équations, soient
ky,...kn, K,,... Kn ces nombres. Si une intégrale de (1) satisfait a

[uf~°

=
lyl ==
elle peut étre obtenue par une équation (10). Par suite, on peut entourer les
poles x, de y dans le voisinage de x = 0 par des courbes

| atle — x| = K, 2" |2, |5/

de telle maniére que ces courbes sorent extérieurs les unes aux autres sur la surface

de Riemann de y et que

o
lyl < 1=l
a Vextérieur de ces courbes.
Si une intégrale y wa aucun pole dans le voisinage de x = o elle satisfait &
Uinégalité

[
lyl < 5lel 1

quand x se meut d'une mantére quelconque dans le voisinage de x = 0.

Supposons ensuite que y se trouve dans le voisinage d'une racine y = g (z)
de D(y; x) =0 ou F,ly; ) =0 et soit ¥ = g,(x), ¥y = g (x) le point de la courbe
algébrique F(y', y; x) = 0 correspondant & une équation (6) ot u' > 1. D'aprés
la théorie des fonctions algébriques il y a des fonctions rationmelles de 4/, y
qui ne deviennent infinies qu'en le point (g, (x), g(@), soit R(y, y; x) une telle
fonction, dont les coefficients sont des fonctions algébriques de x ou du moins
algébroides dans le voisinage de x = 0. .Pour
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_ g4y, .
z—R(dx,y,x)

on aura une équation différentielle analogue i (1), et si 2z se trouve dans le
voisinage de l'infini cette équation peut étre remplacée par une équation de la

forme

%9%: 3‘13(;’1:; x) P (0; x) = o.

Par une transformation de la forme

xr = u,q, Z = —
1
on aura une équation
dv
k,u'—1 —_
u® ot v, U
du B, )

de la forme (11). Par suite, on peut entourer les points x, dans le veisinage de o
pour lesquels z devient infini par des courbes

lelq — xll/Ql —_ K/["!‘" ' x] lk/q

de telle maniére que ces courbes soint extérieures les unes aux auires sur la surface

de Riemann de z el que
[e] <o/—#|z|n

a Uextériewr de ces courbes. St z ne devient jamais infini dans le voisinage de
x

=0 on a
le| < o' |x|o

quand x se meut d'une maniére quelconque dans le voisinage de x = o.

A Tlaide de ce résultat on peut facilement démontrer le théoréme suivant.

St une équation différentielle (1) dont les coefficients sont algébroides dans le
votsinage de x =0 a une intégrale non algebroide & un nombre fint de valeurs et
sans autre point critique que x =0 dans le voisinage de ce point, Uéquation diffé-
rentielle est nécessarrement & points critiques fixes et peut élre transformée a ume
équation de Riccati ou & une équation différentielle elliptique.

Nous reproduisons la démonstration trés simple de ce théoréme. Supposouns
que l'éguation différentielle ne soit pas une équation & points critiques fixes.

! Voir J. MaALMQUIsT, Sur les fonctions & un nombre fini de branches-satisfaisant & une
équation différentielle du premier ordre. Acta mathematica, t. 42, p. 317—325.
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Il y a donc des équations (4) ou (3). Soit ¥’ = g,(x), ¥y = g(x) un point corres-
pondant de la courbe algébrique F(y, y; x) = 0 et prenons une fonction ration-
nelle R(y', y; ) qui ne devient infini qu'en ce point. La fonction

dy
e=R|-"9y; 2
(dx y’ b
ot y désigne l'intégrale dont nous avons supposé l'existence, ne devient infini
pour aucun point dans le voisinage de x =0, car ¥ n'a aucun point critique.
Par suite, z satisfait 4 une inégalité de la forme

2] <#"—#|a |,

Or, y ayant un nombre fini de valeurs dans le voisinage de x =0 il en est de
méme de z, par suite z serait algébroide dans le voisinage de x =0, ce qui est
contre la supposition. L'équation différentielle doit done &tre a points critiques
fixes. Le genre p de l'équation F(y', y; x)=o0 est 0 ou 1, car si p > 1 Vinté-
grale générale serait algébroide pour & =o0. Par suite le théoréme est démontré.

4. Nous considérons maintenant une équation différentielle (1) qui n'est
pas une équation 4 points critiques fixes et dont les coefficients sont des fone-
tions algébriques de x, et nous supposons qu'il existe une intégrale de (1) ayant
une branche qui est définie dans le voisinage dun point & soit £ =0, et qui a
un nombre fini de valeurs et une infinité de points critiques. Sous cette sup-

position on a le théoréme suivant que nous allons démontrer.
Théoréme. L’équation (1) se transforme ou bien & une équation de Riccati

dz s
e a(x)2® + b(x)z + c(x)
par une transformation

y"+ Ry(z; x)y" ™ 4+ - + Rulz; 2)=o0

ou bien @ une équation différentielle elliptique

d z\?
(E;c) =a(@)(42° — 9,2 ~ g
par une transformation

¥+ Ry(z; ©)y" > + - 4 Rule; @) +%(E(z;x>y“‘l + - + Rale; 2)) = o,
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Inversement on a
»{dy
=R (d—az’ Y x) .

= . . . . d
R,, R, sont des fonctions rationnelles de z et R est une fonction rationnelle de d—Z’ Y.
Les coefficients de R,, R,, R et a, b, ¢ sont des fonctions rationnelles de x, t si
les coefficients de Uéquation (1) sont exprimés comme des fonctions rationnelles de
x et d'une variable t lide & x par une équation algébrique trréductible.

Dans le travail cité (voir la note p. 175) nous nous sommes servis d’un systéme
d’équations différentielles pour les fonctions symétriques élémentaires de » inté-

grales quelconques de 1'équation g—;/ = R(x, y). 1l semble que cette méthode ne

soit pas applicable & 'équation générale (1). Nous allons nous servir d'une méthode
un peu différente.

Prenons un point xz, dans le voisinage de x-=o0 distinct des points singuliers
de la branche d’'intégrale y dont nous avons supposé I'existence. Partons d'un
élément 7, de y, série de puissances de x — ,, et faisons décrire a x des chemins
fermés dans le voisinage de x = 0 n'entourant pas ce point. On aura ainsi un
certain nombre d’éléments 7, ... #.. Ils satisfont & 1'équation (1), si les coef-
ficients de la fonction F(y', y; x) de ¢, y ont certaines déterminations. Pour
chaque fonction rationnelle R(y, y;z) dont les coefficients sont des fonctions
algébriques de = n'ayant pour |x| <1 aucun point critique > o la somme

n

2R (G, 5o ),

v=1

ott j, est la dérivée de 7,, définit I'élément d'une branche n'ayant pour |z| <r
aucun point critique # o. Il g'agit de déterminer R(y’, y; x) de maniére que
cette branche ait pour =0 un point singulier algébrique au plus.

Nous désignons par ¢ le nombre des équations (6) pour lesquelles p’' > 1 et
nous désignons par (g, (@), g(@)) les points correspondants de la courbe algébrique
F(y', y; ©) = o0, o les coefficients ont les déterminations considérées. A chaque
point (g, (x), g(®)) correspondent des fonctions rationnelles de %', ¥ ne devenant
infinies qu’'en ce point, et il y a un nombre % de maniére qu'il existe, pour
chaque entier positif », des fonctions rationnelles devenant infinies de l'ordre
k 4+ » mais qu’il n'existe aucune fonction rationnelle qui devient infinie de 1'ordre

k. Prenons pour chague nombre » une fonction rationnelle déterminée R, (y', y; x)
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qui devient infinie de l'ordre % + », les coefficients étant des fonctions algébriques
de z. Toute fonction rationnelle qui devient infinie de 'ordre % + » peut s'écrire

@By, y; @) + -+ e(@) By, ; ).

Introduisant pour ¢ le second membre de (4) ou (5) on aura pour R, (v, ¥; x)
un développement de la forme

(v — g<x>)_7v‘13((y — g@; w) Blo; z)= o,

1
et cette série peut s'écrire comme une série de puissances de (y—g@), x — x,

si « se trouve dans le voisinage d'un point quelconque z, tel que |z, | <7, r
étant suffisamment petit. Introduisant y =g(z) + 2#, ol # est donné par (8),
on aura un développement

k+v 1

(13) (@—x) « B ((w — @) xl), $-(0; 1) # o,
les coefficients dans B, étant des fonections algébriques de x, n’ayant pour
|z, ] <r aucun point critique % 0. Cette série peut évidemment s'écrire aussi

k+» 1

(13) (¢ — xl)_T gﬁv ((:L‘ — )" .’I)), %v {o;x)# 0

les coefficients dans s& étant des fonctions algébriques de x. Nous considérons
les termes des séries (13), (13') ol les exposants sont des entiers négatifs, soient

aly (ml) Az, v (xl)
(14) oz T e
’ ﬁlv —vr"’()
(14) %‘“ﬁ**%ﬁ

ces termes, ou A,= [k‘::y] La différence entre les expressions (14), (14") est

finie pour x=2x,. Comme g’ > 1 on peut prendre » assez grand pour que

v > [k :' v]- Par suite, on peut déterminer des fonctions algébriques ¢, (z), .. . ¢, (x)

de maniére que la somme

. 01 (@ s, ¢ ()
glci(w) {;_2 + (_ac:xl)‘i}
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soit finie pour x, = x. Alors le développement de
(15) R, y;a)=c@) Ry, y;2) + + e (@) By, y; 2)

dans le voisinage de x =z, ne contient d’autres puissances négatives que des
puissances fractionnaires.

Par suite, la somme
n

D R(@, §v; )

v==1
définit 1'élément @(x) d'une branche a(x) qui n’a pour |z|<r aucun point
singulier # 0. Appliguons le théoréme de Boutroux & la branche z dont

R (v, §»; 2) v=1,...1)

définissent des éléments. D’aprés le résultat énoncé & la page 182 on peut en-
tourer les points x;, dans le voisinage de o pour lesquels 7 devient infini par

des courbes
latin — alit| = K o' ¢ |, JHo

de telle maniére que ces courbes soient extérieures les unes aux autres sur la
surface de Riemann de 5 et que
|z} <o —#]afl
4 V'extérieur de ces courbes. 1l résulte de la derniére inégalité que
le (@) < nr —#|z|-0m.
Or, la fonction «({x)x”? étant réguliére pour |z| < r, x 5 0, cette inégalité a
lieu aussi 4 lintérieur des courbes entourant les points x,, par suite elle a lieu

pour |z| <r. La branche «(x) ayant un nombre fini de valeurs on voit done

que a(z) a au plus un point singulier algébrique pour x = o.

5. Il importe de montrer que la fonction (15) peut étre déterminée de ma-

niére que 1'expression
v ki 1
S —a) « B (o —a) o),
i=1

ot entrent les développements (13), contienne, pour chaque nombre ¢ satisfaisant

a4 1=7<y —1, des termes
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x

(@ — -'1’1)—’7
tels que x =i (mod. #’). Prenons un nombre ¢ de maniére que 1 <z =yu' —1,
soit % le plus petit entier positif tel que % +i=o0 (mod. ') et posons k +i=12%"yu'.
Nous considérons celles des fonctions R,, R,, ... dont les développements (13) ou
(13") commencent par les termes \

i i

—k'__l .7 ’—k’—l_ - 24
(x_x]) Ma (x_'xl)-k_lw (x—xl) ‘u) (x—xl)—L_Qs RS ]
désignons ces fonctions par RY, R®, ... et considérons l'expression
(16) ¢, (x) RY + ¢y (@) R® + - + capry 1 () RRF+ D,

Soient

Qyy (@) (& — )% + a5 () (x — ) TEA 4 e (2) (& — 2y
Gy (@) — )7 + agy (@) (e — 2 + -+ Gy (@) (2 — &)
gy (@) (@ — )7+ G @) (X — )7 4+ Gy v (@) (2 — 2y
dor () (2 — 2) 2% + Qa1 (@) (X — ) 2F Y + -+ o 2r— () (@ — 2!
fak+1,1 (@) (@—2 )2 + arp,2 (@) (=2, )2 4 o+ Gow e, ow () (w—ay) ™
les termes 4 puissances négatives entiéres dans les développements (13') de R™,

R®, ... R+ TEerivant que le développement de la fonction (16) ne contient
pas les puissances

—2 —ok’ —k'—1
(@ — ;) y e —a) 2, ()
on aura
Cax Gok' + Car'+1Qaw'+1,1 =0
Cor'—2 Qar'—e + Cop'—1 Gar'—1,1 -+ Cox' dox',1 + Cowt1 Qok'41,2=0
Cyflg & Cyllgy + Cplyy F+ -+ Coprgrfar 1 p = 0.
Les coefficients dz, d,, ... dax étant £ o ces équations donnent pour ¢, ¢4, . . . Cow
des expressions linéaires et homogénes en ¢y, ¢, ... Cor'+1. Berivant ensuite

que le développement de la fonction (16) ne contient pas les puissances
(—z) ™, ... (d—2)?

on aura % équations linéaires et homogénes entre les % + 1 coefficients c;,
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g, - - . Cox+1. Ces équations ont une solution. Si V'on peut prendre copr41 70
—or— L

le développement de la fonction (16) contient la puissance (x — ;) 4. Bi

Cox'+1 =0, Coap'~1 =0, ... Cox+1 =0, Cax-1 5 0 on aura aussi Cop =0, La3'—9 =10,

. eax=0. Par suite, le développement de la fonction (16) contient la puis-

41— i; .
sanee {(xr—x,) w

Désignons la fonction (16) ainsi déterminée par R;. Alorse, R+ - +ow—y Ry,

ol ¢, ... ¢s-1 sont des constantes convenables, satisfait i la condition posée.
1

8i I'on remplace, dans le développement (13) de cette fonction, (z —z, ) par des
déterminations en mombre plus petit que u' et si on fait la somme des ex-
pressions ainsi obtenues, les puissances fractionnaires ne disparaissent pas. Cette
remarque est d'une grande importance pour la suite.

6. A chacun des ¢ points {g,(@), g@) pour lequel u’ > 1 correspond une
fonction rationnelle (15) satisfaisant 4 la condition posée dans le n:o précédent.

En somme nous aurons ¢ fonctions rationnelles, désignons les par

R, y; x), ... Boly', y; ).
Les expressions

D Bils v; @) G=1,...0)

¥=1

définissent des éléments &(x) (=1, ... p) de branches «;{z) qui ont pour x=0
un point singulier algébrique au plus.
Nous considérons maintenant les équations algébriques

(17) iRi(y;,yv;x)=ai(x) i=1,...0

y==1

entre n points (4, y») de F(y', y; x) = 0. D’aprés la théorie de l'élimination ce
systéme peut &étre remplacé par un certain nombre de systémes de la forme

G(t,tl, ‘e ts;w):':o
(18) gp= R, (t, ty, ... ts; ) (r=1,...7)
fq;=R;(t1 tl) e tB; 13)

ou de la forme
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G(t; x)=o0
(18") y» = R, (t; x) (v=1, ... n),
¥»= R, (t; x)

G étant une fonction entidre et rationnelle de ¢ ¢, ... & ou ¢ et R,, R, étant
des fonctions rationnelles de ¢, ¢,, ... t ou t. Les voefficients dans (18), (18')
sont rationnels en les coefficients de F(y, y; x) et les coefficients dans (17).
Une solution du systéme (17) obtenue par un systéme (18') a donc pour x =o
un point singulier algébrique au plus. Par suite §,, 4 (¥ =1, ... =), qui satis-
font au systéme (17), ne peuvent pas &tre obtenus d&'un systéme (18’). Nous
considérons un systéme (18) qui donne #, @ (¥=1, ... %) si I'on prend pour
ti, ... 15, t certaines fonctions de x; solent &, =1,, ... =%, t =1.

Dans ce systéme (18) nous pouvons supposer que le déterminant fonetionnel

O Yy - - - o)
(?‘(i’l., .. ts)

ne sapnule pas identiquement. En. effet, supposons que tous les déterminants

soient nuls identiquement mais que

Oy, . - Y1)

alt,, ... t)
p- ex. soit =o. Alors R,, ... R, sont indépendants de # si on les exprime
comme fonctions de ¥, ... #s—1, et comme F(y,, y,; ) =0 il en est de méme
de Ri, ... R.. Le systéme (18) n'est donc pas changé si l'on donne & 4 une

valeur déterminée quelcongue. On aurait donc un systéme (18) ot s est remplacé

par s — 1. Nous pouvons donc supposer que

0lyy, .- . )
dt, ... t)
Cette inégalité a lieu aunssi pour les valeurs de ¢, ... ¢ telles que §; = R, car

dans le cas contraire #, s'obtiendrait algébriquement en les coefficients dans (18)
et serait donc élément d'une branche ayant pour x =0 un point singulier algé-

brique an plus,
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Posons ¢, =1, ... ts=1,t=1 dans le systdme (18) et dérivons par rap-
port & z, donce
, O0R,di; oR,dt, OR, _
B= e dzT T 0t de T 0z r=1...m
Pour des valeurs queleonque de ¢, ... {; nous considérons les équations
, OR, , R, ,  OR, .
(19) Ry—a—tl‘tl‘i"“}'ats ts + oz (V—I,...?l).
Par élimination de ¢, ... & on aura » — s équations algébriques entre ¢,, ... 4
qui sont satisfaites pour ¢, =%, ... =14, t=17 Deux cas sont & considérer
suivant que ces équations entre ¢, ... f; sont ou non des identités. Dans le

cas ou elles ne sont pas des identités la théorie de 1'élimination donne un nouvel
systéme (18) oll s a une valeur plus petite. En poursuivant ce procédé on aboutira
4 un systéme (18) tel que les dites équations algébriques entre ¢, ... f; obtenues
par élimination de #1, ... # entre les équations (19) correspondantes soient des
identités, dans le cas contraire j,, ... J» s'obtiendraient algébriquement et se-
raient éléments d'une branche ayant pour x =0 un point singulier algébrique

au plus. Nous pouvons donc supposer qu'on a un systéme de la forme (18)

tel que les dites équations algébriques entre ¢;, ... t soient des identités.
Ce systéme donne  des solutions de (17) parmi lesquelles se trouve #,, ¥,
v=1,...n).

7. Prenons pour ¢, ... t, t des fonctions de « dans le voisinage de ¢, ... %,
de telle maniére que ¥,, ... y; soient des intégrales quelconques de (1) dans le
voisinage de #,, ... %. Je dis que ys+1, . .. ¥» sont aussi des intégrales de (1).

En effet, on voit d’abord que

adys _ o -
%_Rv v=1, ...59),

car pour chaque valeur de » I'équation F (¥, y.; ) =0 n’a qu'une seule racine

¥’ dans le voisinage de 7,. Comme

dy. _9R,dt, __OR,dt, IR, B

dz 9t do Yoot de 0z b=1,...1
on aura done

g 0Redt  0R.dt  OR, bmt. .8

T ot,dz | Ot dz | Oz



Sur les équations différentielles du premier ordre. 191

Les relations algébriques entre f,, ... ¢ obtenues par élimination de #1, ... &
entre les équations {19} se réduisant 4 des identités on aura aussi

, _OR,dt, dR,dt, , IR, B
=51 dw Yot dz | 0w b=s+r, ...
done
dy, ., - ﬂ/ﬁ ] o N
dx_R”’ F(dx,yv,x)——o v=s5+1,...n).

Nous démontrons maintenant que les fonctions symétriques élémentaires des
intégrales y,, ... y, sont des éléments de branches n’ayant dans le voisinage de
x =0 aucun point critiqne # 0. En effet, faisons décrire & £ un chemin dans
le voisinage de x = o0 depuis x, jusqu'd un point eritique z, de I'une des inté-
grales ¥, ... ¥a, p. ex. de y,. Alors y, s’obtient d'une équation (4) ou (5}, soit
(9. @), g@) le point correspondant de F(y, y; ) = 0 et supposons que R, (¥, y; )
p. ex. soit infini en ce point. D'aprés le n:o 5 le développement de R, (y;, y,; )
suivant les puissances de x — z, contient, pour chaque nombre ¢ satisfaisant &
1=i=<u —1, des puissances négatives (x —z,) * telles que x =14 (mod. p').
Par suite R, (v}, y,; «) acquiert ¢’ valeurs autour de z; et ces valeurs s’obtiennent
de certaines des expressions R,(y,, v,; ) (» =1, ... n), car dans le cas contraire
la fonetion

DB, 95 %) = @, (@)

v=1

aurait, d’aprés la remarque faite a la fin du n:o 5, un point eritique en z,, ce
qui n'est pas le cas. Il en résulte que les fonctions symétriques élémentaires
de y,,...y, n'ont pas x, comme point critique. Par suite, elles n'ont aucun
point critique dans le voisinage de x = o différent de ce point.

A laide de ce résultat nous pouvons facilement démontrer que s=1. En
effet, supposons que l'on ait s > 1. Nous supposons comme précédamment que
Y, - - - Ys sont des intégrales de (1), nous supposons que y, = #, et que ¥, ... ¥s
sont des intégrales quelconques dans le voisinage de #,, ... 7s. Alorsy,, ...y
satisfont & une équation

y1n+zlyn—l+...+ Zn =0,

ol z;, ...z, n'ont i 'exception de x =0 aucun point critique dans le voisinage de

ce point. Cette équation, étant satisfaite par jj,, est nécessairement satisfaite par
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#1, - - . Jn, comme on le voit en faisant déerire a x des chemins fermés ne
tournant pas autour de z=o0. Elle est satisfaite en outre par y =y,, ce qui
est impossible. On doit done avoir s = 1.

8. Nous avons donc un systéme (18) ot s =1 donnant des solutions du
systéme (17) parmi lesquelles se trouvent la solution #,, 7, (v =1, ... n). En
particulier, il y a des solutions telles que y,, ... ¥ soient des intégrales de
(1) dans le voisinage de #,, ... y». Les fonections symétriques élémentaires
de y, ., . y» n'ont aueun point critique pour o <|x| < r, si r est suffisamment
petit. On en conclut que toute intégrale de (1) dans le voisinage de ¥, acquiert
n valeurs y,, ... y» autour des points critiques mobiles satisfaisant & |z|<r,
car elle aequiert évidemment au moins n valeurs. De plus, y,, ... ¥, sont des
fonctions algébriques de y,.

Soient fi(y,, ... ya) (6 =1, ... n) les fonctions symétriques élémentaires de

Yis «+ « Yn et posons

z=26iﬂ(y1, oY)

=1

ol ¢, ... ¢, sont des constantes. En désignant g, par y on aura entre 2, ¥ une

équation algébrique
(21) Gz, y; w) = o0,

et les coefficients de cette équation n'ont aucun point critique pour o < |z| <7
car il en est ainsi des coefficients du systéme (18). IL’équation (21) est évidem-
ment satisfaite par »,. .. ¥x.

Pour ¢ on aura une équation différentielle

(22) o (422 0) =

transformée algébrique de (1). Les coefficients de cette équation n’ont aucun

point critique pour o < |z| < r. L’équation (22) est satisfaite par

n
g= Naifili, - o)
i=1

La branche d'intégrale ¥ dout nous avons supposé Vexistence et dont

#iy - .. o sont des éléments a nécessairement une infinité de podles car dans le
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cas contraire y satisferait, d'aprés le théoréme de Boutroux, & une inégalité

(voir p. 182)
lyl < K|z|~

pour |z| <, par suite y, qui a un nombre fini de valeurs, serait algébroide dans
le voisinage de x = 0, contrairement & la supposition. On peut donc prendre
les constantes ¢,, ... ¢n de maniére que Z soit élément d'une branche ayant une
infinité de poles pour |z| <r. Or, cette branche a un nombre fini de valeurs
et elle n'a aucun point critique pour o <|z| <7. On en conclut, d’aprés le
théoréme démontré & la fin. du n:o 3, que l'équation (22) est une équation i
points critiques fixes qui peut &tre transformée a une équation de Riccati ol
a une équation différentielle elliptique. Par suite, l'intégrale générale de 1'équa-
tion (1) est fonction algébrique de la valeur initiale y,.

L'équation algébrique (21) peut s'écrire de deux autres formes. Soient

Yo, Yo les valeurs initiales de y, % pour z =z, et faisons décrire a (yo, y,) un

chemin fermé L sur la surface de Riemann de F(y', y; xy) =o0. Les intégrales
Y1, - .. Yn varient avec continuité et quand (yo, y,) a décrit L on aura des inté-
grales 41°, ... yn. Ces intégrales satisfont au systéme (17) si ¢, est la dérivée

de y.,, et on voit comme précédamment que les fonctions symétriques élé-

mentaires de i, ... . n'ont aucun point eritique pour o < |z| <. Or
Y Y P q P

Y = si |z — x,| est assez petit. Alors le raisonnement employé & la fin de
Yy Y1 0 P ploy
n:o 7 montre que ¢, ...y,  sont les fonctions y,, ... y, dans un certain
ordre, done

S, oowd)=filyy, ... ) (e=1, ...n).
Les fonctions fi(yy, ... %a) ({=1, ... n) sont done uniformes en ¢, y liés par

Y Y Yy P

F(y,y; x) =o. Etant des fonctions algébriques de y elles peuvent done s'éerire

. . dy .
comme des fonctions rationnelles de Zﬁc’ ¥, soit

R; (c:?/ v; x) G=1, ... n).

ax

(o . . . da
Nous les supposons écrites comme des fonctions entiéres et rationnelles de £y

de degré au plus égal & m — 1. Posons

(23) < dy dy
2 = . | —= . — 7 .
3 z Elc, R; (dx’ Y; x) R ((Ix’ ”; :r)

13
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. . s de .
Soient ensuite z,, Zo les valeurs initiales de ¢, dz POUr T =1 et faisons

décrire a (20, 2,) un chemin fermé L sur la surface de Riemann de @ (2, z; z,)=o.

Les intégrales y,, ... y, de (1) varient avec continuité et quand (2, 2,) a décrit
le chemin L on aura des intégrales #i", . . . y». Ces intégrales sont indépendantes
de ¢, ... cn. L'intégrale z de (22) revient i l'intégrale d’olt 'on est partie,
par suite

n n

Zciﬁ(!/(lﬂ, v y;lD) = Zciﬁ(yl, e y")’

=1 i=1

et cette équation a lien pour des valeurs quelconques de ¢, ... ¢, dans le
voisinage de valeurs détermindes, d’ol résulte que %i’, ... y» sont identiques
4 ¥, ... 4. dans un certain ordre. Les fonctions fi(y;, ... va) t=1, ... n)

sont donc uniformes en 2, z liés par @ (2, z; ) = 0; étant algébriques en z elles
) P

sont donc rationnelles en 2’, 2. Nous pouvons donc écrire
dz
(1) . A—
Silyy, - ) =Ri (—dx,z,x (=1, ...n

et nous pouvons supposer que R;” sont des fonctions entiéres et rationnelles de

dz de degré plus petit que le degré de @(2', #; ) par rapport & £'. A la rela-
dx P s P
tion (23) correspond
, n dZ
(23') z———-zl,ciRé”(%,z; x)
Les intégrales y,, ... y¥» sont racines de l'équation
de dz
n oy RO . n—1 WEZT . —
(24) y" + Ri ((lx’ z; m)y + -+ Ry (dw’ z; x) 0.

Nous étudions maintenant les coefficients dans (22), (23), (24). Pour un
moment nous laissons les coefficients dans (22), (24) indéterminés, désignons les
par y. Kerivant que 1'équation (22) est & points critiques fixes et que l'intégrale
générale de (1) s’obtient de (22), (24) et s'appuyant sur (z3) on aura pour les
coefficients y un systéme d'équations différentielles (S) qui a certainement une
solution. Nous démontrons qu'il a une seule solution!. Supposons qu'il y ait

une autre solution 7. A cette solution correspondent des équations

! Cf. P. PAINLEVE, Lecons de Stockholm, p. 89.
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’ D dz . —
(z2) d)(dx,z, :c)—o
—nfdz =0 {dz

(24') Y+ R‘f’(%, z; w) y '+ + RY (%, z; 9") =0
analogues aux équations (22), (24) et 1'équation

n

=u{dz
z= Z ¢ Ry (3-;, z; x)

=1
analogue & (23'). Si z est une intégrale quelconque de (22') les racines y,, . .. ¥
de (24') sont des intégrales de (1), par suite RS, ... R et # n'ont dans le

voisinage de z =0 que des points singuliers algébriques au plus. L'équation
(22") étant & points critiques fixes et y, pouvant étre supposée voisine de 7,
Y1, - .. Yu se permutent autour des points critiques mobiles dans le voisinage

de x = 0. Par suite

n

n
z——-glcg Ry” (Z—i, 2; x) =2§ciﬁ(yl, Ce )
est une intégrale de (22). De méme, toute intégrale de (22) est aussi une inté-
grale de (22). Les équations (22), (22") sont donc identiques. Pour une inté-
grale quelconque de (22) on a R"=R{" (=1, ... n). Par suite, les coef-
ficients dans R{", R\ sont identiques. Le systéme (S) a donc une seule solution.
Il en résulte que les coefficients dans (22), (24) peuvent s'écrire comme des fone-
tions rationnelles des coefficients dans (1) et de leurs dérivées. Si l'on exprime
les coefficients dans (1) comme des fonctions rationnelles de x et d'une variable
t liée a x par une équation algébrique irréductible, on voit donc que les
coefficients dans (22), (24) peuvent s'écrire comme des fonctions rationnelles
de z, t.
La fonction (23) est univoquement déterminée par la condition que

_n{dy .
z——R(dx,y, w)

satisfasse & 1'équation (22) pour une intégrale y quelconque de (1). Alors, on
voit comme tout-a-I'heure que les coefficients de cette fonction peuvent s’écrire
comme des fonctions rationnelles de =z, ¢.
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En effectunant la transformation de I'équation (22) & une équation de Ric-
cati ou & une équation différentielle elliptique on parviendra enfin au théoréme

que nous voulions démontrer.

La théorie précédente est évidemment applicable sous la seule supposition
concernant les coefficients dans (1) qu’ils sont algébroides pour x =o0. Le théo-
réme démontré est valable aussi dans ce cas, les coefficients pouvant s'écrire
comme des fonctions rationmelles des coefficients dans (1) et de leurs dérivées.



