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1. Réduction d’un systéme différentiel & une forme normale.

1. Dans la premiére partie! nous avons étudié un systéme

(1) xk“z—i/ci:%i(g/l,...y,,;x) fg=1,...2)
sous la supposition que l'équation caractéristique n'a que des racines simples et
différentes de o et qu'il existe un systéme de séries de puissances de z qui
satisfont formellement au systéme (1). A chaque solution g, . . .y, correspond
un domaine d'existence dans lequel les fonctions g, . .. y» sont réguliéres pour
x40 et qui est limité par certaines courbes en nombre fini ou infini définies
par des équations |xz|=7, |y,]=1",... |ya]l =1" ou par certaines de ces équa-
tions. Il s'agissait d'étudier la forme d'un domaine d’existence d'une solution
donnée et la représentation analytique de la solution dans ce domaine.

Dans cette partie nous allons étudier le cas général ot I'équation carac-
téristique a des racines multiples dont I'une peut étre o. Nous supposons que
les coefficients des séries

Bilys oy @)= Dais, @)y .yl

! Ce journal, t. 73, p. 87—129. En renvoyant dans la suite i ce travail nous le désignons
par (D).
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sont régulidres sur la surface de Riemann de log x pour o < |z| < r et asymp-
totes a des séries de puissances de z, et nous supposons que les séries P con-
vergent pour |z} <7, |y} <+ (=1, ... %). De plus, nous supposons qu'il existe
un systéme de séries’

>
yl.:Zci")xp (’l::I,...ﬂ)

v=1

qui satisfont formellement au systéme (1), p étant un entier = 1.
Sous ces suppositions le systéme (1) peut étre transformé par des substitutions
linéaires et par une substitution 2z =1 3 un systéme qui a la forme normale

suivante
o1 OYi - bl
ghitte == (@) + filw) ye + By + eiyi)
(2) n
+ 2t Sa(a)y + @By, - yn; @)
=1
E=1,...mn).
Tei £y, . . . ks sont des entiers tels que
k,=k= =k, =o.

Nous supposons en général que k;, >0. Si kp>0, ksy==0 (¢=m +1,...n) on
a filr)=0 t=m+1,...5). Pour :=m filz) est une fonction entiére et
rationnelle de z de degré k;— 1 au plus et satisfaisant & f;(0) 0. Certaines
des fonctions f;(x) peuvent &tre identiques: si f(z)= -+ = fu, (z) + fi (),
t>mny, onak ==k, &=0, =0 ou I pour ¢=2,...n; de méme, si
Jur(@) = =fo, @) = filx), ¢>n, on a knr1=:=kn, én¢1=0, &=0 ou I
pour ¢==n; + 2, ...ny; et ainsi de snite. Pour les fonctions a;(x) on a

ai(w) ~ aﬁ”x” + e

le nombre N pouvant &tre pris aussi grand que l'on veut. Les séries P, com-
mencent par des termes de degré = 2 par rapport & ¥y, . .. ¥a.

C'est pour un systéme de la forme (2) que nous allons étudier le probléme
dont nous avons parlé au commencement. Dans le cas ol 0 n'est pas racine
de l'équation caractéristique nous anrons ainsi des résultats aussi complets que

! Nous ne discutons pas l'existence d'un tel systéme de séries. Probablement les séries
existent en général, mais dans certains cas particuliers elles doivent étre remplacées par des séries
qui contiennent des logarithmes.
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les résultats obtenus dans (I). Mais les résultats sont moins complets dans le
cas. ou O est racine de l'équation caractéristique. Il peut méme arriver que
l'on n’obtient alors que des renseignements trés insuffisants concernant les solu-
tions d'un systéme (1).  Considérons p. ex. le cas ol les seconds membres de
(1) ne contiennent que des termes de degré = 2 par rapport & ¥y, ... ys. Alors

le systéme (1) se transforme & la forme (2) par une substitution de la forme
Yi=x"2 (t=1,...2)
ol » est un entier positif. Le systéme transformé aura la forme

x%z——vzi+%i(zl,...zn; x) (t=1,...n).
Le domaine d’existence d'une solution de ce systéme ne s'étend pas en général
a x=o0. Néanmoins il peut arriver que le domaine d’existence d'une solution’
du systéme primitif s'étend & x = o. L'étude compléte des solutions de ce
systéme doit é&tre faite par d’autres méthodes.

Entre ce cas extréme et le cas od 0 n'est pas racine de l'équation carac-
téristique il y a des cas intermédiaires ot l'étude du systéme (2) donne des ren-
seignements plus ou moins complets concernant les solutions du systéme (1).

Les nombres u; dans le systéme (2) peuvent étre supposés aussi grands que
I'on veut. Mais pour que l'étude du systéme (2) donne des renseignements les
plus complets concernant les solutions de (1) on doit prendre u; aussi petits que
possible.

2. La réduction d'un systéme (1) 4 la forme (2) dépend en général sur la
réduction d'un systéme d'équations différentielles lindaires

1 QY .
{3) x"“jg;— = Zﬂij(x)yj (t=1,...n)
j=1

4 une forme normale correspondante

d . i
(4) kit E% = fi{@)y: + i (riys + ergim) + it D ais(@)y
j=1
(t=1,...n)
La réduction d'un systéme (3) & un systéme (4) peut toujours &tre effectuée
algébriquement & l'aide d'une suite finie de substitutions linéaires et d'une sub-
stitution z =% On peut employer d'une part des substitutions linéaires dont



4 J. Malmquist.

les coefficients sont des fonctions entiéres et rationnelles de la variable indépen-
dante et dont le déterminant est # o quand cette variable prend la valeur o,
d’'autre part des substitutions de la forme

() z=1, yi=~t"2 ((=1,...n),

olt ¢ est un entier =1 et o, ..., sont des entiers = 0. C'est ce qui résulte
d'un travail de M. Hukuhara'. La réduction a été faite aussi par M. Horn®
dans des cas particuliers.

Au sujet de cette réduction nous faisons une remarque complémentaire. En

supposant que f,(x)="--=/fp, (x)3=f;(x), ¢>n,, il est loisible de supposer qu'aucune
des différences r;—1; (¢, j=1,...n,) n'est égale & un entier == 0; de méme,
en supposant que fn, +1(@) == fo, () + fi(x), # > 0, il est loisible de supposer
qu'aucune des différences 7: —1; (2,7 =mn; + 1, ... mn,) n'est égale a un entier = o;

et ainsi de suite. Il suffit de le montrer pour un systéme de la forme suivante

d ; n '
(6) xd'Z =ri¥; + &yi— + Zaij(x)yj (Z =1,...n)

J=1

aij(@)~allw + alx® + -

Nous écrivons ce systéme de la maniére suivante

d { & .
xﬁ’———m,yi—i—afyf_l#—Za,-j(x)yj (t=1,...m)
Jj=1
(7)
dy; o .
x> =7'n2yi+8iyi—1+21aij(m):l/j (i=mn +1,...n)
=
les nombres #y,, 7y, . . . étant distincts. Nous pouvons supposer que

Rop, Z R, =,
Supposons que 7y, — 7n, soit un entier positif. Par la substitution

Yi=x2 (z=1,...m)

! Masuo HUKUHARA, Sur les points singuliers des équations différentielles linéaires. II.
Journ. Fae. Sc. Hokkaido imp. Univ. V (1937), p. 123—166. Voir p. 157—165.

# J. HorN, Unbestimmtheitsstellen linearer Differentialgleichungen mit mehrfachen Wurzeln
der charakteristischen Gleichung. Math. Zeitschr., 44, 4 (1938), p. 481—3506.



Sur l'étude analytique des solutions d’'un systéme d’équations différentielles. 5

on aura
d_z"._(, — 1)z + ez + S 4 NI (i = )
g = — 1)z + &izim D alys i=1,...m
(8) j=n+1
dy; ' .
x%=;n2yi+giy,_l + o (t=mn,+1,...1)

les termes non éerits contenant x comme facteur.

Supposons d’abord que 7, —7a, >1. L’équation ecaractéristique de (8) a

les racines #, — 1, 75, ... d'ordres n,, #, — %,, ... Par une substitution de la
forme
n
2y =u; + Z bijy; (f=1,...my),
Jj=n+1

ot b;; sont des constantes, on aura un systéme de la forme (7), ol 75, est remplacé
par 7, — 1. En effet, il faut et il suffit que b;; satisfassent aux équations

(7‘,,l — I) bij + &by, ; + af]) =5bi; + & 41 b,',j+1

(e=1,...n; j=n+1,...n)

ol &p+1=0. Ces équations déterminent b;;: d’abord on pose j=#x et on aura
successivement b;, pour z==1I, ... n,; ensuite on pose j = n — I, et ainsi de suite.
Supposons ensuite que 7, — 7, = 1. L’'équation caractéristique de (8) a les
racines #y,, *n, ... d'ordres n,, m3 — My, ... Par une substitution linéaire on
aura un systéme dont les n, premiéres équations ont la forme
d’l/i .
T =Tp,Yi + & Yi—1 + - E=1,...n).
dx
En poursuivant ces raisonnements on aboutira & un systéme (6) oii aucune
des différences r; —7; (i, =1, ... n) n'est égale & un entier =+ o.

3. Appliquons maintenant la réduction précédente i un systéme (1). Nous
posons

Bilyr, -y @) = ale) + Qau(@)y + D) ani, i, @)yl .y
j=1

1 n
it +i,=2

Nous supposons qu'on a fait préalablement une substitution x = ¢ de sorte que
d'une part le systéme (1) soit satisfait formellement par des séries
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y;=20§”)x” (f=1,...n),
=1

d'autre part les nombres ¢ figurant dans les substitutions (5) soient égaux a 1.
De plus nous supposons qu'on a fait une substitution

N
yi=20£7)x7+2i (1;=I,...71).
=1
Nous pouvons done supposer que

ai(x) ~ a¥ ¥ + .- (t==1,...n),

ol N’ peut étre supposé aussi grand que l'on veut.

Evidemment la forme du systéme (1) n’est pas changée par une substitution
linéaire dont le déterminant est == 0 pour x =o.

Par une substitution (5) ot g =1 on aura

192 .
a:"“% = — 2z + a(z) e + D agle) ez
=1
+ 2 TN ) F b L L P 2'n
G+ 422
(z=1,...n).
Les nombres «,, ... o, doivent étre choisis de maniére que les séries asymptotiques

pour a;;{x)x% % ne contiennent aucune puissance négative. Ces nombres ne sont
déterminés qu'éa un entier additif prés. On peut choisir ce nombre additif de
p p

maniére que les séries asymptotiques pour
Qi iy, .. iy (.’I}) z'él ke oy fpeg

ne contiennent que des puissances positives de z; le plus petit des exposants
peut 8tre supposé aussi grand que I'on veut. On peut supposer le nombre N’

assez grand pour que les séries asymptotiques pour
a; (x) x4

ne contiennent que des puissances positives d’exposants aussi grands gue

lon veut.
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D’aprés cela, il est évident que l'on aura enfin un systéme de la forme

1 QY .
x"“ Fyé = a; (.CU) + f; (x) Y -+ x’° (I'i Yi + & y{-—l)

n
+ @ Dayg(@)y + 2 ) as,. @)y g
j=1 it i, 22

(=1, ...m0),
ou

ai(x) ~ a®a¥ + - (t=1,...n).

Les nombres N, p peuvent étre supposés aussi grands que l'on veut. Si fi(x)
contient z*~* comme facteur, ce qui veut dire que l'équation caractéristique a
la racine o, l'équation ¢*™¢ peut étre divisée par z*—*. Par suite, on aura un
systéme de la forme (2).

2. Théorémes d’existences.

4. Nous supposons comme précédamment qu'on a fait une substitution
=19 de sorte que d'une part le systéme (1) soit satisfait formellement par des

séries

(9) yi= D e (t=1,...0)

d’autre part les nombres ¢ entrant dans les substitutions (5) soient égaux a 1.
Nous allons démoritrer l'existence d'une solution ou d'un faisceau de solu-

tions du systéme (1) asymptdtes aux séries (9) dans un certain secteur. Nous

considérons le systéme (2) correspondant et nous écrivons ce systéme de la

maniére suivante

LAY
x"f“ﬁ%=sz~yi +oai(@) + 2 Ly, ... yn; @)+ Bilyr, - yns @)
1=1,...Mm
(10) ] ( )
.
xjg%:"f?/i + ey + ai@) + 2 Ly, ...y @)+ Bilye, - s @)
(f=m+1,...n)
ou l'on a

ki>o0, si%o0 (t=1,...m)
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et L; sont linéaires et homogénes en y,, ... ¥»
L":Z“"f(x)yf F=1,...n).
F=1

I1'y a un nombre K de maniére que
la:(@)| < Klzl¥, |ay)| <K
[Bi(y1, - - yn; )| < Kmax (g%, ... [9a])

(11) n
[B: (s, - yms ) — Bi G, - - Gus 2| < K max (g5, 155D D) lys — i
i=1

(6, 7=1,...n)

pour |z| <7, |yl <7, |gl<? G=1,...n).
Nous considérouns les arguments de x tels que

|€si :c_kil =1

pour une des valeurs s=1,...m. D'aprés M. Hukuhara nous désignons ces
arguments comme des arguments singuliers.
Posant z = r €7 nous prenons un secteur

X: ¢g<g<g”

satisfaisant & certaines conditions. D’abord ¢, ¢” doivent étre différents des
arguments singuliers. Ensuite, nous distinguons deux cas
1) pour chaque valeur de ¢ (¢==1,...m) il y a des directions appartenant
a X telles que la fonction
sk
tende vers l'infini quand « tend vers o dans une telle direction
2) pour certaines valeurs de 7 la fonction

e—si a” ki

tend vers o quand x tend vers o dans une direction quelconque appartenant
a X,

Nous considérons d'abord le premier cas. Nous introduisons les variables
auxiliaires
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) S
w=——x% (i=1,...m), u=log z,
7

nous prenons un nombre k¥ de maniere gue

et nous introduisons la variable

Soient U;, U’ les secteurs dans les plans u;, ' correspondant i X.

Dans le cas od &; > £ pour certaines valeurs de ¢ nous posons la condition
suivante pour X. Soit U; le secteur partiel de U; tel que e~ % tende vers o quand
u; tend vers l'infini dans une direction appartenant & U;. A chaque point u;
de U; doit correspondre une demi-droite partant de u; qui appartient i U; et
dont la direction appartient & U; et fait un angle plus grand qu'un nombre &
avec chacune des directions limites de U;.

Quant & l'existence de secteurs X satisfaisant & cette condition nous faisons
la remarque suivante. Partons d'un secteur

7T
Qo <@ <got
1

T
@, et q)o-l—]?

1

étant distincts des arguments singuliers, et augmentons ce secteur

dans les  deux directions sans que l'on rencontre un argument singulier. Soit
27
ky
cas 1) ait lieu pour ce secteur, ce qui est certainement le cas quand

X un secteur d'ouverture < obtenu de cette maniére et supposons que le

T 1 I4
—<¢' -9
m

Alors X satisfait a4 la condition posée. C'est ce que l'on voit de la figure 1.
A" OB’ est le secteur dans le plan u; d'ouverture < w correspondant au secteur

Qo <@ < @, +£ dans le plan 4 d'ott I'on est parti. AOB est le secteur Uj;

on suppose que & > k. EOF est une ligne telle que | ¢"i| =1 quand u; se trouve
sur cette ligne, les directions OFE, OF correspondent donec 3 des arguments
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singuliers. OF appartient nécessairement
au secteur COD, car OF ou OF n'ap-
partient & aucun des secteurs 4 04’, BOB’
d’'aprés la définition de X. On suppose que
e % tend vers o quand u; tend vers l'infini
dans une direction de méme coté de EOF
que 04’ p.ex. Alors A OF est le secteur U;.
A partir d'un point quelconque #; de U; on
peut tirer une demi-droite qui appartient &
U; et dont la direction appartient & U; et
fait un angle plus grand que ¢ avec chacune
des directions 0 4, OF.

5. Pour un secteur X satisfaisant aux conditions précédentes nous allons

démontrer le théoréme. suivant

Théoréme 1. Il y a une solution et une seule du systeme (1) asymptote aux

séries (9) dans X.

Nous allons démontrer I'existence d'une solution du systéme (10) i l'aide

des approximations successives suivantes

Ui

Yi, pr1 = e"i“ife"’i“f[m(x) + 2 Li(Y10, o Yno; )+ Bi W10y - .. Yna; 2] dus

o
Y

(t=1,...m)

(12) u

Yi, o 81 = €% f e (e 4fi—1, wi1 +

@

1

(=

a;(@) + 2 Li(y1s, .. . Yns; @)

+ Bilyin, - .. yno; @) du,

m+1,...n),

ol yio=0 (¢=1,...n) et » prend successivement les valeurs o, 1, 2, ...

Les lignes d’intégration [;, ! sont définies de la maniére suivante. Soit I’

la partie infinie du demi-plan U’ limitée par une droite, qui est paralléle & la

droite limitant U” et dont la distance R’ i l'origine est définie par

RI

I _—r
= —7‘ )

k
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ou 7 est un nombre qui sera assujetti a certaines conditions d’inégalité. Soient
U;, U, ¥ les domaines correspondants dans les plans u;, %, x. Le domaine 11
est limité par une courbe convexe qui s'étend & l'infini dans les directions limites
du secteur U; correspondant & X. Cette courbe a la méme forme que la courbe
décrite par

(R" + 7 t), x=%#1

8

quand ¢ varie de —o a + c. En posant

(R + itfr=1pe'?
on aura
R \*

¢=|— )

4

COS8 —
%

N

et la courbe s'obtient quand ¢ varie de —xZ 3 x7—2t. Elle a la forme d’'une

parabole si x >1, elle a des asymptdtes passant par l'origine si » <1 (voir la
figure 2).

“>1 x<1I
Fig. 2.

Pour k; > £ il résulte de la condition posée pour X qu'on peut tirer & partir
d'un point quelconque de U; une demi-droite /; qui appartient a 11; et dont la
direction appartient & U; et fait un angle > ¢ avec chacune des directions limites
de U;. Pour ki =k la supposition que X satisfait & 1), p. 8, a pour conséquence

qu'on peut tirer a partir d'un point quelconque de 1I; une demi-droite /; appartenant
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a W; de direction fixe et telle que ¢~ tende vers 0 quand w; tend vers l'infini
le long de ;.
La courbe qui limite le domaine 11 a la méme forme que la courbe dé-

crite par

—~}clog (R + 1)

Y

quand ¢ varie de — o 4 + w. En posant cette expression égale &  + 7y on

aura
I S
x——k-log R + klogcos ky.
La courbe s’obtient quand y varie de — ;7(: 3 2”7 (voir la figure 3).
1
| Yy
l
|
————————————— + - - -

Fig. 3.

A partir d'un point quelconque de U on peut tirer une demi-droite ! paral-
lele a l'axe réel et appartenant a . ¢* tend vers 0 quand u tend vers l'infini

le long de 1.

6. Nous démontrons la convergence des approximations successives (12)
dans le cas ol tous les nombres & ({=m+1,... %) sont o. Pour la démonstration
dans le cas ou il y a des nombres & qui sont + 0 nous renvoyons au n:o 5 de (I).

Si v; est un point quelconque de I; on a
m[si(v;—- u,)] > s’ll/‘i— u,-l,

ol & est un certain nombre positif. Si v est un point quelconque de ! on a

de méme
R — N)(v— )] > & |v—ul| t=m+1,...n)

sous la supposition que
Rr< N (t=m+1,...n)
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On peut évidemment prendre N assez grand pour que ces inégalités soient
P P g P q g
remplies.

K étant le nombre qui figure dans les inégalités (11) nous prenons 7 = r de
maniére que

’ e ’ s & \Vem ’

(13) 8K7<é&, aKi¥ <&, 7 < % ,2nKF<§.
Supposons que Yis, ... Yn. soient des fonctions de x réguliéres dans X et satis-

faisant aux inégalités

K .
|yiv|<§€_;|x|‘v (=1, ...n).

Alors, il résulte de (11), (12) que #;,+41 (=1, ... n) sont réguliéres dans X et
satisfont aux inégalités

~ 2
[ [~ g1, 041] < le*“vlesi“il‘/ Ie—*z‘“i||x|1"|dui|-K[1 + 481,{7 + (%{) o“"]

’ltz

(t=1,...m)

v 2
[l <latr o] [l el & [ 25+ (45 0]
U

t=m+1,...0).
Maintenant on a le lemme suivant
Lemme. — Les expressions

@
|| et [|e_8t“i||x|“'|du,-| f=1,...m)

Uy

an
|x|—~\'|ew|f|e—rw||x|1v|du| (=m+1,. . n)
u

. 2 "y .
sont plus petites que — sous la condition que les nombres R; correspondant & 7
€

satisfassent d
1IN
Ri> 5=
‘ & ]C,'

(t=1,...m).
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Pour ¢=1,...m nous avons démontrés ces inégalités dans (I), p. 99, nous

y renvoyons. Pour ¢=m +1,... n on a immédiatement

o] w0 '
|l fer] f |l dul = |eo—or] [ Jeorix] | au] < 3
uw ,l"/

1N . . PR gy
Les inégalités Ri>;’f sont remplies car, R; étant égal a i ¥ elles peu-
ey s
8, I/ki
ent s'éerive 7F < {—} .
v N,
* On a
K K\* I 1
1+4—,7+(4—,) <14+-+-<2
& e 2 4
car on peut supposer que N >1. Par suite, on aura
K .
I?/i,v+1|<4£; [z|¥ (=1, ...n).

Il est donc démontré que les approximations successives (12) définissent une
suite infinie de fonctions #1,,...4n» (» =1, 2,...) qui sont réguliéres dans X
et satisfont aux inégalités

K ; .
|yiv|<%—|x|“ (z=1,...n).

Maintenant on conclut que

[
n
g —yil <2 K#|ews| | lew] 350 — o5, 011 duc]
=1
i

(i:x,...m)

w

n
lyives —ws| < 2 Kifes] | | Dlys0 — g5.0all du]

% j=1

(t=m+1,...0).

n
Désignons par M, le maximum de D yi» — 45, »—1| pour x dans X. Alors on aura
Jj=1
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M,,H<2—’:,5;«111w =12 ..),

d’ot
Mv-}—l < M](‘Z-iz/l{i.) ‘

Comme 2nK#<¢ (voir (13)) on voit donc que les approximations successives
convergent uniformément dans X.

A la limite on aura un systéme de fonctions Y, - .- Yo qui sont régulieres
dans X et satisfont aux inégalités

K . .
|?/1|<§?|93|\ (f=1,...n)
et aux équations

wy

?/i=e""“‘if ¢ %% [a;(x) + 2 Li(yy, - - - yn; @) + Bilyy, - - - yn; )] dows

@

1

(14) ) (t=1,...m)

i =e’i"fe"fi" aile) + 2 Li(yy, ... yn; ) + Bilwy, - .. ¥n; 2)] du

o

]
t=m+1,...2)

et par suite aux équations (10).

7. Supposons maintenant qu'il existe un nouveau systéme de fonctions
¥1, - .. Jn qui soient réguliéres dans X et satisfassent au systéme (10) et & des
inégalités

Iyi|<Kl|x|N (z==x,'n)

Soit ¥, un domaine semblable & X défini a I'aide d'un nombre #, < 7 satisfaisant a
2nK(f + K, 7Y) < &,

et supposons que x appartienne & X,. On conelut que

ui

Jo= Cietivi 4 e f i la@) + @ LG, - s @) + Belds - - G ) dus

@

5

(b=1,...m)
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wn
§i= Ciei® + e’i“fe_’i“[ai(x) + LGy, ...y 2) + Biligy, - n; x)| du

@

i
t=m+1,...n).

On peut faire tendre w; vers l'infini de maniére que %% — . Les fonctions
xNei* (1=m+1,...n) tendent vers l'infini quand « tend vers o. Par suite,

on doit avoir C;=o0 (=1, ...n). Les fonctions #,, ... ¥, satisfont donc aux

équations (14). Alors, on aura

hod "
ly:— 3| <K@ + Kl""fv)le“““"lf [e=tevi] Dy — i1l dua|
j=1
ug

(G=1,...m)

g n
ly: — g:| < K (7, + Kﬂ"fv)le""“lfle"”"|2|%’—.%lld“|
j=1
U

E=m+1,...n).

Désignant par M le maximum de
n
=Y Dy — 5l
j=1

pour z dans X, on en déduit

M= 2—’8’5 (7, + K ) M,

ce qui est impossible pour M > 0. Par suite, la solution #,, ... ¥, est unique.

Il y a des séries

(15) yi=25£~”)x” f=1,...7n)

qui satisfont formellement 4 (10). En posant dans ce systéme

N'—1
Y= Zc‘y)x‘“+zi (t=1,...n)
y=N
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on aura pour &,...2, un systéme analogue pour lequel on peut répéter les
raisonnements précédents. La solution v, ...y, du systéme (10) ainsi trouvée
est nécessairement identique & la solution précédamment trouvée. On voit donc
que cette solution est asymptdte aux séries (15) dans tout secteur a l'intérieur
de X. Comme on peut augmenter le secteur X un peu on voit que y, ... ¥
sont asymptotes aux séries (15) dans X. La solution correspondante du systéme
(1) est asymptote aux séries (9). C’est la seule solution ayant cette propriété,
car & toute solution du systéme (1) asymptote aux séries (9) correspond une solu-
tion du systéme (10) asymptbte aux séries (15). Le théoréme 1 est donc dé-

montré.

8. Dans le cas ol tous les nombres %, ... %k, ont la méme valeur il y a
toujours des secteurs X pour lesquels le théoréme 1 a lieu, comme il résulte de
la remarque faite p. 9. Mais dans le cas ou %y, ... kn n'ont pas la méme valeur
il peut arriver qu’il n'existe aucun secteur X pour lequel le premier cas p. 8 a
lien. Nous considérons maintenant un secteur X pour lequel le second cas a
lieu. Soient

s (=144, ... %)
les fonctions qui tendent vers o quand x tend vers o dans une direction quel-
conque appartenant a X.

Nous supposons que % (¢ — ¢') < 2n. Pour chaque valeur de 7 telle que

7 <<4x, ¢ F4,...% nous supposons en outre que le plus petit des secteurs

7T 14

¢,I_ ki < w < ¢I + ]ci

ki, ,, 1, ., o, 1k
E(¢_¢)<¢<5(¢+¢)+EE(¢

I ’ 124 I
Sl 9" —

— ks
contient des directions telles que ¢~%*  tende vers l'infini quand z tend vers
o dans une telle direction.

Cette condition est évidemment remplie si tous les nombres Z,, . .. &n ont
A T .
la méme valeur car alors ¢ — ¢’ < g Quels que soient les nombres ki, . . . kn
1

la condition est aussi remplie si X ne contient aucun argument singulier ou si
X est un secteur de la forme

p—o<p<gp-+d
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contenant un seul argument singulier . Un secteur quelconque peut étre
remplacé par un certain nombre de secteurs de cette nature de maniére que deux
secteurs consécutifs aient une partie commune.

Pour un secteur X qui satisfait aux conditions posées nous allons démontrer

le théoréme suivant

Théoréme 2. Il y a un faisceau de solutions du systéme (1) asymptotes awx
séries (9) dans X.

Soit z, le milien de l'arc d'un cercle |x|=# & l'intérieur de X. Dans le
plan u;, nous considérons le secteur l;, que 'on obtient en transportant le secteur

~
~
~
\\
/
\\\ /
~ /a
> £ - <
-0 0
7
s
”~
Ve
7
P
P
7
t < 1y > 1,
Fig. 4.

Ui, correspondant & X parallélement 4 lui-méme de sorte que le sommet vienne
& un point u;, o correspondant a x,. Nous désignons par ll;, 11, X les domaines
correspondants dans les autres plans u; et dans le plan u et le plan x. Les
courbes limitant ces domaines ont des formes analogues aux courbes considérées

dans le n:o 5. Posons
114

P

o=k,

Les courbes limitant les domaines ll; sont montrées sur la figure 4. Elles s'éten-
dent & l'infini dans les directions limites des secteurs U; correspondant a X.
La eourbe limitant le domaine 1l est montrée sur la figure 5.

I1 résulte de la condition posée pour X qu'on peut tirer i partir d'un point
quelconque de U; (¢ 44, . . . %) une demi-droite /; appartenant & 1I; de direction
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fixe et telle que la fonction ¢~ %% tende vers o quand
u; tend vers l'infini le long de 7.

Dans un domaine l; (¢ =17, . .. 7,) nous considérons
une ligne I; qui part du point w; correspondant i =z,
et qui est ou bien un segment rectiligne dont la direction

appartient a U; ou bien une ligne composée de deux
segments rectilignes %o . .. %1, ;1 ... % dont les direc-
tions appartiennent & U, On peut de cette maniére venir de ;0 & un point
quelconque u; de U;.

Dans le domaine Ul nous considérons une demi-droite ! paralléle a l'axe réel.

9. Les lignes [;, | étant définies de cette maniére nous considérons les

approximations successives suivantes

u
Yi,vi1 = YO et im0 esi“ife_"i“i l[ai(@) + 2 Li(y1s, - - - Ynv; X)
g0
(]
+ Bilyrs, o Yno; ) dus
(G=1dy, .. .3

Uy

(16) ¥i,p41= esiu‘fe_siu"[ai(x) +2Lilyie, - Ynoi @) + Bilyre, - - Yo ) dus
i
E=1,...m; i1, ...1)

1

Yi, vr1 = eri“je_'i“ le:9i—1,» 41+ ai(@) + Li(yrs, . . . Yns; )

7
+ PBi(yrv, . . . Yno; 2)] du
t=m+1,...n),
ol ¢io=0 (t=1,..n) et v prend successivement les valeurs o, I,2,... Les
valeurs initiales y{ (¢ =74,, . . . 7,) satisfont aux inégalités

K
190] < )z

ol ¢ est un nombre qui sera défini dans un moment.
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Nous supposons que tous les nombres & sont o.
Si v; est un point quelconque de I; on a
Risilfoi —w)] > ' fvi—w| (t=1,...m;id,...%)
R [si (us — v)] > & Jui — vi (2=14 ...%)
et si v est un point queleconque de [ on a
Riri — NY(v—u)] > |v—ul G=m+1,...mn)
sous la condition que R, < N (G=m + 1,...n).
Nous prenons le nombre 7 < de maniére que

kp,
(17) 10Kr<é, s Ki¥ <é&'v, F<(ﬁ) , 2nKr<é.

Supposons que ¥i,, ... Yn» soient des fonctions de z réguliéres dans X et
satisfaisant aux inégalités

l?/iv|<58—,‘K|xlN (t=1,...n).

Il résulte de (16), (17) que ¥i,+1 (=1, ...n) sont réguliéres dans X. Afin
d’obtenir une limite supérieure de |y;,.+1| nous nous appuyons sur le lemme

suivant

Lemme. Les expressions

’ll,i
ot e [l e Ll (=i
%io
>
|x|LN|e8i""|j|-’”|_N|9_8"”"| ldusl  (i=1,...m; d4y, . . . %)
u;

@
el lee] [ et lau] f=m+1...n
©w

sont plus pelites que % sous la condition que les nombres R; correspondant a

T satisfassent

676—1; (z-=I,...m).
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Les inégalités correspondant & ¢ =1y, ... 7, s'obtiennent facilement si 1'on

remarque que |z| et |x|~¥|ei*| sont décroissants quand w; déerit I; & partir
de uio.

Les inégalités pour B; sont remplies car elles peuvent s'écrire

’ 1”‘1‘
;< (_) :
N

Par suite, on aura

N
, K|l K . .
Lzl lysvs1] < = g_z; l‘esz(ui—uio)l +%— (i=1y...%0)
()
IxI—NIyi,v+1|<4f (G=1y ... m; iy ... ).
Or
N
Ui L
|eti s =0 | < 1.
Uio
On aura donc
K .
|,1/i,v+1|<58, |z |¥ ({=1,...N).

Les approximations successives définissent donc une suite infinie de fonctions
Yivy . .- Yny @W=1,2,...) qui sont régulidres dans X et satisfont aux inégalités

|vee) < 3% [

On voit comme dans le n:0 6 que ces fonctions tendent uniformément vers des
fonctions y,, . . . ¥« gui sont réguliéres dans X et satisfont aux inégalités

|y.~|<5—617(|x|1" (e=1,...7)
et aux équations

L7

yi = YO efs o) 4 e"i"ife"’i“i la:;(x) + xL:(yy, . - - Yn; )

o
)

+ iy, - - - yn; @) dos

(1/.=’1:1,...ix)
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%

(18) y¢=e"i"ife““i“i [as(x) + Li(yy, . . . yn; ) + Bilyy, - - - Yn; )] dos

i
(e=1,...m; id, ... %)

u

yi= en'ufe"i“[ai(x) +xLi(y, ...yn;2) + Bilyy, - - - yn; @) du

7
G=m+1,...2)

et par suite au systéme (10).

10. Posons maintenant

@
ai(x) ~ a2

y=N

Les premiers coefficients des séries (15) sont

I g
& = — . (N
oM = s,-“g )
1 .
N — () =
Cy a; (]
1 A?_rt % (

En intégrant par partie on aura

L% (1\7)
a;
a'(;'N) % Ui f e—titigN du; = égN) ¥ + i .’Z'(l)v e (u; —ugq)

1

=1,
=1,
m+ 1,

Uip
1%
N — 8ty Ntk
+alM —etivi | g% pNtridy,;

1 Si

Uig
(l=i1, v e in)

ug ui

as.N) e% uife—a,- U N duy = ES'N) xN 4+ agN)gea, u; fe—si Uy N+ du,

Si

@ o

E=1,...mye4,...15).
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De plus
u
a eri® [.e_'i“deu=c'£.N)wN (t=m+1,...n0).
Alors, on conclut facilement des équations (18) que y;, . .. y. satisfont 3 des
inégalités
lyi — e x¥| < K, |z |V + f=1,...7)

pour |z| < #, K, et #,=F étant certaines constantes.
En posant dans (10)
yi=cMa¥ + i e=1,...n)

on aura pour ¥, ... 4¥» un systéme analogue

.1 i L o _ = _
w‘i“d—i=&yt +ai(@) + LGy, - - - gy @) + Bi(@, . . - s @)

e=r1,...m)
di; _ - - ~ = -
x =Tl +afx) + 2 Lilyy, . .. in; ) + Bilgy, . . . 0 2)
t=m+1,...n),
ou l'on a
la:(2)] < K|=|¥+ E=1,...n).
Il en résulte
g
g =g e —win) 4 e‘i“ife—*i“t{di(x) + & L@y, - - Gu; @) + BilGyy - - - G @) dus
Uiy .
(7’=1’.17- . 'Lu)

Uy
¥i= Ciefii + e"i"ife‘sf“i Gi(x) + L@y, . . . Jn; 2) + Bi Gy, - - - Gn; 2)] dos

(e=1,...m; ik4,...3)

u
§i = Ciei® + e'i“fe_'i“[c’u(x) + 2 LG - .. gn; @) + Pilfy, - . - 9y )] due

-]

(t=m+1,...n),
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ott ;1 correspond & un point x;, tel que |z,| =7, et 5V (i =4y, ... %) sont les
valeurs de 4; (¢ =14, ...1%,) pour x =z, En remarquant que ¢"i— )% > o quand
u tend vers « et que l'on peut faire tendre w; (¢ ayant une valeur =4, ... %)

vers «© de manidre que e%% —c on voit que les constantes C; doivent étre o.
On aura donc pour #, ... 7. des équations analogues aux équations (18) et on
peut donc répéter les raisonnements que nous venons de faire.

Il en résulte que les solutions y,, .. .y. de (10) sont asymptdtes aux séries
(15) dans X. Les solutions correspondantes du systéme (1) sont asymptotes aux
séries (g). Elles dépendent de x constantes arbitraires yi® (i =14, ... %)

On pourrait facilement démontrer que la solution trouvée de (10) est uni-
voquement déterminée par les valeurs initiales ¥ (/==4,,...17,). Mais nous
préférons de démontrer un théoréme d'unicité gui a une forme un pen différente.

11. Prenons un point z, dont l'argument est différent des arguments

singuliers et supposons que pour certaines valeurs de ¢, soient 1, ..., la
fonction
e—ﬂi :C_ J
tend vers o quand x tend vers o le long du rayon o... x, les autres fonctions
e—Bi I_ i

tendant vers l'infini. De plus, nous supposons que
Rri=o (t=m+1,...m+ 4

Rr<o (t=m+2A+1,...n0).

Alors, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3. Il y a au p.lurs une seule solution du systéme (10) telle que

ly] < K|z|¥ (e=1,...n)

le long du rayon o ...z et y; =19yl (i =11, ... 1p) powr x =2y, |x,| étant assez
petit.

Il y a au plus une seule solution du systéme (10) telle que |y:| <# (i=1, ... n)

le long du rayon o ...z, et y; =y (=141, ...0w, m+1,...m+A) pour x=uz,

|2 et # étant assez petits.

Nous nous limitons & démontrer la seconde partie du théoréme et nous.
supposous que dans (10) tous les nombres & sont 0. On voit comme & une autre
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occasion (p. 24) que toute solution de (10) satisfaisant aux conditions posées doit

satisfaire aux équations

K73
yi =y e (% 0) + et ”ife—si “(a;(x) + z Li(yy, . . . ¥n; )
Uig
+ Bilys, - yn; ) dus
E=141,...7%)
Uy
yi=esi“ife’*f“f[az~(x) + @ Ly, - Yo @) + Bilyy, - s )] du
(t=1,...m; ¢, ...%)

%
yi =y il + griv f e (ag (@) + x Lilyy, . . . yn; @)

2y .

+ Bilys, - ym; @) du
f=m+1,...m+ 1)

%

Yi = e’i”fe"i“[ai(x) + 2 Lilyy, . yn; 2) + Pilyy, ... yn; x)) du

(f=m-+21+1,...0),

w0, #y correspondant a x, et les intégrations étant effectuées le longe du rayon
O...x,. Supposons qu’il y ait deux solutions y,, ...y, et ¥, ... ¥n. Alors on
conclut que

Uy
n
= il < Kl + )] [l By — b
o ?.:1
(=1, ...%)
™
n .
by — 5:| < K(lmo] + 'f')le”i"ilfIe‘si“iIZIw—%Ilde
J=1
g
G=1,...m; 4, ... 4%

U
n
Vi — ) < K|z | + T’)Ie’f“lfle_”"IZI?/j—ﬁjllde
J=1
o

(t=m-+1,...m+ A
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@ n
lye — el < K (|20 ] + f’)le’i"lfle“’f“lle—yjlldul
k{4

i1

G=m+2+1,...n).

n

Si l'on désigne par M de maximum de M|y — §| quand x déerit le rayon
=1

0...x, on en conclut

nK

7
&

M<

(|| + 7) M,

ce qui est impossible pour M >0 si l'on suppose que

nK (x| +7) <é.

3. Réduction @’un systéme linéaire (4) & une forme canonique.

12. Pour un systéme linéaire

) d . n
W 90’“"“;% =fi(@ys + 2ri(riys + eyen) + 24 Y ais (@) ys
4 §=1

(=1,...n)
aj(x) ~aiy + aif ® + -

nous allons démontrer un théoréme qui est d'une importance capitale pour I'étude
d'un systéme (2). Ce théoréme est aussi d'un grand intérét pour I'étude des
solutions d'un systéme (3) dans le voisinage de x =o.

Pour ¢ > j, f;(x) = fi(x) on peut écrire

xkl—kl‘f;, (x) . xkr— Jf} (x) = xk‘_kij (SZ] 4 .. .)’ Sij :*: 0.

Si ki> kj on a kij = ki, Sij =f;(0) = 8. Si k= k_,', 8i % § on a ICij == ky,
Sij=8—s. Si ki=k;, si=sj, ki; est un certain nombre positif plus petit
que k;.

Nous désignons par @* l'un quelconque des arguments de x pour lesquels
I'une des expressions

lekij Ql_k‘ij|

a la valeur 1. Nous prenons un argument @, de telle maniére que les arguments
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Y

@o"‘?

1
soient distincts des arguments ¢*. Nous considérons les secteurs suivants

¢°—F%<¢<¢°+@—EM =0, +1,%2..)

sur la surface de Riemann de log x et nous augmentons chacun de ces secteurs

dans les deux directions sans que l'on rencontre un argument ¢@*. Soient
Xo: @oa<@<g, (e=o0, 1, 2 ..)

les secteurs ainsi définis. Deux secteurs X, consécutifs ont une partie com-
mune.
Le théoréme que nous allons démontrer peut étre énoncé de la maniére

suivante.

Théoréme 4. A chaque secteur X, correspond wune substitution linéarre et
homogéne de déterminant égal @ 1 pour x = o par laquelle le systéme (4) se trans-
Jorme au systéme

(19) xhit? % =fi(@)y: + 25y + &iyi—1) (t=1,...n).

Les coefficents de la substitution linéaire sont asymptotes & des séries de puissances
de x dans X,.

Un théoréme analogue a été démontré par M. Hukuhara! Le systéme (19)
est plus simple que le systéme canonique de M. Hukuhara. C’est la réduction
complémentaire faite 4 la page 4 qui nous donne le moyen de l'introduire. Les
secteurs X, sont définis tout autrement que les secteurs qui entrent dans le
théoréme de M. Hukuhara. Les derniers secteurs sount assujettis i la condition
de mne contenir qu'un seul argument ¢* au plus;? ils peuvent donc étre trés
petits s'il y a des arguments @* qui différent 1'un de I'autre par un nombre trés

petit. L’angle d'un secteur X, est toujours plus grand que ]Z—r
1

13. Les coefficients de la substitution linéaire qui entre dans le théoréme

4 peuvent étre obtenus comme solution d'un certain systéme d'équations diffé-

1 Joc. cit., p. 166.
? Les arguments singuliers dn systéme (4) (p. 166) de M. Hukuhara sont les arguments ¢*
et pas les arguments singuliers du systeme donné, comme le dit M. Hukuhara.
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rentielles linéaires'. Mais il nous semble que ce systéme est peu apte 4 la
démonstration du théoréme 4. Nous préférons de nous servir d'une suite de
substitutions partielles de deux types différents. Les coefficients d'une substitution
du premier type s'obtiennent comme solution d'un systéme différentiel qui n'est
pas linéaire mais qui est pourtant plus simple & un certain égard que le systéme
linéaire dont nous venons de parler. Les coefficients d'une substitution du se-
cond type s'obtiennent comme solution dun systéme différentiel linéaire.
Nous écrivons d'abord le systéme (4) de la mamidre suivante

y1 DY < -
xl+lzi_x'=slyi+2aij(x)yj (Z-‘—I,...’nl)
J=1
(20)
. d!/i <
x"“d—i:&yi + Daij(®) y; e=mn+1,...n)
J=1
ot lonak==Fk ets;+s (¢=mn +1,...n). Les coefficients a,;(x) sont asymptotes

a des séries de puissances de x s’annulant pour z =o0. Les séries asymptotiques
pour les founctions a;j(x) (f=1,...%n;;j=mn, + 1, ... n) contiennent z**! comme
facteur. Nous cherchons & déterminer les coefficients &;;(x) de la substitution

23

(21) yi=2z+ D bij(x)y; f=1,...m)
F=ny+1

de telle maniére que 'on obtienne pour 2, ...z, un systéme d'équations diffé-

rentielles ne contenant pas ¥s41,...y.. Il faut et il suffit que b;; soit une

solution du systéme suivant d'équations différentielles

cr1 B bi <
x’"“ d.; = (Sl —_ Sj) b,’j + a; g + Zaih bhj
r=1
(22)
n n, n
— D\ binani— D D binanwbi;
h=n+1 R'=1 h=ny+1
(C=1,...055=n+1,...n).
Les nombres s, —s; (j=mn, + 1,....n) étant 0 on peut appliquer le théoréme

1 pour le secteur X, (voir la remarque p. 9).2 Il y a donc une solution du
systéme (22) asymptdte & des séries de puissance dans X,. Comme

! Voir le travail cité de M. HURUHARA, p. 166.
? On peut s’'appuyer aussi sur le théoreme 1 de (I).



Sur l'étude analytique des solutions d’'un systéme d’équations différentielles. 29

aij{x) ~ alIV gttt 4 (=1,...055=mn+1,...0)
on aura
bij(@) ~ bE gt 4o (G=1, L, o =y b, Ln).
Par suite, les termes
Si(@)ys + ati(reys + & yi—)

du systéme (4) ne sont pas changés par la substitution (21).

Ensuite on peut faire une réduction analogue dans les équations du systéme
transformé dans. lesquelles s; = s,+1. A cet effet on doit remarquer qu'on n’a
pas besoin, pour la. validité du théoréme 1 (ou du théoréme 2) de supposer que
les coefficients dans le systéme (2) soient asymptotes & des séries de puissance
de x sur toute la surface de Riemann de log z; il suffira de supposer que les
coefficients. sont. asymptotes-a des séries de puissances dans un secteur un pew
plus grand que X.

Apres un certain nmombre de transformations on aura un systéme transformé

composé de systémes partiels de la forme

S %: sy + D aij )y (f=1x,...m},

J=t

oti il n'y a qu'un seul nombre s. Pour réduire un tel systéme il suffit de con-
sidérer le systéme que l'on obtient en effacant les termes sy: et en divisant par
x ou par une puissance de x. Le systéme ainsi obtenu a la méme forme que
le systéme (20) mais le nombre % est diminué. Pour la détermination d'une
substitution {21) il peut arriver maintenant qu'on doit appliquer le théoréme 2
et qu'il y a donc plusieurs substitautions gui réalisent la réduction; il suffit de
prendre une de ces substitutions.

En poursuivant ces raisonnements on aboutira au résultat suivant. Il y a
au moins une substitution linéaire par laquelle le systéme (4) se transforme & un
systéme qui est composé d'un certain nombre de systémes partiels de la forme
(23) prer 208 = fla)y: + 2 (riys + eyia) + x“liau(x) Yi

dx s
(t==1,...m),

ot & a l'une des valeurs %; dans (4) et f(x) est la fonction f;{(x) correspondante.
Les coefficients de la substitution sont asymptOtes i des séries de puissances
dans X.,. Le déterminant de la substitution est égal & 1 identiquement.
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14. Pour réduire un systéme de la forme (23) il suffit de réduire le sys-

téme suivant

dy: <
(24) @ d!.jc =ity + &iYfi—1 + xz i (x) y;
j=1
(e=1,...m),
oi l'on a
aij(x) ~aif + afx + -
dans X,.

Nous écrivons le systéme (24) avec des matrices. Soit E, la matrice unité

de dimension % et soit I, la matrice snivante de dimension #»

0oo0. 00
10 .00
0O0...10
Posons
rmem: o Im, o yl
R= , I= , Y=
0 r,,,,quq o ... Imq Ym

(waij@) = A (x).
Alors le systéme (24) peut s'écrire

(25) x%—g=(R+I+ A@) Y.

Les relations asymptotiques pour a;;(x) peuvent s'écrire
Al@)~ AV p + AP 22 + ...

Nous allons montrer que 1'équation (25) peut étre transformée & 1'éguation

ayY

par une substitution linéaire.
Eerivons d'abord wune solution de (26). Posons
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amy B, .. o 1 0O ...00
xF = . , ThE)=1] = I 00
o x™ Ly,
xn—l xn——‘_’
Lz 1
[n—1 [n—2
17”1 (x) o
F(x) = )
0 Fn, (z)
On aura
R
xdi =RaR®=2FR
dx
@) _ gy 1= 17
dx
d r — R
e F (log ) = 2® F (log x) (R + I)
= (R + I)z® F (log x),
par suite

Y = z® F (log )

est une solution de (26).

Ecrivons aussi les relations suivantes que 'on démontre sans peine
(@H = o
(Fo@)t=F,(—x), (Fa)'=F(—a)
(xR F (log v) ' = F (— log )2~ B = R F(— log x).

En posant dans (25) Y =2 Y on aura

222540z R+ T+Aw)ZT.
dzx dx
Pour que l'on ait
ay .

il faut et il suffit que Z soit une solution de I'équation

(27) x%+Z(R+I)—(R+I)Z=A(x)z.

31
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15. Nous allons montrer que 'équation (27) est satisfaite par une matrice

qui satisfait & une relation asymptotique

Z ~ Z gy, CO9=F
»=0
dans X,. Nous démontrons d’abord que les matrices C*) peuvent étre déterminées

de maniere que la série

satisfait formellement & 1'équation (27).!
Les matrices O™ doivent satisfaire aux équations suivantes

(28) y O + CW(R + I)— (R + I) ZAu o=,
w=1
Posons
Ao AW
A;ul) . Al
o . o
()=
(%) »)
O 5
Alors les équations {28) peuvent s'écrire
v m
(29) W+ —r) Cf) + O Ly — In; O = 3 (2 alt) e M)) .
u=1 \j=1

ot nous avons désigné »n, par »; et ou ¢’, &’ dans la matrice

(v—p2)
(Z a cj v “)
F=1

doivent prendre les mémes valeurs que dans la matrice

0 = (¢

1 ¢f. un mémoire de M. ADAM SCHMIDT, Neuer Beweis eines Hauptsatzes iiber Bestimmi-
heitsstellen linearer Differentialgleichungssysteme. Journal de Crelle, t. 179, p. I.
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Posons plus simplement

Vv m
dzwm—m@=mxm=Z@MMW)
u=1 \j=1

En posant
Cis1=In; C; — CiIn,
(A=o0,1,...m + mp—1)
Diy1=In,Di— Dy Iy,
on conclut de (29) que
dC, =C(C, + D,
dC, = Cy + D,
d Omi+mk—1 = -Dmi+mk—1
car
Cmy+my, = 0O,
comme on le voit facilement, I, étant o.
Nous supposons qu'aucun des nombres 7;—1; (4,7 =1, ... ¢q) n'est égal &

un entier = 0; nous avons montré dans le n:o 2 qu'il est loisible de faire cette
supposition. Alors on conclut que
m;+mp—1 i+l
. v D,
(30) o= 3 (370

i=0

d étant +o0. Il est donc démontré que les matrices C*' peuvent étre dé-

terminées.

16. Nous considérons en passant le cas on la série
*
S
v=1

est absolument convergente pour |x|=¢. Alors on voit d'une maniére trés

simple que la série

est absolument convergente pour |z| <e. En effet, il y a des nombres K', K"

de maniére que
3
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14

4
’ |v+1‘k—7'¢-|<K ’

| e e <K’

Soit y. le plus grand des nombres |C§»‘7)| (¢, k=1, ...m). Les éléments dans
Dyg* sont en valeurs absolues plus petits que

mE (o + e+t p1e), yo=1,
et les éléments dans D;e" sont en valeurs absolues plus petits que

2*mK (yy + 10+ + a0,

Par suite, on aura d'aprés (30)

) , , m ZK” 2 —1
vy @ <mE K" F =) (o +rie+ -+ pae).
2=0
Si I'on pose
m
K= mK'K" 2(2 K")l

A=0

et si l'on détermine les nombres @, par les équations

ﬂo=11 yﬂ’V:K(ﬂo+ﬂl'+"'+og"—‘1) ("=172)"')
on aura donc
750" < B (v=1,2,...).
Or
vy =(r—1)f1 + Kf
done
v]-.-i-on:a ﬁf:l =1
Par suite, la série
w el »
#(¢)
prdy:

est convergente pour ¢ < g, d'ott résulte que la série Zy,0'* est convergente
pour ¢’ <. Done, la série

i CW gv

v==0

est absolument convergente pour [z| < o.
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17. Revenons au cas ol l'on a dans (27)

x appartenant & X,. L’'existence de la solution formelle Z = Z C* z” de 1'équa-
v=0

tion (27) étant démontrée on pourrait s'appuyer sur le travail de M. Hukuhara®
pour en conclure qu'il existe une solution Z de (27) satisfaisant dans X,

& la relation asymptotique Z~ D C*z”. Mais nous préférons de le montrer
=0
par une méthode plus élémentaire.

Nous montrons d’abord comment on peut trouver une solution de I'équation

(31) w‘;—i+Z(R+z)—(R+1)z=A(x)xl,
ou A4 (x) est une matrice donnée dont les éléments sont en valeurs absolues plus

petits qu'une constante K dans X, et A est un entier positif. En posant

Au PR :11(1 Z11 e Zlq
A= .. , 4=
Aq]_ PR Aqq qu .y . qu
on aura
dZi . .
(32) x—+ (re — 7)) Zix + Zix Iy — Imy Ziy = Aix 2*.
Posons

A=A, Zun=Z%
g AL — A Ty = 41

In; 23 — ZG) Ini, = Z{3HY
Alors on conclut que

dZsr

x dg;L = (r; — 1) Zix + Z3% + Au 2
dZ¥

x dg;‘L = (ry — 1) Zi%¥ + Zi¥ + Ak

d <'1:i+mk 1) ( + —1) ( +m —l)
e — e Myt my; a4 MM vl
x dm (4 ) Zy, F AL xt,

! loe. eit., p. 136.
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Nous supposons 4 assez grand pour que tous les nombres A + R (rx — 72)
(¢, k=1, ... q) soient positifs. Alors on aura la solution suivante
P
Zip= x’z“’kfi 2T A d e

[}

(33)

my+my.

x x ©
1 1 I
+ T = e el xl'*'rk"'z'A(,"’—l) day
207 2] e ) e A
v=2 a0 0

les intégrations étant effectuées le long d'une ligne droite. Toute autre solution
s’obtient si 'on ajoute une expression

my+mp—1
> O (log @) ar e,
v=0
o C13) sont des matrices constantes.

On voit facilement que les éléments de la solution (33) sont en valeurs ab-

solues plus petits que
mi+my
K 2, 2v—1 ' A+ re—r; I_v l x Il.

y=1
Par sunite, les éléments de Z sont en valeurs absolues plus petits que
KK'|z|,

ot K’ est une constante que l'on peut prendre égale i 1 si A est suffisamment
grand. Il n'y a qu'une seule solution de (31) de cette nature si 4 est suffisam-

ment grand.

18. Posons maintenant dans (27)

=
Z= 2 Mz + Z;,
=0
par suite, on aura pour Z,
d
(34) 2D BRA DR D Zi= A0 Z + Ai(a),

les éléments de A;(x) étant en valeurs absolues plus petits que K;|z[* pour z
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dans X,, |x| <r; K, est une certaine constante. Nous cherchons une solution
de (34) 4 l'aide des approximations cuccessives
azy

(35) o2t ZP(R+ D) —(R+ D)2 =A() 27 + i)

(r=r1,2,...).

On prend pour Z” la matrice 0 et on prend pour Z!) la solution de (35) que

nous venons de déterminer. On voit d’abord que les éléments de Zi” sont en
valeurs absolues plus petit que Ki|z[|*. Les éléments de A (z) sont en valeurs
absolues plus petits que K|z|, ot K est une certaine constante. Supposant
que les éléments de Z{) — Z~Y soient en valeurs absolues plus petit que
K;|lz|*(K|x] on conclut que les éléments de Z*V — Z{¥ sont en valeurs
absolues plus petits que K;|x[*(K|z|)*. Par suite, les approximations succes-
sives convergent uniformément pour K|z| < d <1, # dans X,. A la limite on
aura une solution de (34) dont les éléments sont en valeurs absolues plus
, - K

petits que Ki|x[*, od K;—*——;jlé.

Il n'y a qu'une seule solution de cette nature. En effet, supposons qu’il y
ait deux solutions Z;, Z;. La différence Z; — Z; doit étre la solution de 1'équation
dZ _

:c~d—x—+ Z(R + I)—-(R + I)Z=A(x)(Z)_“Z1)
déterminée dans le n:o 17. Si l'on désigne par M le maximum pour 2 K K; x| =
<d <1, « dans X,, des valeurs absolues des éléments de Z, — Z; divisés par
|z)* on aurait donc M =< 6’ M, ce qui est impossible pour M >0. On en con-

clut que la solution trouvée de l'équation (27) est asymptdte a la série Z ™ zv

=0

dans X,. Par li, le théoréme 4 est démontré.

19. Nous pouvons maintenant par un énoncé condensé exprimer comment
les solutions d'un systéme (4) se comportent dans le voisinage de x =0. On
peut obtenir un systéme fondamental de solutions du systéme (19) sous forme
d'une matrice composée dont les éléments diagonaux sont des matrices de la

forme

1
o (7‘> 28 F) (log x)
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et les autres éléments sont des matrices 0. Nous désignons cette matrice
par Y.

D’aprés le théoréme 4 il correspond & chaque secteur X, une substitution
linéaire par laquelle le systéme (4) se transforme en le systéme (19). Cette.
substitution définit une matrice Z telle que

ZO ~ T+ ZA(«’) x’
p==1

dans X., A" étant certaines matrices constantes. La solution générale du
systéme (4) s'obtient d'une matrice

ZW9YC,
ot C est une matrice constante
G,
¢
Soit O une telle matrice déterminée. Dans le secteur commun & X., Xqi1

on peut écrire
Z@ Y Ol = ZlatV) ¥ Qletn)

d’oil résulte la substitution

(36) O(a+1) = Y—'l Z(a+1)"‘l Z(a) Y O(a) — C(a’“'H) C(a))
ou
(37) Y1 Zetl 2@ Y — geat

est une matrice constante quadratique de déterminant égal & 1. A chaque pair
de secteurs X., Xo+1 correspond une substitution (36). A l'aide de ces substitu-
tions on aura une suite de matrices constantes C® (e =0, * 1, +2,...). Les

matrices
Z Yy ¢l {fe=0, 11, t2..)

sont prolongements analytiques l'une de l'autre quand x tourne autour de z =o,
sous la condition que la détermination de Y soit suivie par continuité.

Il résulte de la démonstration de l'existence de la matrice Z© correspondant
au secteur X, que cette matrice n'est pas toujours univoquement déterminée
mais qu'elle peut dépendre de constantes arbitraires. Nous avons maintenant
un moyen de fixer comment ces constantes entrent. En effet, supposons que
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Z@ 7@ soient deux matrices correspondant & deux systémes de valeurs des
constantes. La solution générale du systéme (4) peut donc s’écrire sous l'une ou
l'autre des formes suivantes

ZWY C, Z@YC(.
On en conclut que la matrice
Y1z Z@y
est une matrice constante, désignons la par C. Par suite
VALEIACE (00 Gk

Inversement, soit C la matrice constante quadratique la plus générale telle que

YCY'~E+ Z Cc" g
y=1
dans X.. Alors
ZWyCcy—t

est l'expression générale de la matrice Z@. 1l résulte de la forme de la matrice
Y que le seul cas possible est

YCY'~E
dans X,.
Disons quelques mots du cas particulier ou les seconds membres du systéme
(4) sont uniformes autour de x = 0. Alors, il y a 2%, substitutions (36). Partons
d'une solution

ZWYC

et faisons tourner x une fois autour de x — o dans le sens positif. Apreés le
tour on aura la solution
200,

ot C est lié & C par une substitution linéaire dont le déterminant est égal & 1
et ¥ est la matrice que l'on obtient de ¥ quand = tourne une fois autour de
# =o0. Le déterminant d'une matrice F® (logx) étant égal & 1 on en conclut
que le produit des racines de 1'équation fondamentale déterminante est égal a

n
H e2miry,
J=1
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4. Développements en séries.

20. Nous étudions d’abord le cas le plus simple ot I'équation caractéristique
du systéme (1) n'a pas la racine o, c'est-d-dire ou tous les nombres k:; ont la

méme valeur. Alors, le systéme (2) a la forme suivante

dy;
xk“(?g% =a; (x) + ﬁ(x) Yi + Friys + & _?/i——l)

(38) »
+ Do)y + Bilyy, - yns @)
j=1
(z=1,...n).

Nous considérons des secteurs X, définis comme dans le paragraphe précédent,

a cela prés quon remplace les arguments @* par la réunion des arguments singu-

liers (voir p. 8) et des arguments ¢@* soit X un quelconque de ces secteurs.

Il y a d'aprés le théoréme 1 une solution §,, . .. #» du systéme (38) asymptote
aux séries (15) dans X. En posant

Yi=1: + (i=1,..,n)

on aura pour 7, ... 7 un systéme analogue

d ; . ' n _
(39) xk“d—zc =fi@ mit @ (it emim) + 2 D arg (@) + Bilny, - - - s )
j=1

(i=1,...n0).

D’aprés le théoreme 4 le systéme linéaire

n

21 O — o)+ @ o+ eimind) + 2 S auy (o)

dzx !
Jj=1
(f=1,...n)
peut étre transformé au systéme
(40) x"“% = fi(x)z; + 2 (i 22+ &:20—1) (f=1,...m)
par une substitution
n= 3 s =)

J=1
dont les coefficients satisfont & des relations asymptotiques

bijla) ~ W) + VWl + -
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dans X, le déterminant |39 étant égal & 1. En faisant la méme substitution

dans le systéme (38) on aura un systéme de la forme suivante

(41) xk+1%=ﬂ(x)zi + at(riei + eizia) + Piley, . .. 2n; @)

E=1,...m),
ou l'on a
Piley, .. ons 2) = Z Aiyay, ... ap (@)en ... ZZ"

-t tap=2

les coefficients aia,, ..., () étant asymptbtes & des séries de puissances dans X.
Nous pouvons supposer que
o o ()] < A ri—iact o]
Nous faisons encore une transformation dans le systéme (41) de maniére
que les termes ¢ 2;— disparaissent. Cette transformation peut s'écrire (voir p. 31)

n

(42) zi= D fij{logx) % (t=1,...n),

Jj=1

ol fij(logx) sont des fonctions entidres et rationnelles de logx dont le déter-
minant est égal & 1. La substitution inverse est

n

Z =D\ fij(—logx)z (f=1,...n).
j=1

De plus nous posons z =2a9{; ((=1,...n), 6 étant un nombre positif. Pour
£ - - . &n on aura le systéme suivant

ka%%’ = (i@ + i =DM &+ 70 ) fij (— logz) B; (21, . - . 2m; @)

Jj=1
Z=1,...n)
que nous écrivons
1 4G : o0 .
(43) le;l%' = (fil@) + ; — O & + Billy, . - Ly @)

G=1,...n)
avee

S»Bi(gl: ol = Z {s, al,...an(x) (LI é‘:"-

@t ooy =2
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On peut supposer que,
|di, @y, .. ,an(x)l < ji’-—(aﬁ_ cortay

si || est assez petit; nous préférons d’écrire
Idi,al, ...an<x)| < A—~1.', @, .. oap.

21. Prenons une droite quelconque passant par l'origine et ne passant par

aucun des points s;=f;(0) ({=1,...n). En rangeant les variables y,, ... yn
dans un ordre convenable on peut supposer que s;, ... s, se trouvent d'un méme
coté de cette droite et que spi1, ... s, se trouvent de l'autre coté.

Soit 7;-1a solution de 1'équation

k1 a8

= N " a— K
dw-—(f;(x) + i — HaH) L

contenant une constante arbitraire C;. Nous cherchons & obtenir une solution
du systéme (43) sous la forme

Li=n+ Z?@,a,,map(x)'z‘fl...'z:p (t=1,...p)
@t tapza
(44) B
Ci=Zw,a,,...up(x)z‘f’...'r;” (i=p+1,...n).

ag+- - "*'“p;?

Les coefficients @;.,...0,(x) peuvent étre calculés de la maniére suivante.
Supposons que l'on ait déterminé les fonctions i a,...q,(x) correspondant a des
valeurs de a;,...ap telles que «, +---+ ap < N. Une fonction ¢ia,...q,(®)
correspondant & des valeurs de «, . . . o telles que &, + --- + ap = N doit satisfaire

a4 1'équation différentielle linéaire suivante du premier ordre

d_i,a,,u.a — L4
x"'“—%——pﬁ-%a,,...%{z a;(fi@ + oy — Oat) — (fi@) + (r; — 6)90")}
j=1
(43) ’ o
= Zﬁh (3,,...{3,1(20) Gﬁ: jf:ﬁ: (Qj,yl,..’. 71,) + i, .. ap, 0, o),
ou l'on a
et

G;: ;z (aj» Tis o v e 'yp)

désigne le coefficient de 0. . - 757 dans la série que l'on obtient en introduisant
les séries (44) dans (B .. Px.
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Nous étudions Ia convergence des séries (44) dans le cas ol il n'y a entre
84, . . . Sp aucune relation de la forme

si=a;8 + -+ apsp,

@y, ... ap étant des entiers = o dont la somme est = 2. Pour le cas on il y a
des relations de cette forme nous renvoyons & (I) n:io 11.

_ Nous assujettisons les secteurs X, & une condition nouvelle. Nous prenons
Pargument ¢,, qui sert de base & la définition des secteurs X,, de maniére que

le secteur @, < ¢ < g, + z

A contienne des directions telles que les fonctions

Pk a—k

t=1,...p

tendent vers 0 quand = tend vers o dans une telle direction. Nous pouvons
supposer qu’il en est de méme des fonctions

¢—(@sttapey—s) Tk (t=1,...7)

our toutes les valeurs entiéres «,, ... e, telles que ¢, + -+ + «p s0it plus grand
1 D 1 P

qu'un certain nombre N’, car les nombres a, 8 - + apsp — i, S, .. . Sp appar-

tiennent alors & un méme secteur faisant partie du demiplan dans lequel sont
situés les nombres s, .. . sp.

De plus, pour chacun des nombres

a 8+t apsp— s

(2=e,+- 4+ =N';i=1,...n)

on peut supposer que le secteur

7
Po<<P =@+

contient des directions telles que la fonction

e—(a181+"'+ap8p—3i)$_k

tende vers 0 quand x tend vers o dans une telle direction. Il suffit de supposer

que @y, @, + ;c_v_ soient distincts des arguments pour lesquels une des expressions

le(a18‘+ ~~-+apsp—~si) @—7‘|

2=+ +e =N i=1,...n)

a la valeur 1.
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. . . U I : vy s
Nous introduisons la variable auxiliaire « =— i 2 et nous considérons dans

Tk,

I
k
r étant assez petit, et par deux demi-tangentes & ce cercle dont

le plan » un domaine 1l qui est limité par un arc du cercle |z|=R =

les directions correspondent aux directions limites de X (voir la
figure 6). Soit ¥ le domaine correspondant dans le plan z.
En prenant les nombres ¢, —~ @, @z — (l}?o -+ ;{) suffisamment

kY

. I petits on peut faire correspondre & chaque systéme de nombres

Gy, ..o (E=1,.. .0 e+ +ap=2) un secteur Ui, ...q

faisant partie du secteur U correspondant & X de telle maniére

que 'ouverture de U o, ..., Soit plus grande qu'un nombre fixe

“
¢ et que l'on peut tirer & partir d'un point quelconque de !l une

demidroite (;a,..., qui appartient a Ul et dont la direction

Fig. 6. ; le secteur U o satisfait & la con-

. ap b
dition que la fonetion

appartient a U, . Lo

B(“l &t - +a{3 8 sp—si) w

tende vers o quand # tend vers l'infini dans une direction quelconque appartenant
a ce secteur. On peut supposer que tous les secteurs Ui ,..., correspondant a
des valeurs de e, ... ap telles que o, + - + ap > N’ soient identiques.

Cela posé, supposons que l'on ait déterminé les fonctions Ei:ab"’“p (x) cor-
respondant a4 des valeurs de o, ... ap telles que e, + - +ap < N et supposons
que ces fonctions soient réguliéres dans X et satisfassent a des inégalités

lai,al,.,,ap(x)l < ki,a,,...ap-

Considérons une fonction ¢i,e,...q,(%) correspondant i des valeurs de ... ap
telles que @, + -+ ay = N. Elle doit satisfaire & I'équation (45). Posons

1 —1

ft(x) =g + Cn’u-—; + -+ Ci,k__ﬂ/t— k

k—1 1
iimw® o+ ks pm u —i(m— d)log u

@i (w) = s;u + k
k—1

@ (W) = o, @, () + -+ apgp () — @i(u)
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45
f(x) = Z i, Br - By (’C) G;::;;’; (Ejr?’n ~--’)’p) + di:au cenap,0,...0 (JC)
et prenons la solution suivante de l'équation (45)
n
(46) Pi,a, ... (@) = €7 j e f'(x) du,
I'intégration étant effectuée le long de liq,...c,. Alors on aura
| )l <l ) [ er]] ).
u
'{Zji,ﬁl,...ﬁn G;:::;ﬁ(kj,yh...yp) + Ai,a,,...ctp,o, 0}
Remarquons maintenant que
i
K,k
VW < Ko (j=1,...k—1)
v—u

log v — log u

— | < K*

v—u
pour tout point v de la ligne d’'intégration et que tous les nombres

o+ +a—1
a, s+t opspy—

sont plus petits qu'un nombre fixe. Alors, on conclut facilement que

w
oo [ lerllaul < K,
U

ot K’ est un nombre fixe indépendant de ¢, @, ...e,. En posant

kia,...ap =K' {Z Aijp,, .0, Gy i,

on aura done

...7p) + Ai,al,...ap,o,‘..o}

[Py @] < B
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On aura donc une suite infinie de fonetions @i, «,...q,(x) qui sont régulidres

dans X et satisfont anx inégalités
B o 8] < Bi

les nombres %; o, ... ap étant définis par les équations
) T a, ... T
ki,ar,, e =K {2 Ai,al, oty Gﬁ:’ ﬂi(kj' Yis ..Ayp) + Ai,al, a0, O}

(Ces nombres sont les coefficients de séries

Li=a + Z kijoy, ...y T ... T3P (t=1,...
@+ tayZ2
(47) ‘
Li= 2 ki,al,_,,ap'z‘fl...'c;p t=p+1,...

gt -y

qui satisfont formellement aux équations

§i:r,~+K' Z A.,“ﬁx,.,,{g"a"‘...gfn (Z'ZI,..

Bt +Bpz2

. P)

CizK, Z ‘L,{?x,---f‘ncel~'~Z£" (i=p+1,..‘n).
Bt fpz2
Les séries (47) ont un domaine de convergence |7;| <2' (i=1,...p). Par suite,

les séries (44) sont absolument et uniformément convergentes pour les valeurs

de x, 7;, ... 7, considérées comme des variables indépendantes, telles que

lzl<r, Jul<¥ @=1,...p), z dans %

22. Revenons aux variables 2, ... 2, et posons (voir (42))
P
ti=2ﬂj(logx)zj~x" Z=1,...
j=1
Alors t;, ... t, est la solution générale du systéme
PR dz; . k -
z %“ﬁ(x)zi'{'x (reee + eszi1) fe=1,...

On aura
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»
zi=t+ 20D fis(log @) D @a...q ()2 ... 2% G=1,...

Jj=1 (% -+apé2

zi=a" D fiillog2) D @ren..q@e ...  ([i=p+1,..

Jj=p+1 ot ~+ap;2
En posant ici
P
alwi= 3 fij(—log x) t; e=1,...p)
J=1
on aura des séries qui peuvent s'écrire
Zz=ti+ 2 q)i,a‘,,__ap(x)t‘l!l-.-tgp (izl,...p)
@t s tap2?
(48)
2= 2 Wi:ah“-ap(x)t(lz""tzp (7,=p+l,. n)-
ot +ap§2
Elles convergent pour des valeurs de «, ¢,, ... ¢, telles que
|zl <r, z dans X, |&|lz[]log ] < # E=1,...p),
ol v est le plus grand des degrés des fonctions fi; (¢,7=1,...p) et ¥ est un

nombre assez petit.

Nous étudions les fonctions @ia,...q,(®). Les séries (48) satisfont aux sys-

téme (41) quelles que soient les constantes d'intégration qui entrent dans %, . ..

tp .

Par suite, les fonctions ¢4, ...« p(x) correspondant aux valeurs de ay, ..., telles

que e; +---+ o, = N doivent satisfaire aux équations

d
Z xk+lﬁ¢;,ah,“ap($)tf" tgp——‘

- tay=N

p
=(fi@ + ria?) D Pia,...q @) te .. to
ate - tap=N

+ &t Z ¢,~,ah,,,ap(ac)t;"‘...t;p

@t bap=N

+ D S s @ G @i )

ot tap=N

+ ai,a,,..‘ap.o,...o(x)}t‘fl .l

(t=1,...n),
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ot l'on a
En effectuant la dérivation de ¢ ... £ on doit se servir des équations
oy dts . .
x“d—dj=ﬁ(x)i:+x(J'iti—f—e;t,-_l) (2=I,...p).
Désignons les fonctions @i,a,...a,(®) (0=1,...0; a; + -+ @y = N) dans un
ordre convenable par ¢, (x), ... px(x). L'équation différentielle pour
@ () = @i 0,0, ()
peut §'écrire
g @
(49) PP P gn + D895 = Fala),

ol l'on a posé
p
Pr(x) = Do (fi@) + r2¥) — (fi@) + riat)
j=1
Fr(@) = Daip, .0 (®) G5 2 @iy, .on) T @, a0, 0 (@)

»
2 d}' P; = Z &' &' @i, oy, ceap_g—hLeptl, ey T & Pi1,a, .. “ap
=2
ay—1 étant >0 et ey étant < N. 1l est loisible de supposer que la somme
Z@- p; ne contienne que des termes correspondant & j << h. Cest ce que l'on
voit par induction en prenant d’abord les fonctions correspondant & a, = N, en-
suite les fonctions correspondant & «p, = N — 1, et ainsi de suite, et en supposant
la chose établie quand on remplace p par p —1.

Nous pouvons maintenant démontrer que les fonctions q)i,a,,‘,.ap(.’,v) sont
asymptotes & des séries de puissances de x dans tout secteur & l'intérienr de X
et par suite dans X, le secteur X pouvant étre remplacé par un sectenr un peu
plus grand. En effet, supposons ce résultat établi pour les fonctions i,a,...q, (%)
correspondant & des valeurs de o, ...o, telles o, + -+ ¢, < N et pour les
fonetions @;(x) (j =1, ... M) correspondant i des valeurs de j plus petites que h.
Alors, les fonctions Zd\j @;, Frnlx) entrant dans (49) sont asymptotes a des séries

de puissances de x.
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Il résulte de ce qui précéde que les fonctions @i .,,..q, (z) satisfont 4 des

inégalités de la forme
lwi’a“'”ap (x)l < K’.,ah “.ap|xl_d‘(a1+- . -+ap—1) | log xl’l’(al+~ . .+dp+1)'

Le secteur X contient des directions telles que la fonection

g lomat o Fape—8) a—k

tende vers o quand z tend vers o dans une telle direction (voir. p. 43). Par
suite ¢@n(x) doit &tre une expression de la forme (46), f(x) étant remplacé par
Fi(w)— D\ djg;. Il en résulte que ga(x) est asymptote 4 une série de puis-
sances de x.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant.

Théoréeme 5. Nous supposons que les racines sy, ... sy de Uéquation caractéris-
tigue du systéme (1} somt == 0. Prenons une ligne droite passant par Uorigine de
maniére que sy, ...Sp se trouvent de Uun coté de cette droite et spy1, ... S de
Uautre coté.

Supposons qu'il n'y ait entre s;, ... sp aucune relation de la forme

Si=ay 8 + -+ apsp.

, 7 Cp .- ,
Prenons un secteur X d ouwverture > % (k = k,) satisfaisant aux conditions posées

aux pages 27, 43.
Par une substitution

yi =g + 2 bij(a) 5 G=1,...7),

j=1

ot i, bij sont asymptotes dans X & des séries de puissances de x, le systéme (38)
se transforme & un systéme de la forme (41).

Soit t,, ...ty la solution générale du systéme linéaire
ke dbi k ;
x @zﬁ(x)tt+x(riti+eiti_l) (1,=I,...p).

Il y a un systéme de séries
1
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a=t+ X Qia..q@tn. . (t=1,...p)
[:7% SO +apg2
(48)
= Qi) ..t t=p+1,...7)
o+ -+ap22
qui satisfont au sysiéme (41) quelles que soient les constantes Cy, ... C, entrant dans
ti, ...t Les coefficients ¢ @, .. (x) sont asymptotes dans X & des séries de

purssances de x. A tout nombre d correspondent des nombres r, v’ de telle maniére

que les séries (48) soient convergeantes pour les valewrs de x, t,, ... t, telles que
lz| <r,  dans X, |t} <+ |z| (¢=1,...p).

On peut se servir des séries (48) pour étudier les domaines d'existence des
solutions du systéme (38) et pour suivre les solutions de ce systéme quand x
tourne autour de x=0. Nous renvoyons pour cette étude & (I) p. 121—120.

23. La théorie précédente peut étre appliquée, avec des légéres modifications,
a l'étude d'un systéme (38) ot £ =o0.
Par une substitution

n
yi=gi+ Nby(@)e (f=1,...mn),
J=1
oit §;, b; sont asymptétes & des séries de puissances de z sur la surface de
Riemann de log «, le systéme (38) se transforme & un systéme de la forme

de; .
(50) x?ié=r,~zi+eizi_1+ ;,Bi(Zl, ...zn;x) (Z==I, n),

N

on

Bilzy, ... 20y )= Z Wi,e, ..oy ()20 ... 200
at a2

les coefficients a; @, ... oy (x) étant asymptdtes a4 des séries de puissances sur la
surface de Riemann de log x.

Prenons une ligne droite passant par l'origine et ne passant par aucun des
points 1, 7, ...7. Supposons que I, 7, ... 7, se trouvent de l'un cdté de cette
droite et 7pi1,...7, de lautre c¢dbté. Nous supposons qu'il n'y a aucune rela-
tion de la forme

7~i:a17‘1+""+ap?'p+a (i:Iy"'p)y
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ol @, @(,...ap sont des entiers = o tels que o; +---+ ap = 2. Pour plus de
simplicité nous supposons de plus que tous les nombres & sont o.

~

Nous cherchons a satisfaire au systéme {50) par des séries de la forme

yi = Cix™ + Z q;i,ah,__ap(x)(Clx’l)“l o (Cparp) (e=1, ..p)
a1+~~'+vzp;2
(s1)
Yi= D Pia,..q@)(Cram) .. (Chams) (e=p+1,...0).

at - +ap§2
Supposons que l'on ait déterminé les fonctions @i,q,...q,(®) correspondant & des
valeurs de «;, ..., telles que ¢, + -+ ey, <N. Une fonction ¢, e (z)
correspondant & des valeurs de «, ... ¢, telles que o; + - - + ¢, = N doit satis-
faire & I'équation

dwi,al,...o{
dfi + (017'1 +F apry — 7‘i)q}i,a1,...ap:‘

x
(52)
= Z a, Bu--Pn (x) G;:: ;ﬁ (¢j, T --~'}’p) + &, o, s O 0,...0 (‘x))

ot 2=8+ -+ B<N 2=y, + -+ yp<N.
D'aprés la supposition il y a deux arguments ¢,, ¢, tels que 0 <@, — @, <=
I .
et que les arguments des nombres 1, o :— soient situés entre g, et ¢, .
1 p
Nous pouvons supposer aussi que les afguments des nombres

I

(f=1,...n)
atar,+ -t apry—oy

soient situés entre ¢, et @, pour tous les nombres «, e;, ... @, dont la somme
est plus grand qu'un certain nombre N'. Nous introduisons la variable auxi-

liaire ¥ = log 2. ‘Dans le plan de cette variable nous considérons le secteur
U: ¢1+%<¢<%+§27_v

N

qui est situé & gauche de l'axe imaginaire.

Nous pouvons supposer que

Iai,al,...dn (x)l < Ai,aly

...lZn

L, &P ... 2% ont un domaine de convergence.

et que les séries ZAi,al,.
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Supposons démontré que les fonctions @ q, (z) correspondant. & des. valeurs

yeeap
de @, ... ap telles que o, + - -+ a, << N soient régulidres sur la surface de Rie-
mann de log z pour o <]z} <r et qu'elles soient asymptites & des séries de

puissances de x. Alors la méme chose a lien pour la fonction
f(x) = Z, i, B, ., By (x) G;],: Z;L; (¢j,‘ln ~~-‘Yp) + @, q, co0p,0,...0 (.ZE’).

En supposant que

|mi,“h~--l¥p(x)| < .kl',ax,‘..ctp

pour o, + -+ o << N on aura
[ fl)] < ZAi,ﬁ,,...ﬁ"G;::::;ﬁ(kj,yl,...yp) + Az‘,al,.,.ap,o,.“0~

Maintenant deux cas sont 4 considérer suivant que N> N ou N= N
Supposons d'abord que N> N. Nous prenons alors la solution suivante de
U'équation (52)

w
P, e a) — e—'(ax"'x'*' ot 7‘”*—7‘5)“[6(“: rikas '+l¥p Tp—'ri) uf(x)du
as, e

@

12

Vintégration étant effectué le long d’une demi-droite I dont la direction appartient
au secteur /. On en conclut que

|@ics o, @ < B {3 Aip.0, G 5 B i) + Aty 0,0},

ot K’ est un nombre indépendant de 4, a,,...q,. De plus, on voit que
Pi .. (x) est régulidre sur la surface de Riemann de log x pour o <|x|<r
et asymptdte & une série de puissances de .

Supposons ensuite que N < N'. On peut prendre l'entier « de maniére que
a+a + -+ a,>N. Posons

flay~a,+a,x+ aga® +---.

Nous prenons la solution suivante de 1'équation (52)
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a—1 a, T’

; == id +
q)l,ﬂh.‘.dp 20v+alrl+<..+aprp_.ri

p=

u

a—1
+ e—(a.r1+-~-+a1,rp—ri)ufe(am+--~+apr,,~—ri)u (f(x) — Z a,,x”) du.
=0

@

14

On voit facilement que cette fonction est réguliére sur la surface de Riemann
de log z pour o <]|x|<7r et asymptdte i une série de puissances de x. Il y

a un nombre Kj a,..q, de maniére que

@i, ...ap (@) < Kp{z Aisoy. 5y G 2 sy + Ay, o,...o}-

Désignons par K le plus grand des nombres K’ et Kio, ..op 0 =1,...7%;

P
@ + -+ ap = N'). Nous avons obtenu une suite infinie de fonctions @,a,...q, ()

qui sont régulidres sur la surface de Riemann de log z pour o <|z| <7 et
asympidtes & des séries de puissances. Elles satisfont aux inégalités

lwz’,a‘,...ap(x)l < kz’,a,,...a

D’

les nombres ki 4,...o, étant déterminés par les équations

ki,a‘,‘..ap == K{Z Aip,.. B, G;::::;ﬁ(kj""’“”p) + Ai,a,,...ap,o,...o}-

Alors on conclut comme précédamment que les séries

2 q),-,a:,map(x)t‘l’"...tzp (t=1,...n)
wt e tapE?
convergent absolument et uniformément pour |z|<r, [&|<+ (i=1,...p),
r et ¢ étant suffisamment petits.

Dans le cas ou les seconds membres du systéme (50) sont des séries de
puissances de z, ¥, ... ¥» on voit facilement que les fonctions ¢;, @, ... ap (x) sont
des séries de puissances de x convergentes pour |z] < r. On retrouve donc un
résultat classique.!

Disons enfin quelques mots du cas ou il y a dans (50) des nombres & qui
sont #=0 et ou il y a des relations de la forme

ri=a -+ oyt oapty G=1,...p).

! Voir E. PicARD, Traité d’Analyse, t. III, p. 17—22.
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L'ordre des variables z,,...#p étant choisi d'une maniére convenable on peunt
supposer que ces relations sont de la forme

(53) =0+ o r R N TRy

On doit maintenant considérer un certain systéme d'équations différentielles

dz; .
(54) x&i=riei+ e2i1 + Gilx, 2y, ... 2i—a) (e=1,...p),
Gi(z, 2;, . ., 2i—1) étant une certaine fonction entiére et rationnelle de =z, z,, ... z;—

contenant des termes

o

Oaycyy ... 05 X°2T ... 2T
ot les exposants e, @, ... a;— sont les nombres qui figurent dans les relations
(53). On a ¢ =0, G;=o0. Soit t,...1, la solution générale du systéme (54).

Probablement on peut obtenir un systéme de séries

=t t+t D Pia..o, @t C=1,...p)
a,+~"+apé2
(55)
2; == P, ...ay () L.t f=p+1,...0)
ot a2

gui satisfont au systéme (50) quelles qui soient les constantes entrant dans
ti, ... tp, les coefficients @i a,,...q, (x) étant asymptotes & des séries de puissances

de x et les séries (55) étant convergentes pour
[zf < (6] <+ |x) (e=1,...p).

Dans le cas od les seconds membres de (50) sont des séries de puissances de
x, 2y, ... £n ce résultat est connu’. Alors @i, q,(¥) sont des séries de puissances

de x et les séries (55) convergent pour |z|<r, |&) < (i=1,...n).

24. Passons & l'étude d'un systéme (2) dans le cas o les nombres %, ... ks

ne sont pas identiques. Nous écrivons le systéme de la maniére suivante

! Voir H. DuLAc; Solutions d'un systéme d’¢équations différentielles dans le voisinage de
valeurs singuliéres. S, M. F. Bull,, t. 40, p. 324—383.
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dy; y
kit d—g— =a;(@) + i@y + i (riyi+ e19i1)

n (f=1,...m)
+ 2t D () y + Bilyy, - - yn; @)
(s6) =
d_ﬁ/i -
xﬂ:ai(w) + rigi + &y + xjéaij(x)w + Bilyy, - - - Yns @)
f=m+1,...n).

On peut toujours obtenir des séries de la forme (48). Mais on rencontre en
général des difficultés quand on veut étudier la convergence. Pour que les séries
solent aussi efficaces que possible elles doivent étre convergentes quand les valeurs
absolues de x et des expressions ¢ sont plus petites que certains nombres. Mais
nous allons nous limiter dans ce travail & démontrer la convergence des séries
déduites pour des valeurs assez petites des valeurs absolues de x et des constantes
arbitraires entrant dans les expressions ¢.

Nous prenons un secteur X pour lequel les théorémes 2, 4 ont lieu. Il y
a une substitution

yi=gi + X bij(x) 2 f=1,...n)
Jj=1

par laquelle le systéme (56) se transforme i un systéme de la forme

dz;
k188 N ki (e 4 g2
gt (@) + 2ri(rs2; + ei2ima) =1, . m)
(57) + Bilzy, - - . 25 @)
dZi .
@ =iz +ogzio+ Piley, -y x) (E=m+r1,...0),

Biley, .. . zn; x) = Z Qi ..oy (X) 25 ... 20 (t=1,...n).
ax+---+an;‘2

Les fonctions §:, b:j, @i,a,...q, sont asymptotes dans X & des séries de puissances

de xz. On peut supposer que
Iai,al,u.an(x)l < Az‘,ah...a”,

les séries I Aiq,.. .a, 2 ... 2" ayant un domaine de convergence.
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Pour plus de simplicité nous supposons que tous les nombres & sont o.
Nous employons les mémes notations que dans la démonstration du théoréme 2.
De plus, nons désignons par

t= O (x_) RIOET6) =1ty . ..5)

Zo
les solutions générales des équations

de;

ki +1 mz(ﬂ(x) + 1k 2; (t=1y, ... %)

25. Nous cherchons des solutions du systéme (57) sous la forme suivante

;=1 + Z q)i,a,,“,ax(x) 0';“ N Of" ('-:7:1, o ’L,‘)
ot oy, =2 *
(s8)
= S G @) O O iy, . . 0).

ot ta, 22

Supposons que l'on ait déterminé les fonctions @i, ..., () correspondant & des
valeurs de @,,...a. telles que a; + -+ a < N. Les fonctions @i q, .. .« (2)
correspondant & un systéme de valeurs de ¢, ... a, telles que a; + - +a, =N

doivent satisfaire aux équations

xk,-+1m=(f.(x)+,,,xki) .
dx [ i Piay, ...y
+ X, @) G (@)
ti wy tin Oy

+ ai, 8, ...4, () (E,—L) (0~)
{e=1,...m)

(59)

d@i, Qg .y
(n-—*-“:"iwi,a,,...a%

+ D g ) G i)

til & tz'% o,
+taig, @\ F) o E

f=m+1,...n).
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Ici on a
dizo (i#il,...i;‘)
d}l=—‘a1,.. .d¢%==a,
2§ﬂ1+"'+ﬂn<N, I§71++yu<N.
t,

On n'a 9, + -+ y» =1 que pour j =1, et alors y, =1, Piot =,
(]

.’V
t l
: 4
| c.,

pour les valeurs de x qui appartiennent & X (voir p. 21). Supposons que

On peut supposer que

z|¥

=1I,...
z b=1,...%)

les fonctions @i e,...a (*) correspondant & des valeurs de e, ... a, telles que
e, + -+ a,< N soient réguliéres dans X et satisfassent 4 des inégalités

x N
|99i,a-1,...a,(fl>)| <ki,a,,..,a,‘ x—'

Alors, les fonctions

p: (@) = Daip,...0) G5 " (P 1)

ti % tiu T .
+di,(""_”dn($)(0ll) (__(7_.) (z: I,..'n)

sont réguliéres dans X et satisfont aux inégalités

N
{Z‘: iy pn G g i, ) + Af,«ﬂ,-v-d‘n}

(t=1,...n).

x
lgte)] < |2
Nous prenons les solutions suivantes des équations (59)

Uy
1 1
o (+ - (= .. .
Pi s, .. .0, = i€ '(") foc"ie ’(’C) @i (x) dus (6 =14 ... %)
Uio

ug
1 1
Qi — Q= . . R .
tpi,a‘,...u,‘=x'ie’<“) fx—’ie Z(*)Qi(u)dui (t=1,...m; i 1,...%2)
«©

w

(pi,a,,‘..a,‘=x'ifx_'iq2i(w)du G=m+1,...n),

@
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les lignes d’intégrations étant les mémes que dans la démonstration du théoréme 2.

Alors nous concluons que les fonctions @i a,...a, (%) (=1, ... n) sont réguliéres

dans X et satisfont aux inégalités

e .
l¢z‘;”‘""aﬂ(x)l< K IEOI {ZAi'ﬁu~-~(’n G;x,~-~[3n(kj"'"“'7%) + Af,Jl,...d‘n}

(t=1,...mn),

ou K’ est un certain nombre fixe.

On aura donc une suite infinie de fonctions @i 4, . .o (%) qui sont réguliéres

dans X et satisfont aux inégalités

I%‘,a;,--»a,‘(x)l < ki,a,,u.ax ;

N

’

T

les nombres i q,.. .o, étant définis par les équations

g (3 Ay G5 e )+ i)

ol l'on n'a y;+ -+ y==1 que pour j=1,; alors y, =1 et k; 4 ... =1

Les séries

24 (4 . .
21':01"{" Zkﬂ“h“'“xcill"' 01: (?/:7/1,..
@t a2

Qs . . .

2'1‘:2]05’&1,”‘&‘ C{; Oz: (Z%:Zl,..
ot fa, =2
satisfont aux équations

_ ’ Q .-

zi=C + K Z Ai,pl,_..pnszl...zin (e=1,,..
Bt +Byz2

4 . .

;=K 2 Al',{gh,,,ﬂnzf?‘...zzn (Z=%=Zl,..

Bute- 22

. /Lu)

. zu)

. ),

elles ont donc un domaine de convergence. Par suite, les séries (58) convergent

pour les valeurs de 2 qui appartiennent & X et pour |G| <+ (=1, .

étant suffisamment petit.

On voit facilement que les fonctions z,, .

satisfont 4 des inégalités

|| < KK"|2|¥

si (4, ... C; satisfont a

|0i|< le‘olN<7"

Ca ), T

4

. . zn définies par les séries (58)
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Dans le cas ot il y a des nombres & qui sont ==0 on fait d'abord la
substitution (42). Ensuite on peut appliquer les raisonnements précédents. On
aura un résultat analogue, les fonctions %, ... ¢, devant étre remplacées par la
solution générale du systéme

dz; ’
xki'Ha:—; =f;($) z; + ki (1,5, + & Zi__l) (1, =1y ... 2,‘)

c'est-d-dire par des expressions de la forme

P

% "ig g (Y)—q, (L
D) Ji 15 (log 2) C; z ﬂeqlﬂ(’) Q’!"(’o) (@e=1,...%
L] B \z,
=1
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant qui est valable sous
les mémes conditions sous lesquelles le théoréme 2 a lieu, et qui doit é&tre

considéré comme un complément de ce théoréme montrant comment les solutions
dépendent des valeurs initiales.

Théoréme 6. Par une substitution de la forme

(60) _ yi——"gi‘{"ébij(x)»?j =1,...2)

J=1

ow i, bij sont des fonctions asymptotes dans X & des séries de puissances de x, le
systéme (56) se transforme & un systéme de la forme {57).
Soit
% *; 1 1
2\8 G, ) — Q= . . .
ti—fz.ﬁ,,-‘,(logx) O,'ﬁ( ) e F'(x) ﬁ(ﬂ’o) (=15, ...%)

=1 %o

la solution générale du systéme

ai; . . .
ki +1 d—oz- = filw) t: + 2i(riti + & tina) (¢ =1y, ...0).

Il y a un systéme de séries

e = ti +‘ Z wi,a,,...au (x) O;:z: P C:.x: (i:il, PR 7;;:)
gt =2

(61)
2= Pia.. @) CF. .. O (6% 4y, . .. 1)

tx
o+ ta,z2
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qui satisfont au systéme (57) pour des valeurs quelconques de Ci,, . . . Ci, satisfaisant
a|Cil<v (=1, ...4). Ces séries convergent pour les valeurs de x qui appar-
tiennent au domaine X et pour |G| <1’ G=1,, ... %). Elles satisfont o des iné-

galités ,
lzs] < KK" |z |¥ (t=1,...0)

st Oy, ... C

. satisfont @

[C]< Ela|¥ < G=1p . . . 5.

26. Le théoréme 6 n’est pas de la méme porteé que le théoréme 5. Mais
on peut se servir du théoréme 6 pour suivre certaines solutions du systéme (56)
quand x tourne autour de z =o0. Nous allons considérer une suite de secteurs
satisfaisant aux conditions suivantes. Deux secteurs conséeutifs ont une partie
commune. Le théoréme 4 est applicable 4 chaque secteur. Les directions limites
des secteurs sont distinctes des directions singuliéres. Chaque secteur contient
an plus une seule direction singuliére. Si un secteur contient un argument
singulier ¢ ce secteur doit étre de la forme g —d < p < ¢ + 4.

Soit X,, X,,... une suite de secteurs satisfaisant & ces conditions. Nous
supposons qu'on les rencontre successivement quand x tourne dans le sens positif.
Nous supposons qu'il existe une suite de nombre ¢, .. .42 plus petits que m+1
de telle maniére que les fonctions

8 (G =140, .. . &N

tendent vers o gunand x tend vers o dans une direction quelconque appartenant
). Alors la fonetion

©
o

4 X,. Soit < un des nombres 1, ...m différent de 29, .. .4

e 8 o ki

tend vers l'infini quand x tend vers o dans certaines directions appartenant a X,

AX, X, ... correspondent de méme des suites de nombres
RN z'f}l); A ifi’; ..
A chacun des secteurs X, Xi, ... on peut appliguer le théoréme 6. Soit
n
yi =y + ¥ b%) z}") (t=1,...%)
j=1

la substitution (60) correspondant & X, et soient

(#) (%)
Cz(v) PR C(’;)
1 z"v
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1es constantes arbitraires qui entrent dans les séries (61) correspondant a X,.

Des1gnons les coefficients de ces séries par q), al,_ et posons

<.
%,v

») 1
”—Zf ") (log ) Clﬁ (x) i o) ) (o)~ i) )

(6=, . . . 4t).

¥

Nous pouvons. supposer que |zof=|x|=--=7r. Soient X, %, ... les domaines
X correspondant aux secteurs X, X, ... et désignons par x,—;,, le point
d’intersection entre les courbes limitant X, et X,.

Pour les deux systémes de nombres (7, ... 7% et 40, ... ) deux cas sont

a considérer: ou bien ces deux systémes n'ont aucun nombre commun, ou bien
il y a des nombres sV, ... 7% qui sont communs aux deux systémes. Nous
considérons d'abord le premier cas. Dans les équations

n
yio) + ZI b(o) ZO) —_ y (1) + Z b£‘17 Z](l
j=1 i=1

(¢=4@, .. .40, 0, ... D)
nous posons x==x,;. Les équations ainsi obtenues peuvent &tre résolues par
rapport & 20 (=140, ... 4¥), £ (j=40, ... 4} comme il résulte de n:o 13.

Dans les expressions ainsi obtenues nous introduisons

= gl (o) OO Ol G, )
et ey 22 o
A= D gl o @) O CY (G, A,
e ey =2 %
Désignant par {0 (j=4¢{",...40) et IV (j =140, .. ¢{)) les expressions ainsi

obtenues nous considérons les équations

a; I1: S, s{0)
3o, ) ORF Ol =it )

oyt etay, =2

ot D P e ) OO (=)

Ty,
ay+- +a% =2
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Ces équations peuvent é&tre résolues par rapport a

OO (=40, 59), W (1=, .. W)

[ Yo *1
si 7 est suffisamment petit, car les solutions
YO, yO et g, Ly
satisfont a des inégalités
|79 < K|x|¥, jyi ) < K« G=1,...n).
Les constantes

CO (=50 .0, W (=W, . )

i %o

étant déterminées de cette maniére on aura deux solutions

B0 G=1,...n e FV i=1,...n)
telles que
g = giv (E=2, .. .40, 4P, .40
pour = x,, et que |F"|, |#V] (¢ =1, ... n) soient plus petits qu'une expression
Klxz|¥ le long du rayon o...x,. Il résulte du théoréme 3 que ces solutions

sont identiques, car il n’y a parmi les expressions
P . . . . . .
R O A S|

aucune expression qui tend vers 0 quand x tend vers o le long du rayon 0. .. zy,.

La solution ainsi trouvée satisfait & des inégalités |y:| < K|z|¥ (G=1,...n)
dans le domaine composé de X, X,. C'est la seule solution qui satisfait & ces
inégalités, car si ¥, ...y, est une telle solution les constantes

CO (G=40 ... ), CW (s =121, ... i(x’l’)

sont univoquement déterminées par les équations

n

yi=y® + D 4y 0 (i =140, ...30)
i=1
n

yi=yP + Db 2" (¢ =40, .. .40
=1

ou l'on pose x = xy.
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On peut raisonner d'une maniére analogue dans le cas ou les deux systémes

de nombres ¢ ...z et 2V ...%) ont des nombres >V ... 20 communs.
*o %1 o1

On aura des solutions dépendant des constantes arbitraires CV (i =01, .. zgfm )

et satisfaisant a |y;) < K|z|¥ (/=1, ... n) dans le domaine composé de X,, X,.

Dans ce cas on peut poursuivre les raisonnements en venant au secteur X,, et
ainsi de suite, jusqu'da ce que toutes les constantes sont déterminées. On aura
ainsi une solution et une seule qui satisfait & des inégalités |y:/| < K|z]~
(¢=1,...n) dans un domaine composé d'un certain nombre de domaines
X,, X;,...%,. En remplacant » par un nombre plus petit on peut dire aussi
qu'on a une solution et une seule satisfaisant & |y:| < K|z|Y (=1, ... %) pour
|z] <r» dans un secteur X qui est la réunion des secteurs X, X,,... X,. Ce
secteur X est univoquement déterminé par le secteur initial X, et par la distri-
bution des arguments singuliers et les multiplicités des racines s;, On pourrait
chercher & en déduire des secteurs aussi grands que possible définis d'une maniére
simple de telle maniére qu'il correspond a chaque secteur une solution et une
seule satisfaisant & des inégalités |y} < K|2|¥ (¢=1,...n) dans ce secteur
pour |z] <r. Mais nous ne pouvons pas y entrer pour le moment.

Soit @, . . . ¥» la solution correspondant au secteur X et soit X' un secteur
faisant partie de X et tel que le théoréme 4 soit applicable & X'. Il y a alors

une substitution

yi=1 + D bij(x)z (t=1,...n)

qui peut &tre employée pour tout le secteur X’ et qui conduit 4 un systéme (57).

Pour suivre les solutions ¥, . .. y» de (56) dans X' il suffiit maintenant de suivre
les solutions z,, ...z, de ce systéme (57).
Prenons une solution 2z, ...z, qui ne peut pas étre prolongée ainsi dans

tout le secteur X’. On sera nécessairement arrété par une certaine direction
singuliére. Alors se pose la question de décider si un domaine d'existence de
cette solution est limité par une courbe qui s'étend 4 x = o0 dans la dite direc-
tion singuliére. Pour pouvoir traiter cette question et pour étudier la forme
d'une telle courbe on doit avoir recours & des séries qui convergent quand les
valeurs absolues de = et des expressions ¢ sont plus petites que certains nombres.
Dans le cas ol les nombres %; (i =1, ... %) ont la méme valeur on peut ob-
tenir des séries de cette nature, mais on rencontre des difficultés quand les

nombres k; (/==17,,...1,) n'ont pas la méme valeur.
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Dans le cas od Rri=o (t=m+ 1,...m + 1) on peut se demander aussi
s'il existe des séries analogues aux séries (48) et contenant en outre des ex-
pressions Cix"i ({=m + 1,...m + 4). Des séries de cette nature sont d’une
importance capitale si 'on ne veut pas se limiter, comme nous l'avons fait dans
ce qui précéde, & étudier des solutions y,, ...y, qui satisfont & des inégalités
lyil < Klz|¥ ¢ =1, ...n), mais si Pon veut étudier les solutions y,, . . . y» sous
la seule supposition que |y}, . . . |¥x| soient plus petits qu'un certain nombre 7.



