Une généralisation d’une formule d’Erdelyi—Tricomi

Frangois Batola

Résumé. On établit une relation intégrale généralisant un résultat d’Erdelyi—
Tricomi. Pour cela on considére une solution de I'équation biconfluente de I'équa-
tion de Heun, dont on détermine I'intégrale de Fourier par le méthode des équations
diftérentielles ordinaires [7], [9], [10].

La formule d’Erdelyi—Tricomi aparait comme un cas particulier de notre
résultat et s’obtient de fagon naturelle en particularisant certains parameétres.

0. Introduction

On se¢ propose d’établir dans ce travail une relation intégrale généralisant une
formule d’Erdelyi—Tricomi [5], ([10], page 32 formule (4)). Ce probléme a déja
été envisagé dans [1]; mais le point de vue adopté ici est différent.

Pour cela, on va utiliser I’équation différentielle ordinaire suivante:

0.1 xp+{l+a—pr—2x3y +{p—2—ax — 1 [5+B(1+D)]} y = 0.

Cette équation différentielle est connue comme étant I'équation biconfluente de
I’équation de Heun [1} dont les propriétés ont été étudies d’abord dans [8] puis dans
[2], [41, [3] et en détails dans [1].

Avant d’entrer dans le vif du sujet, rappelons briévement quelques propriétés
de [’équation biconfluente de 1’équation de Heun dont nous aurons besoin dans
ce travail.

1. Quelques rappels et compléments

1.1 Egquation canonique. Généralement considérée comme ’équation canonique
de la classe (0,1, 1,), [7], [8], I’équation (0.1) admet dans le voisinage de I'origine
deux solutions linéairement indépendantes, lorsque o n’est pas un entier relatif:

(11) yl(x)=N(“: ﬁs ?s 5,X)
yz(x) = x‘“N(——oc, ﬁ’ Vs 55 .X).
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La fonction N(«, B, y,d; x) est une fonction entiére qu’il est commode de
mettre sous la forme classique [1], [4], [2]:

°a AV(“’ ﬁ, 'y’ 5);x_v-

(1.2) N(a5 ﬂ: 7> 55 x) = v=0 (1 +a)v y!
avec:
(1.3) Ay, B, 7, 0) =15 Ay (o, B, 7, 8) = 5 [0+B(1+)]

Ay 11(@, B, 7, 8) = (vB+5 [0+ B+ 0)]) 4, (a, B, ¥, 0)
-v+a)(y—2—a—2(v—1)4,4(x B,7,6) v=1
et avec:
_ Te+v) {a(a+1)...(oc-+—v—1) v=12,3,..
(14 @ =T ~u y=0.
Lorsque o n’est pas un entier négatif, la fonction N(«, B, y,0; x) vérifie les
identités survantes [8], [1], [4]:

(1.5) N(, B,7,6; x) = N(a, —if, —7y,i6; —ix)ef>+="
N(a, B, 7,65 x) = N(, =B, y, —6; —x).

1.2 Comportement asymptotique. La fonction N(a, §,y, 5; x) admet au voisi-
nage de Pinfini le comportement asymptotique suivant [8], [1]:

(1.6) N(, B, v, 05 %) ~ ko(a, B, 7, 0)efx+ ¥ x=204240)  x oo

ol k,(x, f,7,0) représente une constante non élémentaire dépendant seulement
des paramétres a, 8, y, 6. La détermination précise de cette constante est un probléme
difficile qui n’a pas été abordé dans [8], [1], [4]. On peut cependant donner le résultat
suivant:

Proposition 1. La constante ko(a, B, v, 6) qui intervient dans (1.6) est définie
par la relation suivante:

) ky(o, B, 7, 8) = r(l+o) ) y[oz—ky’ Zu—y y_a]
(1.7) Kyl B, 0) r(“;y)r(lﬂ_;v] A e 5+/3[ . )

o I' () désigne la fonction eulérienne Gamma et ou
(1.8) J(a, B,y,8) = f: xAi—lg=Bx=x*N(a, B, 7, §; x) dx

A N

intégrale absolument convergente pour Re A>0 et Re

La constante J;(a, §8,y,0) peut €tre commodément exprimée a I'aide de
lintégrale de Faxen [6] souvent notée F,(x, 2; x) mais que nous noterons I'**(x)
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pour bien rappeler la fonction eulérienne Gamma qu’elle généralise, et qui est
définie par la relation:

(1.9) Ir*(x) = f: e~*—tyx=14r avec Rex = 0.
A l'aide de cette intégrale et des coefficients A,(x, B, y, §) apparaissant dans (1.2)

et définis par la relation de récurrence (1.3) la constante J,(x, B,7,9) prend la
forme:

1 go Au(x B.7,9) (l+k]
1.10 = k I8 .
(1.10) T B 0 =5 2o (g, 2
On pose:
I (a+ok)
1. oy _ 2 \TVER
( 11) (a)q,k I-va-,v(a)
et on introduit la fonction non élémentaire:
- - A1) o, X
(1.12) F(en By 03 20 €0 = 3, == (e 7.

Cette fonction apparait comme une généralisation de la fonction hypergéométrique
de Gauss; de ce fait elle est liée A la fonction de Heun, solution de I’équation de Heun
[7]. L’étude détaillée de la fonction (1.12) fera ’objet d’un travail ultérieur.

A Taide de (1.12) Pexpression de la constante J,(«, 8,7, 5) prend la forme
simiple :
(113 L@ B8 =5 T (5 A (w5965 55 14 1))
On peut donc énoncer le résultat suivant qui permet de préciser I'expression de la
constante k,(a, 8, v, 6):

Corollaire 1. La constante ky(x, B, 7y, 5) qui intervient dans (1.6) est aussi définie
par la relation suivante:

rsor (b
(114) kZ(a’ Bb Ys 5) =5

2 oc—y] ( oH—yJ
F( > T+ 3

sty , 30—y [v—a),_l_ aty d+7.]
X Fy (2 B 0B gyt I

ou I'(«) est la fonction eulérienne Gamma et ou la fonctior. FJ*¥ est donnée par (1.12)
et ot la fonction I'"*(x) est la fonction de Faxen définie par (1.9).

Le cas particulier de ces résultats sera examiné a la section 1.4 de ce para-
graphe 1.
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L’équation (0.1) admet aussi dans le voisinage de I'infini, entre autres, deux
solutions linéairement indépendantes notées B+*(a, 8,7,0;x) et H*(a, B, 7y, 8; X)
dans le demi-plan de droite et deux autres solutions linéairement indépendantes
notées B~(x, f,7,0;x) et H—(a,fB,7,8;x) dans le demi-plan de gauche. Ces
solutions possedent le comportement asymptotique suivant [8), [1], [4]:

Au voisinage de I'infini
(1.15) Bt(a, B, 7, 8; x) ~ xt0—2- X - oo

H (a ﬂ ‘J) 6' x) ~ X 1(r+2 “)eﬁx'x X —> oo
- = (TC

(1.16) B («, B, 7, 0; X) ~ (—x)20—2-9 X - oo

H_(“9 ﬁ’ Vs 5, x) ~ (—x)_%(7+2+a) eﬂx+x2 X > o0

7'C Y
avec 3+e=arg x=3 5 e
Au voisinage de Uorigine [1]
(1.17) B*(a, B,y, 05 x)
RN TR 3
- o—y k2 [“;7,13’ - a+y55+ﬁ(v;a)] x~ % x-0
r [1+ ] 2
2
et avec oc;y non entier négatif ou la constante k,(a, B, 7, §) est celle définie en
(1.6), (1.7) ou (1.14)
(1.18) H*(, B,y,0; x) =0(x~% x—~0.

Nous n’explicitons pas plus ce dernier comportement car nous n’en aurons pas
besoin.

Entre les fonctions B+(a, f,y,0;x) et B~ («, f,7,5;x) on a la relation de
passage:

(1.19) B~(a, B,7,6;x) = B*(a, =B, 7, —0; —x) Rex <0.
1.3 Equation transformée. Par la transformation élémentaire suivante:
(1.20) y(x) = ebx+**y(x)

Péquation canonique (0.1) se transforme en I’équation suivante:

(1.21) xu”+u {1+o+pfx+2x*}+u {(y+2+oc)x-—% [6—B1+ oc)]} =0
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avec la solution
(1.22) u(x) = e >=*y(a, B, 7, 8; x)

ol y(a, B, v, 8; x) désigne une solution de ’équation canonique (0.1).
De méme, par la transformation:

(1.23) y(x) = x—%efr 5y (x)

Péquation canonique (0.1) se transforme en I’équation:

(1.24)  xu'+w{l—ot Bx+2x%+u {(y+2—)x—5 -l —a)}} = 0
avec la solution suivante:

(1.25) u(x) = x2e~Fx=**y(a, B, y, 8; x)

ol y(a, f,7, 8; x) désigne une solution de 1’équation canonique (0.1).

1.4 Cas particuliers. Dans le cas particulier ou =56=0, on a [8], [1], [2], [4]:

(1.26) N 0,7,0; x) = & [L“fj—_y 435 xZ]

ou & (a, c; x) estla fonction confluente de Kummer souvent notée aussi ;F;(a, c; x).
L’équation bien connue de Kummer [9], [10] est un cas particulier de (0.1).
On a aussi le résultat suivant:

(1.27) B*(x, 0,7, 0; x) = W[“”'Y L=, x2] Rex >0

4 2
ol ¥(a, c; x) est la fonction de Tricomi ([10], page 17).

‘L’importance de la fonction F;>* introduite en (1.12) peut étre bien comprise
si on examine un cas particulier donné par la proposition suivante:

Proposition 2.
a+2—yp

(128)  F0.9,0; 4 Lhos x) = o (22

LA 1+%; x2]
ou ,Fi(a, b,c;x) est la fonction hypergéométrigue de Gauss.
Preuve. Considérons (1.12) et prenons f=56=0. On a:

Ak(aa O, Vs O) (A)a,v_fk__

Feg’v(“a 0,7,0; 4; 14a; x) = 2;10 (1+a), ek e

Or
As41(2,0,7,0) =0

Ay (2, 0,7, 0) = (—1)¥1-3.5...Q2k— (1 +o0)B+ o) (5+a)...Qk—1+a).
0(0—4)(0—8)...(0—4(k—1)) avec 0 =y—2—a.
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On a donc
2k

Ay (e, 0,7, 0) oy X

Fov(a,0,7,0; 4; 1+a; x) = 2::0 (14c)g (i)g’zk QR

Et comme (1 +6)y =2% (lﬂj [1+g—) on a donc
2 )0 732),

F (e, 0,9,0; 4; 1405 x)
(—1)F1-3.5..(2k—1)0(6—4)(0—3)...(6—4(k— D)Aeg x*

= 2::0 !
2k[1+ﬁ) (26!
2
ou encore
(1.29) Fv (o, 0,7,0;4; 14a; x)
0 0 0 0
. o)) e Lareons
=20’ (1 oc] k!’
+5),

I1 en résulte:
0
(—Z]k(l)k (xg)k

o k!
(“’EL

Et le résultat cherché en découle puisque 0=y—2—a. Q.E.D.

A o 2404y ,l)
1 F(E]F(HE]F( i 2

FP%(e, 0,7, 0; 4; T4a; x) = 3,

Corollaire 2.

130 L@on0=; Y EE=ES1 P (AR B
4 2 2
r[1+%]

1.3 T T (at2—y)°

(1.31) ky(a, 0,9, 0) (oc+2—7)

r\—3

Preuve. D’aprés une propriété bien connue de la fonction hypergéométrique
de Gauss on a:
rr(c—b—a

e b, & D) = T
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1! en résulte:

FE@,0,9,0: 4 Lhos 1) = o5 (S50 314251
o at+y+2 )
i r(i+3) (22,
B a+2+y] o ]
r[——4— r[1+7 ;M

En reportant ce résultat dans (1.13) on a:

Tl -5

JA(“! 0’ 7s O):_ 2 2 4 2
2 p[““”]r(w-"i—i]
4 2 2
d’ol
F(a+2+v]r(1+a+y]r(a—y)
a+y o=y 1 4 4 4
e L 0= 5=
=\ 2 2 2Vn (oH—l)
i

En reportant d’abord ce résultat dans (1.7), puisen transformant I'(14«), I’ [Z;—YJ ,

r (1 +¥] a laide de la formule de duplication et en simplifiant enfin le résultat

obtenu, on obtient le résultat annoncé. Q.E.D.

2. Une relation intégrale préliminaire

Considérons I'intégrale de Fourier donnée par:

2.1 S = : e=u(x)dx z€R
avece
(2.2) u(x) = e F*=*N(a, §,7, §; x)

dont le comportement asymptotique au voisinage de I'infini est donné par:
(2.3) u(x) = 0(x~t0+279) x| »eco,
Donc lintégrale de Fourier (2.1) converge absolument si

Re(y4+a)=>0 et si zER.



94 Frangois Batola

L’équation différentielle ordinaire vérifiée par u(x) est celle donnée en (1.21)
et que 'on ré-écrit:

24 ' +u (Lot fx+ 25+ u {+2+0)x— 5 [6—-B(1 +a)l} = 0.
Observons que les intégrales de Fourier des fonctions suivantes:

(2.5) u(x); xu(x); w(x); xu'(x); x'(x); xu”(x)

qui entrent dans Iexpression de I'équation (2.4) convergent absolument si

Re (y+2)>2 et si z€R. En prenant la transformée de Fourier de (2.4) selon la
formule (2.1) on a ’équation suivante:

26)  228"+S{22+iBz—(r—2+a)}+S{z(1 — o)+ [i6+if(1 - @)} = 0.

En posant z=2w on a:

y;“}+{2w(1 _a)+2i[i5+iﬂ(l ——cx)]}S =0.

27 ws"+S’ {2w2+ ipw+1—
C’est une équation du type:
(2.8) wu” +u'{l =@+ Pw+ 2w +u {(F+2-@w—3 [F—B(1-a)]} = 0

déja rencontrée en (1.24) avec:

2.9 & :_}’_-ZFE; B=ip; 7= y——23a; 5 =—i[5+ﬁ(y;aj].

Donc I'équation différentielle ordinaire (2.7) admet la solution suivante:
2\ a2 (2
(2.10) S@=|5)e * &85

ou y(& B, 7, 08;z) est une solution de I'équation canonique (0.1) avec des para-
métres appropriés. Gréce a (2.1) et (2.10) on a donc obtenu le résultat préliminaire
suivant:

@2.11) (;] e_ﬁ?_fy(&, B, 4. 8; g] = [T eme=tx-x'N(u, f,9,8; x)dx zcR.

Cette relation nous sera d’une trés grande utilité dans la suite de ce travail.
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3. Notre résultat principal

On va distinguer 2 cas:

3.1 Premier cas: z réel positif. Les fonctions B*(a, B,y,8;2) et H*(a, B,7,0;2)
constituent un systéme fondamental de ’équation canonique (0.1) dans le demiplan
de droite. On peut donc écrire la fonction y(&, f, 7, 8; z) de (2.11) sous la forme:

(31) y(&’ ﬁ’ )7’ 57 Z) = T1B+(&: ﬁ: :)75 5’ Z)+T2H+(&, Ba ’)73 57 Z)

ol 1, et 1, sont deux constantes dépendant seulement des paramétres &, f§, 7, d.
Dans ces conditions la relation (2.11) s’écrit:

z2

(3.2) (52] e’ E [TIB+[&, B, % 6: §]+12H+[&, B, % 6; -22—]]

= fio ezxe=Bx—x"N(q By, §; x) dx.

Pour déterminer les constantes 7, et 1, on va considérer séparément le comporte-
ment asymptotique des deux membres de (3.2): au voisinage de l'infini de ler membre
de (3.2) se comporte comme suit:

3 (r—a—2) .z z2 a—1
z —if——= z
3.3 T [—2—] e 2 % + 1Ty (—2—] Z — oo,

Il y a deux cas a distinguer; le cas Rea=>1 et le cas Rea=1.
Dans ce travail on va considérer seulement le cas Re a=1 P'autre cas étant
réservé pour une étude ultérieure.
Ainsi, dans le cas o Re a>1, le terme prépondérant dans (3.3) lorsque z—
a—1
est T, [—2—) . Bt comme le deuxiéme membre de (3.2) est o(1) lorsque |z|— o
(d’apres le théoréme de Riemann—ILebesgue) on en déduit que:

3.4) 7, = 0.

Et donc (3.2) devient:

z 2%

z g 57 o © gizx p—px—x3 :
(3.5) Tl(j] e 2 ‘-‘B+(a,ﬁ,v,5, 3]=f_we e #*=*N(a, B, 7y, d; x)dx.

Considérons maintenant cette expression au voisinage de zéro. On se reportera
a (1.17) pour le comportement de la fonction B*(x, B,7,d;x) au voisinage de
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origine. En comparant le comportement asymptotique des deux membres de (3.5)
ona:

7,(t 8,7, 5)r[1+°~‘;7)

(3.6) T, = Ty — ——
. 5 a—7y a+ ¥ Y+
r@2- k[ B, — 5 ,5+E[ 3 ]]
ou encore
N N Jl(oC B, 7, 5)F[ 2 )
(37) Tl(&a ﬁ’ ;i; 6) = &+5

e ity 5 387 i-a))
SRR Al R R i)
— 2 2 2

On a ainsi obtenu le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1. Entre la fonction B*(o, f,v,0;z) et la fonction N(a, 8,7,0;2)
on a la relation intégrale suivante:

X 0@ B 9.9)(2) " T2 55,5 )
= fio é"*N(x, —iff, —7y, id; —ix)dx

z>0; Rea>1; Re L%~ 1; 7,(&, B, 7, 8) donnée par (3.6) ou (3.7) et & B, 7, &
étant définis par (2.9).

Ceci est notre résultat principal qui généralise le résultat d’Erdelyi—Tricomi
[5], [10]. Un cas particulier en sera donna au 4.

3.2 Deuxiéme cas: z réel négatif. Comme dans le cas précédent on aura le
résultat suivant:

Corollaire 3. Entre la fonction B*(x, B,v,0;2) et la fonction N(a, B,7y,90;2)
on a aussi la relation intégrale suivante:

(3.9) @ —pB, 3, —8) [_%)&8,5%_%2 B+(o“c, —B, %, ~3; —-25)

=fi° e N(a, —if, —y, i6; —ix)dx

z<0; Rea=1; Re? >1 7(& B, 7, &) donnée par (3.6) ou (3.7) et &, B, 5, &
étant définis par (2.9).
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Preuve. Dans la relation (3.8) du théoréme 1, changer d’abord z en —z puis
dans Pintégrale changer x et —x. Ensuite changer dans les deux membres f en
—pB et 6 en —48. On applique ensuite les relations (1.5) au second membre. Et le
résultat cherché en dbcoule immédiatement. Q.E.D.

4. Les cas particuliers importants
On a d’abord besoin du lemme suivant:

Lemme 1.

()

a+2+y]
r(5

(41) 71(&a 0: ‘)75 0) = ]/—7;

avec &, ¥ donnés par (2.9).

Preuve. Considérons 'expression (3.7) et prenons f=6=0; on a:

50,01 (1-227)

5(60.7.0 = —5 7 3 o)
2 sy | ———— 0
2 Jl_'a-!-y( 2 70’ 2 ,0]

2

On utilise ensuite (1.30) du corollaire 2 ainsi que la formule bien connue de duplica-
tion. On utilise aussi (2.9). Aprés simplification le résultat cherché en découle immé-
diatement. Q.E.D.

On peut énoncer maintenant le résultat important suivant:

Théoréme 2. Entre la fonction ¥(a,c;x) de Tricomi et la fonction confluente
de Kummer &(a,c;x) on a la relation intégrale:

Vr 1 2)2““1—§[ 1 122] o R
(42) —2—F(a) (32— e ¥ C—E-,a—i——z—,—zl.— —fo cos zxP (a,c, —x)dx

avec

z=>0; Rec>%; Rea = 1; o*(a, c; x)zr(lz)db(a,c; x).
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Preuve. Considérons la relation (3.8) de notre théoréme 1. Prenons f=0=0
et donc f=56=0. Alors en utilisant (1.26) et (1.27) on a:

YA _Z_& > (<x+2 ¥ ;iﬁ]
s@oro (3 T (B g
=f°° eizx¢(a+2+y (Z ]
. 4
z>0;Rea>1;ReY+a>l.
Il en résulte:
5 2
| R zY - (G4+2—F & 22]
— il 4 2re 7 2.2
@3 u@ 0,505 ¢ Tw(F2T 1 5 2
=f°° coszxdi[w, 1+—°—£; —x2] dx
0 4 2
z>0; Rea>1; Rey-'z_a 1.
On pose:
On a donc:
Loty __o?+2—)7_ 1 & 1
4.5) &=— = 2a l,—T—-——c —2—,1+2_a+2.

En reportant (4.4), (4.5) et (4.1) dans (4.3) et en se rappelant que @*(q, c; x)=

F—ia ®(a, ¢; x) on obtient le résultat cherché. Q.E.D.
On a ainsi retrouvé un résultat d’Erdelyi—Tricomi [5], ([10] page 32 formule (4)).
A partir de notre Corollaire 3 on aura le résultat suivant:

Corollaire 4. Entre la fonction ¥(a, c; x) et la fonction ®(a,c;x) on a aussi
la relation intégrale suivante:

Yz 1 ( 2]2"'1 -z ( 1 1 22]
(4.6) 2T 2) ¢ Pl At T

=f: cos zx®*(a, ¢; —x?) dx

z=<0 Rec>3 Re 1; *(a, c; x) =
. . - 1: .

9 27 a b b b F()

Ce résultat ne figure pas dans [10], mais peut étre facilement retrouvé a partir
de (4.2).

—— &(a, c; x).
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