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Sur la Formule de Picard-Lefschetz

Luc Illusie

Introduction. La formule de Picard-Lefschetz [SGA 7 XV] exprime
la variation locale pour une singularité quadratique ordinaire. En coho-
mologie étale, sa démonstration, dans le cas de dimension relative im-
paire, requiert un argument transcendant (loc. cit. 3.3). Nous donnons
ici, dans ce méme cas, une démonstration purement algébrique. L’idée
est de déduire le calcul de la variation de la forme explicite donnée par
Rapoport-Zink [RZ] pour le logarithme de la monodromie d’une famille
semi-stable, de réduction & deux branches. On se ramene a ce cas par
ramification et éclatement. La méthode, inspirée d’un calcul de Steen-
brink dans [S], s’applique plus généralement & certaines singularités ho-
mogenes.

Dans toute la suite, on fixe un trait strictement local S = Spec A.
On note s = Spec k le point fermé, p 'exposant caractéristique du corps
k, que I'on suppose algébriquement clos, n = Spec K le point générique,
v la valuation de A, m I'idéal maximal de A. On choisit une cloture
algébrique K de K, on note A le normalisé de A dans K, S = Spec A,
7 = Spec K le point générique de S, 5, identifié naturellement 3 s,
le point fermé, I = Gal(K/K) le groupe d’inertie, P C I le groupe
d’inertie sauvage, pro-p-Sylow de I. On fixe un nombre premier ¢ # p,
on note t, : I — Z4(1)(k) le caractére modéré f-adique, donné par
te(o) = (o (t/*") /t/*"),, pour v(t) = 1. On pose A = Z/¢*Z (v > 1).

1. Réduction semi-stable a4 deux branches

1.1. Soit f : X — S un morphisme semi-stable (i.e. tel que locale-
ment pour la topologie étale, X soit lisse sur S[z1,...,z.]/{zy -z, —1),
ou v(t) = 1). Le schéma X est donc régulier, la fibre générique X, est
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