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Propriétés Asymptotiques
des Groupes Linéaires (II)

Yves Benoist

Abstract.
Asymptotic properties of linear groups (II)

Let G = Kexp(a™)K be a Cartan decomposition of a connected
real linear semisimple Lie group and m : G — a* be the associated
map. Let I be a Zariski dense subgroup of G and 41 be the asymp-
totic cone to m(I"). This cone is convex and of non empty interior
(cf [3]).

We show that m(T") fills completely £r in the following sense: for
every € > 0 and every closed cone C such that C — {0} is included in
the interior of 4r, every point of C outside a compact is at distance
less than & from m(T").

§ Résumé

Soient G = Kexp(a')K une décomposition de Cartan d’un groupe
linéaire semisimple réel connexe, m : G — A% I'application correspon-
dante, I" un sous-semigroupe Zariski dense de G et £ le cOne asymptote
a m(T). Ce cone est convexe et d’intérieur non vide (cf [3]).

Nous montrons en quel sens m(I") remplit complétement ce cone /.

§ Introduction

Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe, g son algebre
de Lie, @ un sous-espace de Cartan de g, a* une chambre de Weyl
fermée de a et K un sous-groupe compact maximal de G pour lequel
on a la décomposition de Cartan: G = Kezp(at)K. Notons m et £ les
applications de G dans la chambre de Weyl at définies par les relations
g € Kexp(m(g))K et £(g) = limn_,o0 m(g").

Par exemple, lorsque G = SL(k,R), la chambre de Weyl a* est
I’ensemble des matrices diagonales de trace nulle dont les coefficients
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sont rangés par ordre décroissant et K est le groupe spécial orthogonal.
Dans ce cas, les coefficients de £(g) sont les logarithmes des modules des
valeurs propres de g et les coefficients de m(g) sont les logarithmes des
valeurs propres de la racine carrée de la matrice symétrique gg .

Soit I' un sous-semigroupe de G. L’'image m(T") controle une partie
importante du comportement asymptotique de I'. Par exemple, c’est
elle qui permet de savoir si I' agit proprement sur un espace homogéne
de G donné (voir [2] et [13]).

Jai montré dans [3] que, lorsque IT" est Zariski dense, le coéne fr
asymptote & m(I') est le plus petit cone fermé contenant ¢(I'), que ce
cone est convexe et d’intérieur non vide et que m(I') reste a distance
bornée de #r.

Le but de cet article est de montrer qu’a l'inverse, m(I') (resp.
4(T") ) remplit complétement Pintérieur de £ au sens suivant. Munissons
I’espace vectoriel @ d’une norme ||.|| et de la distance associée.

Théoréme Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe et
I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Pour tout n > 0 et tout cone
fermé C tel que C — {0} est inclus dans lintérieur de Lp, il existe un
compact en dehors duquel tout point de C est ¢ distance inférieure a 7
d’un point de m(T") (resp. £(T) ).

Le point central de la démonstration de ce théoréme est la proposi-
tion suivante.

Proposition Soient G un groupe linéaire réel semisimple connezxe
et I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors le sous-groupe de &
engendré par ((T') est dense.

Notons, pour g dans SL(m,R), £,(g) le logarithme de son rayon
spectral A1(g). Y. Guivarch ([8]) a démontré en utilisant des arguments
probabilistes que le sous-groupe de R engendré par £;(I') est dense.
Nos énoncés sont donc des généralisations multidimensionnelles de ce
résultat. L’intérét de tels énoncés provient des théorémes de renouvelle-
ment (voir [12]).

Nos démonstrations sont purement algébriques. Elles reprennent la
stratégie utilisée dans [3] pour démontrer que ¢ est d’intérieur non vide.

Je remercie Y.Guivarc’h qui a suscité mon intérét pour cette ques-
tion.
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§1. Proximalité

Pour tout espace métrique (X, d), tout point z de X et tous fermés
Y, Z de X, on note

8(z,Y) =inf{d(z,y) /ye Y},

6(Y,Z) =sup{é(y,Z) [y €Y } et
d(Y, Z) = sup(6(Y, 2),6(Z,Y))

la distance de Hausdorff entre X et Y.

Soient V un R-espace vectoriel de dimension finie, X = P(V) I’espace
projectif de V. On munit V d’une norme ||.|| et on définit une distance
d sur X par

d(z1,z2) = inf{|jvr —v2|| /v €z et ||| =1 Vi=1,2}.

Soit g un élément de End(V)—0 . Notons 11(g) = ||g]| la norme de
g 1(g) = sup{llg= / [lzll = 1}, M(g) = limn—co pa(g")* le rayon
spectral de g, m1(g) := logu1(g) et £1(g) := logA1(g). Un élément g
de End{V)—0 est dit prozimal §’il a une seule valeur propre a telle que
la] = A1(g) et si cette valeur propre est simple. Cette valeur propre
« est alors réelle et on note :cg‘ € X la droite propre correspondante.
On note v} un vecteur de z} de norme 1, V< I’hyperplan g-invariant
supplémentaire & z} et X~ :=P(V<).

Dans la définition ci-dessous, issue de [1], on impose un contréle uni-
forme sur la proximalité. Le réel r contrdle tout d’abord la “géométrie”
de g, le réel € controle ensuite sa “dynamique”. On fixe 0 < e < r et on
note

v, ={zeX /dzxz})<e} et
By :={zeX/bzXS)>e}.

Définition 1.1. Soit 0 < e < r. Un élément g prozimal est dit (r,¢)-
prozimal si §(x}, X5) > 2r , g(B;) C b5 et la restriction de g & By est
e-Lipschitzienne.

Nous utiliserons la version suivante du critére de proximalité de Tits

Lemme 1.2. Soient g dans GL(V), z* dans P(V), Y un hyperplan
de P(V) etr > e > 0. On note b° :== {z € X / d(z,z+) < €} et
B :={z € X / §x,Y) > ¢} . On suppose que §(z*,Y) > 6r
g(B®) C b° et la restriction de g a B® est e-Lipschitzienne.

Alors g est (2r,2¢)-prozimal, d(z},z¥) <e et d(X5,Y)<e.
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Démonstration Voir [15] ou le lemme 6.2 de [2]. o

Le lemme suivant affirme que, pour un élément (r,e)-proximal g, le
rayon spectral A1(g) est une bonne approximation de la norme p1(g).

Lemme 1.3. Soient V un R-espace vectoriel de dimension finie et
0 < & < r. Il existe des constantes c,. €]0,1] telles que, pour tout
r >0, on alim.,oc,c =1 et, pour toute transformation linéaire g de
V (r,e)-prozimale, on a

cre p1(g) < M(g) < palg) -

Démonstration Cela résulte des deux faits suivants: a) Les ensem-
bles 7
P.. := {g € End(V) / g est (r,e)—proximal et de norme 1} sont com-
pacts (lemme 6.3 de [2]).

b) L’application g — A;1(g) est continue et vaut 1 sur le compact
Pr = ﬂE>0Pr,6. <o

La proposition suivante donne une approximation de A;(g) et de
u1(g) lorsque g est un mot dont les lettres sont des éléments (r,¢)-
proximaux.

Soient g, h deux éléments proximaux de End(V), on note 8 =
B1(g, k) le réel défini par 'égalité: vl — Buf € V<.

Soient g1, . .. , gi des éléments proximaux de End(V'), on note go = g;
et '

vi(gr,-- ) = [] 1B1(gi-1,95)! -

1<j<1

Ce produit ne dépend pas des choix faits.

Lemme 1.4. Pour tout 0 < € < r il existe des constantes C.. > 0
telles que

lin}) Cre =1, pour tout r > 0,

e—

et, si g1,...,q; sont des transformations linéaires (r,€)-prozimales vé-
rifiant (en notant go = gi)

6(w;;_17Xg<j)26r pour j=1,...,0 .

Alors, pour tout ny,... ,n; > 1, le produit g = g --- g1'* est (2r,2e)-
prozimal et on a

)\1(91"1 "'g?l) 1
<C,.vilgi,-.-, et
@) gy = e 0 9)

C';el Vl(gl"" 791) < hY
1
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nl “ s . nl
cit )< el :
e V(s ,91) < A (g)™ - A(gy)m = F vi(g,--- ,91)

" Ce lemme n’est qu’un raffinement de la proposition 6.4 de [2]. Nous
détaillons cependant sa démonstration. Le lemme suivant nous sera
utile.

Lemme 1.5. Pour tout 0 < € < r, il existe des constantes d,. > 0
telles que, pour tout r > 0, on a lim. o dr. = 1, et pour tout hyperplan
W de V et tout triplets de points v, v/, w de V de norme 1 vérifiant
O(kv,P(W)) > r, 6(kv’,P(W)) > r et d(kv, kv') < e les nombres a € k
et o’ € k définis par v —aw € W et v/ —o'w € W vérifient les inégalités
<l <d,, .

!
re = |af

Démonstration C’est une conséquence de la compacité de ’ensem-
ble de tels quadruplets (W, v,v’,w) et de la continuité de 'application
(W, v,v",w) — <. o

Démonstration de la proposition 1.4 Notons .’L‘;_, v;r, X5, V5,

B3, b5 pour ac;'j, v;j, etc... Comme g7 est (r,&)-proximal, que :1:;}, = :cj'
J
et que X5 = X, on peut supposer n; = 1, pour tout j = 1,... 1.
7

On a l'inclusion g,(B§) C ¥ C B§ car §(z7,X5) > 2r > 2¢ .
De méme, gg:1(Bf) C b5 et, aprés itération, g(Bf) C b et g|p: est
e-Lipschitzienne. On peut appliquer le lemme 1.2 car 6(acl+,X1<) > 6r.
On obtient que g est (27, 2¢)-proximal et que z € b; .

Soient wo = v} , yo =} et, pour j =1,...,1,

wj = gjwj—1 et Y; = g;Yj-1 -
Par construction, on a
y; €05 pour j=0,...,0 et
w; = A1(g)wp -
Soit a; € k le nombre défini par I'égalité, pour j =1,...,1,
wj_1 = ajv;f modulo Vj< .

Comme 6(y;_1, X;°) > 57 et 6(zf, X;°) > 2r , le lemme 1.5 prouve que

— a;
472 18105, 95-0)] < T2 < s 8105 95-)]
-
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On a aussi
w; = o A1(g;)v; modulo V< .

Comme 6(y;, X j<) > r, le méme lemme 1.5 prouve que

|l A (gs) d.

d-l <
e T [

Ces deux inégalités donnent

_ w; _
dr 2 181(g;,95-1)] < |11IL-J]1|||)‘1(9j) < d2, |Bilgs 95-1) -
i

En faisant le produit de ces ! inégalités et en remarquant que
A1(g) , on obtient

_ A1(g)
2 (g g) < ——N9) @y )
r,e Vl(gl gl) = )\l(gl) ) '-)\1(91) = G g 1(gl gl)

puis a l'aide du lemme 1.3

d- 2y <—M”—<d2l el v .
r,e 1(917 agl) = )\1(91)/\1(.91) = Gre Cor2e 1(gla agl)

Ce qui prouve notre proposition avec C. = d2, cgrlzs . o
? b
Le corollaire suivant donne une autre définition de v;(g1,... ,g1)-

Corollaire 1.6. Soient g1,... ,g des transformations linéaires
prozimales et gog = g;. On suppose que, pour tout j =1,... 1, :c;‘j n’est
pas dans X5 . Alors on a l’égalité:

Mgt L pilgr” - g1)

lim = lim
A(gr)™ - Aq(g)™ A(g)™ - (g

)"ll = Vl(gla"’ 7gl)

ot ces limites sont prises quand les entiers n; tendent tous vers +o0o
La définition suivante est motivée par le lemme 1.4.

Définition 1.7. Soient 0 < € < 7. Un sous-semigroupe T' de GL(V)
est dit fortement (r,e)-Schottky dans P(V) si

i) pour tout h dans T', h est (r,e)-prozimal,

i) pour tout h, k' dans T, §(z}, X;5) > 6r .
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§2. Représentations de G

Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe, g son algébre
de Lie, Ad I'application adjointe, @ un sous-espace de Cartan de § et
Ag le sous-groupe connexe de G d’algébre de Lie a. L’application ex-
ponentielle exp est une bijection de @ sur Ag. On note log la bijection
inverse.

Pour tout caractére x de Ag, on note dx : @ — R sa différentielle et
g, ={X €g/Vae€ Ag, Ad(a)X = x(a)X} l'espace propre cor-
respondant. On note 3 := {}x # 1 / 9, # 0} lensemble des racines
restreintes de G, II C ¥ un systéme de racines simples, AT = exp(at)
la chambre de Weyl de G, elle est définie par
At ={a€ Ag /Vx €I, x(a) > 1}.

Soit K un sous-groupe compact maximal de G pour lequel on a la
décomposition de Cartan G = KATK. Pour g dans G, on note u(g) =
exp(m(g)), I'élément de A tel que g € Ku(g9)K et A(g) = exp(£(g))
I’élément de AT qui est conjugué & la composante hyperbolique de la
décomposition de Jordan de g.

Soit (V, p) une représentation de G dans un R-espace vectoriel de
dimension finie. Pour tout caractére x de Ag, on note V, = {v €
V / Va € Ag , p(a)v = x(a)v} lespace propre correspondant. On
note X(p) := {x / Vi # 0} 'ensemble des poids restreints de V. On a
V =@, 5y Vx - On munit X(p) de I'ordre défini par:
x1 < x2 <= x1(a) < x2(a) pour tout a dans A*.

On suppose p irréductible. L’ensemble ¥(p) a alors un unique
élément \ maximal pour cet ordre appelé le plus haut poids restreint
de V. La représentation p est dite prozimale si dimVy = 1. C’est tou-
jours le cas lorsque G est déployé.

Lemme 2.1. Soit G un groupe linéaire réel semisimple connexe. Il
exriste r représentations irréductibles prorimales p; de G dans des R-
espaces vectoriels V; de plus haut poids restreints (xi)i1<i<r telles que
Uapplication a — (x1(a),... ,xr(a)) est un isomorphisme de groupes de
Ac sur ]0,00[".

Démonstration C’est une conséquence de la classification des re-
présentations de dimension finie de G. o

Le lemme suivant de [2] relie les applications A et p aux normes et
rayons spectraux dans les représentations de G.

Lemme 2.2. Soit G un groupe linéaire réel semisimple connexe. Pour
toute représentation irréductible (V, p) de G de plus haut poids restreint
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X, il existe une norme euclidienne sur V, telle que, pour tout g dans G,
on a

a) A1(p(9)) = x(A(g))
b) p1(p(9)) = x(r(9))

Démonstration Choisissons une norme euclidienne K-invariante
sur V de sorte que, pour a dans A", p(a) soit un endomorphisme
symétrique. C’est possible. On a alors

Ai(p(a)) = pa(p(a)) = |x(a)l .

Donc
M(p(9)) = M(p(M9))) = x(X(9))
et
r1(p(9)) = pa(p(p(g))) = Ix(u(9))l - °

83. Produit d’éléments loxodromiques

Définition 3.1. Un élément g de G est dit lozodromique (ou R-régulier)
si £(g) est dans Uintérieur de la chambre de Weyl.

Il est équivalent de dire que, pour tout i =1,... ,r, élément p;(g)
est proximal.

Définition 3.2. Un élément prozimal g de G est dit (r,e)-lozodro-
mique si, pour tout i = 1,... 7, les images p;(g) sont (r,e)-prozimales

Définition 3.3. Soient G un groupe linéaire réel semisimple conneze,
0<e<retl>2 Soientgs,...,q des éléments lozodromiques de
G et go = g;- On suppose que x:i(gj) & X;_(gj_l) pour j =1,...,10 et
t=1,...,r. On note alors v =v(gy,...,q1) Vélément de Ag tel que:

X'i(y) = Vl(pi(gl)7 e )pi(gl))7 pO’U,Ti = 17' s T

Notons e I’élément neutre de G. Les lemmes 1.4 et 2.2 donnent
immeédiatement:

Lemme 3.4. Soient G un groupe linéaire réel semisimple conneze.
Pour tout 0 < e < r il existe des compacts N, de a tels que

liII(l) N, = {e} , pour tout r > 0,
£—

et, si g1,...,q; sont des éléments (r,€)-lozodromiques vérifiant (en no-
tant go = g1)
6(x2(gj)’Xp<,~(gj_1)) >6r pour j=1,...,leti=1,...,r.
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Alors, pour tout ny,... ,n; > 1, le produit g = g* --- g/ est (2r, 2¢)-
lozodromique et on a .

Mgt - g")
Alg)™ - Mg)™

plgrt---g")
Ag)™ - Mgr)™

Le corollaire suivant est analogue au corollaire 1.6. Il prouve que

€ v(gi,- .. ,gl)N,lVE et

€ I/(gl,,,, 7gl)N1l",s .

v{g1,--. ,9) ne dépend pas du choix des représentations p;.
Corollaire 3.5. Soient g1,...,q1 des éléments lozxodromiques de G
comme dans la définition 3.3. On a les égalités:
g™ - g™ niLL L gt
g ) met gt g1, q1)

Mg A@ O Mg A @)

ou ces limites sont prises quand les entiers n; tendent tous vers +o0

Démonstration Cela résulte de la proposition 3.4 et du fait que,
on peut fixer r tel que, pour tout e, il existe un entier ng tel que pour
n; > ng les éléments g;” vérifient les hypotheses de la proposition 3.4.
o

Lemme 3.6. Soient g un élément loxodromique de G et g l'ouvert
de G sur lequel la fonction h — 6(h) := v(g, hgh™!) est définie. Alors,
pour tout voisinage Q de e dans Qq, image 6(Q) est d’intérieur non
vide dans Ac.

Démonstration Quitte & conjuguer g, on peut supposer que la
composante hyperbolique de g est dans I'intérieur de A*.

Pour i =1,...,r, notons z; l'attracteur de p;(g) dans X; := P(V;)
et V.< le supplémentaire g-invariant. Choisissons un vecteur non nul v;"
de z et une forme linéaire £~ sur V; de noyau V<. Le vecteur v;" € V;
est un vecteur de plus haut poids de la représentation p; tandis que
f< € V;* est un vecteur de plus bas poids de la représentation duale.
On a les égalités

|fS(hof ) £ (R0
fi<(v2-)2

On vérifie aisément que la différentielle en e de application 0 est
nulle. Le hessien 6” de 6 en e est une forme bilinéaire symétrique sur

(xi 0 0)(h) = vi(pi(g), pi(hgh™)) =
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@ a valeur dans a. Pour conclure, il suffit de montrer que I'image de ce
hessien 6" engendre a.

Pour chaque racine simple « € II, choisissons un triplet non nul
(Yo, Hoy Xo) tel que

Yo€g_ ,, Hoca et Xo€9, ,

(Ha,Ya| = —2Ya , [Xa,Ya] = Ho et [Ha, Xo] =2X, .

L’existence de tels slp-triplets est bien connue et la famille (Hy, )aemn
est une base de .
Un petit calcul basé sur les égalités

YofS =0, Huvf =dxi(Ha)v] et Xovt =0
donne le développement limité & ’ordre 2 suivant:
(xi 0 0)(e"Xoe™¥=) =1+t sdx;(Hy) + o(t? + s?)

On en déduit 1'égalité 0" (X4, Ys) = H, . Ce qui prouve bien que I'image
du hessien engendre @. o

84. Sous-semigroupes de Schottky

La notion de sous-semigroupe (r,€)-Schottky joue un réle central
dans notre démonstration. L’intérét de ces semigroupes est que, d’une
part, il est facile d’en construire dans tous les semigroupes Zariski denses
(lemme 4.2) et que, d’autre part, on controle avec une bonne précision
la projection de Cartan d’un tel semigroupe (lemme 3.4).

Définition 4.1. Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe,
0 < e <r. On dit qu’un sous-semigroupe H de G est fortement (r,¢)-
Schottky si, pour tout i = 1,...,r, le sous-semigroupe p;(H) est forte-
ment (r,g)-Schottky dans P(V;).

Remarques - Tous les éléments de H sont loxodromiques.

- Un sous-semigroupe d’un groupe fortement (r, £)-Schottky est en-
core fortement (r,e)-Schottky.

- On peut donc appliquer les estimations du lemme 3.4 & tous les
mots dont les lettres sont dans H.

Avant de poursuivre rappelons quelques notations. Pour tout élé-

ment g loxodromique de G, on note encore z = asj'g Iattracteur de
9.
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pi(g) dans X; := P(V;), V; = V5 le supplémentaire g-invariant et

X< = X;g :]P’(Vij]). On fixe 0 < e <7 ou
=rlo)m 5, BE et X
et on pose
b = {o € X, / dlz,af) < e} et
B ={z€X; /6= X )>¢€}.
On note G :=

{heG/Vi h(Bf,) C bf-l et hle' est ¢'-Lipschitzien pour un ¢’ < § }.

Par construction ce semigroupe H = G est ouvert. Par le critére
de proximalité (lemme 1.2), H est fortement (r, )-Schottky.

Lemme 4.2. Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe et
I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors, il existe un élément
lozodromique go de I' tel que, pour toute < r(go) , le semi groupe G NT'

est encore Zariski dense.

Démonstration Ce lemme n’est qu’une variante du théoreme 6.4
de [3]. D’apres ’appendice de [4], il existe un élément loxodromique go
dans I'. Posons H = Gg_.

Soit h un élément de T' tel que h(z]) € V;<. Pour n > 0, I'élément
gohgy est dans I' N H. Comme 'adhérence de Zariski d’un semigroupe
est un groupe, h est dans I’adhérence de Zariski de ’'N H. Donc I'Nn H
est Zariski dense dans G. o

Lemme 4.3. Soient G un groupe linéaire réel semisimple connexe et
go un élément loxodromique de G. Alors, pour tout voisinage ouvert
V de e dans Ag, il existe € €]0,7(go)][ tel que pour tout g1, g2 dans le.
semigroupe G¢  on a
A(g192)
A(g1)Mg2)

Démonstration Remarquons tout d’abord que, pour tout voisinage
ouvert W de e dans Ag, il existe € €]0,7(go)[ tel que pour tout g1, go
dans G on a v(g1,92) € W. En effet, cela résulte de ce que, pour tout
g dans Gg , on a

dlz} ,zf Y<e et dXS,XS )<e.

1,97 1,90 4,9 “* 1,90

11 suffit alors d’appliquer le lemme 3.4 en choisissant W et N, . de sorte
que WNZ CV. 3



44 Y. Benoist

§5. Semigroupes ouverts

Voici encore quelques lemmes dont nous aurons besoin dans la dé-
monstration de la proposition. Le premier permettra de supposer I' de
type fini.

Lemme 5.1. Soit I’ un sous-groupe Zariski dense d’un groupe linéaire

réel semisimple connexe G. Alors il existe une famille finie v1,... ,v
d’éléments de T' tels que, pour tout n > 1 le sous-groupe I';, engendré
par Yy, ..., est encore Zariski dense.

Démonstration C’est un exercice. On choisit les y; de sorte que le
groupe engendré par chacun d’eux est Zariski connexes et que le groupe
engendré par tous ceux-ci est le groupe R réunion des composantes
Zariski connexes des adhérences de Zariski des sous-groupes de type
fini de I'. Par construction R est distingué et "image de I' dans le quo-
tient G/R est un groupe de torsion. Il contient donc, par le théoréme de
Schur un sous-groupe d’indice fini abélien (cf [6]). Donc G/R est abélien
et G=R. o

Lemme 5.2. Soient G un groupe linéaire réel semuisimple conneze,
t — 7;, pour j = 1,...,s, des groupes d un paramétre de G et A
le semigroupe engendré par fyf pour t dans [L,o0[ et j = 1,...,s. On
suppose que A est Zariski dense dans G, alors A est d’intérieur non
vide.

Démonstration C’est le lemme 7.1 de [3]. o

On appelle corps de Hardy un sous-corps stable par dérivation de
I'anneau des germes en +oo de fonctions de classe C° sur R a valeurs
réelles.

Rappel Toute solution d’une équation polynomiale (resp. d'une
équation différentielle polynomiale du premier ordre ) & coefficients dans
un corps de Hardy est encore dans un corps de Hardy. Voir, par exemple,
larticle [14].

Définition 5.3. Soient H un sous-semigroupe ouvert de G ety : H —
R une fonction analytigue On note (%) la propriété suivante: pour tout
groupe ¢ un paramétre t — a® d’éléments hyperboliques qui prend ses
valeurs dans H lorsque t > 1 et pour tous éléments hy, hy de H U {1},
Uapplication t — 1p(hi1ahy) est dans un corps de Hardy.
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Lemme 5.4. Soit G un groupe linéaire réel semisimple connere et H
un sous-semigroupe ouvert de G dont tout élément est lozodromique et
1 : H — R une fonction analytique qui vérifie la propriété (x). Soient vt
un groupe & un paramétre qui prend ses valeurs dans H lorsquet > 1 et
hi, hy des éléments de H U {1}. On suppose que pour tout entier t > 1,
on a ’égalité ¥(h1vthe) = 0.

Alors, cette égalité est encore vraie pour tout réel t > 1.

Démonstration C’est la méme que celle du lemme 7.4 de [3]. ¢

§6. Démonstrations

Démonstration de la proposition
11 suffit de montrer que le seul caractére x : Ag —]0, 0o| tel que

(1) log(x(\(I"))) C Z

est le caractére y = 1.

On choisit alors gg comme dans le lemme 4.2 et on prend ¢ suffisam-
ment petit pour pouvoir choisir un voisinage ouvert V' de e dans Ag
comme dans le lemme 4.3 tel que V=V "1 et

() log(x(V)) ] -1, 1.

Le lemme 4.2, permet de supposer que I' est inclus dans le semi-
groupe ouvert Gg .

On peut aussi supposer que I' est engendré par une famille finie
d’éléments (7;)1<j<s comme dans le lemme 5.1. Remarquons que chaque
élément ~y; est semisimple et notons v; = m;a; = ajm; la décomposition

de Jordan de ; avec m; elliptique et a; hyperbolique. On note ¢ — a’

g
le groupe & un parametre d’éléments hyperboliques qui vérifient a} = aj.

L’adhérence du semigroupe engendré par m; est un groupe compact
M;. Quitte a remplacer «; par une puissance, on peut supposer M;

connexe. On note t — m! un groupe & un paramétre d’éléments de M,

J

tel que m; = m; et on note v; = mhal = aiml. Quitte de nouveau a
remplacer «y; par une puissance, on peut supposer que, pour tout ¢ > 1,
Mja§~ est inclus dans H.

Notons A le sous-semigroupe de H engendré par tous les éléments
'y§ avec j =1,...,s et t > 1. Ce semigroupe A contient I'. Il est donc
d’intérieur non vide (lemme 5.2).

Le lemme 3.6 prouve que lensemble {v(g,h) / g € A, h € A}
est d’intérieur non vide dans Ag. Le point b) du lemme suivant prouve

alors que x = 1. C’est ce que ’on voulait. o
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Lemme 6.1. Gardons les notations ci-dessus.

a) L’application x o X est un morphisme de semigroupe de A dans
10, 00].

b) Pour tout g, h dans A, On a x(v(g,h)) =1

Démonstration a) Posons ®(g) = log(x(A\(g))) . On veut montrer
que, pour tout g, h dans A, on a 1'égalité

®3) ®(gh) = ®(g) + 2(h)

i) Montrons tout d’abord cette égalité lorsque g et h sont dans I'.
Dans ce cas, ’hypothése (1) assure que ®(gh), ®(g) et ®(h) sont entiers.
Le lemme 4.3 donne alors grace & I'inclusion (2)

®(gh) — ®(g) — @(h) € log(x(V)) NZ = {0} .

ii) Montrons maintenant 1’égalité (3) lorsque g est dans A et h est
dans I'.  Remarquons tout d’abord que la fonction ® : A — R a la
propriété (x). Cela résulte de notre rappel sur les corps de Hardy car il
existe des réels §; tels que, pour tout g dans A, on a

2(9) = Y6 t(pile))

La fonction ¥ : A — R donnée par

¥(g) = ®(gh) — 2(g9) — @(h)

a aussi la propriété (x). Cette fonction ¥ est nulle sur tous les mots
t
gl

ou les exposants t; > 1 sont entiers. Il résulte alors du lemme 5.4, et
d’un raisonnement par récurrence que ¥ est encore nulle sur ces mots
lorsque les exposants t; > 1 sont des réels. Donc V¥ est nulle sur A.
iii) L’égalité (3) lorsque g et h sont dans A se déduit de ii) par le
méme raisonnement appliqué & la fonction h — ®(gh) — ®(g9) — (k).
b) Comme x o A est un morphisme de groupes, on a ’égalité, pour
tout n > 1,

x(A(g"h™)A(g) " A(R)™") =1.
Prenons, a ’aide du corollaire 3.5, la limite lorsque n tend vers 4+o0o de
cette égalité. On obtient x(v(g, h)) = 1. o

Pour terminer la démonstration du théoréme, nous aurons besoin
du lemme suivant.
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Lemme 6.2. Soient V un espace vectoriel normé, Ly, ... ,4; des vec-
teurs de V,

L:=R"lg+ ---+R", , M :=Zby+---+Zb; , M+ := Nby+-- -+ N,
etn > 0.

On suppose que tout point de V' est a une distance inférieure a n de
M.

Alors tout point d’au moins un translaté vg + L de L est & une
distance inférieure ¢ 1 de M.

Démonstration Soit K le compact K := {3, ;< %;¢; /0<z; <
1} . On peut trouver une partie finie F' de M telle que tout point de K
est & une distance inférieure & 7 d’un point de F. On choisit alors vg tel
que
vw+FCcM +.

Notre assertion résulte alors de 1’égalité L = K + M. o

Démonstration du théoréme La proposition 4.3 de [3] prouve
qu’il existe un entier ¢t > 0 et un réel r > 0 tel que, pour tout € > 0,
il existe des éléments 71,... ,v; de I qui engendrent un semigroupe I'/
Zariski dense et fortement (r,e)-Schottky et tels que C'—{0} est encore
inclus dans l'intérieur du cone

L:=R(y1)+ - +RT(y) .

Choisissons ¢ suffisamment petit pour que le diameétre du compact
log N, . soit inférieur & 2—(;1—1)- D’apres la proposition, le sous-groupe de
a engendré par £(I') est dense dans @. Il existe donc un élément v, de
I tel que tout point de @ est a distance inférieure & 7 du Z-module

M := Z(vo) + ZU(y1) + - - - + ZL(7) .
Notons vy := log v(v0,71,--- ,V) €t
M™ :=Nl(y) + - +Ni(y) .

Le lemme 3.4 assure que tout point v1 +nof(vo)+- - -+nil(v:) de vi+MT
est & une distance inférieure & 7 du point £(yy* ---+;**) de £(T) et du
point m(y7* - - - v¢t) de m(T).

Le lemme 6.2 assure alors que tout point d’un translaté vg + v, + L
du céne L est a distance inférieure a 321 de v1 + M T et est donc & distance
inférieure & n de 4(T') et de m(I"). Le complémentaire de vy + v; + L

dans C est borné. Ceci prouve le théoreéme. o
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Terminons cet article par une question: Un sous-groupe Zariski
dense I' d’un groupe semisimple linéaire G contient-il toujours une partie
finie F telle que £(F) engendre un sous-groupe dense de a?
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