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Abstract. 

Proprietes Asymptotiques 
des Groupes Lineaires (II) 

Yves Benoist 

Asymptotic properties of linear groups (II) 
Let G = Kexp(a+)K be a Cartan decomposition of a connected 

real linear semisimple Lie group and m : G -> a+ be the associated 
map. Let r be a Zariski dense subgroup of G and .fr be the asymp­
totic cone to m(r). This cone is convex and of non empty interior 
(cf [3]). 

We show that m(r) fills completely £r in the following sense: for 
every c: > 0 and every closed cone C such that C - {0} is included in 
the interior of £r, every point of C outside a compact is at distance 
less than c: from m(r). 

§ Resume 

Soient G = Kexp(a+)K une decomposition de Cartan d'un groupe 
lineaire semisimple reel connexe, m : G -> a+ l'application correspon­
dante, r un sous-semigroupe Zariski dense de G et £r le cone asymptote 
a m(f). Ce cone est convexe et d'interieur non vide (cf [3]). 

Nous montrons en quel sens m(r) remplit completement ce cone £r. 

§ Introduction 

Soient G un groupe lineaire reel semisimple connexe, 9 son algebre 
de Lie, a un sous-espace de Cartan de 9, a+ une chambre de Weyl 
fermee de a et K un sous-groupe compact maximal de G pour lequel 
on a la decomposition de Cartan: G = Kexp(a+)K. Notons met£ les 
applications de G dans la chambre de Weyl a+ definies par les relations 
g E Kexp(m(g))K et £(g) = limn--+oo ¼m(gn). 

Par exemple, lorsque G = SL(k, JR), la chambre de Weyl a+ est 
l'ensemble des matrices diagonales de trace nulle dont les coefficients 
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sont ranges par ordre decroissant et K est le groupe special orthogonal. 
Dans ce cas, les coefficients de f(g) sont les logarithmes des modules des 
valeurs propres de g et les coefficients de m(g) sont les logarithmes des 
valeurs propres de la racine carree de la matrice symetrique gt g . 

Soit run sous-semigroupe de G. L'image m(r) controle une partie 
importante du comportement asymptotique de r. Par exemple, c'est 
elle qui permet de savoir si r agit proprement sur un espace homogene 
de G donne (voir [2] et [13]). 

J'ai montre clans [3] que, lorsque r est Zariski dense, le cone fr 
asymptote a m(f) est le plus petit cone ferme contenant f(r), que ce 
cone est convexe et d'interieur non vide et que m(f) reste a distance 
bornee de fr. 

Le but de cet article est de montrer qu'a l'inverse, m(r) (resp. 
f(f) ) remplit completement l'interieur de fr au sens suivant. Munissons 
l'espace vectoriel a d'une norme 11-11 et de la distance associee. 

Theoreme Soient G un groupe lineaire reel semisimple connexe et 
r un sous-semigroupe Zariski dense de G. Pour tout 'r/ > 0 et tout cone 
ferme C tel que C - {O} est inclus dans l'interieur de fr, il existe un 
compact en dehors duquel tout point de C est a distance inferieure a 'r/ 
d'un point de m(f) (resp. f(f) ). 

Le point central de la demonstration de ce theoreme est la proposi­
tion suivante. 

Proposition Soient G un groupe lineaire reel semisimple connexe 
et r un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors le sous-groupe de a 
engendre par f(r) est dense. 

Notons, pour g clans SL(m,IR), f 1 (g) le logarithme de son rayon 
spectral A1 (g). Y. Guivarch ([8]) a demontre en utilisant des arguments 
probabilistes que le sous-groupe de IR engendre par f 1 (r) est dense. 
Nos enonces sont done des generalisations multidimensionnelles de ce 
resultat. L'interet de tels enonces provient des theoremes de renouvelle­
ment (voir (12]). 

Nos demonstrations sont purement algebriques. Elles reprennent la 
strategie utilisee clans [3] pour demontrer que fr est d'interieur non vide. 

Je remercie Y.Guivarc'h qui a suscite mon interet pour cette ques­
tion. 
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§1. Proximalite 

Pour tout espace metrique (X, d), tout point x de X et tous fermes 
Y, Z de X, on note 

8(x, Y) = inf{d(x,y) / y E Y}, 

8(Y, Z) = sup{8(y, Z) / y E Y} et 

d(Y, Z) = sup(8(Y, Z), 8(Z, Y)) 

la distance de Hausdorff entre X et Y. 
Soient V un ~-espace vectoriel de dimension finie, X = IP(V) l'espace 

projectif de V. On munit V d'une norme 11-11 et on definit une distance 
d sur X par 

d(x1, x2) = inf{llv1 - v2 II / Vi E Xi et II viii = 1 Vi= 1, 2 } . 

Soit 9 un element de End(V)-0. Notons µ 1 (9) = 11911 la norme de 
9: µ1(9) = sup{ll9xll / llxll = 1} , .X1(9) = limn~oo µ1(9n)¼ le rayon 
spectral de 9, m1(9) := logµ1(9) et £1(9) := log.X1(9). Un element 9 
de End(V)-0 est dit proximal s'il a une seule valeur propre a telle que 
lad = .X1(9) et si cette valeur propre est simple. Cette valeur propre 
a est alors reelle et on note xt E X la droite propre correspondante. 
On note v"t un vecteur de xt de norme 1, ~< l'hyperplan 9-invariant 
supplementaire a xt et Xi := IP(V/) . 

Dans la definition ci-dessous, issue de [1], on impose un controle uni­
forme sur la proximalite. Le reel r controle tout d'abord la "geometrie" 
de 9, le reel e controle ensuite sa "dynamique". On fixe O < e::; r et on 
note 

b: := {x EX/ d(x,xt)::;; e} et 

B; := {x EX/ 8(x,X;) ~ e}. 

Definition 1.1. Soit O < e::; r. Un element 9 proximal est dit (r,e)­
proximal si 8(xt, X;) ~ 2r , 9(B;) c b: et la restriction de 9 a B; est 
e-Lipschitzienne.' 

Nous utiliserons la version suivante du critere de proximalite de Tits 

Lemme 1.2. Soient 9 dans GL(V), x+ dans IP(V), Y un hyperplan 
de IP(V) et r ~ e > 0. On note be := {x E X / d(x,x+) ::;; e} et 
Be := {x E X / 8(x, Y) ~ e} . On suppose que 8(x+, Y) ~ 6r , 
9(Be) C be et la restriction de 9 a Be est e-Lipschitzienne. 

Alors 9 est (2r,2e)-proximal, d(xt,x+)::;; e et d(X;,Y)::;; e. 
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Demonstration Voir [15] ou le lemme 6.2 de [2]. • 

Le lemme suivant affi.rme que, pour un element (r,c)-proximal 9, le 
rayon spectral >..1 (9) est une bonne approximation de la norme µ1(9). 

Lemme 1.3. Soient V un JR-espace vectoriel de dimension finie et 
0 < c :S: r. Il existe des constantes Cr,c: E]O, 1[ telles que, pour tout 
r > 0, on a limc:__.0 cr,c: = 1 et, pour toute tmnsformation lineaire 9 de 
V ( r, c )-proximale, on a 

Cr,c: µ1(9) :S: .A1(9) :S: µ1(9) · 

Demonstration Cela resulte des deux faits suivants: a) Les ensem­
bles 
Pr,c: := {g E End(V) / 9 est (r,s)-proximal et de norme 1} sont com­
pacts (lemme 6.3 de [2]). 

b) L'application 9-----, >..1 (9) est continue et vaut 1 sur le compact 
• 

La proposition suivante donne une approximation de >.. 1 (9) et de 
µ 1 (9) lorsque 9 est un mot dont les lettres sont des elements ( r, c )­
proximaux. 

Soient 9, h deux elements proximaux de End(V), on note /3 = 
/31(9, h) le reel defini par l'egalite: vt - f3vt EV/. 

Soient 91 , ... , 91 des elements proximaux de End(V), on note 90 = 9l 
et 

v1(91, • • • ,91) = IT l/31(9j-1,9j)I · 
l'5cj'5cl 

Ce produit ne depend pas des choix faits. 

Lemme 1.4. Pour tout O < c :S: r il existe des constantes Cr,c: > 0 
telles que 

lim Cr,c: = 1 , pour tout r > 0, 
c:--->O 

et, si 91 , ... , 9l sont des tmnsformations lineaires ( r, c )-proximales ve­
rifiant (en notant 9o = 91) 

8(x!_ 1 , x;;) 2: 6r pour j = 1, ... , l . 

Alors, pour tout n 1 , ... , n1 2: 1 , le produit 9 = 9~1 • • • 9~ 1 est (2r, 2c)­
proximal et on a 
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Ce lemme n'est qu'un raffinement de la proposition 6.4 de [2]. Nous 
detaillons cependant sa demonstration. Le lemme suivant nous sera 
utile. 

Lemme 1.5. Pour tout O < c: < r, il existe des constantes dr,e: > 0 
telles que, pour tout r > 0, on a lime:-.o dr,e: = 1, et pour tout hyperplan 
W de V et tout triplets de points v, v', w de V de norme 1 verifiant 
8(kv, lP'(W)) :::: r, 8(kv', lP'(W)) :::: r et d(kv, kv') < c: les nombres a E k 
et o:1 E k definis par V - aw E w et v' - o:'w E w verifient les inegalites 
d-l < la'I d r,e: - 1af :S r,e: · 

Demonstration C'est une consequence de la compacite de !'ensem­
ble de tels quadruplets (W, v, v', w) et de la continuite de !'application 
(W,v,v',w)-----+:. o 

Demonstration de la proposition 1.4 Notons Xj, v;, X!, ½<, 
B e: be: + + t C n t ( ) . 1 + - + 1 , 1 pour x9 j, v9;, e c... omme 91 es r, c: -prox1ma, que x 9 'J - x1 

et que x;, = X! , on peut supposer n1 = 1, pour tout j = 1, .. . , l. 
J 

On a !'inclusion 91 (Bf.) C b1 C B2 car 8(xt ,Xi) :::: 2r :::: 2c: . 
De meme, 9291 (Bf.) c b2 et, apres iteration, 9(Bf.) c b'f et 9IBf est 
c:-Lipschitzienne. On peut appliquer le lemme 1.2 car 8(xt, Xf) :::: 6r. 
On obtient que 9 est (2r, 2c:)-proximal et que xt E b'f . 

Soient wo = vt, Yo= xt et, pour j = 1, ... ,l, 

Par construction, on a 

y1 E b1 pour j = 0, ... , l et 

Soit o:1 E k le nombre defini par l'egalite, pour j = 1, ... , l, 

Wj-l = o:1vj modulo½< . 

Comme 8(y1_ 1 ,X!) > 5r et 8(x1,X!):::: 2r, le lemme 1.5 prouve que 
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On a aussi 

w1 = a1>-. 1 (g1)vj modulo "7< . 
Comme 8(y1, X/) 2'. r, le meme lemme 1.5 prouve que 

Ces deux inegalites donnent 

En faisant le produit de ces l inegalites et en remarquant que 1111:~11\ 

A1 (g) , on obtient 

puis a l'aide du lemme 1.3 

Ce qui prouve notre proposition avec Ce = d;,e c2/ 2e . 

Le corollaire suivant donne une autre definition de 111 (g1 , •.• , g1). 

• 

Corollaire 1.6. Soient g1 , ... , g1 des transformations lineaires 
proximales et g0 = 91 · On suppose que, pour tout j = 1, ... , l, xt n'est 
pas dans XiJ_ 1 • Alors on a l'egalite: 

ou ces limites sont prises quand les entiers n1 tendent taus vers +oo 

La definition suivante est motivee par le lemme 1.4. 

Definition 1.7. Soient O < E _:::; r. Un sous-semigroupe r de GL(V) 
est dit fortement (r, E)-Schottky dans lP'(V) si 

i) pour tout h dans r, h est (r,E)-proximal, 
ii) pour tout h, h' dans r, 8(xt,X,;;) 2: 6r. 
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§2. Representations de G 

Soient Gun groupe lineaire reel semisimple connexe, g son algebre 
de Lie, Ad l'application adjointe, a un sous-espace de Cartan de g et 
Ac le sous-groupe connexe de G d'algebre de Lie a. L'application ex­
ponentielle exp est une bijection de a sur Ac. On note log la bijection 
mverse. 

Pour tout caractere x de Ac, on note dx : a ----+ IR sa differentielle et 
9x := {X E g / \fa E Ac , Ad(a)X = x(a)X} l'espace propre cor­
respondant. On note I:: := {x =I- 1 / gx =I- O} l'ensemble des racines 

restreintes de G, II C I:: un systeme de racines simples, A+ = exp( a+) 
la chambre de Weyl de G, elle est definie par 
A+= {a E Ac/ '<Ix E II, x(a);:::: 1}. 

Soit K un sous-groupe compact maximal de G pour lequel on a la 
decomposition de Cartan G = KA+ K. Pour g clans G, on note µ(g) = 
exp(m(g)), l'element de A+ tel que g E Kµ(g)K et A(g) = exp(€(g)) 
l'element de A+ qui est conjugue a la composante hyperbolique de la 
decomposition de Jordan deg. 

Soit (V, p) une representation de G clans un IR-espace vectoriel de 
dimension finie. Pour tout caractere x de Ac, on note Vx := { v E 

V / \fa E Ac , p(a)v = x(a)v} l'espace propre correspondant. On 
note I::(p) := {x / Vx =/- O} l'ensemble des poids restreints de V. On a 
V = EBxEI:(p) Vx. On munit I::(p) de l'ordre defini par: 
X1::; X2 {=? x1(a)::; x2(a) pour tout a clans A+. 

On suppose p irreductible. L'ensemble I::(p) a alors un unique 
element A maximal pour cet ordre appele le plus haut poids restreint 
de V. La representation pest <lite proximale si dimVi. = 1 . C'est tou­
jours le cas lorsque G est deploye. 

Lemme 2.1. Soit G un groupe lineaire reel semisimple connexe. Il 
existe r representations irreductibles proximales Pi de G dans des IR­
espaces vectoriels ¼ de plus haut poids restreints (Xih <i<r telles que 
l'application a----+ (x 1 (a), ... ,Xr(a)) est un isomorphism; de groupes de 
Ac sur ]O, oo[r. 

Demonstration C'est une consequence de la classification des re-
presentations de dimension finie de G. • 

Le lemme suivant de [2] relie les applications A et µ aux normes et 
rayons spectraux clans les representations de G. 

Lemme 2.2. Soit G un groupe lineaire reel semisimple connexe. Pour 
toute representation irreductible (V, p) de G de plus haut poids restreint 
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x, il existe une norme euclidienne sur V, telle que, pour tout g dans G, 
on a 

a) -X1(p(g)) = x(.X(g)) 
b) µ1 (p(g)) = x(µ(g)) 

Demonstration Choisissons une norme euclidienne K-invariante 
sur V de sorte que, pour a clans A+, p( a) soit un endomorphisme 
symetrique. C'est possible. On a alors 

-X1(p(a)) = µ1(p(a)) = lx(a)I. 

Done 
-X1(p(g)) = -X1(p(.X(g))) = x(.X(g)) 

et 
µ1(p(g)) = µ1(p(µ(g))) = lx(µ(g))I. • 

§3. Produit d'elements loxodromiques 

Definition 3.1. Un element g de G est dit loxodromique ( OU "IR.-regulier) 
si f(g) est dans l'interieur de la chambre de Weyl. 

11 est equivalent de dire que, pour tout i = 1, ... , r, l'element Pi(g) 
est proximal. 

Definition 3.2. Un element proximal g de G est dit (r,c)-loxodro­
mique si, pour tout i = 1, ... , r, les images Pi (g) sont ( r, c )-proximales 

Definition 3.3. Soient G un 9roupe lineaire reel semisimple connexe, 
0 < C ::; r et l 2: 2. Soient 91' ... ' 91 des elements loxodromiques de 
G et 9o = 91· On suppose que x+_( ·) (/. x<( . ) pour j = 1, ... ,l et 

p, 93 p, 93-l 

i = 1, ... ,r. On note alors 11 = 11(91, ... ,91) l'element de AG tel que: 
Xi(11) = 111 (Pi(91), ... , Pi(91)), pour i = 1, ... , r. 

Notons e l'element neutre de G. Les lemmes 1.4 et 2.2 donnent 
immediatement: 

Lemme 3.4. Soient G un 9roupe lineaire reel semisimple connexe. 
Pour tout O < c ~ r il existe des compacts Nr,e de a tels que 

lim Nr e = { e} , pour tout r > O, 
e--+0 ' 

et, si 91' ... '91 sont des elements ( r, C )-loxodromiques verifiant ( en no­
tant 9o = 91) 

8(xt(gj)' x~(Yj-1)) 2: 6r pour j = 1, ... 'let i = 1, ... 'r. 
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Alors, pour tout n1, ... , n1 2: 1 , le produit g = gf1 • • • g;1 est (2r, 2e)­
loxodromique et on a _ 

µ(gfl ... g;l) 
( ) ( ) E v(g1, ... ,gz)N;,e . A g1 n1 ••• A g1 n1 

Le corollaire suivant est analogue au corollaire 1.6. Il prouve que 
v(g1, ... , g1) ne depend pas du choix des representations Pi· 

Corollaire 3.5. Soient g1, ... ,gz des elements loxodromiques de G 
com me dans la definition 3. 3. On a les egalites: 

. .X(gn11 ... gnz) . µ(gn1 ... gnz) 
llm 1 =l1m 1 1 ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) = V g1, · · • , g1 I\ g1 n1 ••• A g1 n1 A g1 n1 ••• A g1 n1 

ou ces limites sont prises quand les entiers nj tendent tous vers +oo 

Demonstration Cela resulte de la proposition 3.4 et du fait que, 
on peut fixer r tel que, pour tout e, il existe un entier n 0 tel que pour 
ni 2: n 0 les elements g;i verifient les hypotheses de la proposition 3.4. 
• 

Lemme 3.6. Soient g un element loxodromique de G et n0 l'ouvert 
de G sur lequel la fonction h ---+ 0(h) := v(g, hgh-1) est definie. Alors, 
pour tout voisinage n de e dans n0 , l'image 0(n) est d'interieur non 
vide dans Ac. 

Demonstration Quitte a conjuguer g, on peut supposer que la 
composante hyperbolique deg est clans l'interieur de A+. 

Pour i = 1, ... , r, notons xt l'attracteur de Pi(g) clans Xi:= IP(¼) 
et i,:< le supplementaire g-invariant. Choisissons un vecteur non nul vt 
de Xi et une forme lineaire J/ sur ¼ de noyau i,:<. Le vecteur vt E ¼ 
est un vecteur de plus haut poids de la representation Pi tandis que 
J/ E V.* est un vecteur de plus bas poids de la representation duale. 
On a les egalites 

On verifie aisement que la differentielle en e de !'application 0 est 
nulle. Le hessien 0" de 0 en e est une forme bilineaire symetrique sur 
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g a valeur dans a. Pour conclure, il suffit de montrer que l'image de ce 
hessien 0i1 engendre a. 

Pour chaque racine simple a E II, choisissons un triplet non nul 
(Ye., Ha, Xa) tel que 

[Ha, Ya] = -2Ya , [Xm Ya] = Ha et [Ha, Xa] = 2Xa • 

L'existence de tels sl2-triplets est bien connue et la famille (Ha)aEII 
est une base de a. 

Un petit calcul base sur les egalites 

donne le developpement limite a l'ordre 2 suivant: 

On en deduit l'egalite 0"(Xa, Ya)= Ha. Ce qui prouve bien que l'image 
du hessien engendre a. o 

§4. Sous-semigroupes de Schottky 

La notion de sous-semigroupe (r, c )-Schottky joue un role central 
dans notre demonstration. L'interet de ces semigroupes est que, d'une 
part, il est facile d'en construire dans tousles semigroupes Zariski denses 
(lemme 4.2) et que, d'autre part, on controle avec une bonne precision 
la projection de Cartan d'un tel semigroupe (lemme 3.4). 

Definition 4.1. Soient Gun groupe lineaire reel semisimple connexe, 
0 < c :5 r. On dit qu'un sous-semigroupe H de G est fortement (r, c)­
Schottky si, pour tout i = 1, ... , r, le sous-semigroupe Pi(H) est forte­
ment (r,c)-Schottky dans IP(¼). 

Remarques - Tous les elements de H sont loxodromiques. 
- Un sous-semigroupe d'un groupe fortement (r, c)-Schottky est en­

core fortement ( r, c )-Schottky. 
- On peut done appliquer les estimations du lemme 3.4 a tous les 

mots dont les lettres sont dans H. 

Avant de poursuivre rappelons quelques notations. Pour tout ele­
ment g loxodromique de G, on note encore xt = xtg l'attracteur de 
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Pi(9) dans Xi := IP'(½), ¼< = ¼~ le supplementaire 9-invariant et 

xr = xi<:r, := IP'(¼~)- On fixe O < c :S r OU 

et on pose 

On note G~ := 

r = r(9) := ! inf 8(x+ x<) 
3 1:s;i:s;r 2 ' 2 

bf= {x E Xi/ d(x,xt) :Sc} et 

Bf= {x E xi/ 8(x,xn 2 c}. 

{h E G / 'vi h(B{) Cb( et hlBf' est c'-Lipschitzien pour un c1 < ! }. 

Par construction ce semigroupe H = G~ est ouvert. Par le critere 
de proximalite (lemme 1.2), H est fortement (r, c )-Schottky. 

Lemme 4.2. Soient G un 9roupe lineaire reel semisimple connexe et 
r un sous-semi9roupe Zariski dense de G. Alors, il existe un element 
loxodromique 90 de r tel que, pour tout E < r(90 ) , le semi 9roupe G~0 nr 
est encore Zariski dense. 

Demonstration Ce lemme n'est qu'une variante du theoreme 6.4 
de [3]. D'apres l'appendice de [4], il existe un element loxodromique 90 

dans r. Posons H = G~0 • 

Soit h un element de r tel que h(xt) ./. V;<. Pour n » 0, l'element 
9~h9~ est dans r n H. Comme !'adherence de Zariski d'un semigroupe 
est un groupe, h est dans l'adherence de Zariski de r n H. Doner n H 
est Zariski dense dans G. • 

Lemme 4.3. Soient G un 9roupe lineaire reel semisimple connexe et 
90 un element loxodromique de G. Alors, pour tout voisina9e ouvert 
V dee dans Ac, il existe E E]0,r(90)[ tel que pour tout 91, 92 dans le 
semi9roupe G~0 on a 

Demonstration Remarquons tout d'abord que, pour tout voisinage 
ouvert W de e dans Ac, il existe c E]0, r(90)[ tel que pour tout 91, 92 
dans G~0 on a v(91 , 92) E W. En effet, cela resulte de ce que, pour tout 
9 dans G~0 , on a 

d(xtg, xtg ) :::; C et d(Xtg, xrg ) :::; C. , , 0 , , 0 

11 suffit alors d'appliquer le lemme 3.4 en choisissant W et Nr,e: de sorte 
que W N;0 c V . o 
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§5. Semigroupes ouverts 

Voici encore quelques lemmes dont nous aurons besoin dans la de­
monstration de la proposition. Le premier permettra de supposer r de 
type fini. 

Lemme 5.1. Soit run sous-groupe Zariski dense d'un groupe lineaire 
reel semisimple connexe G. Alors il existe une famille finie ')'i, ... , 1'! 
d'elements de r tels que, pour tout n ~ 1 le sous-groupe r n engendre 
par ')'1, . . . , 1'z est encore Zariski dense. 

Demonstration C'est un exercice. On choisit les 1'i de sorte que le 
groupe engendre par chacun d'eux est Zariski connexes et que le groupe 
engendre par tous ceux-ci est le groupe R reunion des composantes 
Zariski connexes des adherences de Zariski des sous-groupes de type 
fini de r. Par construction Rest distingue et l'image de r dans le quo­
tient G / R est un groupe de torsion. Il contient done, par le theoreme de 
Schur un sous-groupe d'indice fini abelien (cf [6]). Done G/R est abelien 
et G = R. o 

Lemme 5.2. Soient G un groupe lineaire reel semisimple connexe, 
t ---t 1'], pour j = 1, ... , s, des groupes a un parametre de G et Ll 
le semigroupe engendre par 1'] pour t dans [1, oo[ et j = 1, ... , s. On 
suppose que Ll est Zariski dense dans G, alors Ll est d 'interieur non 
vide. 

Demonstration C'est le lemme 7.1 de [3]. • 

On appelle corys de Hardy un sous-corps stable par derivation de 
l'anneau des germes en +oo de fonctions de classe C 00 sur JR a valeurs 
reelles. 

Rappel Toute solution d'une equation polynomiale (resp. d'une 
equation differentielle polynomiale du premier ordre ) a coefficients dans 
un corps de Hardy est encore dans un corps de Hardy. Voir, par exemple, 
l'article [14]. 

Definition 5.3. Soient H un sous-semigroupe ouvert de G et '¢ : H ---t 

JR une fonction analytique On note (*) la propriete suivante: pour tout 
groupe a un parametre t ---t at d 'elements hyperboliques qui prend ses 
valeurs dans H lorsque t ~ 1 et pour tous elements h1 , h2 de H U { 1}, 
l'application t ---t '¢(h1ath2 ) est dans un corys de Hardy. 
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Lemme 5.4. Soit G un groupe lineaire reel semisimple connexe et H 
un sous-semigroupe ouvert de G dont tout element est loxodromique et 
'ljJ : H _____, JR une fonction analytique qui verifie la propriete (*)- Soient 'Yt 
un groupe a un parametre qui prend ses valeurs dans H lorsque t ?: 1 et 
h1, h2 des elements de H U { 1}. On suppose que pour tout en tier t ?: 1, 
on a l'egalite 'lj)(hnth2 ) = 0. 

Alors, cette egalite est encore vraie pour tout reel t ?: 1. 

Demonstration C'est la meme que celle du lemme 7.4 de [3]. o 

§6. Demonstrations 

Demonstration de la proposition 
Il suffit de montrer que le seul caractere x : Ac ----,JO, oo[ tel que 

(1) log(x( .>.(r))) c z 

est le caractere x = 1. 
On choisit alors g0 comme clans le lemme 4.2 et on prend c suffisam­

ment petit pour pouvoir choisir un voisinage ouvert V de e clans Ac 
comme clans le lemme 4.3 tel que V = v- 1 et 

(2) log(x(V)) c] - 1, 1[. 

Le lemme 4.2, permet de supposer que r est inclus clans le semi­
groupe ouvert G~0 • 

On peut aussi supposer que r est engendre par une famille finie 
d'elements ('Y1)is,js,s comme clans le lemme 5.1. Remarquons que chaque 
element 'YJ est semisimple et notons 'YJ = m 1a1 = a1m 1 la decomposition 
de Jordan de 'YJ avec m1 elliptique et a1 hyperbolique. On note t------, aj 
le groupe a un parametre d'elements hyperboliques qui verifient a} = a1. 

L'adherence du semigroupe engendre par m 1 est un groupe compact 
M1. Quitte a remplacer 'YJ par une puissance, on peut supposer M1 
connexe. On note t _____, mj un groupe a un parametre d'elements de M 1 
tel que m} = m1 et on note 'YJ = mjaj = ajmj. Quitte de nouveau a 
remplacer 'YJ par une puissance, on peut supposer que, pour tout t ?: 1, 
M1aj est inclus clans H. 

Notons ~ le sous-semigroupe de H engendre par tous les elements 
'YJ avec j = 1, ... , s et t ?: 1. Ce semigroupe ~ contient r. Il est done 
d'interieur non vide (lemme 5.2). 

Le lemme 3.6 prouve que !'ensemble {v(g, h) / g E ~ , h E ~} 

est d'interieur non vide clans Ac. Le point b) du lemme suivant prouve 
alors que x = 1. C'est ce que l'on voulait. • 
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Lemme 6.1. Gardons les notations ci-dessus. 
a) L 'application x o >. est un morphisme de semigroupe de ..6. dans 

]0,oo[. 
b} Pour tout g, h dans ..6., On a x(v(g, h)) = 1 

Demonstration a) Posons <I>(g) = log(x(.X(g))). On veut montrer 
que, pour tout g, h dans ..6., on a l'egalite 

(3) <I>(gh) = <I>(g) + <I>(h) 

i) Montrons tout d'abord cette egalite lorsque g et h sont dans r. 
Dans ce cas, l'hypothese (1) assure que <I>(gh), <I>(g) et <I>(h) sont entiers. 
Le lemme 4.3 donne alors grace a !'inclusion (2) 

<I>(gh) - <I>(g) - <I>(h) E log(x(V)) n z = {O} . 

ii) Montrons maintenant l'egalite (3) lorsque g est dans ..6. et h est 
dans r. Remarquons tout d'abord que la fonction <I> : ..6. - JR a la 
propriete ( *). Cela resulte de notre rappel sur les corps de Hardy car il 
existe des reels /3i tels que, pour tout g dans ..6., on a 

r 

<I> (g) = L /3i f!i (Pi (g)) . 
i=l 

La fonction iil : ..6. - JR donnee par 

iI!(g) = <I>(gh) - <I>(g) - <I>(h) 

a aussi la propriete ( *). Cette fonction iil est nulle sur tous les mots 

_ t1 tp 
g - 'Yj1 ... 'Yjp 

ou les exposants t1 ~ 1 sont entiers. Il resulte alors du lemme 5.4, et 
d'un raisonnement par recurrence que iil est encore nulle sur ces mots 
lorsque les exposants t1 ~ 1 sont des reels. Done iil est nulle sur ..6.. 

iii) L'egalite (3) lorsque g et h sont dans ..6. se deduit de ii) par le 
meme raisonnement applique a la fonction h - <I>(gh) - <I>(g) - <I>(h). 

b) Comme x o .A est un morphisme de groupes, on a l'egalite, pour 
tout n ~ 1, 

Prenons, a l'aide du corollaire 3.5, la limite lorsque n tend vers +oo de 
cette egalite. On obtient x(v(g, h)) = 1. o 

Pour terminer la demonstration du theoreme, nous aurons besoin 
du lemme suivant. 
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Lemme 6.2. Soient V un espace vectoriel norme, £0 , ••• , ft des vec­
teurs de V, 
L := JR+fo + · · · +JR+,et, M := Zfo +···+Zit, M+ := Nfo +···+Nit 
et 'T/ > 0. 

On suppose que tout point de V est a une distance inferieure a 'T/ de 
M. 

Alors tout point d'au mains un translate v0 + L de L est a une 
distance inferieure a 'T/ de M+. 

Demonstration Soit K le compact K := {E1~,f'.'ot Xjfj / 0 ~ Xj ~ 
1 } . On peut trouver une partie finie F de M telle que tout point de K 
est a une distance inferieure a 'T/ d'un point de F. On choisit alors v0 tel 
que 

vo+F CM+. 

Notre assertion resulte alors de l'egalite L = K + M+. • 

Demonstration du theoreme La proposition 4.3 de [3] prouve 
qu'il existe un entier t > 0 et unreel r > 0 tel que, pour tout c > 0, 
il existe des elements 71, . . . , 1't de r qui engendrent un semigroupe r' 
Zariski dense et fortement (r,c)-Schottky et tels que C-{O} est encore 
inclus clans l'interieur du cone 

Choisissons c suffisamment petit pour que le diametre du compact 
logNr,e: soit inferieur a ef+"TT· D'apres la proposition, le sous-groupe de 
a engendre par £(r') est dense clans a. Il existe done un element 70 de 
r' tel que tout point de a est a distance inferieure a ¥ du Z-module 

M := Z£(70) + Z£(71) + · · · + Zfbt) . 

Notons v1 := log11(1'0,1'1, ... ,1't) et 

M+ := Nf('r'o) + · · · + Nfbt) . 

Le lemme 3.4 assure que tout point v1 +nof('r'o)+- · ·+ntfbt) de v1 +M+ 
est a une distance inferieure a ¥ du point £( 7f1 • • • 7ft) de £(r) et du 
point m(7f1 • • • 7;'') de m(r). 

Le lemme 6.2 assure alors que tout point d'un translate v0 + v1 + L 
du cone L est a distance inferieure a ¥ de V1 + M+ et est done a distance 
inferieure a 'f/ de £(r) tit de m(r). Le complementaire de Vo+ V1 + L 
clans C est borne. Ceci prouve le theoreme. o 
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Terminons cet article par une question: Un sous-groupe Zariski 
dense F d'un groupe semisimple lineaire G contient-il toujours une partie 
finie F telle que f(F) engendre un sous-groupe dense de a? 
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