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UN THEOREME LIMITE POUR LES COVARIANCES DES SPINS
DANS LE MODELE DE SHERRINGTON-KIRKPATRICK
AVEC CHAMP EXTERNE

BY ALBERT HANEN

Université Paris X

On étudie la covariance (pour la mesure de Gibbs) des spins en deux
sites dans le cas d’'un modele de Sherrington—Kirkpatrick avec champ ex-
terne; lorsque le nombre de sites du modele tend vers 1’infini, une évaluation
asymptotique des moments d’ordre p de cette covariance permet d’obtenir un
théoréme limite faible avec une loi limite en général non gaussienne.

We study the covariance (for Gibbs measure) of spins at two sites in the
case of a Sherrington—Kirkpatrick model with an external field. When the
number of sites of the model grows to infinity, an asymptotic evaluation of
the p moments of that covariance allows us to obtain a weak limit theorem,
with a generally non-Gaussian limit law.

1. Introduction. Nous nous placerons dans le cadre d’un modele particulier
de verres de spins, celui de Sherrington—Kirkpatrick (SK) avec champ externe
(voir [9]), tel qu’il est étudié par Talagrand au Chapitre 2 de son livre [10]. Don-
nons quelques définitions et notations: N étant un entier, on appelle configuration
(ou N-configuration) de spins toute suite

oc=(01,...,0i,...,0N) € XN déf{—l,—i—l}N.
La variable o; est le spin au site i de la configuration o.

Soient 8 et i deux réels positifs, représentant respectivement 1’inverse d’une
température et un champ magnétique externe constant. Soit g; j, i < j, une famille
de variables i.i.d. gaussiennes standards représentant le désordre du modele. On
appelle hamiltonien du modele I’application qui a toute N-configuration o associe
le nombre

(D —HN(U,,B,h)Z% > gi,jUin-l-h(ZUi)-
I<<i<j<N i<N

Considérons la distribution des masses exp(— Hy (o, 8, h)) sur 'espace X . La
masse totale portée par Xy est appelée la fonction de partition du modele et se
note Zy. La mesure de Gibbs est la probabilité sur Xy, notée Gy, telle que

GN(G) = exp(_HN (Uv :8’ h))/ZN
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On introduit également le recouvrement de deux configurations o! et o2, qui
est le nombre
i=N __1_2
i=1 9i 0i
N

Lorsque le nombre de sites N — 400, les propriétés asymptotiques de la fonc-

2) R(al,oz); noté aussi Ry =

tion de partition Zy, étudiées via celles de la variable Yy dof log(Zy)/ N, ainsi que
celles des recouvrements, jouent un role trés important dans la compréhension du
modele a haute température, c’est-a-dire pour § suffisamment petit, de méme que
pour des modeles voisins (voir [9]). Ces propriétés sont maintenant connues pour
I’essentiel.

Dans le cas du modele SK avec champ externe, en se placant a haute tempéra-
ture, Talagrand montre en particulier, dans le Chapitre 2 de son livre [10], la con-
vergence de E(Yy) si N — +oo et calcule sa limite (c’est la “solution réplique
symétrique”); il montre aussi la constance asymptotique, en un certain sens, des
recouvrements et établit divers théorémes centraux limites concernant leurs fluc-
tuations; par ailleurs, un théoréme central limite (TCL) concernant les fluctuations
de Yy est démontré dans I’article [6].

Ces résultats ont été précédés d’études de méme type dans le cas & = 0. En par-
ticulier, dans I’article [5], les auteurs introduisent des outils de calcul stochastique
qui leurs permettent de retrouver un théoreme limite pour les fluctuations de Yy
démontré dans I’article [1] et montrent un TCL pour les lois des recouvrements
construits sur n répliques, EI%” étant muni de la probabilité G%”.

Les fluctuations de Yy et des recouvrements ont été également étudiées dans le
cas des p-spins; il s’agit de modeles dans lesquels les sous ensembles J de p sites
engendrent des interactions g i.i.d. gaussiennes standards. On peut alors constru-
ire I’analogue de I’hamiltonien (1), et batir une mesure de Gibbs correspondante.

Dans le cas i = 0, Talagrand, au Chapitre 6 de son livre [10], construit une
constante y, telle que E(Yy) converge pour B < y, si N — +00, définissant
ainsi une zone a haute température.

Toujours dans le cadre des modeles de p-spins sans champ externe, dans le
travail [4], les auteurs, s’appuyant sur les outils de calcul stochastique développés
dans I’article [5], montrent la normalité asymptotique des fluctuations de Yy sur
une échelle polynomiale dépendant de p, et ce pour 8 < y),, 0l Y < ¥p.

Kurkova, dans I’article [8], étend ce résultat a toute la zone a haute température
définie par Talagrand (8 < yp), et établit dans les mémes conditions un TCL pour
les recouvrements, avec la méme échelle de fluctuations que pour p = 2.

Enfin, dans le travail [2], les auteurs étudient le modele a p spins avec champ
externe et montrent, en utilisant ou étendant les méthodes de Talagrand, 1’analogue
des résultats obtenus a haute température pour p = 2 dans son livre [10].

Nous nous intéresserons quant a nous a 1’étude du comportement asymptotique
de la covariance, pour la mesure de Gibbs Gy, des spins en deux sites i et j, quan-
tité notée y;, ;. Cette quantité est liée aux recouvrements et I’on ne trouve dans la
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littérature que peu de résultats la concernant; le résultat asymtotique le plus précis
est donné par [10] (Corollaire 2.6.2), qui permet d’obtenir a haute température la
limite du moment d’ordre 2 de Nl/zyi,j si N - 4o00.

Nous étudierons le comportement asymptotique des moments d’ordre p de
NV zyi, j- Soit z une variable gaussienne standard et soit

(3) Y =BzJ/q2 + h, ol ¢, vérifie la relation E (th>(Y)) = g».

On sait (voir [10], Proposition 2.4.8) que g, (notée g dans [10]) existe et est unique
sih > 0.

Soit U =1 — thz(Y ). Soient z; et zp deux variables gaussiennes centrées ré-
duites, indépendantes entre elles et indépendantes de z, engendrant des variables
de type U, notées U; et Uy, i.i.d. de loi celle de U. Nous montrerons le théoreme
suivant:

THEOREME 1.1. Pour B suffisamment petit, les moments d’ordre p de
Nl/z)/i,j convergent, si N — 400, vers ceux de la variable ﬁzm U,.

REMARQUE 1.2. En particulier, pour le moment d’ordre 2, on retrouve la

limite 02 % £ ___

7 T IFEDY

limite est centrée, mais non gaussienne, car ses moments d’ordre 2¢g ne sont pas

de la forme oqu(zzq). Toutefois, lorsque h =0et 8 <1l,onag,=0,U =1.La

loi limite est alors gaussienne, résultat déja annoncé par Talagrand ([10], Research
Problem 2.3.10).

E?(U?), donnée par Talagrand. D’autre part, la variable

Notation O(k) (voir [10], 2.99) Nous utiliserons constamment la notation
définie ¢i apres suivante:

DEFINITION 1.3. Nous dirons qu’une expression numérique, notée
F(N, B, 0), définie pour B8 < By, vérifie la relation
F(N,B,0) = 0(k),

s’il existe une constante K, indépendante de 8 et de N, mais pouvant dépendre du

parametre 6, telle que

K
|F(N,B,0)| < NEZ
Introduisons d’autres notations utilisées par Talagrand dans le cadre de notre mod-
ele: Si f est une fonction de k N-configurations, appelées aussi répliques, ( f) est
I’intégrale de f par rapport a la probabilité produit G%k . La mesure de Gibbs étant
aléatoire, ( f) est aussi aléatoire, nous poserons

v(f)=Ef).
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Remarquons que (f), et donc aussi v(f), sont invariantes par permutation des
répliques en jeu. Remarquons également que les mesures v (mais pas les mesures
produits G%k ) sont invariantes par permutation des N sites.

Nous montrerons que 1’étude des moments d’ordre p de la covariance se ramene
a I’étude de v(f), pour un certain f dépendant de 2p répliques. Pour calculer ou
évaluer de telles expressions, nous emploierons la méthode dite du “smart path,”
développée par Talagrand tout au long de son livre [10]. Celle ci consiste pour
I’essentiel a construire une famille continue d’hamiltoniens —Hy ;(o, B, h), t €
(0, 1) (’expression exacte de ces hamiltoniens est donnée en Annexe), engendrant
de la méme maniere chacun une mesure de Gibbs, une intégrale et son espérance
que nous noterons naturellement respectivement: Gy ¢, (f): et vi(f) = E((f)1),
elles aussi invariantes par permutation des répliques en jeu. Le cas ¢+ = 1 corre-
spond a I’hamiltonien (1), le cas + = 0 a une situation plus simple, soit i¢i pour
notre modele, celle ou, pour la mesure de Gibbs Gy o, les spins aux N — 1 pre-
miers sites sont indépendants du spin au site N. v;( f) est dérivable (de tous ordres)
en ¢ et cette propriété peut permettre le calcul de v(f) par un dé veloppement de
Taylor de v;(f), pourt =1,ent =0.

La méthode du “smart path” est au coeur des études d’autres modeles de verres
de spins réalisées par Talagrand dans son livre [10] pour résoudre le méme type
de problématiques que celles envisagées dans le modele SK, a savoir établir une
“solution réplique symétrique” et des TCL pour les recouvrements. Il s’agit en-
tre autres, outre le cas SK avec & = 0, de modeles de réseaux de neurones comme
celui du perceptron, avec des interactions gaussiennes ou de Bernouilli, des config-
urations de spins éventuellement 2 valeurs dans une sphere de RV, ou du modele
de Hopfield avec champ externe.

Revenons a notre modele pour observer qu’en général, le développement de
Taylor de v;(f) a I’ordre 1 suffit a Talagrand pour obtenir ses résultats. Signalons
toutefois I’article [3], utilisant également cette méthode, ou des développements a
un ordre > 1 sont donnés dans le cas & = 0 pour étudier les moments d’ordre n
des recouvrements pour la mesure v.

Dans notre cas, pour 1’étude des moments d’ordre p de la covariance, un
développement de Taylor a I’ordre p sera nécessaire. Nous montrerons que pour
I’étude asymptotique, on peut se ramener au cas p pair et a I’évaluation du terme

principal du développement v(()p / 2)( )/ (p/2)!, pour laquelle nous utiliserons no-
tamment un TCL sur les recouvrements.

REMARQUE 1.4. Dans la suite, on considerera souvent plusieurs répliques,
indexées supérieurement et notées généralement ¢”, dont les spins au site i seront
notés o (ou g’ sii =N).

La preuve détaillée du résultat principal sera donnée dans la suite de ce travail,
qui est organisée de la maniere suivante: La Section 2 donne une formule permet-
tant, f étant une fonction numérique de plusieurs répliques, de donner la forme des
dérivées de v;(f) d’ordre [ > 1 et d’obtenir leur ordre de grandeur asymptotique.
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La section suivante, intitulée Outils, étudie des expressions du type v, (f ~&%7),
ou f~ ne dépend pas des spins au site N et

r=p
(4) F=el—e¥, Fr=]]%.
r=1

On montre pour I’essentiel, grice a une proposition de nature combinatoire, que
les dérivées d’ordre [ en t = 0 de v, (f ~£®P) sont nulles si 2/ < p, et’on en donne
I’expression exacte lorsque 2/ = p.

La section qui suit est divisée en deux sous sections; dans la premiere, il est
d’abord montré que I’étude des moments d’ordre p de la covariance y; j se ramene
acelle de vy (f~&%P), ol

i=p
(5) sigh =021 —o2r, fm=a2"=T]sy.
i=1

On montre ensuite que, dans ce cas particulier, I’expression de la dérivée d’ordre
I=p/2ent=0dev,(f E®P) obtenue dans la section précédente se simplifie.
Dans la seconde sous section, il est montré que les dérivées d’ordre [ en t = 0 de
v (f~&®P) sont des O(p+ 1) lorsque 2/ > p. Ceci permet, par un développement
de Taylor a I’ordre p, de se ramener au cas ou p est pair (p = 2¢g) et a I’évaluation
de la dérivée d’ordre g de v,(f~8®%9) en ¢ = 0. Cette étude fait I’objet de la
section qui suit. En étudiant 1’expression simplifiée de cette dérivée obtenue plus
haut, et en utilisant notamment un résultat obtenu dans la section “Outils” ainsi
qu’ un TCL pour les recouvrements, on parvient a une évaluation asymptotique
précise de cette dérivée.
Nous pouvons alors obtenir, dans la derniere partie, la loi limite, au sens de la
convergence des moments, des variables N 1/ 2)/,‘, j» annoncé€e dans le Théoreme 1.1.
Ce travail est complété par deux annexes. L’ Annexe A expose de maniere plus
détaillée les méthodes de la cavité et du “smart path,” puis développe quelques
notions étudiées dans le livre [10] qui interviennent de maniere essentielle dans ce
travail, notamment les inégalités exponentielles et les TCL sur les recouvrements.
L’ Annexe B est consacrée a la démonstration de résultats techniques énoncés
dans les deux parties consacrées respectivement au développement de Taylor a
I’ordre p de v, (f~£%P) et a1’étude des moments d’ordre pair de la covariance.

REMARQUE 1.5. Dans toute la suite de ce travail, nous nous placerons dans
I’hypothese 8 < Bo, ol Bo est suffisamment petit pour que les inégalités exponen-
tielles et les TCL sur les recouvrements évoqués dans I’ Annexe A soient valables.

Les résultats démontrés dans ce travail ont été annoncés dans la note [7].
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2. Dérivées d’ordre > 1 de v,(f).

REMARQUE 2.1. A I’exception de I'intervalle [0, 1] de R, les intervalles con-
sidérés dans la suite seront des intervalles d’entiers.

Soit f une fonction de n répliques !, o2, ..., o". Talagrand ([10], Proposi-
tion 2.4.5) donne une formule permettant de calculer la dérivée de v;(f). Intro-
duisons les notations suivantes, s’ajoutant a celles des recouvrements définis dans
I’Introduction [voir la relation (2)]:

NOTATIONS 2.2. Posons

i=N-1
R, =R~ (o', 0% = L
N
N
N -1
(Cette derniere quantité est le recouvrement des configurations concernées re-
streintes aux N — 1 premiers sites.)

, _
R1,2 = R1,2-

e Onpose Ry = Ry;, — 2= R(e",67) —qa o0 J ={l1,1} (1 <1y <), g2
vérifie la relation (3).

e On pose RJ_ = R‘(all,alz) —q2

e Onpose ¢’/ =chgh(e" = oN)-

e On note D'(n) I’ensemble des sous ensembles 2 deux éléments ou doublets
{li,L}, 1<l <lh <n.

Posons également

1, siJ e D(n),
¢;(n) = —-n, si J a pour extrémité droite n + 1,
/ nn+1)/2,  siJ={n+1,n+2},
0, siJ={lj,n+2},oul] <n.
On a la formule suivante, qui est une réécriture de I’équation (2.170) du livre [10]:
(6) V(=8> > csmu(fe’R)).
JeD!(n+2)

On voit que I’argument de chacun des v; du membre de droite dépend de n (respec-
tivement n+ 1, n+2) répliques si ¢y (n) = 1 [respectivement cj(n) = —n, cj(n) =
n(n 4+ 1)/2 ou 0]. Cette formule se préte a itérations et I’on peut donner, au prix
de notations parfois lourdes, I’expression exacte des dérivées d’ordre > 1 de v;(f).

Nous démontrerons le théoréme suivant, qui suffira pour la suite:
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THEOREME 2.3.  Soit f une fonction numérique de n répliques. Soitl > 1 un

entier, J= (J1, ..., J1) une suite quelconque de doublets de I’intervalle d’ entiers
(1,2,...,n4+2l). La dérivée d’ordre | > 1 de v;(f) est donnée par la formule
i=l
) e
(7) v () =Y e, (f [T’ R,,.)>.
j i=1

De plus, les coefficients ¢ j(n) peuvent étre éventuellement nuls, mais sont égaux a
1 pour toutes les suites J dont chaque terme J; € D'(n).

On en déduira I’évaluation asymptotique suivante en utilisant la notation O (k)
définie dans 1I’Introduction (Définition 1.3) et qui sera constamment utilisée dans
la suite:

COROLLAIRE 2.4. Pour toutt € [0, 1],
N =v2(How.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Elle se fait par récurrence sur 1’ordre
de dérivation /. La formule (7), ainsi que les conditions sur les coefficients, sont
vraies pour [ = 1, d’apres 1’équation (6). Supposons les vraies a 1’ordre /; pour
chaque suite J apparaissant dans 1’écriture de v,(l)( f), il suffira de dériver par
la formule (6) le terme v,(f ]_[fj (e’i RJ_’,)) def v¢(g1). La fonction g; dépend
de n; répliques avec n <nj; <n + 2l. La dérivée fera apparaitre une combi-
naison linéaire de termes ,821), (gsjl+1 R;m)’ avec un certain coefficient valant 1
si Jig1 € D'(n) c D'(n 7)- En combinant le résultat obtenu avec I’écriture de

vt(l)( f), on obtient la formule (7) au rang / + 1, ainsi que les propriétés des co-
efficients. [

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2.4. Soit
i=l

i=l
g:H(SJiR;i) alors |g|=]_[|RJ_i|-
i=1 i=1

On a, en utilisant I’équation (72),

=l
vz<f [’ R,,))

i=l

= v (I fllgh = Kv(lflIgD.

L’inégalité de Schwarz montre que

(fligly < (fHV2(gh'/2,
E{fllgl) < EQfHY2eHV2) < EV2(PNEV2 (%),
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d’ou
v(If11gh < v 221 2(gh).

Les inégalités de Holder montrent alors que

i=l
2>=<H(R;,~)2> 1—[ (R )21 11
i=1

v(g?) = E((g?) (1‘[( (R;)™) ”’)) ﬁ (G

i=1

et donc

i=l
vl/Z(gZ) < 1—[ vl/(ZI)((R;i)Zl)‘
i=1

On sait, d’apres I'inégalité exponentielle (77), que

8) EVE (R =v/PURDM 1= 0(D).

Donc v!/ 2(g2) = O(l). Le Théoreme 2.3 montre que v ( f) est combinaison
linéaire de termes du type v;(fg) qui sont chacun des O(Z)vl/ 2(f?), et donc est
aussi un O (Hv'/2(f%). O

3. Outils. Soit f~ une fonction numérique définie sur Z}%”! |» P un entier,
n = sup(n’, 2p). Supposons que 1’on se donne une suite de n répliques o', ..., 0",
le spin au site N de la réplique o” étant noté ", d’apres la Remarque 1.4.

Nous nous intéresserons au calcul d’expressions du type v(f ~g®P) , ou %7 est
défini par la relation (4), a 1’aide d’un développement de Taylor de v, (f~&%P),
pour t =1, en t = 0. Cela implique de caractériser les dérivées d’ordre [ de

v (fTE®P)ent =0.

NOTATIONS 3.1. Nous noterons ﬁq une partition de ’intervalle (1, 2, ..., 2q)
en g doublets. On peut ordonner entre eux ces doublets, obtenant ainsi une parti-
tion ordonnée de (1,2, ..., 2q), notée n;. Il y a g! partitions ordonnées distinctes
associées a une méme partition 77, qui sera dite non-ordonnée. Le i*™® doublet
d’une partition ordonnée n;‘ sera noté {r;, s;}, ou r; <s;.

REMARQUE 3.2. Nous identifierons parfois une partition non ordonnée a la
partition ordonnée dite naturelle obtenue en supposant la suite r; croissante.
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Posons
6" =0¥ 1 —o¥, Cestadire & =0 —of Vi <N.
Soient
i=N ~, ~
~r ~s Zj.:l JrG;
R(c',0%) = ,
N
=N—1 ~p~
D 3 S
R (0",0°) =
N
On notera

i=q
Re; =[] R@", 5%,

i=1

n*—nR .5

Ces quantités sont indépendantes de 1 ordre des doublets et pourront étre notées
¢galement respectivement: Rz , R .
q
Nous montrerons le théoreme suivant:

THEOREME 3.3.  Soit f~ définie sur Yy_,. Soit A}, = E(
th*(Y))?4. On a la relation

h4q(Y)) = E(l -

o 0, si2l < p,
) V(()l)(f 8®P): q!ﬁZ(]A/q Zfrq VO(f_R;q)v si2l=p=2q.
On a alors
(q) ®2¢
(10) v(fTE®M) = M +0(q + Dv'2((f D).

Nous en déduirons les deux corollaires suivants, qui seront aussi utilisés dans
les sections suivantes:

COROLLAIRE 3.4. Soit C un ensemble d’entiers disjoint de (1,2,...,2p).
Soit nc = {&" :r € C} et h| une fonction des variables de nc, c’est-a-dire une
fonction des spins au site N de configurations indexées par C. On a

- (nc))o
Ay PG E ) = g E (- ;14qu))2 o(F R,

v(fTEP i (ne) = B E (%) 2 vo(fTR)

q

(12)
+0(q+ '),
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Introduisons les notations suivantes, qui seront utilisées dans la suite:

e Soit B un sous ensemble de I'intervalle (1, 2, ..., n), de cardinal | B|.
e Posons e =[], cpe", r(B) =Y cp(x+1).

On a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 3.5.  Soit B’ un sous ensemble d’ entiers tel que |B'| <2k < p.
Soit q tel que p =2q ou 2q — 1. On a la relation

O, p—=0p By _ |0 si2l +2k < p,
(13 vy (e )_{O(q—k)vl/z((f‘)z), si 2l + 2k > p.

La démonstration du théoréme, puis de ses corollaires, passe par celle d’une
proposition de nature combinatoire que nous énoncerons apres avoir introduit les
notations suivantes:

Soit:

e Le symbole a, dénote I’'un des deux nombres 2r — 1 ou 2r, a|. I’autre.
e Le symbole C dénote la classe des sous ensembles B de (1, 2, ...,2p), appelés
aussi ensembles p-canoniques, s’écrivant sous la forme
B={aj,ay,...,ap}.

On voit que |G| = 27. On sait que I’on a, d’apres la relation (4),
r=p
2®r — 1_[(82r—1 _ 82r)‘
r=1

En développant ce produit comme somme de termes du type ]_[:zf (=)@t
&% on obtient
(14) EOP =3 " (1) Peh.
BeC

PROPOSITION 3.6. Soient B un sous ensemble de intervalle 1,2,...,2p)
et C un sous ensemble de (1,2, ..., n) disjoint de (1,2, ...,2p). On a

0, si B ¢ C,

_ c|
(—1)“3)M si B € C.

(15) (58reBeCyy = {
(ch2(Y))r’

On en déduira le corollaire suivant:

COROLLAIRE 3.7. Plagons nous dans les conditions du Corollaire 3.4. On a
de méme
P 0, si B ¢C,
(16) (®PeBhi(me))o = 1y ® (h1(mc))o B
(ch*(Y)P’
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Nous admettrons provisoirement la Proposition 3.6 et le Corollaire 3.7, qui
seront démontrés a la fin de la section.

REMARQUE 3.8. Nous utiliserons dans toute la suite les propriétés de la
mesure de Gibbs Gy ¢ décrites dans I’Annexe A, a savoir ’indépendance du
vecteur des spins aux N — 1 premiers sites, qui ont pour loi les mesures de Gibbs

G _, (avec les notations afférentes A.1), et du spin au site Noy def &, qui vérifie la
relation (69): (e)g = th(Y). Ces propriétés d’indépendance s’étendent a plusieurs
répliques et sont régies par les équations (70) et (71) de I’ Annexe A.

Avant de passer aux démonstrations, nous pouvons faire la remarque technique
suivante:

REMARQUE 3.9. Si A désigne la différence symétrique ensembliste, on a, si
B et B, sont deux ensembles d’entiers indexant des répliques,
8B18B2 — SBIABZ

[car si r € B; N By, ¢ intervient deux fois dans 8182 et (¢7)2 = 1]. La dif-
férence symétrique étant associative, on a une relation analogue avec plusieurs
ensembles B;.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. Soit g = f~&®7; g dépend de n =

max(2p, n’) répliques. On a, en utilisant les relations (70) et (71),
v0(g) = vo(f )vo(E®P)
(17)
=0 car vp(8®P) = 0.

En effet, la relation (69) induit (¢")g = 0 Vr et I’indépendance des répliques
pour les mesures produits associées aux intégrales (-)o entraine (®¥7)y =0, d’ou
le résultat (17) en prenant I’espérance.

En développant v(()l)( f~&®P) selon le Théoreme 2.3 précédent, on obtient une
combinaison linéaire de termes du type

—~ J J D— 5—
vo(f g®pPJ g lRJl"'RJz)'

Les J; sont des doublets du type {/;,I/}, [; < I. Plus précisément, suivant
I’équation (7) écrite pour t = 0, en posant J = (Ji,...,J;),ona

i=l
(18) vy (FTES) =B Y e jmvg (f‘é®p [Te” R;,.)).
7 i=1
On a de méme, en utilisant les relations (70) et (71),

i=l
(19) v()(f_é@” [’ R,l_)> =vo(f TR} - Rv(E®Pel - e

i=l
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On écrit, en utilisant la Remarque 3.9, par associativité de la différence
symétrique: g1 - .. gl = g 1441,
On pose

(A AI)NA,2, ... 2p) =B, (W A-—-AJ)N(,2,....2p)° =C.
Alors vo(E®Pelt ... gl) = v0(§®psgsc). On a aussi
[Ji1 A A Q| <|J1U---UJ| <2,

les égalités n’ayant lieu que si les J; sont disjoints.
Il est donc clair que |B| < 21.

(a) Si2l < p, B a moins de p éléments et donc B ¢ C. Par conséquent, en
vertu de la Proposition 3.6, on a

VI wpE®Pe’t .. ely = vg(3®PeBeC) = E((3®PBsC)g) = 0.
D’ou
vy (fTE®P) =0.
(b) Si p =2q, le méme raisonnement montre que 1’on a I’équivalence
V(%% e/t glay £ 0
(20) <= (C = J etles doublets J; sont deux a deux
disjoints, d’union B € €.

On a dans ce cas, en vertu de la Proposition 3.6,

=®2q I .. gy — 1y (B) —(_1y(B) y/
2D vo(e¥%e g’y =(—1) E(ch4‘1(Y)) (-1 Aq.

Si les J; vérifient la relation (20), il existe une partition ordonnée de (1,2, ...,2q)
de type Jr;‘ en g doublets notés respectivement {r;, s;} telle que

lorsque§={a1,...,ar,...,a2q}, Ji ={ay,, ay}.
On a de plus
i=q
(22) r(B)=Y_r(J).

i=1
NOTATION. Nous noterons
Ap ={{2r; — 1,25; — 1}, {2r; — 1, 25;}, {21, 2s5; — 1}, {2r7, 25} }.

Il est clair que I’ensemble a quatre éléments A; est le domaine de variation de J;
lorsque J; est de type {a,,, a,}.
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Remarquons que réciproquement, si I’on se donne une partition quelconque de
type 713‘, toute suite de g doublets J; telle que Vi < g, J; € A; vérifie la rela-
tion (20).

De plus, comme BC 1,2,...,2p) C (1,2,...,n), si on revient a I’équa-
tion (18) avec / = g, pour chacune des suites J induisant un terme non nul au
membre de droite de cette équation, on a

Vi <gq Jic(@1,2,...,n).

Le coefficient ¢ ;(n) du terme correspondant vaut donc 1, d’apres le Théoreme 2.3.
OnaA; C D'(n).
On a donc, en utilisant les équations (18), (19), (21) et ( 22),

@) wTER =AY Y DI TRy R,

n(}‘ JieA; Ni<q

Si I’on pose g1(J) def (=)’ R, I’équation (23) s’écrit aussi

i=q
(24) v (TS =p2AL Y Y m(f_]_[(gl(li)))

my JieA;Vi<q i=1

(25) = pH A Zvo<f 1‘[( > g1(1>)>

i=1 \JieA;
On a par ailleurs
| /=N- j=N-
R—(6_r’6,5)=N Z ~;’~ Z 2r 1 2r)(625 1 2s)
En développant ces produits, on obtient finalement
(26) R™(6",5%) = Z( 1)(ar+ds)Ra @)
ar,dg

D’ou les relations,
27) Vi<i<q R (7.6 =) a(J).
JieA;

On a par conséquent, en reportant ce résultat dans I’équation (25), la relation

(q)(f—~®2£])_ ZqA/Zv()(f HR (5_}’,' 5.9,'))

g i=1

= B2 ALY vo(f " Reyp).

*
g



154 A. HANEN

On a bien le résultat (9) annoncé.

On sait aussi que le développement de Taylor de v, (f ~§®%?) ent =0 a1 ordre ¢
fait apparaitre un reste se comportant comme la dérivée d’ordre ¢ + 1 en ¢’ <t
qui est, d’apres le Corollaire 2.4, un O (g + l)vl/z((f_)z).

En appliquant ce résultat au cas r = 1, on trouve bien la derni¢ re partie du
théoreme. [

REMARQUE 3.10. Talagrand avait obtenu dans la Proposition 2.6.3 de son
livre [10] les équations (9) et (10) dans le cas p = 2, c’est-a-dire ¢ = 1, ol tout se
simplifie.

REMARQUE 3.11. On voit, grace au corollaire 2.4, que si 2/ > p, les dérivées
v (F=&®P), ¥1(0 <1 < 1) sont en général des O (I)v'/2((f™)?).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.4. La démonstration est analogue a
celle du théoreme qui précede, en utilisant le Corollaire 3.7. [

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.5. L’expression vél)(§®PsB’f_) est
une combinaison linéaire de termes du type

~®p B | .J J — p— 5—
vo(8®PeB eligh2 ey (f Ry -~ R}).

Il est clair que le premier facteur est nul si 2/ < p — 2k, car si

B’ . J J B
b

e”gllg el =¢

B) ne peut avoir qu’au maximum |B’| 4 2/ < 2k + 21 éléments (lorsque les ensem-
bles considérés définissant B; sont disjoints) et par conséquent ne peut étre de la
forme (indiquée dans la Proposition 3.6) {aj,...,a,} UC.

Il en résulte bien la premiere partie de I’équation (13).

On sait, d’apres le Corollaire 2.4, que v’ (E®Pe8 £~y = O /2((f7)?)
et que O(/) = O(qg — k)sil = g — k. 1l en résulte bien la seconde partie de
I’équation (13). U

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.6. Nous commencerons par dé-
montrer le lemme suivant:

LEMME 3.12. Placons nous dans les conditions de la Proposition 3.6. Soit A
la différence symétrique ensembliste. Pour B € C, soit

(28) F(B) = (—1) ®h(y)BLBI,

Ona

(29) (E°rePeC)y = (Z F(B))(rh(Y))'C.
BeC
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DEMONSTRATION. Rappelons que (eByy = (h(Y)!Bl ([10], rela-
tion (2.167)). Rappelons (voir Remarque 3.9) que 1’on a:

831832 — gBlABz.

La formule (14) et les propriétés d’indépendance des répliques pour la mesure
produit liée a (-)o impliquent que

(E97ePeC)o= Y (—1) B (eBePeC)g = 3 (—1) B (eB4E:C),

BeC BeC
= 3 (=1 ®th(y) BBl v) ),
BeC

[On abiensur BA B C{l,...,2p} donc (B A B) N C = @.] On obtient bien la
relation (29) annoncée. [

Nous allons montrer maintenant le résultat de nature combinatoire suivant:

LEMME 3.13. Soient B ={ay,...,ap} € C, B I'ensemble obtenu en substi-
tuant dans Baj a ay, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(@) F(B)=—F(B),
(b) 1z(a) =1g(a)).

DEMONSTRATION. Soit By le complémentaire de {¢;} dans B. On peut écrire
B=ByU{a;} et Bp=ByU {al/}. OnaB;€C, (B)))=BVYB € C etdonc

(30) Y F(B)=)_ F(B.

BeC BeC

Comparons maintenant F(B) et F(B;). On a
r(B)=r(By) +a;+1, r(Bl):r(Bo)—i—al/—}—l.
Or qg; et al’ sont de parité opposée, donc également r(B) et r(B;). On a donc
(31) (=) = — (=1,
Comparons |B A B| et |B; A B|. Puisque
|B A B|=|B|+|B|—2|BN B]
etque |B|=|Bj|=p,ona
IBAB|=|BjAB| <= |BNB|=|BNB|.
Ona
|BN B|=|ByN B|+ [{a1} N Bl =|Bo N B| + 1 5(ap)
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et de méme
|B; N B|=|BoN B|+15(a)).
Donc |B A §| = |B; A §| <= lz(a) = lz(a;). L'équation (28) donne
I’équivalence annoncée. [
Venons en maintenant a la démonstration de la Proposition 3.6 proprement dite:

(a) Soit il existe un doublet {2ly — 1, 2ly} C B, alors 1z(a,) = lg(al’o) =1
VB e (E et d’apres le Lemme 3.13, F(B) = —F(By,), I’équation (30) montre que
(8®PgBgCy) =0, dans ce cas.

(b) Soit un tel doublet n’existe pas. Alors Baau plus un élément dans chaque
doublet et donc |§ | < p.

1. Soit |§| < p, alors il existe un doublet noté {2lp — 1, 2[y} disjoint de B. Dans
ce cas, 1g(ay) = 1§(al/0) =0VB e Cetl’'ona aussi

F(B)=—F(By), (8%PeBeCyy=o0.

2. Soit |§ | = p, alors B a exactement un élément dans chaque doublet, et donc
B € C. Nous écrirons

B={d.....a....dy).

Dans ce cas, pour tout B € C,si B ={ay,...,a;,...,ap} ¥Vl < p,unseul des deux
nombres a; ou g; € B, donc I’argument précédent ne s”applique pas.

On va calculer F(B) VB € C. Puisque
|B A B|=|B|+ |B|—2|BN B|
etque |B|=|B|=p,ona,si |BNB|=k,
|BAB|=2(p—k)

I’exposant de th(Y) dans F(B) est alors 2(p — k) pour de tels B; reste a les car-
actériser et a évaluer (—1)"B).
On peut écrire, pour de tels B,
B=(BNB)UD, B=(BNB)UD,
(32) R
ot D=BNB°,D=BNB".

Ona|D|=|D|=p —k.
Remarquons que si @; € D, a; ¢ B, donc a; # a;, et par conséquent on a

a; = aj, a;=ay, donc d; € Deta;=a; € D', ’est-a-dire D C D',

ou D’/ désignant I’ensemble obtenu en remplacant chaque élément a; de D par dj.
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Comme D et D ont le méme cardinal, D = D’ ; la donnée de Betde BNB
détermine donc B, par les égalités (32).
Ilyadonc C f, ensembles B € C distincts tels que |B N B| = k. On a également

r(B) =r(B N B) +r(D), r(B)=r(BN B) +r(D), dou

(33) r(B) =r(B)+r (D) —r(D),
r(D)—r(D)= Y (' +D - @+ D)= Y0 .
xeD xeD

Remarquons que si x =a, et x € {2r — 1,2r},

, 1, si x est impair,
X' —x= . :
—1, si x est pair.

Posons D = {x:xe ﬁ, x impair} et de méme D™= {x:xe 5, x pair}. On a,
d’apres les relations (33) et (32),

r(D'y—r(D)=|D*|—|D~|, p—k=|D|=|D"|+|D"|.

D’ou r(ﬁ/) — r(ﬁ) =p—k— 2|5_| a la parité de p — k et donc les relations
(28) et (33) entrainent:

VB e Ctelque |BN B| =k, F(B) = (_1)’(5)(_1)P—k(th(y))2(p—k)’

_ k=p
> F(B) = (=1)® 3 ()P ey )X PP,
BeC k=0
= (1B (1 —th*(1))”,
1

— (1B
=D (ch>(Y)P’

On trouve bien le résultat annoncé. [

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.7. 1l suffit d’utiliser 1’indépendance
pour les mesures produits associées a (-)g des répliques d’indice (en exposant) r
appartenant a des ensembles disjoints. [

4. Moments d’ordre p des covariances pour la mesure de Gibbs des spins
en deux sites et formule de Taylor. Certains résultats de cette section seront
démontrés dans 1’ Annexe B.
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4.1. Définitions et premiers résultats. Nous montrerons dans cette sous sec-
tion que I’étude des moments d’ordre p des covariances des spins en deux sites se
ramene a celle d’une expression de la forme v(f~&%®”), pour un f~ particulier.
Le Théoréme 3.3 s’applique donc et nous obtenons de plus une simplification de
la relation (9).

Enongons plus précisément nos résultats: Soit y; j = (0;0;) — (0;) (o) la covari-
ance des spins aux sites i et j. Soit & = 0! — 2 la différence de deux répliques.

DEFINITION 4.1.  On appelle covariance symétrisée des spins aux sites i et j
la quantité

Yi.j =(6i0j).
On voit facilement que

(34) Vi,j = );

L’étude des moments d’ordre p de y;, ; se ramene donc a celle des moments d’ordre
p de y; j, qui sont indépendants du choix de i et j. En prenant i =1, j = N, on
obtient, en utilisant les notations de la section précédente, le théoréeme suivant:

THEOREME 4.2. Si f~ =627 =& ---&7 alors (i)
(35) E@}) =E(&16n)7) = v(f7E®P).

(i1) Le Théoreme 3.3 vaut pour cet f~
De plus, lorsque p = 2q, la seconde partie de la relation (9) se simplifie et
devient:

(29)!

(36) (q)( ®2q ~ ®2q) IBZqA/ 2

E[(<~1~2R (5_1 ~2)>_)q].

REMARQUE 4.3. Les égalités (35) et le Théoreme 3.3 [précisé par la rela-
tion (36)] suggerent d’évaluer le moment d’ordre p de y; ; par un développement
de Taylor a un ordre adéquat de v;(f~£®P) pour t =1 en t = 0. C’est ce a quoi
nous allons nous attacher dans la sous section suivante.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2. On sait que
~ - ~1~1~2~2 ~
(615N)F = (51 GNG{ 6y 61 GR)

_ <~®P 1%’17) — (~£@P§®p>‘

D’ou, en prenant I’espérance, la relation (35).
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Par ailleurs, pour toute partition 71;; de l'intervalle (1, 2, ...,2q) en g doublets

{ri,si}(oui=1,...,¢9),ona 6?’7 = ]‘[ﬁiq (6{’ ‘71 ). 1l en résulte, en utilisant aussi
les relations (70) et (71) que

< l_[R 6", &‘f)>

i=1

= ((6{61R™ (", 6%)-)".
La quantité (f— ]‘[Z? R™(6"1,6%))9 ne dépend donc pas de la partition rrq ;
puisqu’il y a % telles partitions ordonnées distinctes, en prenant 1’espérance et
en utilisant la seconde partie de la relation (9), on obtient 1’égalité (36) annoncée.
O

4.2. Développements de Taylor a I’ordre p et calcul des moments. Suite a
la Remarque 4.3, nous nous attacherons maintenant a appliquer la formule de
Taylor pour calculer v(f~£®?) lorsque f~ = 51® P en développant v, (f~E%P)
pour t =1 en ¢t =0. Dans le cas f~ quelconque, le Théoreme 3.3 montre que le
premier terme non nul du développement de Taylor est celui d’ordre ¢ lorsque
p =2q ou 2g — 1, le reste étant, d’apres la relation (10) ou le Corollaire 2.4, un
O(q + Dvl/2(( f ~)?). Nous montrerons que dans le cas particulier de notre f~,
on peut améliorer ce résultat, en développant a I’ordre p.

Plus précisément, nous montrerons le théoréeme suivant:
THEOREME 4.4. Si2l > p,

(37) v @®P618P) = O(p + 1).
On en déduit le corollaire suivant:

COROLLAIRE4.5. Ona
o O(p+1), sip=2q—1,
p = Opy
B8 vETe = { 1/(ghve” @546 %%) + 0(p+1),  sip=2g.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 4.5. 11 suffit de développer v, (§%75,%7),
pour ¢ = 1, par la formule de Taylor en ¢ = 0 jusqu’a I’ordre p, les dérivées en
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t =0 d’ordre < g sont nulles par la premiere partie de la relation (9), les dérivées
ent=0dordre > g(>¢g si p=2qg — 1) sontdes O(p + 1) par le Théoreme 4.4,
la dérivée d’ordre p 4 1 en ¢ étant d’ordre p + 1, par le Corollaire 2.4. [

REMARQUE 4.6. On voit donc que si p =2q — 1, le moment d’ordre p de

la variable N/ 2)/, j tend vers 0 si N — +o00, et si p =2g, se comporte comme
Iz]/_fv(()q)(5®2q(fl®2q) si N — +400. Nous entreprendrons 1’étude de cette quantité
dans la section suivante.

Afin de prouver ce théoreme, énoncons tout d’abord un résultat préliminaire,
que nous admettrons et dont la démonstration sera donnée dans I’ Annxe B.

LEMME 4.7. Soit J; une suite de m doublets d’ entiers de type {r;, s;}. Posons

:Z]::

39)

2|~

Alors on a

i=m 2
(40) vl”(]_[ |1€;|> = 0(m).

i=1

REMARQUE 4.8. Le symbole “—” dans Iél_ indique la dépendance en les
N — 2 premiers sites.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.4. Placons nous dans le cas ol p =2g
ou2g—1,2] > p et posons /[ =¢qg +r, avec r > 1 si p est pair, r > 0 si p est
impair. On sait que, d’apres le Corollaire 2.4, si f~ est bornée, ce qui est le cas

pour f~ —01®,
wWEEP Y= 0@+ 2 =0(p+1)  sig+r=p+1.

Le théoreme est donc vrai pour de tels r.
Etudions alors cette expression lorsque r < p — ¢, c’est-a-dire r < g — 1 ou ¢,
selon que p est impair ou pair. On sait, d’apres le Théoréme 2.3 et la relation (71),

que vé‘”r) (€®P £7) est une combinaison linéaire finie de termes du type
i=q+r i=q+r
vo<s®p H >v0<f [] ®; ))
i=1

Dans chacun de ces produits de deux termes, le premier est borné, car |g| < 2.
Nous allons € tudier les termes vo(f~ ]_[i-jl]Jrr(RZ)) lorsque [~ =0, ®P Remar-
quons qu’alors f~ est bornée.
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On peut écrire, en utilisant la relation (71) et la définition de v_ donnée dans
I’Annexe A, la relation

i=q+r
w(ol [T & )) 06 g™ L vo(h) = v_(h).
i=1

Dans cette formule, A dépend uniquement des spins aux N — 1 premiers sites. On
peut alors montrer la proposition suivante:

PROPOSITION 4.9. Ona
(41) vo(hy=v_62" xg) Vi<N-1l

La démonstration se fait en utilisant la symétrie des N — 1 premiers sites vis a
vis de la mesure associée a v_. [

Si I’on pose oy_] = & et Gy_1 = &, et si de plus I’on remarque que lorsque
Ji = {ri, si}, en utilisant la définition de R;” donnée par la relation (39), on a

i=q+r Ji
) v (y=v G xg)=v_ [wx H( @ )}

Si I’on développe le produit, on obtient

k=q+r
N 1 N 7 N
@ =Y g X (@ el k)
k=0 Bic(1,2,....q+r) i€B ieBy

|B1|=k

Nous pouvons établir la proposition suivante, en utilisant notamment le Corol-
laire 3.5:

PROPOSITION 4.10.  Pour tout entier k tel que 0 <k < g + r, pour tout sous
ensemble By tel que |B1| =k, on a

(44) —v_ (A®P [T®" I R ): O(p+1).

i€B ieBf

REMARQUE 4.11. Cette proposition une fois montrée, le Théoreme 4.4 sera
completement démontré modulo la preuve du Lemme 4.7.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.10. On sait, d’apres le Lem-
me 4.7, ot ’'on pose m = ¢q +r — k, que vi/z(]_[ier |1§;|)2 =0(q+r—k),
le terme correspondant a k dans la somme ci dessus seraun O (2k)O(q +r —k) =
O@+r+k)=0(p+1)sik=p+1—qg—r.
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Reste donc a étudier les cas des entiers k vérifiant k < p — g — r. Nous appli-
querons le Corollaire 3.5, utilisé pour N — 1 sites, a

(45) v_ <§®P [T®" T] 1%;) o w.

i€B i€Bf

Si I’on pose [[;¢p, ()i = (é)B,, B’ vérifie alors les conditions du Corollaire 3.5,
a savoir |B’| <2k < p, et donc les dérivées d’ordre < g —k de (v_);(u) ent =0
sont nulles, la dérivée d’ordre g — k en t = 0 sera majorée, puisque B~ < 8 < Bo,
par

K 12, 2
(N — 1a—hk/2 V- ).
Comme ﬁ < % et que, d’apres le Lemme 4.7 (appliqué am =g —k +r)etla

définition de u,
V2w =0(q +r —k),

on voit que cette dérivée est d’ordre O(q —k)O(q +r —k) = O0Q2qg +r —2k), le
reste associé au développement de Taylor a I’ordre g — k de (v_),(u) étant, par un
raisonnement du méme ordre et par le Corollaire 2.4, un

2
0(q —k+ 1)ul/2<]"[ |1€;|> = 0Qq+r+1-2k).

: C
i€B]

On en déduit que, par son développement de Taylor a I’ordre g — k, v_(u) est un
O(2qg +r — 2k). Uordre de

1 N ] A
NE 2 V- <8®p [T® [T & )
Bic(1,2,....q+r) ieB) ieBf
|B1l=k
vaut O(2¢g + r) et donc chacun de ces termes est d’ordre O (p + 1). La Proposi-
tion 4.10 est completement démontrée. [

5. Evaluation des moments d’ordre pair de la covariance symétrisée. Cer-
taines propositions de cette section seront démontrées dans 1’ Annexe B.
Pour évaluer, comme nous y invite la Remarque 4.6, le comportement asympto-

tique des moments d’ordre 2¢ de la variable y; ;, il suffit d’évaluer, d’apres les re-

lations (35) et (38), celui de v’

celui de la quantité

(46) E[(6]61R™(51,52))11.

(5? 24 5@2q ), et donc, en raison de la relation (36),

Nous parviendrons ainsi a notre résultat principal, qui s’énonce ainsi:
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THEOREME 5.1.  Pour B suffisamment petit,

(q) ®2q~®2q o 2(26])'( 4’32 )6]
(47) (0, )=(Ay) 24 \N(I=p2A]) +0Q2q+1),

et donc, d’apres le Corollaire 4.5,

2g)! 482 q
(%) i e ®2q)_(A;)2(q!C§1 (N(l —ﬂﬂ2A3)> 0+ 1.

On déduit immédiatemment du Théoreme 5.1 et des équations (34) et (35) le
résultat suivant:

COROLLAIRE 5.2. Pour B suffisamment petit, le moment d’ordre 2q de la
variable N/ zyl jestégala

QD) (AT
(49) A () + OO

Pour montrer le Théoréme 5.1, nous passerons par plusieurs étapes, que nous
décrivons succinctement:

(50) Soit n;O la partition canonique {1, 2}, {3,4}, ..., {2g — 1, 2q}.
Nous montrons tout d’abord que la quantité (46) s’écrit sous la forme

— — def ~ ®2¢ ,,—
v_(g1), ou g, =5 ® R,

g, dépend seulement des spins aux N — 1 premiers sites.

: f -
Soit g &l 5 0, 2qR o UN analogue de g, dépendant des spins a tous les N sites.

En utilisant notamment le Corollaire 3.4, nous obtenons une premicre évaluation
de v(g1). Cette évaluation fait apparaitre des quantités

—_ def
Ry Re ) ().

Comme ¢i dessus, g, dépend seulement des spins aux N — 1 premiers sites. Soit g»
un analogue de g, dépendant de tous les N sites. Un TCL pour les recouvrements
permet alors I’évaluation de v(gz) (la démonstration de la proposition correspon-
dante est faite a la fin de la section). Cette évaluation permet alors celle de v_(g,)
(résultat montré dans I’ Annexe B), ce qui permet d’obtenir un théoréme évaluant
v(g1) complétant la premiere évaluation déja obtenue. Une dernieére proposition
montre alors que v(gy) et v_(g; ) ont le méme comportement asymptotique, ce
qui entraine le Théoreme 5.1.

Venons en au détail des énoncés et démonstrations:

Une premier calcul de la quantité (46) est donné par la proposition suivante:
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PROPOSITION 5.3. Soit R;T*o I’analogue de R,T;() pour les N — 1 premiers
7 .

sites. Alors on a

E[(6{62R™(61,62)01= E[G 2R, )-]

q,0

(51) —v_(65%R )
_ N —1 - ®2g
_< N ) v-(1 R*)‘

DEMONSTRATION. Les premiéres égalités de la relation (51) résultent du
théoréme de Fubini et de la définition de v_, la derniére de la relation: Si

1 J=NA N -1
R'G',6%) = Z 567, R‘(&l,&z):TR/(&‘,&z).
On a alors
HR (021 1 ~21) (N_ 1>qR/
N 750 0

i=1

La Proposition 5.3 conduit donc a évaluer la quantité v_ (o® 4 R’ ) dépendant
des N — 1 premiers sites.

Essayons d’évaluer plutot la quantité analogue construite sur N sites, c’est a
dire v(a® TR+ o) On obtient une premicre évaluation de cette quantité grace a la

pI‘OpOSlthI’l sulvante

PROPOSITION 5.4. Posons

(52) Sox = Z vo(Rﬂgik,ORﬁq_k).
Tg—k
On a alors
@2 k=q 4 k
(53) v "Ry = A;<Z<ﬁ) Cé(ﬁzﬂ—"so,k) +0@Qq+1).
k=0

DEMONSTRATION. Il est clair que, par symétrie des sites, en posant &" = oy,
ona

Vi <N v(o®qR )—v(0®2qR*)

— 1, (2®2
=v(e qR,T;’O).
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D’autre part,

®2 ®2 = 21 ~piy | EHTEY
FOU R )= 5% —(6%1 G2
VEFH Ry: ) v(e E(R &1 &%)+ ~ ))

k=g k

| . .

= Z(_> % Z V(é®2q H(§21—l§21)

i=o N BC(1.2....9) ieB
|B|=k

(54) x [TR %", 5”)),

i¢B

k=q k
— Z(ﬁ) x Z U(H(§2!1§21)H(§2l1§21)2
k=0 BC(1,2,...,q) i¢B ieB
|Bl=k

x 1_[ R—(5_2[—1,5,2i)).
i¢B

Il est clair que, k étant fixé, par invariance de v par permutation des répliques, le
v(-) associé a un B donné tel que |B| = k ne va pas dépendre de B; on peut donc
réordonner les indices et supposer que

BS=(1,2,....q—k), B=(q—k+1,g—k+2,....9).

Dans ce cas, en posant

‘i:k, . .
(55) K=g—k ¢ S[[rR @G =k, |
i=1 ’
on obtient
v(H(éZi-léZi) 1_[(521'—1521')2 l_[ R—(&Zi—l’ 621'))
(56) i¢B ieB i¢B

i=2q )
- U(§®2k/ 1_[ (g\l)zg—>

i=2k'+1
En vertu du Corollaire 3.4 appliqué a k” au lieu de g et a

i=2q
hime)= [ @)  odC=@k+1,4'+2,....49),
1=2k"+1
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on obtient
~®2k’ = ~iN2  — 2k’ 1 e ~iN2 2k
v(s i:gH(S)g >=ﬂ E[(ch(Y)) (GE)o) }
(57) x D (g Ry)

7Tk/
+ o0k + w2 ((g7)H).

Le terme complémentaire de I’équation (57) estun O (2k’+ 1), car on peut montrer,
en utilisant la définition de g, les inégalités exponentielles (78) et les inégalités
de Holder que I’on a

(g7 = 0@~k = 0.
Remarquons que la relation (52) entraine que

Sox =) _vo(s” Ry ).

Tyt

Puisque

(E) o= (¥ =) = (2(1 =¥ 1e?))o =2(1 —1th*(V)) =

£ [(chin)%/(“y)z)“ﬂ =F [(chim)%/(chf(n)%}

1
= 4/‘E( ) =4k’
ch%(Y) q

Donc, d’apres la relation (57), VB C {1,2,...,q},telque |[B| =k, on a
v(§®2q 1—[ g2i—152i H R-(GH1, 52,'))
ieB i¢B
= (B 4 S0 ) Al + 0 (2q — 2k + 1).

On a donc, en utilisant les relations (54) et (58),

ch2(Y)’
on a

(58)

k=g k

~ 4 _

V(Oigzan;’o) = ( E <N> C;(,Bz)q kS(),k>A/q +0Q2q+1).
k=0

C’est I’équation (53) annoncée dans 1’énoncé de la proposition. [

La Proposition 5.4 conduit donc a devoir évaluer les sommes Sy x définies dans

la relation (52), ou plut6t, pour toute partition 77, , leurs termes VO(R;;—I{,O R;qik).
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Ces termes dépendent des N — 1 premiers sites, essayons d’évaluer leurs analogues

pour N sites, soit les nombres v(R,+ Rz ). Leur comportement va étre décrit
Tg—k,0" Tq—k

par la proposition qui suit:

PROPOSITION 5.5. Ona
V(Rﬁt/fk R”;lk,o)

(59) B .
0(2q — 2k +1), Si fig ok T

= 4A) q—k -
(m) +0Q2(q—k)+ 1), 5i Ry = ”;—k,o-

Cette proposition, dont la démonstration s’appuie sur la démonstration de
théorémes centraux limites pour les recouvrements R, sera provisoirement admise.
Elle sera démontrée a la fin de cette sous section.

On montrera également, cette fois dans I’ Annexe B, la proposition suivante:

PROPOSITION 5.6. Sil’on pose k' =q —k,ona
— — /
(60) W(Rz: R:)=v(Re, Ri,)+ 0K +1).

Ces deux propositions, une fois démontrées, permettent d’obtenir une évalua-
. . o ~®2 c P .
tion asymptotique précise de v(cri8 TR+ ,)» donnée par le théoréme suivant:
q,

THEOREME 5.7. Ona

~ ®2q 4 4 ’

DEMONSTRATION. Commengons par compléter la Proposition 5.4, en cal-
culant, par application des Propositions 5.5 et 5.6, les termes des sommes So x
introduites dans 1I’équation (52). On obtient

Uo(R;:/’OR;k,) = v(R,T:/YORﬁk, )+ 02(g—k)+1)

(62) R
oK +1), Si Ty # n,’c“,’o,
— / k'
B (Lz,) +0QK +1),  sifpy=mnf,
N(1—pB~A}) ’
Comme

Sok =D vo(Ry, Ry ).

Tt/
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ona
44 q—k -0+ 1)
So,k:<—) +0Q2(g — k) +1).
N(1—p2A))
11 s’ensuit que

VG Ry ) = A Z ck( )k(ﬁ i k(L)H +0Qq+1)
N N(1— B2A))

, 4\ k=q 'BZA/ q—k
:Aq(ﬁ) (Zc’;(ﬁ) )+0(2q+1)

k=0
IR BPAL \?
4 a
=<m) A+ 0Q2q+ ).

C’est la formule (61) annoncée. [
Nous pouvons maintenant démontrer notre résultat principal:

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1. On sait, d’apres la relation (36) et la
Proposition 5.3, que

v (671552 = B A, (22“’) E[((6/67R™(E".6%)-)"]

_IBQqA/ (251) (~®2qR ))‘

Le théoréme sera démontré dés que 1’on aura montré le résultat suivant:

PROPOSITION 5.8. Les quantités v_ (a® qR * ) et v(01® R : ) ont la
méme évaluation asymptotique, donnée par le Theoreme 5.7, etl’ona donc

4

~R2q _ ’
(63) v_(0, Rn 0) <7N(1 —,BZA')) Aq +0Q2q+1).

Ce résultat sera montré dans I’ Annexe B.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.5.  Avant d’aborder la démonstra-
tion proprement dite, montrons deux lemmes préliminaires. Utilisons les nota-
tions (79) développées dans 1I’Annexe A a propos de la démonstration des TCL
sur les recouvrements.
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LEMME 5.9. Si6" =021 — 6% 155 =01 — 5%,

(64) R(6",6%) =Tor—1,25—1+ Tar2s — Tor—1.25 — Tor25—1.

DEMONSTRATION. Ona
R(G",6%) = Rayr—1,25-1 — g2+ Ror s — q2 — (Rar—1,2s — q2) — (R2r25—-1 — q2).
On sait que
Rij—q=T;+Ti+T;+T.

On a bien le résultat désiré. [

REMARQUE 5.10. L’équation (64) s’écrit aussi

(65) R@E 6= Y (D",
le{2r—1,2r}
I'e{2s—1,2s)

Nous aurons également besoin d’utiliser la variante du Théoréme A.5 suivante:

LEMME 5.11. Placons nous dans les conditions du Théoreme A.5. Soit A un
ensemble de doublets {1,1'}, on 1 <l <1’ <n. Soit k(I,!") un entier > 1 associé a
chacun de ces doublets, k™ la somme de ces entiers. Soit a(r) le moment d’ ordre r
d’une gaussienne centrée réduite. Soit

2 Al . ( 1
A= NPT et A] = F 7)
N(1 - p2AY) ch*(Y)
Si B <pBo,ona
(66) ( [1 fé/’/) =[] (alkt,17)A*" + 0™ +1).
{L.U'}eA {L,U}eA

Si, de plus, les entiers k(I,1") valent 1 ou 2, le terme principal du membre de droite
de I’ équation (66) vaut 0, sauf si V{l,1I'} € A, k(l,I") =2. On a dans ce cas

(67) ( 1 7 ,/> =A Ot +1).

(L.I}eA

DEMONSTRATION. La premiere égalité (66) est une conséquence de la rela-
tion (81) de I’Annexe A, dans la seconde partie, on utilise la propriété: a(1) =0,
a2)=1. O
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Passons maintenant a la démonstration proprement dite de la Proposition 5.5.
Soit {r;, s;}, i € (1,2,...,q — k) la partition ordonnée naturelle associée a ﬁq_k.
On voit que, en utilisant I’équation (65), le produit

i=q—k
~2i—1 ~2iNpoari =S
Ry» = [] RG*.6")R(G".6%)
i=1

R

Rgk

est la somme de 4%(¢~%) expressions, qui sont chacune un produit de 2(qg — k)
termes du type (—l)l”/Tl, 1/, non necessairement distincts.

Toutefois, les termes (—1)1+’/T171r associés a chaque partition 77, ou n;_k 0
qui apparaissent dans une expression donnée sont nécessairement distincts, alors
que le méme terme peut venir de ’'une ou I'autre des deux partitions et donc,
pour les doublets distincts {, [’} apparaissant dans 1’expression, k(/, ") désignant
le nombre de fois que le doublet {/, I’} apparait dans le produit,ona 1 <k(l,l’) <2
et kT =2(g — k). On a V{I,I'},k(l,) = 2 si et seulement si les partitions 77,
et n;_ k.0 coincident et si de plus pour former I’expression on prend deux fois le

méme terme (—1)l+l/Tl,1/ pour chaque doublet {2i — 1, 2i} de la partition n;_k 0-
Le Lemme 5.11 entraine la premiére partie de la relation (59). Quant a la seconde
partie, on voit, par I’équation (67), que chaque choix (répété une fois) d’un des
quatre termes (—1)”’/7},1/ associés a chaque doublet {2i — 1, 2i} de la partition
n;_ £.0 donne, pour I’expression produit de tels termes, notés alors #;

i=q—k
u( I1 (tf)) =A% L 0(2(g—k) +1).
i=1

Et donc, en tenant compte des quatre choix possibles pour chaque doublet:

i=q—k
v( I R(&2’1,52’)2> = 4AHTF L 0@2(g -k +1).
i=l
C’est la seconde partie de la relation (59). [

O

6. Loi limite de la covariance des spins en deux sites. Dans cette section,
nous donnerons la preuve du Théoreme 1.1. Plagons nous dans les conditions de
I’énoncé de ce théoréme et utilisons les notations qui y sont introduites. Nous
prendrons g suffisamment petit pour que les Théoremes 5.1 et 4.4 soient vérifiés.

1l est clair que (A/q) est le moment d’ordre 2g de la variable U; ou U, et donc

(A;)2 est le moment d’ordre 2¢ du produit W = U U>.
D’autre part, le moment d’ordre 2¢g d’une variable gaussienne centrée réduite z

est zzq—qq!!. Le Corollaire 5.2 peut donc se lire ainsi: z étant indépendant de U; et Us,

le moment d’ordre 2¢g de la variable N/ 2)7,-, j est égal a celui de la variable

;ﬁ%%iﬁZUlU2+'O(D~
1
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En utilisant la relation (34) y; ; = %)7,',‘,-, et pour le cas des moments d’ordre
impair le Corollaire 4.5 et la Remarque 4.6, on obtient bien le résultat annoncé.

ANNEXE A

Nous décrirons dans cette section quelques notions développées par Talagrand
dans son livre [10] et fréquemment utilisées ici.

A.1. Méthode de la cavité et applications.

Formule de la cavité. Soit o une N-configuration. On peut écrire

o= (p,ée) oup=(01,...,0i,...,0N—1) €t € = ON.
Soit
(68) p=p L.
N
Ona
—Hy (o, B,h) = —Hn-1(p, B~ h) +e(g(p) +h),
ou g(p) = % K%:_lgi,zvﬁi-

NOTATIONS A.1. Nous introduirons les notations suivantes:

e Le variable G _, est la mesure de Gibbs associée a —Hy_1(p, B, h).

e Leterme (f~)_ est'intégrale de f~ par rapport a la mesure de Gibbs produit
(G;_l)@)k, f~ étant une fonction de k configurations dépendant seulement des
N — 1 premiers sites.

e Le variable v_(f ™) est ’espérance de (f ~)_.

Soit Z = (ch(g(p) + h))_. Si f est une fonction de k configurations, il existe
une fonction f ~ liée a f ne dépendant pas des spins au site N telle que (f) =
( f ~)_/ZF; c’est la formule de la cavité, qui consiste donc a pouvoir passer de
N — 1 sites a N sites (voir [10], 2.153), ce qui a ensuite conduit a élaborer la
méthode du “smart path.”

Construction des hamiltoniens du “smart path.” Posons Vt € [0, 1] (intervalle
de réels),

g1(p) =V1g(p) +v1—1Bz/q.

Les hamiltoniens de la méthode du smart path sont définis par la formule

—Hpy (0, B, ) = —Hn_1(p, B~ h) + &(g:(p) +h).
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Dans cette formule, g vérifie la relation (3).

Chacun de ces hamiltoniens engendre, nous 1’avons vu, une mesure de Gibbs,
une intégrale et son espérance que nous notons respectivement, Gy ;, (f); et
vi(f) = E({f):), ces deux dernicres invariantes par permutation des répliques.

Onaalors (f)1 = (f) et vi(f) =v(f).

Etude de G ~.0- On alarelation, en utilisant I’équation (3):
—Hy (o, B,h) = —Hn-1(p, B, h) +¢Y.

On en déduit que le spin au site N est indépendant des spins aux N — 1 premiers
sites, pour la mesure de Gibbs Gy o comme pour son espérance. Les spins aux
N — 1 premiers sites ont alors la loi G ,_,. Le spin au site N vérifie la relation

(69) (e)o =1th(Y).

Ces propriétés s’étendent au cas de plusieurs répliques. On montre que si la
fonction de k répliques f = f hg, ou f~ dépend seulement des spins de ces
répliques aux N — 1 premiers sites et /o de leurs spins au site N, on obtient les
relations

(70) (flo=(fo(ho)o=(f")-(ho)o.
(71) vo(f) =vo(f Ivo(ho) = v—(f)vo(ho).

Majoration de vi(f) (voir [10], Proposition 2.4.6). En utilisant 1’expres-
sion (6) donnant la dérivée de v, (), on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION A.2. Soit f une fonction numérique de n répliques, a valeurs
positives. On a I’inégalité
(72) vi(f) < exp (4n’BHv(f) < Kv(f), si p < Po;
K étant une constante ne dépendant que de n.

Dans le deux sous sections qui suivent, nous utiliserons les notations O (k)
définies dans I’Introduction (voir Définition 1.3).

A.2. Inégalités exponentielles. Dans [10] (Section 2.5), est obtenu le résultat
suivant:

PROPOSITION A.3. [l existe By > O et une constante L > 4 telle que, si
B < Bo,ona

(73) Vk>0  v[(Ri2—q2)*] < (Lk/N)-.
1l en résulte, avec nos notations, que

(74) V[(R12 — q2)*1= 0(2k).
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REMARQUE A.4. Cette proprieté implique I’existence d’une constante L’
telle que v(exp (N/L'(Ry.2 — q2)*)) < L', d’ou 'origine du nom de ces inégal-
ités.

INDICATIONS DE DEMONSTRATION. La propriété est immédiate pour k > N,
car (R12 — q2)2k < 4% Pour k < N, la démonstration se fait par récurrence sur k.
Pour k = 1, elle résulte, par symétrie des sites, de I’égalité

V(R12—q2) =v(e'e® — ) (Ri2 — q2) Ev(f).

On trouve vo(f) = (1 — q%) /N, et I'on utilise le théoréme des accroissements
finis pour majorer |[v(f) — vo(f)|, ce qui conduit a I’inégalité désirée pour B
suffisamment petit. On procede de maniere analogue pour montrer la récurrence.

O

A I’aide des inégalités de Holder, on en déduit également les inégalités
~ . /2
(75) v(IR12 — qal)) < (LG + 1)/2N)2.
On a donc la aussi I’inégalité
(76) v(IR12 = g2) = 0(j).
Enfin, dans le courant de la démonstration, il est montré I’'inégalité

77 VI(R], — g1 <3(L(k + 1)/N)* = 0(2k).

2 1 1 2 =2 3

Soient (o*l,o* 07, 04) quatre répliques, 6’ =0 —a0“,6°=0" — o*. Posons

et de méme

On a les relations
R™E',6%)=(R (6", 0% —q2) + (R (02, 6% — q0)
— (R (0" oM —q2) — (R (6%, 07) — q2).

Il en résulte, en utilisant les propriétés des normes usuelles sur un espace L2*(v)
et I’inégalité (77), que

(78) v(R™ (1, 6H%) = 02k).
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A.3. Théorémes centraux limites pour les recouvrements (voir [10], Sec-
tions 2.6 et 2.7.). Soit (¢!,...,0™) une suite de n répliques. Considérons les

2 def . L 1 .
C;, = m recouvrements construits sur ces n répliques, notés
!
Ry =R, o), onl<l<l <n.

On peut alors définir les recouvrements centrés R;; — (R; ). Soit X; =
N1/2(R1,1/ — (Ryp)). Soit X le vecteur dont les m composantes sont les vari-
ables X; ;. Considérons les moments de tous ordres, pour la mesure de Gibbs
G%", du vecteur aléatoire X sur (£%", G%"), c’est-a-dire, pour toute suite de m
entiers (k; /) les quantités

M, ) d§f< H X;c,[if/>‘
1<i<l'<n

Ces moments sont eux mé€mes des variables aléatoires relativement au désordre
du modele.

Talagrand montre, dans la Section 2.7 de son livre [10], pour 8 suffisamment
petit, I’existence d’un vecteur gaussien centré de dimension m, dont il peut donner
la matrice de covariance, et dont les moments d’ordre (k; /) sont la limite dans L?
des moments M, . Il montre également la normalité asymptotique, au sens de la

convergence des moments, de la variable N1/ 2((Rl,p) — ¢») et donne la variance
de la loi limite.

La démonstration de ces propriétés repose sur une décomposition des recouvre-
ments “recentrés” R; ; — g». Rappelons quelques notions utilisées dans ce con-
texte (voir [10], formules 2.265 et 2.266): nous noterons b; = (o), b le vecteur
de RY de composantes b;; 6; =0 — b;, ¢ le vecteur de R]<’ de composantes 6;

=N . N
R(u,v)= % Zj.:l u;vj, extension a R" des recouvrements.

Soient o/ et ¢! deux N configurations. On note

(79) T,y =R@G'.6"),  Ti=R@'.b), T=Rb.b) —q.
On a
(80) Riy—q=R@ o) —qp=Tiy+ T+ Ty +T.

La démonstration des TCL repose sur 1I’étude des moments de tous ordre du
vecteur formé par toutes les variables introduites dans les relations (79), pour la
mesure v, considérée ici comme espérance de la mesure de Gibbs produit G%".
On a en particulier le théoreme suivant, qui est le Théoreme 2.7.1 du livre [10]:

THEOREME A.5. Soit k(I,1') un entier > 0 associé a chacun des doublets
(1,1, avec 1 <l <1’ <n, soit kT la somme de ces entiers. Soit a(r) le moment
d’ordre r d’une gaussienne centrée réduite. Soit

Ao M (A =B
“Na—pgay TRy )
1
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®1) (H zkf/”> = [T (a(ka, 1)) A + 0G** +1)
@)

@1

ANNEXE B

DEMONSTRATION DU LEMME 4.7

11 suffit de montrer, en utilisant les iné-
galités de Holder comme dans la démonstration du Corollaire 2.4 que

v_((R7)*™) = 0(2m).
que

On sait que, d’apres la relation (72) de I’ Annexe A, il existe une constante K telle
v-((R)M™) = wo((R7™™) < Kv((R7)™)

i - J;

o 2 AR
l Ji
En utilisant les inégalités exponentielles (77) appliquées aux quantités v(R
on obtient

)2]
- [=2m (| Jl)l
V_((R7)™™) < Zcz,n e
1=2m 1=2m
<> o@@m-D)ol)y= ) 0@m—1)=0Q2m)
=0 =0
C’est la relation cherchée. [

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.6. Soit {r;, s;},i € (1,2
la suite de doublets constituant la partition ordonnée naturelle (voir Remarque 3.2)
associée a my/:

"k/)’
i=k' iy g EY-IEA
V(Rrr, Rz,) = v(]_[(R_(f? o)+ ¥ )
i=1
ey g ETTES
X <R_(c7r’,c75’)—|— ))

N
ot [ ; ;
év(l_[(R_(52’_l ~21)R (O,r,

,6*HR™ (5 ',5Si))>+f1
i=1

- Aodef A A
=v(R. Ry )+Ti =v(H+T

(82)
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Posons
def [ {2i — 1,2i}, sii <k,
(83) Ji = {{ri,si}, sik! <i <2k,
(84) gl =88 siJ={rs)
—def [ R™(5%71, 52, sii <k’
85 R; =
®5) {R (6", S:) sik’ <i <2k

L’expression Ty figurant dans (82) est alors une somme de termes du type
Ji N / _
(86) NlBI (]_[s [1” ) ou BC(1,2,...,2k) et |B|=1>1.
ieB i¢B

Il'y a 2k’ — [ termes du type R, , et I’on peut montrer, en utilisant les inégalités
exponentielles (78) de I’ Annexe A que

2

Vi v‘/Z(]‘[(R;)> =02k -1).
i¢B

Il s’ensuit que puisque ici [ > 1, chaque terme ﬁv(]‘[ielg(éjf)]_[[@ R;) de

I’équation (86) est un O(2k' + 1) = O2k' + 1), et donc leur somme T =
O0QK +1).

On a, en utilisant [10], Proposition 2.5.3, et I’équation (82),

V(Ryr Ry ) =v(f)+ O0QK +1)=v(f) + 0@k + 1)+ 0 (' (f).

k',0

Par les inégalités exponentielles (78) et les inégalités de Holder, on montre que
v172(£2) = O (2k’) et donc

v(Res, Ri,) =vo(f) + OQK +1).

C’est I’équation (60). U

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.8. Nous devons donc évaluer la
quantité

(87) v (62 R )
Rappelons que g2 = (NT) B2. Nous utiliserons également les notations suivantes:

=p_\Jayz+h,  ouE[th* (Y )l=gq;,

’N— —\\2
(A~ = E[(1—th*(Y7))™].
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En utilisant la Proposition 5.3 puis le Théoreme 5.7 avec N — 1 remplagcant N
et B_ remplagant 8, on voit que la quantité (87) vaut

N — 1\ ~®2q 1/
(T) v_(0, R”;,o)
-() (g @0 +omean)
U ) \wv—na—gapH/) )
La quantité O~ (2q + 1) est bornée par W ou K est une constante ne dépen-
dant pas de B_ si B_ < Bp; puisque B_ < B,il suffit pour cela, ce que nous sup-
posons, que 1’on aie 8 < Bp. Onadonc O~ (2g + 1) = O(2¢g + 1).
On sait ([10], Lemme 2.4.15) que g2 — g, = O(2) et donc les quantités nou-
velles introduites Y~ et (A/q)_ ont des limites si N — 400, obtenues en suppri-

mant les indices “—" dans leur definition.
Le terme principal du membre de droite de 1’égalité (88) s’écrit

&) () @

On veut montrer que ce terme s’écrit en fait

(3 (=) om0

ce qui montrera le lemme. Il suffit de prouver que
4 q 4 q
= +0Q1
<1—ﬁ%(A'1)—) <1—/82A3> M

(A" =A, +0().

(88)

et que

Posons

AT =B-V4q; . L= BVq2,
Y (M) = Az +h, F(L) = E[(1 —th®> (Y (W))7].
Il est clair que (A;)* - AZ] = F(L7) — F()A) et que la dérivée de F en A est

majorée par

/RKlzlf(z)dzf K,

ou f(z) est la densité de la gaussienne standard et K est un majorant de la valeur
absolue de la dérivée de la fonction de Y (1 — th%(Y))4.
11 s’ensuit que

Yo o I(ADT — ALl <K[h—A7l.
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Comme

)»—K_:ﬁ(\/q__ (N—l)qz_>=ﬁ (92— ¢5 (N — 1)/N)

N Jaz+ (N =1)g5 /N’

on voit que

A —=A"1=K(q2—q, D =0@).

Il s’ensuit que

Vg o (AT —AL=0()

et que

B2(A)™ = B2A| 4+ 0(2).

Il en résulte bien que

(%)q = (%}M)q +0(2),

et donc le résultat désiré. [
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