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PERTE D’INFORMATION DANS LES TRANSFORMATIONS DU
JEU DE PILE OU FACE

BY JEAN BROSSARD ET CHRISTOPHE LEURIDAN

Institut Fourier

Soit (e5),e7 un jeu de pile ou face, c’est-a-dire une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi (§_1 + 81)/2, et (Hy),ez un processus a
valeurs dans {—1, 1}, prévisible dans la filtration naturelle de (¢;),cz. Alors
(Hpéen)yez est encore un jeu de pile ou face, dont la filtration naturelle est
contenue dans celle de (¢;,),¢z. Le but de I’article est d’obtenir des condi-
tions pour que ces filtrations soient égales et de décrire 1’écart entre ces filtra-
tions lorsqu’elles sont différentes. Nous nous intéressons plus particuliere-
ment au cas des transformations homogenes, ou le processus (Hp&n)pez,
est une fonctionnelle de (g;),c7 qui commute avec les translations. Nous
étudions de fagcon approfondie les transformations homogenes de longueur
finie, ou H,, estde la forme ¢ (¢,,_4,...,64_1) avecd e Net ¢ :{—1; l}d —
{—1; 1} fixés.

0. Introduction. Soit (¢,),cz un jeu de pile ou face, c’est-a-dire une suite
de variables aléatoires indépendantes de loi (6_1 + 61)/2, et (Hy)nez un proces-
sus a valeurs dans {—1, 1}, prévisible dans la filtration naturelle de (&,)nez,
notée (¥,7)nez. On vérifie facilement que (H,e,),cz est encore un jeu de pile
ou face, dont la filtration naturelle est contenue dans celle de (e;),cz. Plus pré-
cisément, pour tout n € Z,

e H,e, apourloi (6_1 +61)/2;
e H,e, estindépendante de ¥, |;
o Fi=F7Vo(Hye,).

Comme la tribu asymptotique F°. est triviale (d’apres la loi du 0-1 de
Kolmogorov), on pourrait croire comme I’ont fait Kallianpur et Wiener en 1956
(voir [3] pour une discussion de ce point) que I’égalité F£, = FL¢ v F¢ entraine
forcément F£, = F¢ en faisant tendre n vers —oo. En fait, il n’en n’est rien et la
“propriété d’échange” (de I’intersection sur n avec le suprémum des tribus) n’a pas
lieu en général. La propriété d’échange a été étudiée de facon générale par H. von
Weizsicker [6].

Pour certaines transformations, la suite d’innovations (H, &, )<z contient moins
d’information que la suite (¢,),cz. Le contre-exemple le plus simple est celui
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ol H,, = ¢e,_1 pour tout n € Z. En effet, la suite (¢,_1&,),ez est une fonction-
nelle paire de la suite (&,),ez. La transformation @ : (x,)nez — (Xn—1Xn)nez de
{—1; 1}% dans {—1; 1}~ perd donc au moins un bit d’information puisque deux
suites opposées ont méme image par ®1. En fait, on vérifie facilement que @ perd
exactement un bit d’information puisque pour tout n € Z, ¢, est indépendante de
o ((exk—18k)k<n) €t o (&) V 0 ((ek—18K)k<n) = 0 ((e)k<n)-

Dans cet article, nous nous intéressons aux problémes suivants:

e A quelle condition la filtration (J’an “)nez est-elle égale a la filtration (F,7),cz?

e Existe-t-il un complément indépendant, c’est-a-dire une variable aléatoire U
indépendante de FZ£ telle que FHI¢ v o (U) = FL?

e L’information contenue dans U est-elle équivalente a I’'information contenue
dans un nombre fini de bits indépendants?

Nous verrons dans la premiere partie que la réponse a la deuxiéme question est
positive, et que la variable aléatoire U est soit uniforme sur un ensemble fini, soit
diffuse (et peut étre alors choisie uniforme sur [0, 1]). En revanche, le nombre de
valeurs de U n’est pas toujours une puissance de 2 et il peut €tre infini, sauf dans
le cas d’une transformation homogene de longueur finie, ¢’est-a-dire lorsque H,
est de la forme ¢ (e,—g, ..., 6n—1) avecd e Net ¢p: {—1; 1} — {—1: 1} fixés.

Ce cas particulier est bien élucidé. Nous disposons d’une condition nécessaire
et suffisante pour que la filtration (}’nH “)nez soit égale a la filtration (F,°),cz. Ce
résultat recoupe en partie ceux de Rosenblatt [5] pour les chaines de Markov “uni-
formes” sur un ensemble fini. Mais notre étude va plus loin puisque nous décrivons
completement I’information perdue lorsqu’il y a perte d’information, montrant en
particulier que le nombre de valeurs que prend la variable aléatoire U est tou-
jours une puissance de 2. Autrement dit, on peut coder I’information perdue par
un nombre fini de bits indépendants.

La condition de conservation de 1I’information que nous donnons pour une
transformation homogene de longueur finie fournit un algorithme effectif. Dans
Particle [5], Rosenblatt avait proposé une “procédure de calcul” pour déterminer
s’il y a ou non perte d’information. Mais la méthode proposée est clairement tres
coliteuse en temps de calcul, et ne permettait guere d’explorer un grand nom-
bre de cas. Nous remercions Roland Bacher d’avoir cong¢u un algorithme astu-
cieux et de I’avoir fait tourner pour nous. Cet algorithme a permis de résoudre
completement le cas ol d =4 en donnant la liste complete des 782 applications
¢:{—1; 1}* = {—1; 1} (parmi 2'® = 65 536) pour lesquelles la transformation as-
sociée perd de I’information. A partir de d = 5, il devient trop long de regarder les
232 = 4294 967 296 applications ¢ : {—1; 1)° = {—1; 1}, mais il reste possible de
déterminer rapidement si la transformation associée a une application ¢ fait perdre
de I'information. Ces résultats obtenus par I’informatique nous ont été précieux
pour trouver des exemples intéressants et guider nos recherches.
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1. Résultats généraux sur I’information perdue. Toutes les tribus que nous
considérons dans cet article sont supposées completes. Nous utiliserons la notation
suivante: pour x = (x,)nez € {—1; 1}2,etn € Z, on note X1 (qu on lit “x avantn”)
la suite (X,+4x)ke—N-

Le but de cette partie est de décrire I’écart entre les filtrations (g,),cz et
(Hyen)nez lorsque (Hy),ez est un processus prévisible dans la filtration naturelle

de (Sn)nel-

1.1. Le résultat principal. Soit (H},),cz un processus prévisible dans la filtra-
tion naturelle de (¢;,),cz. Pour tout n € Z, H, = h,(¢,—1]) ou h,, est une applica-
tion mesurable de {—1; 1}~N dans {—1; 1}.

Notons ®:{—1;1}% — {—1;1}% la transformation définie par ®(x) =
(hy(Xp—11)Xn)nez. pour tout x = (xp)pez € {—1; 1}Z2. Autrement dit, ® est
I’application qui fait passer du jeu de pile ou face (&,),cz au jeu de pile ou
face (Hyen)nez.

Le résultat principal que nous allons démontrer est le suivant:

THEOREME 1. La loi de € sachant ® (¢) est soit presque siirement diffuse, soit
presque siirement uniforme sur un ensemble fini de cardinal constant.

La démonstration du théoréme repose sur les deux faits suivants:

LEMME 2. Soit (X,,)neN+ une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi . Alors la suite des probabilités P[X| = - - - = X 4] détermine les masses
des atomes de .

DEMONSTRATION. En effet, soient p; > p» > - - - les masses des atomes de
rangées dans I’ordre décroissant (avec p, = 0 si u a moins de n atomes) et gq =
P[X1=---= Xyl Alors g4 =), pfl’ pour tout d > 2. Quand d — +o00, on a

1/d
done g;/* — p1, (qa — pHV! - pa. O

LEMME 3. Sideux suites x,y € {—1; 1)Z vérifient ® (x) = ®(y) et coincident
jusqu’a un certain rang, elles sont égales. Autrement dit, pour tout z € {—1; 1}%,
la restriction & ®~1({z}) de Papplication x — xp) est injective.

DEMONSTRATION. En effet, si ®(x) = ®(y) = z et si x,) = y,, alors

Xn+1 = Yn+1 puisque Ap41(Xn))Xn+1 = Zn+1 = Mp+1(Yn)) Yn+1. On en déduit le ré-
sultat par récurrence. [

Passons maintenant a la démonstration du théoréme.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.  Soit £ = &),,cz ‘S*‘;’ %1 Ja loi uniforme

{—1; 1}2. Pour tout € {—1; 1}%, on note v(«, -) la loi de & sachant que ®(¢) = .
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Pour tout n € Z, on note v, («, -) 'image de v(w, -) par I’application x +— x,], qui
est donc la loi de ¢, sachant que ®(¢) = «. Enfin pour tout 8 € {—1; 137N, notons
v, (B, ) laloi de &, sachant que ®(¢),) = B.

La démonstration du théoréme s’effectue en trois étapes.

Etape 1. Pour p-presque tout o € {—1; 1} et pour tout n € Z, les atomes de
vu (e, -) sont les images par ’application x — x,] des atomes de v(«, ), etily a
conservation des masses. De plus, v, («, ) = v, (], ).

En effet, pour p-presque tout o € {—1; 1}% 1aloi v(e,-) est portée par o~ ({a}).
Comme la restriction 3 ®~!({a}) de I’application x > x, est injective, d’apres
le lemme 3, les atomes de v, («, -) sont les images des atomes de v(w, -), etil y a
conservation des masses.

La dernicre égalité provient du fait que la loi de ¢,; sachant He est aussi la loi
de g, sachant (He),) par indépendance de (Hkek)k>n+1 et de F,°.

Etape 2. Les masses des atomes de v (e, -) sont presque siirement constantes.

En effet, soit ("), <N une suite de jeux de pile ou face telle que conditionnelle-
ment a §0 = «, les variables aléatoires (§"), <N+ soient indépendantes de loi v(e, -).
Soit d > 2. Alors presque slirement,

Plg' = =8 = Plg, = = £;¢°]

1 d 0
=P[Sn]:= n]|§n]]’
la premiere égalité provenant du Lemme 3 et la seconde de I’égalité v, («, -) =

V) (ay, ) pour p-presque tout . Par conséquent, la variable aléatoire P[e! =

0
.. = £41£9] est mesurable pour la tribu asymptotique .‘F_Soo,

ment constante. On conclut grace au Lemme 2.

Etape 3. Les masses des atomes de v(a, -) sont presque siirement égales.

En effet, notons pi(«) la plus grande des masses des atomes de v(w, ). On
sait d’apres la deuxieme étape que pj(or) est constant pour presque tout . No-
tons pj cette constante. Notons A(«) I’ensemble des atomes de v(«, -) de masse
p1 et A,(a) Pensemble des atomes de v, («, -) de masse p;. On sait d’apres la
premiére étape que pour u-presque tout o € {—1; 1}%, 1a loi v(a, -) est portée
par &~ 1({a)) et les éléments de A,(«) sont les images des éléments de A(x)
par ’application x — x,]. De plus, d’apres le Lemme 3, la restriction a o~ (far})
de I’application x — xj,) est injective. Donc pour tout n € Z,

donc presque sire-

[e € A(P(e))] = [en) € An(D(e))] presque slirement.

Mais d’aprés la premiere étape, A,(P(g)) = A, (P(g),)) presque slrement, en
notant A/, (B) I’ensemble des atomes de v}, (B, -) de masse p;. Donc 1’événement
[en] € Ap(P(e))] appartient a F,°, ce qui montre que I’événement [¢ € A(P(¢e))]
appartient a ¥°__, ce qui entraine que P[e € A(P(¢))] vaut O ou 1. Par ailleurs,
pour presque tout o € {—1; 1}Z,

Ple € A(®(£))|P(e) =]l =v(, A(@))

= p; Card(A(x)).
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On a donc deux possibilités:

e Soit pour presque tout ¢, p; Card(A(x)) = 1: la loi v(e, -) est alors uniforme
sur un ensemble de cardinal 1/p;.

e Soit pour presque tout o, p; Card(A(x)) = 0: la loi v(e, -) est alors diffuse.
Le théoréme est donc démontré. [J

La démonstration du théoréme 1 montre plus généralement que pour tout n € Z,
la loi de &, sachant ®(¢), est soit presque stirement diffuse, soit presque siire-
ment uniforme sur un ensemble fini de cardinal constant. En utilisant une injection
borélienne de {—1; 1}_N dans [0, 1], des fonctions quantiles convenables et le fait
que les atomes d’une probabilité sur [0, 1] dépendent de facon mesurable de la
probabilité, on en déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 4. Pour tout n € Z, il existe une variable aléatoire U,
mesurable pour ¥, indépendante de 570218 et uniforme sur un ensemble fini
(de cardinal indépendant de n) ou sur [0, 1] telle que }'an Vo(U,) =F; et
FHe v o(U,) = FL.

REMARQUE. Une conséquence que nous utiliserons souvent est que 1’infor-
mation perdue s’ajoute par composition des transformations: si ® fait perdre une
information a p valeurs et W une information a g valeurs, alors la composée W o @
fait perdre une information a pg valeurs.

Pour tout d € N* fixé, il est facile de construire une transformation faisant
perdre d bits d’information. Il suffit par exemple de considérer ® : (x,),cz H>
(Xn—aXxn)nez- En effet, on vérifie facilement que pour tout n € Z, le d-uplet
(&n—d+1,-.-,&n) est indépendant de o ((x—gci)k<n) €t O(En—d+1s-..,8n) V
o ((ek—a€i)k<n) = 0 ((EW)k<n)-

On peut se demander s’il est possible de perdre une information ayant un nom-
bre fini de valeurs qui ne soit pas une puissance de 2 ou de perdre une information
infinie. Nous allons voir que la réponse est positive, méme dans le cas de transfor-
mations homogenes. Mais nous verrons dans la quatrieme partie que la réponse est
négative pour les transformations homogenes de longueur finie.

1.2. Exemple de perte d’information ternaire. On prend 2 = R, muni de la
tribu 4 des boréliens 1-périodiques et de la probabilité P qui a A € + associe la
mesure de Lebesgue de A N[0, 1[. A chaque w € €2, on associe le développement
dyadique de sa partie fractionnaire:

0
Frac(w)= Y 2" 'D,(0)

n=—oo

avec D, (w) € {0, 1} pour tout n € —N. Pour tout n € —N, on note &,(w) =
2D, (w) — 1. La suite (g,),c—N est alors un jeu de pile ou face. Signalons que
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le fait que la suite soit indexée par —N au lieu de Z n’a pas d’importance puisque
le probleme se situe en —o0.

Pour tout n € —N, la tribu ¥, = o ((ex)k<n) est la tribu des boréliens
2""-périodiques. Notons 4, la tribu des boréliens %—périodiques et U la variable
aléatoire U valant O sur [0, %[, 1 sur [%, %[ et 2 sur [%, 1[. Alors U est indépendante
de G0, de loi uniforme sur {0, 1, 2} et vérifie §o vV o (U) = Fp.

Par ailleurs, ($,)n<o est la filtration naturelle de la suite (1,),<o définie par
Nn (@) = £, Bw) pour tout n € —N et pour tout w € R.

Ecrivons n, = H,¢&, en posant H, (w) = &, (w)e, Bw) pour tout w € R. On voit
que la variable aléatoire H, est mesurable pour ¥,° ; en remarquant que pour tout
weR,

Hy(w+2""Y =ep(w+2"" e, G+ 32"

= (—&n (@) (=&, (Bw))
= H,(w).
Et comme
Hy(w) =02 "w)en(3-27"w)
= Hy(27"w),
la transformation qui fait passer de la suite (&,),c—N 2 la suite (1,),c—N est ho-
mogene. Plus précisément, on vérifie immédiatement que pour tout w € [0, 1],
How)=-1 = welg:[U[g 3l

= FracQw) €[}, 3]

-1
= Y 2"'Di(0e[3.5].
n=—oo
Par conséquent, Hyo(w) = h(e_1j(®)) = h((¢1—1)ne—N), €0 notant

-1
, I S N )
. poilta 127
h((¥n)neN) = ¥ n;oo 2 (33
1, sinon.

Par périodicité cette dernicre égalité reste valable pour tout @ € R. Plus générale-
ment on montre que H,(w) = Hy(27"w) pour tout n € —N grace a 1’égalité
Hy(w) = h(en-11(®)).

REMARQUE. Dans ce qui précede, le nombre 3 ne joue aucun role particulier
et peut étre remplacé par n’importe quel nombre impair. Par composition avec une
transformation faisant perdre un nombre fini de bits, on obtient donc un exemple
de transformation ol I'information perdue est uniforme sur un ensemble fini de
cardinal quelconque.
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1.3. Exemple de perte d’information infinie. Un exemple simple de transfor-
mation faisant perdre une information infinie est la transformation & : (x,),cz —
(Vn)nez, avec y, = xopx, pour n < —1 et y, = x, pour n > 0. En effet,
pour tout entier impair négatif m, la transformation @ agit sur la sous-suite
(...\ Xdm, X2m, X)) comme la transformation ®:(x,)nez = (Xn_1Xn)nez. On
perd donc un bit d’information pour chacune de ces sous-suites, qui sont indépen-
dantes et en nombre infini. Mais cette transformation n’est pas homogene. Voyons
maintenant un exemple de transformation homogene faisant perdre une informa-
tion infinie.

Pour tout £ € N* et pour toute suite x € {—1; 137N, notons Ay (x) le signe de
la derniere répétition de longueur k dans la suite x. Autrement dit, sz (x) = xq si
X)="""=X—k+1, hk(x) =X_1 SiX();ﬁx_l =-..--=X_y,€fc...

Soit @ la transformation définie par @y (x) = (hx(X,—17)Xn)nez pour tout x €
{—1; 1}Z. Notons &k I’image de la suite ¢ = (¢,,), ¢z par la composée @y o---0P.
Alors pour tout n € Z,

eﬁs,’j_l = 55 ! k lhk( ])hk(sl,iié])-
Orsix e {—1; 1}_N, il faut que xg = x_| = -+ = x_g41 F Xx pour que hx(x)
differe de hy(x_17). Donc

PIiulek =) # (e )] = o

On a donc presque stirement hk(sn 1])hk(sn 2]) = 1 pour tout k assez grand, si

kk

bien que le produit ¢, ¢, _, tend vers

Nn = Enén—1 th _1] hl )

La suite (9,)nez est bien I’'image de la suite (g,),ez par une transformation
homogene et cette transformation fait perdre une infinité de bits indépendants,
puisque pour tout k € N*, la suite (17,),ecz est une fonction de la suite ek et la
suite £¥ est une fonction paire de la suite £X~!

1.4. Une condition nécessaire et suffisante de conservation de I’ information.
Soit @ la transformation définie par ®(x) = (h,(x,—1)Xx,)n € Z pour tout
x ef{—1,; 1}Z, ou pour tout n € Z, h, est une application mesurable de {—1; 1}_N
dans {—1; 1}. L’image par ® de la suite (&,),cz est donc la suite (H,é&,),cz OU
Hy, = hp(e,—1)) pour tout n € Z.

Notons E = {—1, 1}™N. Pour tout n € Z et pour tout @ € {—1,1} = {—, +},
notons fof") I’application de E dans lui-méme définie par

Vi = Xk+1, sin <—1,

(n) —
fa ((xk)kG—N) - (yk)ne—N avec yO — Olhn((xk)ke—N))'
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Par construction, les applications fi") et fi”) vérifient

&n] = f}},’,)gn (en—11)

puisque &, = Hpe,h,(4,—11). Considérons les noyaux de transition sur E 2 définis
par

1
Na((a,b), ) = i(a(fi”)m),fi")(b)) + ‘S(f£”>(a),f£”)(b>>)'

La forme des noyaux de transition entraine la propriété suivante:

PROPOSITION 5. Il y a équivalence entre:

(1) (Xy, Yy)nez est une chaine de Markov sur E? pour les noyaux de transi-
tion (Np)nez;

(2) il existe deux jeux de pile ou face (&,)ncz et (Ny)nez ayant méme im-
age (En)nez par O tels que pour tout n € Z, &, soit indépendant de (§,—1], Nn—11)
et (Xp, Yn) = (&1, nn)) presque siirement.

DEMONSTRATION. L’implication (2) = (1) est simple: il suffit de remar-
quer que si ({y)nez est 'image commune par ® des jeux de pile ou face

(En)nez et (M)nez alors &y = £ (Ea_1)) et g = £ (1)

La réciproque est a peine plus difficile: I’hypotheése (1) et la forme des noy-
aux de transition montrent que pour tout n € Z, il existe presque slirement un
unique ¢, € {—1, 1}, tel que X, = f;:)(X,,_l) et Y, = f;:)(Yn_l) et que la loi
de ¢, sachant Tn(i(iy) = 0 ((Xk, Yi)k<n—1) est la loi uniforme sur {—1, 1}. Par

conséquent, ({,)nez est un jeu de pile ou face dans la filtration (}’n(X’Y))nEz.
Notons &, et 1, les derniers termes des suites X, et Y,. La forme des appli-
cations ffrn) et ffn) entraine que presque sirement, pour tout n € Z, X,, = &,
Y, = Nn]- Les égalités En="hn (éfn—l])gn etn, = hn(nn—l])gn montrent que (§,)nez
et (n,)nez sont aussi des jeux de pile ou face dans la filtration (?n(X’Y) )nez,, dont
I’image par ® est la suite (¢,)pez. O

Nous pouvons donner une condition nécessaire et suffisante de conservation
de I'information. Cette condition, qui fait intervenir un couplage, ressemble a la
condition de confort introduite par Emery et Schachermayer [1] .

THEOREME 6. Il y a équivalence entre:
(1) FHe= 7L
(2) pour toutn € Z, F1¢ = F¢;

(3) Les seules chaines de Markov indexées par Z. pour les noyaux de transi-

tion (Ny),ez vivent sur la diagonale de E 2 presque stirement).
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REMARQUE. Notons D la diagonale de E2. Bien que les noyaux de transi-
tion (N,),ez dépendent du temps, D est une partie absorbante et les noyaux de
transition induits sur D ne dépendent pas du temps. La Proposition 5 montre que
la seule chaine portée par D pour les noyaux de transition (N,),cz est la chaine
stationnaire sur D.

DEMONSTRATION. L’implication (2) = (1) est triviale.

L’implication (1) = (2) découle de I’inclusion ?nH ¢ C ¥, etdel’indépendance
de F; et de (Hi&i)k>n+1. Si }'0218 = FZ,, on peut en effet écrire, pour tout
AeF/,

PIA|FHE) = PIAIFE v o (Hee)ksn+1)]
= P[AIF 1= P[AIFL] =14,

d’ot A € FHe.

Montrons I’implication (1) = (3). Si 5?021 ¢ = FZ, il existe une application
mesurable F de {—1; 1}Z dans {—1; I}Z telle que e = F(He) = F (P (g)) presque
stirement, c’est-a-dire F' o ® = Id u-presque partout. Soit alors (X, ¥;,)nez une
chaine de Markov sur E2 pour les noyaux de transition (N, ), cz. D apres la Propo-
sition 5, il existe deux jeux de pile ou face (&,),ez et (,)nez ayant méme image
par @ tels que presque slirement, pour tout n € Z, X, =&, et Y, =1,). Onen
déduit que les suites (£,),cz et (n,)necz sont égales presque slirement en com-
posant avec F. Par conséquent, les suites (X,) ez et (Y,)nez sont égales presque
sfirement, ce qui montre que la chaine (X, Y,),cz est a valeurs dans D.

Montrons I’implication (3) = (1). Notons a nouveau v(w, -) et v,(c, -) la loi
de ¢ et la loi de g,) sachant que ®(¢) = «, et prenons trois jeux de pile ou
face &, n, ¢ tels que conditionnellement a ¢ = «, les variables aléatoires & et
soient indépendantes de loi v(«, -). Alors ®(§) = ®(n) = ¢ presque slirement.

De plus, pour tout n € Z, la variable aléatoire ¢,4 est indépendante de (&,
nn1)- En effet, quelles que soient les parties mesurables A et B de {—1, 137N,

P[&y) € A € B Gnyt = o (9)] = I, =11vn (€, A)vp (8, B)

par indépendance conditionnelle de & et  sachant ¢. Mais 1’étape 1 de la démon-
stration du Lemme 1 montre que v, (¢, A)v, (¢, B) est une fonction de ¢,), donc
est indépendante de &, 1. En passant aux espérances, on obtient donc

P[&x) € A; 0y € B; Lu1 = 1] = LE[, (¢, A)va (¢, B)]
= 1 P[&,) € A; 1y € B.

D’apres la Proposition 5, la suite (X, Y,),cz définie par X, = &,), ¥, =ny
est une chaine de Markov sur E2 pour les noyaux de transition (Np)pez-
L’hypothese (3) entraine que les suites (X,),cz et (Yy)nez sont égales presque
stirement, donc que & = n presque slirement. Par conséquent, v (¢, -) est une masse
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de Dirac pour p-presque tout «. Donc il existe une application mesurable F de
{—1; 1}£ dans {—1; 1}Z telle que ¢ = F(He) = F(P(¢g)) presque slirement, ce qui
entraine 1’égalité FH1¢ = F£¢. O

1.5. Cas d’une transformation homogene. Gardons les notations du para-
graphe précédent. On dit que la transformation @ est homogene lorsque les ap-
plications &, sont toutes égales a une méme application /. Dans ce cas, les appli-
cations ff_"), ffn) et le noyau de transition N, ne dépendent pas de n et on les note

simplement f,, f_ et N.

PROPOSITION 7.  Si la transformation ® est homogene, on peut remplacer la
condition (3) du Théoréme 6 par la condition suivante: “toute chaine de Markov
stationnaire indexée par ZL pour le noyau de transition N vit sur la diagonale
de E? ( presque siirement).”

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que la démonstration de I’implication
(3) = (1) reste valable lorsqu’on remplace la condition (3) par cette condition
apparemment plus faible. Reprenons donc trois jeux de pile ou face &, n, ¢ tels
que conditionnellement a ¢ = «, les variables aléatoires £ et n soient indépen-
dantes de loi v(e, -). Alors la loi des couples (&, ¢) et (n, ¢) est égale a la loi du
couple (e, ®(¢)), qui est invariante par translation temporelle, puisque la transfor-
mation & est homogeéne. Si T est une translation temporelle sur {—1, 1}%, alors
0(¢)=0(T(¢)), donc I’'indépendance conditionnelle de & et n sachant ¢ entraine
I’indépendance conditionnelle de 7' (§) et T (1) sachant 7'(¢). On en déduit facile-
ment que la loi du triplet (§,n, ) est elle aussi invariante par translation tem-
porelle. Par conséquent, la suite (X, ¥, ),ecz définie par X, =&}, Y, =1, est
une chaine de Markov stationnaire sur EZ pour le noyau de transition N. On peut
donc affaiblir I’hypothese (3) par la restriction “stationnaire.” [

L’intérét de cette condition affaiblie est qu’elle se reformule simplement en
terme de probabilités invariantes de la chaine. Par ailleurs, 1’énoncé devient plus
simple si on transporte la chaine de Markov de E 2310, 1] ou a [0, 1[% a Iaide
des développements dyadiques.

En effet, notons E’ I’ensemble des suites x € {—1, 1}_N telles que x, = —1
pour une infinité d’entiers n. Comme tout jeu de pile ou face indexé par —N ap-
partient presque siirement a E’, on peut remplacer E par E’ dans I’énoncé de la
Proposition 7.

Soit S la bijection de E’ dans [0, 1[ définie par

0
|
S = Y 2”—1¥ pour tout X = (tp)ne_n € {—1,1}7N

n=—oo



1560 J. BROSSARD ET C. LEURIDAN

et £:[0, 1[— E’ la bijection réciproque de S. Notons enfin A* = {r € [0, 1[:
h(E@) =1} et A~ ={t €[0,1[:h(&(t)) = —1}. Alors pour tout x € E’ et pour
tout @ € {+, —},

-1

S(fa)= Y

n=—0oo

ot Lot o THeh) S | Lie(SG).
2 2 2 2

Cette égalité montre que si (X, Y,),cz est une chaine de Markov stationnaire
sur E”? pour le noyau de transition N, alors (S(X,), S(Y5))nez est une chaine de
Markov stationnaire sur [0, 1[2 pour le noyau de transition M défini par

M ((1,0), ) = 5 (81,1 /2. 01+ @0))/2) T ST - ()/2. 0+ ,— ()/2)-
Remarquons qu’un pas pour cette chalne correspond a une homothétie de rap-
port %, dont le centre est choisi au hasard parmi (0,0) et (1,1) si (u,v) €
(AT x AT)U(A™ x A7), parmi (0, 1) et (1,0) si (u, v) € (AT x AT)U(A™ x A™).

Réciproquement, si (U, V,)nez est une chalne de Markov stationnaire sur
[0, 112 pour le noyau de transition M, alors (§(U,), £(V,))nez est une chaine de
Markov stationnaire sur E’> pour le noyau de transition N. On en déduit la carac-
térisation suivante:

PROPOSITION 8. Pour que ,‘FHS £, il faut et il suffit que la seule proba-

bilité invariante pour le noyau de transztlon M soit la loi uniforme sur la diagonale
de [0, 1[°.

Retour sur I’exemple du Paragraphe 1.2. Reprenons les notations du Para-
graphe 1.2. Alors tout ¢ € [0, 1[, la suite £(¢) n’est autre que la suite (&, (¢)),<o.
Par conséquent,

-1
14+ &,(t
2 2"‘1%”() =SEW) =1.

n=—oo

D’apres I’expression de & obtenue a la fin du paragraphe 1.2, on a donc

1, sire [0, 5[ N[5 1],
hEw) = -1 site[3 3%[

Autrement dit, A* =0, 3[N[3, [ et A~ = [, 3[.

On voit donc (figure 1) que (AT x AT)U (A~ x A7) est une réunion de 5 car-
rés de cOté 3 L obtenus en divisant le carré [0,1[2en9,et (AT x A7)U (A~ x A™)
la réunion des 4 autres. Figure 1 qui suit montre le comportement d’une chaine
de Markov de noyau M sur [0, 1[2. Si la chaine a pour loi initiale Ia loi uniforme
sur [0, 1[2, 1a loi aprés un pas est la loi uniforme sur une réunion de 18 carrés
de coté %, la loi apres deux pas est la loi uniforme sur une réunion de 36 car-

rés de coté 11—2 .... On voit que la loi apres n pas tend vers la loi uniforme sur

{(u,v) €[0,1[>:v—ue %Z}, qui est une probabilité invariante pour le noyau de
transition M.
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FIG. 1. Le premier carré indique les parties (AT x AT) U (A~ x A7) (carrés hachurés) et
(AT x AT)YU(A™ x AT) (carrés blancs). Les suivants indiquent (en noir) les positions atteignables
en un pas, en deux pas, en trois pas, et apres une infinité de pas.
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2. Transformations homogenes de longueur finie: principaux résultats.
Dans cette partie, on fixe d € N* et une application ¢ de {—1; 1} dans {—1; 1}.
Onnote ®: {—1; 12 — {—1; 1}% 1a transformation définie par

®(x) = (p(Xn—d»---» Xn—1)Xn)nez  poUr tout x = (x,),ez € {—1; 1}%.

Pour tout @ € {—1; 1}, on note f, I’application de {—1; 1}¢ dans {—1; 1}¢ définie
par

Sfax1y ooy xa) = (%2, ..y xg, 0 (x1, ..., Xg))
quel que soit (xp, ..., xq) € {—1; 1}%. Par construction, les applications f, et f_
vérifient
(En—d+1s-+->8n) = fHyen En—d, -1 En—1),
avec H, = ¢ (ep—g, ..., En—1).

2.1. La relation d’accordabilité. Adaptons 1’énoncé du Théoréme 6 a notre
situation, dans laquelle H, ne dépend que de (&,—4, ..., &,—1) et les noyaux de
transition N, ne dépendent pas de n.

PROPOSITION 9. Dans I’énoncé du Théoreme 6, on peut remplacer I’ espace
E={—1,1}"Npar E; = {—1; 1}¢ et les noyaux de transition N, par les proba-
bilités de transition définies par

p((@, b, (f+@), f+®)) = p((a,b), (f-(), f-(B))) =}

pour tout (a, b) € E[%.

En effet, la donnée d’une chaine de Markov indexée par Z sur E; = {—1; 14
pour ces probabilités de transition p est équivalente a la donnée d’une chaine de
Markov indexée par Z sur E = {—1, 1}~ pour les noyaux N,,.

L’avantage de cette formulation est de se ramener a I’étude d’une chaine de
Markov sur un espace fini, ce qui nous amene a définir la relation d’accordabilité.

DEFINITION 10. Si a,b € E4, on dit que a et b sont accordables si et
seulement si il existe une suite finie de signes «q, ..., q; tels que la composée
foy 0+ o fy, prenne la méme valeur en a et b. Plus généralement on dit que des
éléments ay, ..., a, € E4 sont simultanément accordables si et seulement si il ex-
iste une suite finie de signes a7, ..., oy tels que la composée fy, o - - o f,, prenne
la méme valeuren ay, ..., a;.

L’ accordabilité simultanée de tous les éléments de E; coincide avec la notion de
“point collapsing semigroup” (pour le semigroupe associé a f et f_) introduite
par Rosenblatt [5].
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Attention! La relation d’accordabilité n’est pas transitive en général. L’ac-
cordabilité simultanée est donc plus forte que 1’accordabilité deux-a-deux.

En termes de chalnes de Markov sur Eﬁ, dire que a et b sont accordables revient
a dire que la diagonale de EC% est atteignable depuis (a, b). Comme la diagonale
est une classe récurrente, tout couple (a, b) formé de deux éléments accordables
distincts est un état transitoire.

Ces remarques permettent d’obtenir une condition nécessaire et suffisante de
conservation de I'information plus opératoire que celle de la Proposition 9. Le
théoréme ci-dessous, du moins I’équivalence (1) < (3), peut étre vu comme une
conséquence du Théoréme 1 de Rosenblatt [5], méme si la démonstration de
Pimplication (1) = (3) y est pour le moins elliptique. Nous faisons le point sur
les liens entre le Théoréme 1 de Rosenblatt [5] et nos résultats dans le paragraphe
suivant.

THEOREME 11. Ily a équivalence entre:

He _ .
(1) FLf=F%s
(2) tous les éléments de E; sont deux-a-deux accordables;
(3) tous les éléments de E; sont simultanément accordables.

DEMONSTRATION. L’implication (1) = (2) est une conséquence de la
Proposition 9: si toute chalne de Markov indexée par Z pour les probabilités de
transition p(-, -) vit sur la diagonale, la diagonale est la seule classe récurrente. Par
conséquent, toute chaine de Markov (indexée par N) partant de (a, b) € EL% atteint
en un temps fini la diagonale, ce qui montre que a et b sont accordables.

On prouve I'implication (2) = (3) en démontrant par récurrence sur m €

[2...29] que m points quelconques ay,...,a, € E; sont simultanément ac-
cordables. En effet, si g = fy o --- o fu, accorde a,,—1 et ap, alors il y a au
plus m — 1 points distincts parmi g(aj), ..., g(an). L’ accordabilité simultanée de
gl(ay), ..., g(ay) entraine celle de ay, ..., an,.

L’implication (3) = (1) est une conséquence immédiate de la Proposition 9 et
du fait qu’une chaine de Markov indexée par Z sur un espace d’états fini vit sur la
réunion des classes récurrentes. [

Une démonstration directe et constructive de I’implication (3) = (1). Voyons
une autre démonstration indiquant comment retrouver la suite (¢;,),cz a partir de
la suite (H, &,),ez. Cette démonstration est semblable a celle de Rosenblatt [5].

Par hypothese, on peut trouver une suite finie de signes «y, ..., a; tels que
la composée fy o --- o fy, soit constante. Comme (H,&,)nez €st un jeu de
pile ou face, il existe presque sirement une infinité d’instants n < 0 tels que
(Hp—i1418n—141s - .-, Hyen) = (1, ..., 7). Cela impose la valeur du d-uplet
(€n—d+1, ..., €n) a ces instants, et donc a tout instant, en vertu de la relation de
récurrence (€y—d+1, .-+ &n) = fHye, En—d> -+ -+ En—1).
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Plus précisément, si fu, o--- o fy, est constante égale a a, alors pour tout n € Z,

(En—d-i-ls ey ‘Sn) = ané‘n ©---0 fHk+18k+1 (Cl),
d’ou

&n = Hn8n¢(an715nfl 00 fH 604 (a)),
ol k est le dernier instant avant n tel que (Hi—j+18k—i+1,--., Hrek) =
(a1, ..., 0q). Cette égalité exprime la suite (,),cz comme I’image de la suite

D ((en)nez) = (Hy&n)nez par une transformation homogene V. En notant y la loi
uniforme sur {—1, 1}%, on a donc ¥ o ® = Id pu-presque partout. Mais comme la
transformation @ préserve la loi i, on a aussi ® o W = Id u-presque partout. Les
transformations ® et W sont donc inverses 1’une de I’autre.

Exemple: prenons d =2 et ¢ : (x1, x2) — max(xy, x2), d’ott H, = max(g,_2,
&n—1) pour tout n € Z. La figure 2 montre les graphes de f et f_.

On voit que fi o f_ o fy envoie tous les points de {—1, 1}? sur (1, 1). Par con-
séquent, la filtration naturelle de (H,é&;,),cz est égale a celle de (¢,),cz. Pour
reconstituer la suite (e,),cz connaissant (H,&,),cz, on cherche dans la suite
(Hy&n)nez les instants ol les quatre derniers bits sont 1, —1, 1, 1. A ces instants,
les deux derniers bits de la suite (e,),¢cz sont 1, 1, ce qui permet de reconstituer
toute la suite apres ces instants.

2.2. Précisions sur les liens avec les travaux de M. Rosenblatt. Dans le Para-
graphe 3 de [5], Rosenblatt s’intéresse aux chaines de Markov uniformes sur un
espace d’états dénombrable, c’est-a-dire aux chaines de Markov dont les probabil-
ités de transition issues d’un état et rangées par ordre décroissant ne dépendent pas
de I’état considéré (autrement dit, les lignes de la matrice de transition se déduisent
les unes des autres par permutation de leur coefficients).

Notons E = {1, 2, ...} I’espace d’états et (p; ;)i jer la matrice de transition.
L’hypothese d’uniformité se traduit par le fait que pour chaque état i, la liste or-
donnée des valeurs p; ; est une suite g; > g2 > - - - qui ne dépend pas de i.

('171)

’
’
Q- ———— - -
\

(1"1)

FI1G. 2. Les fleches pleines indiquent I’image par f4., les fleches creuses I’image par f_.
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Rosenblatt consideére une chaine de Markov stationnaire (X}, ),cz de matrice de
transition (p; )i, jee- 1l suppose en outre que les valeurs gx non nulles sont toutes
différentes. Cela lui permet de construire (presque sirement) une suite (£,),cz de
variables aléatoires indépendantes de méme loi ) gxS; en posant pour tout n € Z
et pour tout couple (i, j) tel que p; j =¢gr >0

&=k sur I’événement [X,_1 =i; X,, = j].

Les variables aléatoires (&,),c7 ainsi obtenues sont des “innovations” de la fil-
tration (?‘nX )nez au sens ou pour tout n € Z, &, est indépendante de 57”{ | et

?nX = .‘Fn{ 1 Vo (&,). De plus, la suite (X,,),ez vérifie une relation de récurrence
de la forme X, = f(X,—1, &) = fe, Xn—1).

Une question naturelle est alors de savoir si la suite d’innovations (§,),cz en-
gendre la méme filtration que la chaine de Markov (X},),<z. Dans son Théoreme 1,
Rosenblatt affirme qu’une condition nécessaire et suffisante est que le semi-
groupe engendré par les applications fr:x — f(x, k) soit “point collapsing,’
c’est-a-dire qu’il existe une composée d’applications f; qui est constante. En
réalité, Rosenblatt regarde plutdt le semigroupe engendré par les matrices My =
(I[pi,j:qk])i,je[g = (Itj= (.01, jeE- mais cela revient au méme.

Notre Théoreme 11 peut étre vu comme un cas particulier du théoreme 1
de Rosenblatt, avec E = {—1, l}d, q1 =q2 = %, fi=fret p=f, X,=
(n—d+1s---5s€n), & =1 ou 2 selon que H,e, = 1 ou —1. Bien s0r, ’hypothese
que les valeurs g non nulles sont toutes différentes n’est pas vérifiée dans notre
situation, mais elle ne joue aucun rdle dans le Théoreme 1 de Rosenblatt: elle a
seulement servi a définir les variables &, sans avoir a choisir un ordre entre deux
transitions de méme probabilité partant d’un méme état.

Cependant, Rosenblatt ne démontre vraiment qu’une implication: s’il existe
une composée d’applications f; qui est constante, alors la suite (£,),cz engen-
dre la mé&me filtration que la chaine de Markov (X,,),cz. Mais pour la réciproque,
I’argument de Rosenblatt revient & admettre 1’idée intuitive suivante: si I’on con-
nait la suite (§,),<z, la seule chose qu’on puisse dire de X,, est que X, appartient a
I'intersection des images des composées fz, o fz,_, o---o fg,_,., pour € N. Dans
notre cas, le Théoreme 20 donne un sens précis a cette affirmation et la démontre.

Pour démontrer I’implication (1) = (3) dans le théoréme 11 (qui est un cas
particulier de I’implication non démontrée de Rosenblatt), nous avons utilisé
un argument de couplage, en considérant une chaine de Markov sur Eﬁ dont
les deux composantes sont des chaines de Markov sur E; gouvernées par les
mémes innovations. Dans la Proposition 9.3.3 de sa these [2], S. Laurent démontre
I’implication non démontrée par Rosenblatt pour une chaine de Markov uniforme
et stationnaire sur un espace d’états fini. L’argument de Laurent (obtenu indépen-
damment de nous) est un argument de couplage différent du notre, utilisant un
critere qu’il appelle critere de Doeblin.

Signalons enfin que I’obtention d’applications constantes par composition
d’applications de type fg, est une idée utilisée également dans d’autres buts: c’est
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par exemple le coeur de 1’algorithme de couplage depuis le passé de Propp et
Wilson [4] qui fournit une simulation “exacte” de la probabilité invariante d’une
chaine de Markov sur un espace d’états fini.

2.3. L’algorithme de Roland Bacher. 1 algorithme de Roland Bacher calcule
la matrice d’adjacence de la relation d’accordabilité. Le principe consiste a cal-
culer par récurrence la matrice (A,[i, j]) ou A,[i, j] vaut 1 si i et j sont ac-
cordables en au plus n étapes et O sinon. On part de Ag = I et on passe de A,
a A,41 en changeant A,[i, j] de 0 en 1 si et seulement si A,[i, j] =0 et si

Anlf+ @), fr(DI=1ou Ay[f- (@), f~(j)] = 1. On s’arréte des que A, = Ay 1.

REMARQUE. En fait, ’algorithme de Roland Bacher est une variante plus
rapide et plus simple & programmer de I’algorithme ci-dessus, dans laquelle les
coefficients sont modifiés de facon dynamique.

LEMME 12. Deux points accordables sont accordables en au plus 247! x
Q4 -1 étapes.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que le nombre de coefficients égaux

a 1 dans la matrice A, varie entre 2¢ et 227 et qu’il croit strictement par multiples
de 2 avant d’atteindre la valeur limite. Un autre argument est que si a et b sont
accordables, alors un chemin minimal de (a, b) a la diagonale pour la chaine de
Markov sur Ed2 visite au plus une fois chaque paire de la forme {(c, d); (d, ¢)}.
O

La borne ci-dessus est loin d’&tre optimale, et on peut I’améliorer facile-
ment en utilisant la structure du graphe associé aux applications fy et f_. Par
définition de fy et de f_, tout élément (yi,..., yq) € E4 posseéde exactement
deux antécédents par fi et f_ réunis: ce sont les d-uplets (1, yi,...,yq—1) et
(=1, y1,...,v¥a—1). De plus, les antécédents de (yi,..., yi—1,Ya) par f+ et f—
sont aussi les antécédents de (yi, ..., ya—1, —yq4) par f— et fi. Cela nous amene
a poser la définition suivante.

DEFINITION 13 (Points de convergence).

(1) On appelle point de convergence positif tout élément de E; ayant deux
antécédents par f4 (et donc aucun pour f_).

(2) On appelle point de convergence négatif tout élément de E; ayant deux
antécédents par f_ (et donc aucun pour f1).

(3) On appelle point ordinaire tout élément de E; ayant un antécédent par f
et un par f_.

PROPOSITION 14. Deux points accordables sont accordables en au plus
224=2 grapes.
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DEMONSTRATION. Notons S I’ensemble des paires d’éléments de Ej .
On vérifie immédiatement que pour tout o € {—1,1} et x,y € E;, I'égalité
[+ (x) = fo(y) équivaut a f_(x) = f_,(y). Cette remarque permet de définir une
relation d’équivalence sur S par

{a.b}~{c.d} = Fae{-1.1}:{fr(a), f+(B)}={fu(0), fu(d)}.

Il est clair que si a et b sont accordables, alors un chemin minimal de (a, b) a
la diagonale pour la chaine de Markov sur E§ visite au plus une fois une classe
d’équivalence. Le nombre minimum d’étapes est donc majoré par le nombre de
classes d’équivalence.

Etudions la classe d’équivalence d’une paire {a, b} € S quelconque, suivant
que fi(a) et fi(b) sont ou non des points de convergence. Pour tout x =
(x1,...,xq) € Eg4, on notera X = (—x1, x2,...,Xxgq). Soit N le nombre de points
de convergence positifs. Alors N est aussi le nombre de points de convergence
négatifs, donc il y a exactement 2¢ — 2N points ordinaires.

Si fy(a) = f4+(b), alors ce point est un point de convergence et la classe
de {a, b} est réduite a {a, b}. ll y a N classes de cette forme (soit N paires).

Si fi(a) # f+(b) etsi fi(a) et f1(D) sont des points de convergence, alors
la classe de {a, b} contient quatre éléments: {a, b}, {d, b} {a,b} et {d,b}. Il y a
N(N — 1)/2 classes de cette forme [soit 2N (N — 1) paires].

Si fi(a) # f+(b) et s’il n’y a qu’un point de convergence parmi fy(a) et
f4(b), alors la classe de {a, b} contient deux éléments: {a, b} et {a, b} si fi(a)
est le point de convergence et f. (b) le point ordinaire. Il y a N (2¢ — 2N) classes
de cette forme [soit 2N (Zd — 2N) paires].

Si fi(a) # f+(D) etsi fy(a) sont des points ordinaires, alors la classe de {a, b}
est réduite a {a, b} et {d, b}. Mais ces paires sont confondues lorsque f(a) =
f—(b) et distinctes dans le cas contraire. On obtient donc (2¢ — 2N)/2 classes a
un élément [soit (2¢ — 2N)/?2 paires] et 4 —2N)(2? —2N — 2)/4 classes a deux
éléments [soit (2¢ —2N)(2¢ — 2N)/2 paires].

On vérifie bien que le nombre total de paires est

24 _92N N 4 —2N)(24 —2N —2)

N+2N(N — 1) +2N2¢ —2N) + 5 5 ,

.. 244_1)
soit =—=5——. Le nombre total de classes est

N(N —1) 4 24 —2N (24 -2N)(2¢ —2N —-2)
N+————+NQ-2N) + + ,
2 2 4
soit w. Il est donc majoré par 44-1 7

REMARQUE. La borne 222 sur le nombre d’étapes nécessaires pour ac-
corder deux éléments de E; est optimale si d = 2. En effet, dans 1’exemple du
Paragraphe 2.1, on voit que (1, —1) et (—1, —1) ne peuvent pas s’accorder en
moins de quatre coups. Pour d =3 et ¢ : (x1, x2, x3) — max(x{, —x2), neuf coups
sont nécessaires pour accorder les triplets (1,1, —1) et (—1, 1, —1).
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2.4. Etude d’une chaine de Markov sur I’ensemble des parties de E;. Pour
décrire I'information perdue par la transformation @, nous allons utiliser une
chaine de Markov sur I’ensemble des parties de E 4, noté P (Ey).

Soit (1n,)nen+ une suite de variables indépendantes de loi (8—1 + &1)/2. Pour
A e P(E;), notons (X ,’:‘)neN la suite de variables aléatoires définie par X A=A
et la relation de récurrence X,’:x = fun (X;l‘ ). Alors (X,‘:‘),,eN est une chaine de

Markov sur & (Ey) pour les probabilités de transition définies par
(A, f+(A) =q(A, f-(A) = 5.

Bien entendu, la suite des cardinaux des parties (X,?),,GN est décroissante. Par
ailleurs, si deux parties de E4 vérifient A C B, alors X € X2 pour tout € N.

LEMME 15. Soit M le nombre maximum d’ éléments deux a deux non accord-
ables. Alors presque siirement, Card(X ,1,2 Yy = M a partir d’un certain rang.

DEMONSTRATION. La démonstration comporte deux parties:

Si une partie A ne contient que des points deux-a-deux non accordables, alors
pour toute suite finie de signes a1, ..., oy, les images par fy, o --- o fy, des élé-
ments de A sont deux-a-deux distinctes, donc Card(X ,‘;‘) = Card(A) pour tout
n € N. En prenant pour A un ensemble de M points deux-a-deux non accordables,
on obtient Card(XZ4) > Card(X}) =M.

Si une partie A est un état récurrent de la chaine, alors la décroissance de
Card(X;:‘) impose que Card(Xfl‘) = Card(A) pour tout n € N. Par conséquent,
A ne contient que des points deux-a-deux non accordables (sinon, le cardinal
diminuerait avec probabilité strictement positive), d’ou Card(A) < M. Comme
(Xf )N est une chaine de Markov sur un espace d’états fini, elle finit presque
sirement dans une composante récurrente d’ou Card(X f 4y < M a partir d’un cer-
tain rang. [J

En choisissant un entier naturel / tel que P[Card(X lE 4y = M] > 0, on obtient:

COROLLAIRE 16. Soit M le nombre maximum d’ éléments deux a deux non
accordables. 1l existe une suite finie de signes ay, ..., telle que fu 0 --- 0
Ja, (Eq) soit un ensemble formé de M éléments deux-a-deux non accordables.

COROLLAIRE 17. Soit M le nombre maximum d’éléments deux a deux non
accordables et C I’ensemble des états récurrents de P (Ey) a M éléments. Alors
C est une classe récurrente.

DEMONSTRATION. En effet, soient «y, ..., a; € {—1, 1} tels que I’ensemble
A= fy 00 fo,(Eq) soit formé de M éléments deux-a-deux non accordables.
Alors pour tout B € C, fu, 0---0 fo,(B) CAetCard(fy 0 -0 fo,(B)) =M,
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d’ou fy, 0---0 fo,(B) = A, ce qui montre que I’état A est accessible depuis tout
état B € C. Par conséquent, A communique avec tout état B € €. [J

Nous allons maintenant nous intéresser aux chaines de Markov indexées par Z
sur C (pour les probabilités de transition définies au début du paragraphe):

PROPOSITION 18. Soit (X,,)nez une chaine de Markov sur C, gouvernée par
un jeu de pile ou face (ny)nez: pour tout n € L, X, = f;,(X,—1). Alors il existe
une application mesurable F:{—1,1}"N — @ telle que presque siirement X, =
F(nn)) pour tout n € Z.

DEMONSTRATION. Soit o1, ..., une suite finie de signes comme dans le
Corollaire 16 et A = f,, o --- o fu,(E4). Alors presque slirement (nx—;+1, ...,
nk) = (a1, ..., o) pour une infinité de k € —N, d’out Xy = A a ces instants k. Pour
toutn € Z et pour tout k < n,onadonc X, = fy, 0---o fy, . (A) ouk estle dernier
instant avant n tel que (Ng—;+1, ..., nx) = (@1, ..., o). Cette écriture fournit une
application F' (définie presque partout) telle que pour tout n € Z, X, = F (1)
presque stirement. [

2.5. Description de !’information perdue. Nous allons voir que I’applica-
tion F fournie par la Proposition 18 joue un role-clé dans la description de
I’information perdue. Enoncons déja un premier résultat dans ce sens:

PROPOSITION 19. Soit F:{—1,1}"N — @ lapplication fournie par la
Proposition 18. Alors presque siirement, (€,—q+1, ..., &n) € F((Hg)y)) pour tout
nel.

DEMONSTRATION. La démonstration est semblable a celle de la Proposi-
tion 18, et utilise la relation de récurrence

(En—d+1s---+&n) = fHye,En—d> - En—1)-
Presque sGrement (Hg—j4+18k—i+1, - .., Hxex) = (a1, ..., oq) pour une infinité de
ke =N, d’ou (ek—g+1,...,6k) € A= F((He)y)) a ces instants k. On en déduit

par récurrence le résultat pour les instants ultérieurs. [

THEOREME 20. Soit F:{—1,1}™N — @ Iapplication fournie par la Propo-
sition 18. Alors presque siirement, la loi de (¢y—g+1, ..., &n) sachant ®(g) est la
loi uniforme sur F((He)y)).

Avant de démontrer le théoréme, commencons par établir un lemme simple:

LEMME 21. Pour tout « € Z, () est un ensemble fini de cardinal < 24,
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DEMONSTRATION. En effet, soient x!, .. .,xzd“ des éléments de q)_l(a).
Pour tout n > 0, il existe deux indices i < j dans [1... 24 + 1] tels que
(x,i, R xfl+d_1) =0, ..., x,{+d_1), puisque Card(E;) = 24 Choisissons deux
tels indices et notons-les i, et j,. Une récurrence immédiate montre que pour tout
n > 0, les suites x’» et x/» coincident apres I’instant n. Mais la suite (i, ju)n<0 €St
a valeurs dans un ensemble fini et prend donc une infinité de fois une méme valeur
(i, j). Les suites x' et x/ correspondantes sont donc égales. [

Passons maintenant a la démonstration du Théoréme 20:

DEMONSTRATION DU THEOREME 20. Soit M le nombre maximum
d’éléments deux a deux non accordables. On sait d’apres le Théoreme 1 et le
Lemme 21 que la loi de & sachant ®(g) est presque sirement uniforme sur un
ensemble fini de cardinal constant. Notons N ce cardinal. La démonstration com-
prend trois étapes:

Etape 1. Pour tout n € Z, la loi de (&x)r>, sachant @ (¢e) est presque slirement
une loi uniforme sur un ensemble a N éléments.

En effet, notons N, le nombre d’atomes de la loi de (gx)k>, sachant ®(e).
Comme cette loi est (presque sirement) 1’image de la loi de ¢ sachant ®(¢) par
la projection canonique de {—1, 1}% sur {—1, 1}"~°l_ on en déduit que N, < N
presque stirement, et il suffit de montrer que N, = N presque slirement.

Comme la loi du couple (g, ®(¢)) est invariante par translation temporelle, la
loi de N,, est indépendante de n. Et comme la suite (NV,),cz est presque sirement
décroissante [puisque la loi (gx)k>n+1 sachant @ (¢) est’image de la loi de (gx)k>n
sachant ®(g) par la projection canonique de {—1, 1}l sur {—1, 1}ln+1...00l]
elle est presque slirement constante.

Notons aj(@),...,ay(a) les atomes de la loi de ¢ sachant que ®(¢) = «,
numérotés de sorte que les applications a soient mesurables de {—1, 1}4 dans
{—1, 1}2. Alors pour tout n € Z, I’événement [N,, = N| est presque siirement égal
a I’événement “les restrictions de aj(®(g)), ..., any(P(g)) a[n...oo[ sont deux-
a-deux distinctes.” Donc P[N,, = N] — 1 quand n — —o0. Comme N, ne dépend
pas de n (presque sirement), on a donc N, = N presque slirement.

Etape 2. Pourtoutn € Z,laloide (e, ..., en+4—1) sachant ®(g) est presque
stirement une loi uniforme sur un ensemble a N éléments.

Cela découle du fait que la loi de (&, ..., &n+qg—1) sachant ®(e) est presque
stirement 1’image de la loi de (ex)x>, sachant ®(g) par I’application (xi)i>n —>
(Xn, ..., Xn+d—1) €t que la restriction de cette application a & (w) est injective
pour tout o € {—1, 1}2.
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E"tape 3. Pourtoutn € Z, la loi de (g,—g+1,---,&n) sachant ®(¢) est la loi
uniforme sur F ((H¢)y)).

D’apres la Proposition 19, cette loi est portée (presque stirement) par F'((He),)),
qui possede M éléments. On a donc N < M presque slirement et il reste 2 montrer
que M < N presque siirement, c’est-a-dire que la loi de ¢ sachant ®(g) possede
au moins M atomes.

Pour cela, on considere une chaine de Markov sur I’ensemble S des M -uplets
d’éléments de E; deux-a-deux non accordables. Si (ai,...,ay) € S, alors
(fr(ay), ..., f+(ap)) e Set (f—(ay),..., f-(ay)) € S, ce qui permet de définir
des probabilités de transition sur S par

p@i.....am). (fr@@y), ..., f+@am))) = 1,
P((al, ...,(,IM), (f—(al), ,f_(aM))) = %

Soit C C S une classe récurrente, et soit (X ,i, Lo X ,’1"’ )nez une chaine de Markov
stationnaire sur C pour les probabilités de transition p. Les arguments de la Propo-
sition 5 montrent qu’il existe des jeux de pile ou face (Snl)nez, cee ("g‘,ﬁ” )nez ayant
méme image par ® tels que presque slirement, Xﬁ = (514‘7 dils o S,’;) pour tout
ke[l...M]etpourtoutn € Z. Ces jeux de pile ou face sont presque slirement dis-
tincts deux-a-deux, puisque pour tout n € Z, les d-uplets X ﬁ = (5,’1‘_ dils s S,’f)
sont tous différents.

Notons u la loi uniforme sur {—1, 1}%. Pour tout € {—1, 1}%, notons v(«, -)
la loi de e sachant ®(¢) = «. Soit { I’'image commune par ¢ des jeux de pile ou

face &£1,..., M. Alors pour tout k € [1...M] le couple (¢, £%) a méme loi que
(P (e),e). Comme la loi v(e, -) est atomique pour p-presque tout o € {—1, 1}Z,
on en déduit que presque sirement, &', ..., & sont des atomes de la loi v(¢, -).

Donc v(«, -) posseéde au moins M atomes pour p-presque tout . [

A partir du Théoreme 20, il est tres facile d’obtenir un complément indépendant
a FH¢ pour obtenir F¢:

COROLLAIRE 22. Soit F:{—1,1}"N — © [Papplication fournie par la
Proposition 18. Pour tout A € C, numérotons de 1 a M les éléments de A. Pour tout

n € Z, notons N, le numéro de (g,—4+1, ..., &n) dans F((Heg),)). Alors presque
stirement,

e N, suit la loi uniforme sur {1, ..., M};

e N, est indépendante de FH¢,

o Ff=FHev o (Ny).

REMARQUE. I est facile de reconstituer la suite &, a partir de la suite
(He)p et de la variable aléatoire N,. En effet, (¢,—g+1,...,&,) est I’élément
de numéro N, dans l’ensemble F((Heg),)). Par ailleurs, pour toute partie
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A € C, fy et f_ induisent des bijections de A dans leur image, puisque A,
f+(A) et f_(A) sont de cardinal M. Connaissant &,_g41,...,&, €t (He)y,
la relation (e,—g+1,....8n) = fH,e,(En—d. ..., €n—1) détermine completement
I’élément (g4, ..., &4—1) dans ’ensemble F((H¢€),—1}). On continue par récur-
rence décroissante.

2.6. L’information perdue est un nombre fini de bits indépendants. Nous
avons vu dans la démonstration du Théoreme 20 que la loi de e sachant ®(¢) est
(presque stirement) uniforme sur un ensemble a M éléments, ou M est le nombre
maximum d’éléments de E; deux-a-deux non accordables. Nous allons voir que ce
nombre M est nécessairement une puissance de 2. Par conséquent, I’information
perdue par la transformation @ peut étre représentée par un nombre fini de bits
indépendants.

THEOREME 23. Il existe un entier k € [0...d] tel que 2k est le nombre maxi-
mum d’éléments de E; deux a deux non accordables, et tel que pour tout a € Eg4,
2=k o5t le nombre maximum d’ éléments de E; simultanément accordables avec a.

La démonstration du Théoreme 23 s’appuie sur les deux propositions ci-
dessous.

PROPOSITION 24. Pour tout a € Eg, soit N(a) le nombre maximum
d’éléments de E, simultanément accordables avec a. Alors N (a) ne dépend pas
de a.

DEMONSTRATION. Soit ag € Eg tel que N (ag) soit maximum. Soit F' un en-
semble de N (ap) éléments simultanément accordables avec ag. Comme chaque
élément de E; a exactement deux antécédents par fi et f_ réunis, on a donc
Card(f; ' (F)) + Card(f='(F)) = 2Card(F). Mais f;'(F) et f='(F) sont con-
stituées chacune de points simultanément accordables et Card(F) est le nom-
bre maximum d’éléments de E; simultanément accordables. On en déduit que
Card(f;l(F)) = Card(f:l(F)) = Card(F), ce qui montre que N(a) = N(aop)
pour les deux antécédents de ag par f et f—. Comme on peut atteindre ag par d
images directes par f1 ou f_ depuis n’importe quel point de E;, on en déduit que
N (a) estindépendant de a. [

Dans toute la suite, on notera N le nombre maximum d’éléments simultanément
accordables de Eg4, si bien que N = N (a) pour touta € E .

PROPOSITION 25. Soit ay, ..., q; une suite finie de signes telle que la com-
posée fo, 00 fo, accorde N éléments en un élément ay et telle que I’ ensemble
A= fo 00 fo,(Eq) soit formé de M éléments deux-a-deux non accordables.
Alors les images réciproques des éléments de A par fu, o --- o fy, sont toutes de
cardinal N.
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L’existence d’une suite finie de signes vérifiant les conditions de la Proposi-
tion 25 découle des arguments de la partie 2.3: on commence par accorder simul-
tanément N points, puis on compose au hasard par f; et f_. Le théoreme découle
immédiatement de la Proposition 25. En effet, comme les images réciproques des
éléments de A par fy, o--- o f,, forment une partition de E4, on en déduit immé-
diatement la relation M N = 2¢.

DEMONSTRATION. Soient ay,...,ay les éléments de A. Pour tout k €
[1...M], notons Fy = (fy, 0---0 fal)_l(ak) et Ny = Card(Fy). Alors N, < N
puisque les éléments de Fi sont simultanément accordables, ce qui entraine
29 =Ni+---+Ny <MN.

Pour montrer que Ny = N pour tout k € [1... M], il suffit de montrer que
24 = M N. Pour cela, on note Xn = (&n—d+1,.-.,&n) pour tout n € Z et on re-
marque que

X = (fHZSJ 0---0 leal)(XO),
d’ou, par indépendance de Xg et (Hy¢1, ..., Hiep),
P[X;=ai|(Hi¢1,..., He) = (a1, ..., )]

N
= P[Xo € F1|(Hiée1, ..., Hep) = (aq,...,q)] = P[Xo € F1] = Tk
Donc P[(gi—dg+1,---,€1) = ai|He] > zﬂd avec probabilité strictement positive.
Mais d’apres le Théoreme 20 cette probabilité conditionnelle est (presque siire-
ment) a valeurs dans {0, ﬁ}. Donc % > zﬂd, dou2¢> MN,ce qui donne 1’égalité
voulue. [

Maintenant que la relation MN = 2¢ est établie, on peut a posteriori affaiblir
les hypotheses de la Proposition 25.

COROLLAIRE 26. Soit fy o --- o fu, une composée de f et f_ réalisant
un accord maximal, ¢’ est-a-dire telle que I’ensemble A = fu, 0 --- o fo,(Eq) soit
formé de M éléments deux-a-deux non accordables. Alors les images réciproques
des éléments de A par fy, o - o fy, sont toutes de cardinal N .

DEMONSTRATION. Il suffit de reprendre le début de la démonstration de la
Proposition 25 en remarquant que les inégalités Ny < N et I’égalité Ny + --- +
Ny =29 = MN entrainent Ny = N pour tout k. [J

COROLLAIRE 27. Il existe une partition de E; en M parties disjointes for-
mées chacune de N éléments simultanément accordables.
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Dans la démonstration de 1’égalité MN = 2¢ que nous avons donnée, la fin
(démonstration de I'inégalité MN < 29) utilise les arguments probabilistes du
Théoreme 20. Nous proposons ci-dessous une démonstration combinatoire directe
et constructive du Corollaire 27, et par la-méme du Théoréme 23. La démonstra-
tion repose sur les deux lemmes suivants:

LEMME 28. Soit F une partie de E; formée de N éléments simultanément
accordables. Alors I’image réciproque de F par f et f_ estformée de N éléments
simultanément accordables.

DEMONSTRATION. 1l suffit de reprendre le début la démonstration de Propo-
sition 24 en remarquant que les inégalités Card( f;l (F)) < N et

Card(fZ'(F)) < N, et I"égalité Card(f; ' (F)) + Card(f="'(F)) = 2 Card(F) en-
trainent Card( f ' (F)) = Card(f=' (F))=N. O

LEMME 29. Soient Fy, ..., Fi des parties disjointes de E; formée chacune de
N éléments simultanément accordables, et g une composée de f et f_ constante
sur chacune de ces parties. Notons cy, ..., cx la valeur prise par g sur les parties
Fi,..., Fy. Alors:

o Les éléments cy, ..., ci sont deux-a-deux non accordables, et donc k < M.

o Si F1U---U Fy # E (en particulier si k < M), on peut construire k + 1 parties
disjointes de E; formée chacune de N éléments simultanément accordables, et
une composée de fy et f_ constante sur chacune de ces parties.

DEMONSTRATION. Le premier point est immédiat: s’il existait deux indices
i < j tels que les points ¢; et ¢; soient accordables par une composée h, alors la
composée h o g accorderait les 2M €léments de F; U F);.

Montrons le second point: soit donc a € Eg \ (F1 U ---U Fy) et cp+1 = g(a).
Alors cgy1 est différent de cy, ..., cx (sinon, on obtiendrait N + 1 éléments si-
multanément accordables en ajoutant a a 1’une des parties Fi, ..., Fy). Soit &
une composée de fi et f_ envoyant c; sur a. Alors les images réciproques de
Cl,...,Ck,Ck+1 par g o h o g sont formées chacune de N éléments simultanément
accordables. [

Une application répétée du Lemme 29 fournit une partition de E; en M par-
ties disjointes formées chacune de N éléments simultanément accordables, ce qui
démontre le Corollaire 27 et le Théoréme 23.

2.7. Majoration du nombre de bits perdus et condition suffisante de conserva-
tion de Uinformation. A 1’aide du Lemme 21 et du Théoréme 23, on voit im-
médiatement que la transformation @ : (x,)ecz > (@ (Xn—d, - - -, Xn—1)Xn)nez fait
perdre au plus d bits d’informations. On peut améliorer cette borne en faisant
quelques hypotheses simples sur la loi du processus stationnaire (H,),cz défini

par Hy = ¢(en—a, .-, En—1)-
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THEOREME 30. Soit p €[0...d). S’il existe (h1, ..., hq) € {—1,1}¢ tel que
P[(Hy,...,Hy) = (h1,...,hg)] > 2[,%, la transformation ® perd au plus p
bits d’information. En particulier, si P[(Hy,...,Hy) = (1,...,1)] > % ou si
P[(Hy,...,Hy) =(—1,...,—1] > %, la transformation ® conserve I’informa-
tion.

DEMONSTRATION.  Supposons que P[(Hi, ..., Hy) = (h1,...,ha)] > #
On sait d’apres le Théoreme 20 que la loi de (eq, ..., &) sachant ®(¢) est la loi
uniforme sur un ensemble a M éléments. Par conséquent,

P[(Hi,...,Hg) = (hy,..., hg)]
1
= P[(e1,...,6q0) = (h1Hie1, ..., haHgeq)] < w

1
2p+l1

puisque (h1Hiée1, ..., hqgHgey) est une fonction de ®(g). On a donc ﬁ

Comme M est une puissance de 2, cela entraine M <2/, [

<

REMARQUE. Comme le d-uplet (Hy,..., H;) peut prendre au plus 2d
valeurs, on peut toujours appliquer le Théoreme 30 avec p = d. Nous verrons au
paragraphe 3.2 une condition nécessaire et suffisante pour que la transformation ®
perde exactement d bits d’information.

Le corollaire ci-dessous montre que si la variable H; est trop proche d’une
variable aléatoire déterministe, la transformation ® conserve I’information.

COROLLAIRE 31. Si P[H| #1] < %, la transformation ® perd au

plus p bits d’information. En particulier, si P[Hy # 1] < %, la transformation ®
conserve I information.

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire, par équidistribution des variables
Hl LA Hd’

plam | 1

et d’appliquer le théoréme précédent. [J

3. Transformations homogenes de longueur finie: exemples. Dans cette
partie, nous donnons des conditions suffisantes de perte ou de conservation de
I’information, ainsi que de nombreux exemples illustrant les résultats de la deux-
ieéme partie.
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3.1. Longueur des transformations.

DEFINITION 32.  On appelle transformation homogene de longueur finie toute
application @ : {—1; M2 — {—1; 1}% de 1a forme

O (x) = ((Xn—d> -+ Xn—1)%n),cz  POUT toUt x = (x)pez € {—1; 1}

avecd e Netg:{—1; 1}¢ — {—1; 1}. Dans ce cas, le plus petit entier naturel d tel
qu’on puisse écrire ® sous cette forme s’appelle longueur de .

Exemples: les seules transformations de longueur O sont Id et —Id. Les seules
transformations de longueur 1 sont @1 : (x,),ecz = (XpXp—1)nez €t —P1.

PROPOSITION 33. Si ® et W sont des transformations homogénes de
longueur p et q, alors WV o ® est une transformation homogeéne de longueur p +q.

DEMONSTRATION. Par hypothése, il existe des applications ¢ : {—1; 1}? —
{—1;1}etyy:{—1;1}9 — {—1; 1} telles que pour tout x = (x,)pez € {—1; 1)Z,
d(x) = (¢(xn7pv cee xnfl)xn)neza
W(x)= (W(xn—qa S xn—l)xn)nez-

Soit x = (x)nez € {—1; V2, y = (yn)nez = () et 2 = (Zn)nez = ¥ (). Alors
pourtoutn € Z,

in = 1)0()’n—q, oo Yn=1)Yn

=Y (P Xn—p—gs s Xn—1=q)Xn—gs -+ @ Xn—p—1, ..., Xp—2)Xp—1)
X QXn—ps.vsXn—1)Xn

=0 (Xn—p—g»-++»Xn—1)Xn,

en notant pour tout (71, ..., fp4q) € {—1, 1}PT4:
Oty ... tpig)

=Y (AU, )ity s @ty oo tpig—DEptq) D (g - Tptgq)-
Donc la transformation ¥ o ® est homogene de longueur < p + ¢. Pour mon-
trer qu’elle est vraiment de longueur p + g, il reste a vérifier que 0(zy, ..., fp14)

dépend effectivement de ¢;.
Par hypothese, les applications ¢ et i dépendent effectivement de la premiere
variable, autrement dit, il existe ay, ..., ap, B2, ..., By € {—1, 1} tels que

d(=laz,...,ap) #d(1,a2,...,ap),
w(_lv IBZa ---»,Bq) # w(lvﬁQ’ ---’ﬁq)-
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Définissons y,, ..., ¥p4q €n posant yx = o pour tout k € [2...p], yp41 =
ol a2, ..., 0p), et Ypirk = ¢ (Vks .-, Vp+k—1) Bk pour tout k € [2...g]. Soit
C=¢(Y1+g>---+Vp+q)- Alors

0(_1v Y2y enes Vp—i—q) ICW(—L :32’ "'9:361)
#cy (1, B2, ..., By)
:9(1’ V2, ---a)/p+q)

ce qui montre que 6 dépend effectivement de la premiere variable. [J

Nous avons vu dans la démonstration directe et constructive de I’implication
(3) = (1) du Théoreme 11 que si ® est une transformation homogene de longueur
finie qui conserve I’information, elle possede un inverse W qui est également une
transformation homogene. Mais par additivité des longueurs, la transformation W
ne peut étre de longueur finie, 2 moins que P soit de longueur O.

COROLLAIRE 34. L’inverse d’une transformation homogene de longueur
finie qui conserve I’ information, autre que +1d, est une transformation homogeéene
de longueur infinie.

3.2. Conditions suffisantes de perte d’information. Nous allons voir trois ex-
emples simples de transformations faisant perdre de I’information: les transfor-
mations paires, les transformations “dichotomiques” et les transformations pour
lesquelles f et f_ sont bijectives.

Dans la suite, on considere une transformation ®:{—1;1}%2 — {—1;1}%
de longueur d, associée a ¢:{—1; l}d — {—1;1}. On note ®1:(x,)nez —
(XnXn—1)nez- La transformation ®; est de longueur 1 et associée a ¢ :x; — x7.
C’est I’exemple le plus simple de transformation faisant perdre de 1’information.

Nous allons voir que les transformations paires ou “dichotomiques” perdent de
I’information simplement parce qu’elles s’écrivent comme composées (dans un
sens ou dans 1’autre) de @ et d’une autre transformation.

Les transformations pour lesquelles f et f_ sont bijectives, quant a elles, sont
celles qui perdent le maximum d’information, soit un nombre de bits égal a leur
longueur. Par la suite, nous les appelerons “transformations a perte maximum.”

Les transformations paires.

PROPOSITION 35. [l y a équivalence entre:

(1) ® est paire;

(2) ¢ est impaire;

) il existe une application :{—1; 141 5 (—1: 1) telle que pour tout
(X1, xa) €{=1; 1}, ¢ (x1, ..., xa) =19 (X1X2, ., Xd—1Xa);

(4) il existe une transformation V de longueur d — 1 telle que ® = W o .
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DEMONSTRATION. Les implications (1) = (2) = (3) = (4) = (1) sont im-
médiates. [J

Exemple: prenons d = 3 et ¢ (x1, x2, x3) = sgn(x] +x2 +x3). Alors par imparité
de ¢, pour tout (x, x2, x3) € {—1; 1}3,
¢ (x1, x2, x3) = x1 sgn(l + x1x2 + x1x3)
= X1 max(xyx2, x1x3)
= x1max(xjxp, —x2x3).
Donc & = WV o &, ou W est la transformation de longueur 2 associée a
Vi (y1, y2) B> max(yr, —y2).

Les transformations dichotomiques.

PROPOSITION 36. Soit y € {—1, 1}. Il y a équivalence entre:

(1) Il existe une partition de {—1,1}¢ en deux parties A et B telle que
fH(A)CA, f,(B)CB, f,(A)CBet f,(B) CA;

(2) il existe une application :{—1; 141 5 (—1; 1)} telle que pour tout
@1 xa) € (L1 @0, X)) = yxa¥ (e Xa-DY (2, - Xa);

(3) il existe une transformation V de longueur d — 1 telle que ® = y (P10 W).

Lorsque ces conditions sont vérifiées, A et B sont les graphes de v et — (ou

inversement) et y = ¢(—1,...,—1)=¢(,...,1). De plus, si A est le graphe
de \r, chaque variable aléatoire X,, =Xg(ep—g+1,-..,6n) —Ip(€n—d+1,...,6n) =
enV(&n—d+1,---,En—1) est indépendante de P (¢).

DEMONSTRATION. On démontre les implications (1) = (2) = (3) = (1), la
seule implication non immédiate étant (1) = (2). Supposons que la condition (1)
soit vérifiée. Alors pour tout (xp,...,xq—1) € {—1; l}d_l, I’'un des d-uplets
(x1,...,x4-1,1) et (x1,...,xq—1, —1) appartient a A et autre a B, puisque ce
sont les images par fi et f_ (ou inversement) du d-uplet (1, xq,...,x45—1). Par
conséquent, A est le graphe d’une application ¥ : {—1; 1}~! — {—1; 1} et B est
le graphe de —1. Mais pour tout x = (x1, ..., xg) € {—1; 1}4,

(X204 oo sXg, YO (X1, .o x2)) = [y (X1, ..y Xq)

et f,(x) € A& x € A. On en déduit que
Yo(X1,....x0) =¥ (x2,...,%q) <<= Xg=v¥(x1,...,X4-1).
Comme toutes les quantités impliquées valent —1 ou 1, on a donc
Yo (X1, ... x) ¥ (x2, ..., xq) = xa¥ (X1, ..., X4-1),

ce qui montre la condition (2).
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REMARQUE. La condition (3) semble beaucoup plus simple que (1) et ex-
plique en particulier pourquoi une transformation dichotomique perd de I’informa-
tion. Mais d’un point de vue pratique, il est souvent bien plus facile de trouver la
partition de {—1, 1}¢ en A et B que de deviner la fonction ¥, ou ce qui revient au
méme la transformation W.

Exemple: prenons d = 3 et ¢p(x1, X2, x3) = min(x1x3, x2). On voit immédiate-
ment que la transformation ® est dichotomique puisque A = {(—, +, +), (+, +,
=)+, = =) (= —)}et B={(—,—,+),(—+ ), (+ — 4+, + B}
sont stables par f., tandis que f_ envoie A dans B et B dans A.

La partie A est le graphe de ¥ : (x1, x2) — min(—xp, x3). Pour tout (x1, x2,
x3) € {—1; 1}3, on a en effet ¢(x1,x2,x3) = x3min(—xy, x2) min(—x3, x3).
La vérification de cette égalité est immédiate (en discutant sur la valeur de x»),
mais il n’était pas évident de deviner cette décomposition a priori.

Les transformations a perte maximum.

PROPOSITION 37. [l y a équivalence entre:

(1) La transformation ® fait perdre d bits d’information;

(2) Les éléments de E; sont deux-a-deux non accordables;

(3) Les applications f+ et f— sont bijectives;

(4) il existe une application ¥ :{—1; 1}¢~1 — {—1; 1} telle que pour tout
(X1, xg) €4=1 1}, ¢ (x1, .., x0) =19 (X2, - .., Xa);
Lorsque ces conditions sont vérifiées, chaque d-uplet (¢,—q+1,...,&n) est in-

dépendant de P (¢).

DEMONSTRATION. L’implication (1) = (2) découle des résultats du Para-
graphe 2.6. Les implications (2) = (3) = (4) sont immédiates.

FI1G. 3. Les fleches pleines indiquent I'image par f, les fleches creuses I’image par f_.
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Montrons I'implication (4) = (1) et la derniere affirmation: supposons que ¢
soit de la forme ¢ (x1, ..., x7) = x1¥(x2,...,xq). Soit n € Z. Alors quelles que
soient les parties finies / de N et J non vide de [1...d],

E|:1_[(Hn—i8n—i) l_[ gn—j:| =0,
iel jeJ

par indépendance des variables ;. En effet, le résultat est évident si I est vide.
Et si I est non vide et si m = max/, la variable dont on calcule I’espérance
s’écrit comme le produit de &,_,_4 par une fonction des variables g; pour
n—m —d + 1<k <n.Par conséquent, le d-uplet (&,_4+1, ..., &) est indépen-
dant de ®(¢e),), et méme de P(e) par indépendance de (P (&)k)k>n+1 €t de F,°.
11 suffit alors d’utiliser les résultats du Paragraphe 2.4. [

On peut se demander si toute transformation de longueur finie perdant de
I’information est la composée d’une transformation a perte maximum et d’autres
transformations. Il n’en n’est rien, et nous verrons au paragraphe 3.4 un exemple
de transformation indécomposable perdant de I’information mais qui n’est pas une
transformation a perte maximum.

3.3. Un peu de dénombrement. Soit d € N*. Le nombre de transformations
de longueur < d est le nombre d’applications de ¢ : {—1; 14 — {—1; 1}, soit 22!
Parmi ces transformations, comptons le nombre de transformations simples faisant
perdre de I’information.

Il y a exactement 22" transformations paires: autant que d’applications ¢ im-
paires de {—1; 1}¢ dans {—1; 1}.

Il y a exactement 22" transformations dichotomiques: autant que d’applica-
tions ¢ de {—1; 1}9-1 dans {—1;1}. En effet, notons 7 le morphisme de
groupes qui a une application ¥ de {—1; 1}¢~! dans {—1; 1} associe ’application
TW):{—1; l}d — {—1; 1} définiepar T (¥) (x1, ..., xq) = ¥ (x1, ..., Xq—1)¥ (x2,
..., Xg). On vérifie facilement que le noyau de 7 est formé des applications
constantes égales a 1 ou —1. Par conséquent, a deux applications opposées
de {—1; 1}9~1 dans {—1; 1} correspondent deux transformations dichotomiques,
obtenues en prenant y =1 ou y = —1.

2d—1 . « .

Il y a exactement 2 transformations de longueur d a perte maximum: autant
que d’applications ¥ de {—1; 1}¢~! dans {—1; 1}.

Certaines transformations peuvent appartenir a plusieurs catégories a la fois.
Par exemple, la transformation ®; o &, de longueur 2, est a la fois paire, di-
chotomique et a perte maximum. Donnons les cardinaux des différentes intersec-
tions pour d > 3 (voir figure 4).

2d—2 . . N .

Il y a exactement 2 transformations paires de longueur d a perte maxi-
mum: autant que d’applications ¢ de la forme ¢ (x1,...,x7) = x1¥(x2,...,Xq)
avec ¥ : {—1; 1}471 - {—1; 1} paire (pour que ¢ soit impaire).



PERTE D’INFORMATION 1581

d—2 . . . .
11y a exactement 2.2%° ~ transformations paires et dichotomiques: en effet, une

application ¢ de la forme ¢ (x1, ..., xq7) = yxq¥ (x1, ..., Xg—1)¥(x2, ..., Xx4) avec
ye{—1,1}ety: {—~1; 191 5 {—1; 1} est paire si et seulement si wsst paire ou
impaire: si on note wgl, vy Xd—1) =Y (—Xx1, ..., —Xx4-1), alors T (YY) =T (Y),

équivaut a ¥ = ou Y = —.
d—2 . . . N
Il y a exactement 2%° "~ transformations dichotomiques de longueur d 2 perte

maximum: en effet, si ¢ est de la forme ¢ (x1,...,x7) = yxa¥(x1,...,xX3-1) X
Y(xz,...,xq) avec y € {—1,1} et ¢y : {—1; 1}4-1 — {—1; 1}, alors x19(x1,...,
xg4) ne dépend pas de x; si et seulement si x;¥(xq,...,x4s—1) ne dépend pas
de x{, c’est-a-dire si ¢ est de la forme ¥ (xq,...,x5—1) =x10(x2,...,X4—1) avec

0:{—1;1}472 > {—1;1}.

1—1 . N .
22" transformations de longueur d & perte maximum

d—1 . . . d—1 . -
22°7" transformations dichotomiques 227" transformations paires

FIG. 4.
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Parmi ces transformations, les transformations paires sont celles pour lesquelles
. . . . . . . d—3
1’application 6 est paire ou impaire. Si d > 3, il y en a 2.2%" . Le nombre de
transformations qui sont paires, dichotomiques ou de longueur d a perte maximum
d—1 d—2 d—3 .

estdonc 3.2 —4.22" " +2.2%" ", Le nombre de transformations de longueur d
N . . . . .. . od—1 2d—2 2d—3
a perte maximum qui ne sont ni paires ni impaires est 2 —2.2 +2.2° .

3.4. Etude pour les petites valeurs de d.

Le cas ou d = 2. 1l est facile de passer en revue les 16 transformations de
longueur < 2, ce qui donne les résultats suivants en fonction de la forme de
I’application ¢ : {—1; 1}*> — {—1; 1}. Dans la liste ci-dessous «, 8, y sont des con-
stantes valant —1 ou 1.

Si¢:(x1,x2) — «a, alors ® = o Id est de longueur O et conserve I’information.

Si ¢:(x1,x2) = axo, alors ® = ad; est de longueur 1 et perd un bit
d’information.

Si ¢ (x1,x2) > axy, alors & = ad| o O est de longueur 2 et perd deux bits
d’information.

Si¢:(x1,x2) = axix;, alors @ est de longueur 2 et perd deux bits d’informa-
tion.

Si ¢:(x1,x2) — amax(Bxy, yx2), alors & est de longueur 2 et conserve
I’information.

REMARQUE. Cette liste montre qu'une transformation ® de longueur < 2
perd de I’information si et seulement si I’application ¢ : {—1; 132 = {—1; 1} est
“centrée,” c’est-a-dire qu’elle prend autant de fois la valeur —1 que la valeur 1.
Mais cette propriété ne subsiste pas pour des longueurs supérieures a 2, comme le
montre 1’exemple de la transformation dichotomique donnée au paragraphe précé-
dent. Dans cet exemple, Iapplication ¢ : {—1; 1}® — {—1; 1} prend 6 fois la valeur
—1 et 2 fois la valeur 1.

Le cas oi d = 3. L’algorithme de Roland Bacher appliqué aux 256 ap-
plications de {—1;1}® dans {—1; 1} fournit la liste des 38 transformations de
longueurs < 3 qui perdent de I’information. Le dénombrement effectué au para-
graphe précédent montre que ces 38 transformations sont toutes paires, di-
chotomiques ou a perte maximum, en incluant les deux transformations de
longueur 2 a perte maximum P;: (x;)nez = (XnXn—1Xn—2)nez €t —P2, qui ne
sont ni paires, ni dichotomiques. Parmi ces 38 transformations, seules quatre cor-
respondent a des applications ¢ “non centrées”: la transformation dichotomique de
I’exemple du Paragraphe 3.2 et ses trois composées avec — Id (a gauche, a droite
et des deux coOtés).
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Le cas ou d =4. Lalgorithme de Roland Bacher appliqué aux 65 536 ap-
plications de {—1; 1}® dans {—1; 1} fournit la liste des 782 transformations de
longueur < 4 qui perdent de I’information. Le dénombrement effectué au para-
graphe précédent montre qu’il y a 712 transformations paires, dichotomiques ou
de longueur 4 a perte maximum.

On peut ajouter 14 transformations a perte maximum de longueur < 3 ni paires,
ni dichotomiques: 2 de longueur 2 et 12 de longueur 3. On peut encore ajouter
les composées de @, et d’une autre transformation de longueur 2 qui n’ont pas
encore été comptabilisées... Mais cela ne suffit pas a atteindre 782. Il y a donc
des exemples “compliqués” de transformations qui perdent de I’information. Nous
donnons ici un exemple de transformation indécomposable de longueur 4 qui perd
3 bits d’information.

Pour la clarté de la figure 5, on numérote de 0 2 15 les éléments de {—1; 1}*
en donnant au quadruplet («, 8, y,8) le numéro 81+“ 4# + ZHTV + %

1 9 5 11 7.
/ N | b
o Lo | ‘ g PR
SN ‘ | 9& | 6 5
~_7 . | ﬂ | \\ 1 -
N AN Q|
T =—— 4 =-----10 13 <----14

FI1G. 5. Graphede f4 et f_, et relation d’ accordabilité.
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Dans le graphe de f et f_, les fleches issues du quadruplet numéro x sont alors
dirigées vers les quadruplets numéro 2x et 2x + 1 (modulo 16). L’application
¢:{—1,; 1}4 — {—1; 1} prend la valeur 1 aux quadruplets numéro O, 2, 3, 5, 8,
9, 10, 11, et la valeur —1 sur les huit autres quadruplets.

On vérifie facilement que la relation d’accordabilité est une relation d’équivalen-
ce comportant 8 classes a 2 éléments chacune, si bien que la transformation ® perd
3 bits d’information.

Comme ¢(—1,—1,—1,1) # ¢(1,—1,—1,1), la transformation & est de
longueur 4 donc elle n’est pas a perte maximum. Elle n’est pas paire puisque ¢
n’est pas impaire, et elle n’est pas dichotomique puisque ¢(—1,1,—1,1) #
—¢(1,—1,1,—1), ce qui est incompatible avec une décomposition de la forme
GX1, s Xg) =y xa¥ (X1, .. Xg—DY (X2, ..., Xg).

On ne peut donc pas écrire ® comme composée d’une application de longueur 3
et d’une application de longueur 1, puisque les seules applications de longueur 1
sont ®; et —®;. On ne peut pas non plus écrire & comme composée de deux
applications de longueur 2, puisqu’une application de longueur 2 perd O ou 2 bits.
La transformation @ est donc indécomposable.

3.5. Trois exemples de transformations conservant I’information. Nous pré-
sentons ici trois exemples de transformations homogenes de longueur finie, dont
nous montrons qu’elle conservent I’information grace a la relation d’accordabilité.

PREMIER EXEMPLE. H, =max(g,—q,,...,En—q,) avecm >2etay, > --- >
a; > 1.

La transformation est de longueur d = a,, et est associée a ’application
¢:{—1,1}¢ — {1, 1} définie par ¢ (xo, ..., X4—1) = MaX(Xg—a;, - - » Xd—ay, )-

On peut supposer que le PGCD de ay, ..., a, vaut 1 sans perte de général-
ité. En effet, si ¢ est un diviseur commun de ay, ..., a,, et si ax = cby pour tout

k €[1...m], appliquer la transformation

(Xn)nez = (max(xn—al yeee xn—am)xn)nez

a la suite (e;,),cz revient a appliquer la transformation

(Xn)nez = (max(xn—bla ) xn—bm)xn)nez

aux suites (ecp+r)nez pourr €[0...c — 1].

On utilise alors le fait classique suivant: si une partie de N contient O et est stable
pour les translations n — n 4 ay, elle contient tous les entiers naturels a partir d’un
certain rang ny.

Notons fy et f_ sont les applications associées a ¢. Soit (xq,...,X4—1) €
{—1, 1}, Définissons la suite (x,),cz définie par la relation de récurrence x, =
¢ (Xn—d,...,Xn—1), qui s’écrit aussi (Xp—g+1,...,Xn) = for&Xn—d, -\ Xn—1).

Alors I’ensemble des entiers n > d — 1 vérifiant x, = 1 est stable pour les transla-
tions n + n +ay. Six; = 1 pour un certaini € [0...d — 1], alors x; = 1 en notant
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J=i+dsii<d-—1letj=isii=d—1. Donc xjy, =1 pour tout n > n,
no+2d—2

d’olt x, =1 pour tout n > ng + 2d — 2. Par conséquent, f°, accorde sur
(1,...,1) tous les d-uplets autres que (—1, ..., —1).

Comme f_ envoie (—1,...,—1)sur (—1,...,—1,1)et(1,...,1)sur (1,...,
1,—1), la composée fﬁﬁzd_z of_o ﬁ°+2d_2 accorde sur (1,...,1) tous les
éléments de Ey .

DEUXIEME EXEMPLE. H, = max(&,—q, —&n—c, V(€n—d,...,En—1)) OU d >

¢ > 1 et ¢ est une application quelconque de {—1, 1} dans {—1, 1}.

La transformation est associée a une application ¢: {—1, 14— {—1,1} de la
forme ¢ (x1, ..., xq7) = max(xy, —Xe+1, ¥ (x1,...,Xxq7)) avec e =d — c. Autrement
dit, ’application ¢ vérifie la propriété suivante:

Six;y=1 ou x4 =-1, alors ¢ (x1,...,xq)=1.

Montrons que pour n assez grand, la composée (f— o f)" accorde tous les
élements de E;. Pour cela, prenons (xq, ..., xq) € {—1, l}d et définissons une suite
(xn)n>1 en posant pour tout n > d

Xn = @ (Xn—d, -, Xn—1)
avec
=+, si(2k — 1)d <n <2kd,
T si2kd <n < 2k +1)d.
Cette relation de récurrence s’écrit aussi (Xp—g+1, - - -, Xn) = fo, Xn—d, .., Xn—1).

Remarquons que pour tout n > 1,

=1 = Xptd =An+d,

xp=—1 = Xptc =t
On en déduit immédiatement que les e dernieres composantes du d-uplet
(X2d+1, - - -, X3g) valent —1. En effet, pour tout k € [1...e]:
— 81 Xkq = 1, Alors Xj24 = k424 = — 1, 00 Xj244¢ = Mkt2d+c = — 1
— 81 Xgpqg = —1, alors Xgpgte = dppdte =1, 00 Xp 1244 = W24+ = —1.

Le méme raisonnement montre plus généralement que pour tout n € N*, les e
dernieres composantes du d-uplet (x244+1, - .., X2n+1)a) Valent —1.
On utilise ensuite le fait suivant: pour tout n € N et pour toutk € [e + 1...d],

Xond+k =—1 = XQuil)dtk—e =A2nt1)d+k—e =1
=  XQn42)dtk—e = A2n+2)d4+k—e = —1.

Une récurrence immédiate montre alors que pour tout n € N*, les min(ne, d)
dernieres composantes du d-uplet (x244+1,...,X@2n+1)a) valent —1. Par con-
séquent, si n > d/e, la composée (f— o f)" est constante égale a (—1,..., —1).



1586 J. BROSSARD ET C. LEURIDAN

TROISIEME EXEMPLE. H, = ¢(€n—qd, ..., En—1) OU ¢:{—1,1}¢ — {—1,1}
est une application différente de I’application (xy, ..., xq) — x4 vérifiant ¢ (x1,
..., Xq) > xq pour tout (x1,...,x7) € {—1, l}d. Autrement dit:

— pour tout (x1,...,x4—1) € {—1, 1} p(x1,...,x4-1, 1) =1;
— ilexiste (x1,...,xq_1) € {—1, 1} tel que ¢ (x1,...,x4-1,—1) = 1.

On voit immédiatement que sous ces hypotheses, I’ensemble des d-uplets finis-
sant par 1 est stable pour I’application f., et que ff envoie tous ces d-uplets

sur (1, ..., 1). Mais comme f, envoie au moins un d-uplet finissant par —1 sur un
d-uplet finissant par 1, I’application ff“ envoie ce d-uplet sur (1, ..., 1), comme

tous les d-uplets finissant par 1.

On a donc 297! + 1 éléments simultanément accordables par ff“. Comme
le nombre maximum d’éléments simultanément accordables divise 2¢, il vaut
donc 27,

3.6. Questions relatives au décentrage. A la fin de la deuxieme partie, nous
avons montré que si une transformation de la forme @ : (¢,),cz — (Hp€n)nez avec
H,=¢(En—g,...,en—1) Vérifie P[H, #£ 1] < ﬁ, elle conserve 1’information.

De facon plus générale, on s’attend a ce qu’une transformation homogene pour
laquelle le processus prévisible (H,),cz est tres décentré (autrement dit E[H,,]
tres proche de 1 ou de —1) conserve I’information, puisqu’une telle transfor-
mation est “proche” de +1d. Nous savons que pour une transformation ho-
mogene de longueur < d, la condition |[E[H,]| > 1 — % assure la conservation
de I’information. Une question naturelle est de savoir si on peut remplacer 1 — %
par une borne r < 1 indépendante de la longueur.

Nous ne connaissons pas la réponse a cette question, mais nous savons que si
une telle borne existe, elle est au moins égale a % En effet, il est facile de con-
struire des transformations homogenes perdant de 1’information pour lesquelles
|E[H,]| est arbitrairement proche de %; on peut méme atteindre |E[H,]| = % avec
une transformation homogene de longueur infinie. L’idée pour construire de telles

transformations est de regarder parmi les transformations “dichotomiques.”

Un exemple de longueur infinie. Pour x = (x,)ne—N € {—1; 137N, notons
m(x) = min{k € N:x_g = 1} et h(x) = (—=1)"™), en convenant que m(x) =0
si la suite (x,),c—N est constante égale a —1. Soit W la transformation définie par
W (x) = (h(Xn—1])Xn)nez pour tout x = (x,)nez € {—1; 1}%,

La composée & = &1 o W perd au moins un bit d’information et transforme le
jeu de pile ou face (¢;,),ecz en (Hu&n)nez, avec

H, = 8n_1h(8n_1])h(8n_z]).

On vérifie immédiatement que sur I’événement [e,_1 = —1], m(e,—2)) =
m(gy—11) — 1 presque sirement, d’ou H, = 1, tandis que sur 1’événement



PERTE D’INFORMATION 1587
[en—1 =11, H, = h(gp—2)), d’ ol
P[H, # 11= Pley—1 = 1; m(e,—2)) impair] = %.
Par conséquent E[H,] = P[H, = 1] — P[H, = —1] =3.

Un exemple de longueur finie. Soit d > 2. Pour obtenir une transformation @
de longueur d, il suffit de modifier 1égérement la définition de m(x) en posant

m(x) = min{k € [0,...,d — 2]:x_; = 1}, avec la convention m(x) =d — 1 si
X_r=—1pourtoutk €[0,...,d— 2]. De cette facon, m(x) est bien une fonction
de (x_g442, ..., x0), donc W est de longueur d — 1 et ® est de longueur d. Avec ce

changement, le calcul devient
P[H, # 1] = P[e,—1 = 1; m(g,—2]) impair]
+ Pley—1 =—1;m(ep—1y) =m(ep—2) =d — 1]
= Plen—1 = 11P[m(e,—2) impair] + Plep—1 = = gp—q = —11.
Or Plm(ey—2)) = k] = 5 pour tout k € [0...d — 2] et Plm(ey—2)) =d —
1= 5.

Sid =2q avec g € N*, on a donc

1422 1 11 1497'—1 2 12448
PU#N=5) it it =3 3201 Tai=6 20

Sid =2q + 1, avec ¢ € N* on a donc

P[H;Al]—qu ot 1 12044
T2kl T ad g 340 24 6 24

Donc P[H, # 1] est aussi proche de % qu’on veut.

Autres questions. Une autre question naturelle est de savoir si pour une trans-
formation dichotomique, on a nécessairement |E[H,]| < % Si on reprend le jeu de
pile ou face associé au développement dyadique d’un réel défini au Paragraphe 1.2,
on peut ramener cette question a un probléme d’analyse: notons &o(¢) = —1 pour
0<tr< % et go(t) =1 pour % <t < 1. A-t-on pour toute application mesurable

1-périodique f:R — {—1, 1},

1
‘A f(t)f(zl’)go(t) dt| < %?

L’inégalité ci-dessus est une égalité lorsque f vaut 1 sur les intervalles
[22,(%, 2%[ pour tout k € N et —1 ailleurs sur [0, 1[. Remarquons~que la valeur
absolue n’apporte rien de plus a I’'inégalité puisque changer f en f : ¢+ f(—t)
transforme I’intégrale en son opposée.
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Une derniere question provient de 1’observation des résultats obtenus par

I’informatique. Pourd > 1 et ¢: {—1; 1} — {—1; 1}, appellons décentrage de ¢ la
quantité Calrd(q&_1 (1)) —24-1, Lorsque d <4, nous avons constaté que toutes les
applications ¢ pour lesquelles la transformation ® associée perd de I’information
ont un décentrage pair. Cela reste-il vrai pour toute valeur de d?

(1]
(2]
(3]

(4]

(5]

(6]
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