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Résumé. On présente une formule explicite pour la constante de Sobolev logarithmique correspondant a des diffusions réelles ou a
des processus entiers de vie et de mort, sous I’hypothése que certaines quantités, naturellement associées a des inégalités de Hardy
dans ce contexte, approchent leur supremum au bord de leur domaine de définition. La preuve se ramene au cas de la constante de
Poincaré, a I’aide de comparaisons exactes entre entropie et variances appropriées.

Abstract. An explicit formula for the logarithmic Sobolev constant relative to real diffusions or to birth and death integer-valued
processes is presented, under an asymptotical assumption for quantities naturally associated to Hardy’s inequalities in this context.
Taking into account exact comparisons between entropy and appropriate variances, the proof comes back to Poincaré’s inequality
situation.
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1. Introduction

Des estimées tres précises de constantes optimales associées a des inégalités fonctionnelles sont parfois importantes
pour I’obtention de propriétés fines de convergence de processus de Markov. On présente dans ce papier des circons-
tances dans lesquelles un calcul exact est possible pour la constante de Sobolev logarithmique correspondant a des
diffusions réelles. Les données du probléme sont une probabilité invariante pour un générateur markovien, lequel sera
lui-méme commodément fournit sous forme d’une mesure (par le biais de la théorie des formes de Dirichlet dans
des cas réguliers). Ce contexte peut sembler tres restrictif, il apparait toutefois fréquemment lors de réductions de
problémes sur des espaces d’état a priori plus compliqués.

Plus précisément, soient 1 et v une probabilité et une mesure (positive) sur R muni de sa tribu borélienne R. On
s’intéresse a la meilleure constante C(u, v) € I@Jr telle que pour toute fonction f appartenant a L2(u), tout en étant
absolument continue de dérivée faible f’, 1’inégalité de Sobolev logarithmique suivante soit satisfaite

Ent(£2, 1) = C(uo [ (£)’]

ou le membre de gauche désigne 1’entropie de 12 par rapport a u, qui vaut wl 2 In(fH] — wlF2n(u £2]), cette
quantité étant toujours bien définie a valeurs dans R, pour f € L?(u).

Dans un article trés novateur [2], Bobkov et Gotze ont proposé une estimation de C(u, v) valable a des facteurs
universels pres et récemment, Barthe et Roberto [1] ont amélioré cette estimée en prouvant que si m est une médiane
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de p,
D_(1t,v,m, @)V Dy (u,v,m, &) < C(1t,v) < 4(D_ (i, v,m, @)V Dy (11, v, m, D))

avec pour toute application ¢ : Ry — R,

"1 1
D_(w,v,m, ) := sup / —da /L(] — 00, x])¢<4)
x<mJy V u(] — o0, x])
(ol par abus de notation, v désignera aussi la dérivée de Radon—Nikodym de v par rapport a la mesure de Lebesgue 1)
et

Vi€ R, { 2(0 = ln(l + téZ),
(1) :=In(1 + ¢*r).
Les quantités D4 (i, v, m, ¢) sont définies de maniere symétrique par rapport a m.

Notre objectif ici est de donner, sous certaines conditions, une expression exacte pour C (i, v) du méme type que
celles ci-dessus, comme nous 1’avons fait précédemment [5] pour la constante de Poincaré. De maniére plus détaillée,
soient M u € R U {—o00} et Ml‘f € R U {400} I'infimum et le supremum du support de p. On considere également
I’application

J11n(t)
Vi—1
(que I’on aura prolongée par continuité en 1 : @ (1) = 2). Des calculs élémentaires permettent de vérifier que @ est

concave et que I"application [0, 1] 5 7 = t®(1/1) est croissante. Puis on pose, pour tout /n appartenant a |JM,, M;‘[
(plus nécessairement une médiane de ),

@:R+9f|—> €R+

D(p,v,m):=D_(u,v,m, @)V Dy (iu,v,m, D).
Notre principal résultat s’énonce alors

Théoreme 1. Supposons, pour un m € M, M;‘[ donné, soit que n({M,'}) =0 et

m

1 1
li —dA -0, x]) o ———
[, p dhlioe]) (u(]—oo,x])

) =D(u,v,m)

soit que u({MF}) =0 et limx_)(M;r)i N %d)» w(lx, +0oD@(1/u([x, +00]) = D(u, v, m). Alors on a
C(u,v) =4D(u, v, m).

Par symétrie du probléme, on se rameéne désormais a ne considérer que la seconde alternative dans les conditions ci-
dessus. Du fait que pL({M:[}) =0, et par conséquence limxﬁM;_ w([x, +ooD@(1/u([x, +00[)) = 0, cette hypothese
équivaut a

lim /x %dku([x, —|—oo[)d>( ) =D(u,v,m)
y

x> M- w([x, +ool)
pour tout y € [M ", MIJ[[ donné, du moins si D(u, v, m) < +00. Néanmoins, par définition, la constante D(u, v, m)
continue a dépendre du choix de m, qui peut étre crucial comme le montre 1I’exemple suivant : prenons pour u la
probabilité définie par

(x+D? d (x=D*\ d
Vx € R, ,u(dx)::]l]oo,1](x)exp(—xT>\/;_T[—I-Jl[])Jroo[(x)exp(—xT) \/;_
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L’ensemble des médianes correspondantes est [—1, 1]. Choisissons v < A symétrique vérifiant dv/dA =1 sur [—1, 1]
et

01 1 1
Vx < —1, / —dku(]—oo,x])q§<4> =-®(2).
x vV u(lx, +o0) 2
Cet ajustement est bien possible car I’application ]0, 1/2] 3 t — t®(1/t) est strictement croissante. Par rapport a
la médiane m = 0, il apparait que D(u, v,0) = 1/2®(2) et le théoreme 1 s’applique pour fournir que C(u, v) =
1/2®(2). Par contre le choix d’une autre médiane que 0, ou d’un point m € R qui n’en soit pas une, conduit a une
constante D(u, v, m) strictement supérieure a 1/2® (2) et ainsi les conditions du théoréme ne sont pas remplies !

Une autre particularité du théoréme 1 est que si D(u, v, m) n’est “atteint” qu’a la limite, alors on peut perturber
localement un peu u et v sans changer la constante de Sobolev logarithmique (voir [S] pour une discussion analogue
dans le cas de la constante de Poincaré).

Le théoreme 1 ne permet pas de retrouver I’exemple le plus célebre d’inégalité de Sobolev logarithmique (di a
Gross [4]), qui dit que C(y, y) =2, ou y est la distribution gaussienne standard. Pour plus d’informations a ce sujet,
on renvoit a une version plus complete de ce papier [6].

Le plan du papier est comme suit : dans la section suivante on reprendra une condition asymptotique obtenue
dans [5] pour calculer des constantes de Poincaré dans un contexte symétrique et on donnera quelques renseigne-
ments supplémentaires sur certaines fonctions “presque maximisantes,” lesquels nous permettront de supprimer 1’hy-
pothese de symétrie. Ces préliminaires permettront dans les sections 3 et 4 de prouver respectivement les bornes
C(u,v) <4D(u,v,m) et C(u,v) >4D(u, v, m) sous les hypotheses du théoreme 1. Enfin nous nous intéresserons
a un équivalent discret du théoreme 1 lors de la derniere section.

2. Inégalités de Poincaré non symétriques

Dans [5], une condition asymptotique a été obtenue pour le calcul exact de la constante de Poincaré dans un contexte
symétrique. Nous allons voir comment elle permet de restreindre le domaine fonctionnel sur lequel est pris le supre-
mum définissant cette constante, ce qui illustre le fait que dans ce type de situation, les “points a I’infini”’ déterminent
la constante de Poincaré. Puis on étendra la condition asymptotique de calcul de la constante de Poincaré au cas d’une
probabilité x et d’une mesure v quelconques sur la droite.

Rappelons que la constante de Poincaré A(u, v) associée a p et v, une probabilité et une mesure comme dans la
section précédente, est définie par

Var(f, )
A, v) i= sup —=

rec VI
ou C désigne I’ensemble des fonctions f absolument continues (de dérivée faible notée f”) et ol la variance d’une
fonction mesurable f par rapport a une mesure pu est définie a valeurs dans Ry par Var(f, u) := % J(f) —
£ (x))? (dx) e (dy). Nous supposons tout d’abord que 1 et v sont symétriques par rapport 2 0. Ainsi ona M 0w = —M:[
et on définit

X

1

Vx >0, bu,v(x) ::/ —d)»pt([x, +OO[)s
o V

B(w,v) :=supb, ,(x).

x>0
Proposition 2. Sous I’hypotheése que M({MJ}) =0et B(u,v) = limx%Mzi bu.vy(x),ona A(u,v) =4B(u,v).

Ce résultat a été montré dans [5].

L hypothese de la proposition 2 semble signifier que les “infinis” —MI et M;“ jouent un role prépondérant dans la
détermination de A(u, v). Nous allons maintenant justifier cette assertion.

Pour 0 <n < 1/2,notons M, (n) := Fu_l (1—=n) (ou Fu_l est I’inverse généralisé de la fonction de répartition de )
et introduisons F(n) I’ensemble des fonctions impaires de C qui sont nulles sur [—M (), M, (n)].



Constantes de Sobolev logarithmiques 149

Lemme 3. Sous les hypotheses de la proposition 2 et si B(u, v) < 400, on a pour tout 0 <n < 1/2,

Var(f, n)
A,
(n,v) = f:;l:lzn) SR

Démonstration. Pour 0 < n < 1/2 fixé, soit | < A la mesure dont la densité vaut +oo sur [—M, (1), M, (n)]
et 0 ailleurs (i.e. telle que pour tout R € R, I[(R) = 0 ou +o0 suivant que A(R N [—-M,(n), M,(n)]) =0 ou
MR N [-M, (), M,,(n)]) > 0) et considérons V := v + [. Cette mesure reste symétrique par rapport a 0, on a
b, v < by v, etsous les hypotheses de la proposition 2,

B(w,v)= lim by, = B(u,v).

x— Mu
Ceci permet d’appliquer cette proposition, pour obtenir
A(p,v) =4B(w,v) = A(i, v).

Cependant pour f € C, on a B[(f’)?] = 400 dés que f’ n’est pas A-p.p. nul sur [— M, (n), M,, ()], c’est-a-dire des
que f n’y est pas constante. Il n’est donc pas utile de considérer de telles fonctions dans le supremum définissant
A(u, V) et par suite aussi dans celui définissant A(u, v).

Par ailleurs, remarquons que de maniere générale, si u et v sont symétriques par rapport a 0, on a

Var
A v) = sup — 1)
et VI
ou C; est I’ensemble des fonctions impaires de C. En effet, décomposons f € C en ses parties impaires et paires
définies par

ViR, { F@ = (100 = f(=0)/2.

f) =(fx)+ f(=x)/2.

Pour f € LL%(11), on calcule que Cov( f f )= pul f f 1 =0, du fait que f f est unpalre et que p est symetrlque
Il apparait ainsi que Var(f) = Var(f) + Var(f) De méme, on obtient que v[f f 1=0, dou v[(f’ ) 1=v[(f’ ) 1+
v[(f7)2]. Il en découle que

A, v) < max(sup var(f, i) sup Var(f, M))
T e VIO pec, VI

ol Cp désigne I’ensemble des fonctions de C qui sont paires.

Remarquons qu’en désignant par C(R ) I’ensemble des fonctions absolument continues sur R et en posant 14 :=
(n({0})/2)80 + Ig: -petvy :=1gs v (si g est une fonction positive, on note g - 1 la mesure admettant g pour densité
par rapport a (), on a par symétrie,

Var(f,pn) wilf
“ien2y — Sup oo
feCi v[(f)7] feCRy) v [(f)~]

Var(fo) _ il (f =204 1))
feCp VI recmry) v [(f)?]

Or pour tout f € C(R4), on constate que
e [(F = 20401 = e [£2] = 404 L1 + 4 (s 111) 1 (1)

= 1 [ £ - 2(n4 1))
= M+[f2]
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d’ou en fin de compte

A(u,v) < sup Var(/, H)

o ATTr

L’égalité de ces termes combinée a la premiere partie de la preuve permet de se convaincre qu’il suffit de considérer
dans le supremum de définition de A(u, v) des fonctions impaires qui s’annulent sur [—M (), M, (n)]. (Il

Posons pour tout 0 < n < 1/2, F1(n) I’ensemble des fonctions de C qui s’annulent sur ]—oo, M, (1)]. En consi-
dérant les restrictions des fonctions a R, la preuve précédente montre que

A(u,v) = sup uL) su M.
T bR VI peri VI

Evidemment on dispose d’un résultat symétrique en —MIJ[.
En particulier, toujours sous les conditions du lemme précédent, on a

A(u,v) = hm sup Var(f, W

=04 rer o VI2T

et il suffit donc de se placer au voisinage de M:[ pour calculer A(u, v). Cette propriété jouera un role important dans
la suite du papier.
Revenons maintenant au cas ol u et v sont une probabilité et une mesure quelconques sur R. Pour m € R donné,

on s’intéresse aux fonctions b# v.m €t b;f v définies respectivement sur |M " m] et [m, Ml'f[ par

m
_ _ 1
VMM <x<m, bu,u,m(x) ::/x ;dku(]—oo,x]),
X

+ 1
Vm<x <M, bf,, (x):= ;dk,u,([x,—i—oo[)

m

qui nous conduisent a la quantité

B(p,,v,m)::max( sup bﬂvm(x), sup blwm(x)).

M, <x<m mf)c<M+

Le résultat suivant est bien connu et dii a Bobkov et Gotze [2], qui n’avaient considéré que le cas ou m est une médiane,
mais leur preuve s’étend immédiatement au cas général.

Théoreme 4. Quelque soit le choix de m € R, ona A(i,v) <4B(u, v, m).
Voici un critere d’égalité :

(x), soit que p({M}}) =0 et

(x). La borne du théoreme précédent est alors atteinte :

Proposition 5. Supposons, soit que nw(M;}) =0 et B(u,v,m) = limx_)M " M vm

B(pu,v,m) = hmx—>M,+— b ym

A(u,v) =4B(u, v, m).

Démonstration. Par symétrie, il suffit de traiter le cas de la deuxieéme hypothese. Soit S la symétrie par rapport a m
et considérons iy 1= Ws(ﬁgg[), avec 4 = (u({m})/2)8m + Lym +oof - 4~ Soit également V. := vy + S(vy), avec
V4 i= Ly, 4o0of - V- Lhypothese de la proposition implique que

B Vrm) = lim by, 5 m(r) = —— m By () = — 221
fg,Vpm) = lim by, 5 m(x) = ————— lim mx)=—""""
T s, T im0 g - T 2u(im, F00D)
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ainsi d’apres le début de cette section, on a
~ D
AL, Bs) = 4B(Ts Veum) = lim  sup ]

n—0+ rer, op V+1(f)?]

ou F4(n) est ’ensemble des fonctions qui s’annulent sur ]—oo, M;‘(n)], pour 0 < n < 1/2, avec M;‘(n) :=inf{x €
R: p(]—o0,x]) > 1 —n}.
Remarquons que pour 0 < 1 < 1/2 et f € F4(n), on a par I'inégalité de Cauchy—Schwarz (u[f1)? < ul{f #

O}ulf?] < nul ], d’ob Var(f.u) > (1 = mulf?]. Cependant, pour 0 < 1 < u([m,+oo[) et f € Fi(n), on a
wl 2= il f21=2u([m, +oo[)fi+[ f] et on dispose aussi de v[(f')?] = V4 [(f')?]. Ainsi en prenant le supremum
sur de telles fonctions et en passant a la limite quand 7 tend vers O, on se convainc que

A, v) = 2p([m, +00[) AT, Vy)
= SM([WZ, +OO[)B(ﬁ+»;+s m)
=4B(u, v, m).

Le théoréme 4 nous permet ensuite de conclure a 1’égalité escomptée. (]

3. Majoration de la constante de Sobolev logarithmique

Nous présentons ici une majoration valable sans hypothese (de type asymptotique), comparable au théoreme 4 pour
la constante de Poincaré. En reprenant les notations de 1’introduction, notre objectif est donc de démontrer la

Proposition 6. Pour toute probabilité i, toute mesure v et tout m € |M,, M/'f[, ona
C(u,v) <4D(u, v, m).

On cherche d’abord a réduire le domaine sur lequel est pris le supremum dans la définition de C(u, v). Quitte a
écréter les fonctions par des valeurs de plus en plus grandes, on peut les prendre bornées, car I’entropie et 1’éner-
gie s’approchent bien sous cette procédure. Puis par homogenéité, il est possible d’imposer que u[ f2] = 1. On va
introduire une condition supplémentaire obtenue par optimisation d’une constante additive.

Lemme 7. Soit B I’ensemble des fonctions bornées de C qui vérifient u[ f*] =1 et u[f In(f2)] = 0. On a alors

Ent(f2, i)
C(u,v) = sup ——2—
(o) = S0 L]

Démonstration. Soit f € C bornée et satisfaisant v[( f')?] < +00, on définit
VieR, F(t):=Ent((f+0%u).

I1 est bien connu que limy;|—, ;o F () =2 Var(f, ) et on vérifie que I’application F est dérivable partout. De plus, on
calcule que

o (f+1?
vt e R, F(t)—zﬂ[(f+t)ln<m>].

En effectuant un développement limité pour |¢| grand, on obtient que

1 1
F'(1) = —?M[(f —ulf1)’]+ 0(1_2)'
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Ainsi si u[(f — ulf1)31#£0, par exemple si w[(f — wl 131> 0, alors en 400 (respectivement —oo) F(¢) tend vers
2 Var(f, u) par valeurs strictement supérieures (resp. inférieures). Par dérivabilité de F, ceci implique qu’il existe
T e R tel que F(T) = maxg F et F'(T) = 0. On en déduit notamment que

Ent(f2, ) _ Ent((f +T)% )
VI T VI + T

(f+T)? )}
Inf —————— =0.
“[(HT) n(u[(erT)z] 0

Par ailleurs, si u[(f — [ f1)3]1 =0 et du moins si u n’est pas une masse de Dirac (dans ce dernier cas 1’égalité du
lemme ci-dessus est triviale), on vérifie sans difficulté, par un calcul variationnel autour de f pour la fonctionnelle
g ul(g — y,[g])3], qu’il existe une suite ( f;,),en de fonctions de C qui approchent f au sens ou

B f — fulloo 4o = £7)'] =0

et telle que pour tout 7 € N, u[(f — [ £1)*] # 0. On se raméne ainsi 2 la situation précédente, ce qui permet d’ obtenir
que

Ent(f2, p)
C(p,v) = sup ———-—
a2 = 50 L]

avec B I’ensemble des fonctions bornées de C qui vérifient [ f In(f%/ul £21)] = 0. Le résultat annoncé en découle
par homogénéité. |

Nous disposons désormais de tous les ingrédients nécessaires a la

Démonstration de la proposition 6. Soit f € I3, on pose g = ®(f2) qui est une fonction a valeurs positives. Elle
ne peut étre nulle u-p.s. que si f I’est aussi, ce qui est impossible puisque [ f2] = 1. On peut donc considérer la
probabilité 1, définie par p, = (1 (gD~ 'g - w. L étape principale de la démonstration consiste 2 observer que

Ent(f2, 1) = plgl Var(f, jtg).
En effet, en intégrant I’égalité
g(f == fIn(f?) (1)

il apparait que ul[gl(pglf1—1) =0 d ol ug[ f1= 1. En multipliant alors I’équation (1) par f puis en intégrant par
rapport a 4, on obtient

Ent(f2, 1) = ulglig[£(f = 1]
= ulglue[(f — D?]
= pulg] Var(f, ug).

Cependant d’apres le théoréme 4, on a pour tout m € |M I:g M;’g [,

Var(f, jug) < 4B(ig, v, myv[(f)°]-

Or par définition de By (ug, v, m), il apparait que

x * ] 5
wlg1B4 (g, v,m) = sup / —dku[g]/Lg([x,+OO[) = sup / —d)»,u[(P(f )]l[x,+oo[]-

m§x<M;rg m m§x<M;rg,
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Ceci amene a s’intéresser a u[@ (f 2)]1[x,+oo[), par exemple pour x < M;[ donné. On utilise alors I’inégalité de Jensen
pour les fonctions concaves pour obtenir

N[(p(.fz)]l[x,-i-oo[] <o <M[.f2]l[x,+oo[]> < ¢( 1 )
w(lx, +o0D) — m(lx,+o0D) /= \p(lx, +ool)

ou I’on a tenu compte de I'inégalité u[ f 2]1[x,+oo[] <ulf 21 =1 et de la croissance de @ qui s’obtient facilement.
Par conséquence, on a montré que u[g]By (ug, v, m) < Dy(u, v, m), et comme on dispose d’une inégalité analogue
a gauche de m, il en découle que u[g]B(ug,v,m) < D(u, v, m), puis que Ent(fz, W) <4D(u, v, m)v[(f’)Q]. Le
résultat voulu s’en suit. U

4. Minoration de la constante de Sobolev logarithmique

Nous allons maintenant vérifier que sous la condition asymptotique donnée dans le théoréme 1 (que 1’on supposera
remplie en MIJ[), la borne obtenue dans la section précédente est atteinte, ce qui terminera la preuve de ce théoreme 1.

A nouveau I’argument sous-jacent va consister a se ramener au cas de la constante de Poincaré. Supposons u, v
et m fixés comme dans 1’énoncé du théoréme 1. On construit une nouvelle probabilité /i de la maniére suivante. On
commence par poser

~ . b
Vx>=m, [i([x,+ool) = (“([X’ +°°[)¢<p,([x, +OOD>> M

ce qui définit bien une mesure sur les boréliens de [m, +oo[, car 1’application

¥ :]0, 1]9ur—>u¢<l) )

u

est strictement croissante et continue. On prolonge par continuité cette fonction en 0 en posant ¥ (0) = 0. Pour
compléter la sous-probabilité obtenue sur ([m, +oo[, R N [m, +00[) en une probabilité i sur (R, R), soit a =
(1 — i ([m, +00[)) /(] — 0o, m[) et imposons que [ soit égal a au sur ]—o0, m[. On remarque déja que M: = MIJ[.
L’intérét principal de [t provient du

Lemme 8. Sous I’hypothése du théoréme 1 en M", on est assuré de

AL, v) =4B(iL,v,m) =4D(u, v, m).

Démonstration. De par la croissance de @, on a ¥ (1) > @ (1)u = 2u. Il en découle notamment que a < 1 puis que

B_(i,v,m) = sup/ ld)» ﬁ(]—oo,x])

x<m v

m
< supf ;dku(]—oo,x])
1 m 1 1
<z [ ot e om)
= %D_(u,v,m).

De maniere plus immédiate encore, on a

X
~ |
By(u, v, m):= sup / —dA ;L([x, +oo[) <Di(u,v,m)

x>mdJm V
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et du fait que par hypothese le suprémum est approché pour x tendant vers (M;[)_, on est assuré de 1’égalité
By (jt,v,m) = Dy(u, v, m). Puisque I’on a aussi D(u,v,m) = Dy(u,v,m) > D_(u,v,m), on en déduit que
B(it,v,m) = B_(@,v,m) vV By (i1, v,m) = D(u, v, m). De plus le suprémum apparaissant dans B({L, v, m) est no-
tamment approché en M}: —, ce qui nous place dans le contexte de la proposition 5, pour obtenir que A(t, v) =
4B, v, m). |

Pour prouver le théoréme 1, il reste a se convaincre que

AL, v) = C(u, v). )

Pour ceci nous aurons besoin du résultat technique suivant pour lequel on commence par remarquer que i est abso-
lument continu par rapport a . En effet, ceci provient de la formule de changement de variable dans 1’intégrale de
Stieltjes (voir par exemple la formule (92.1) de 1’ouvrage [3] de Dellacherie et Meyer) et la densité ¢ := dpi/du est
donnée explicitement par

a, six <m,

Vx G]M,:,M,J[[, (p(X) — lI/’(,u([x,—i—oo[)), six e [m,M;[[\D,

¥ (u(x,+00)) =¥ (u(x,+o0[)

(e sixeD,

ou D :={x € [m, Ml‘f[: w({x}) > 0} est le lieu des masses de Dirac incluses dans p restreint a [m, M;L[. On dispose
alors de I’estimée suivante.

Lemme 9. Pourtout0<e<1,0ona fexp((l —&)p)du < +o0.

Démonstration. On peut évidemment se contenter de considérer 1’intégrale ci-dessus sur [m, +o0o[ et le résultat
annoncé découlera de I’existence d’une constante universelle 0 < ¢ < 400 telle que pour tout x > m,

1 —
/[ ({1 =) dp < M(m([m, +oof) — i ([x, +00l)).

Par la formule de changement de variable dans I’intégrale de Stieltjes, il suffit pour cela de se convaincre que

VO<u<l, exp((1 — &)¥'(w)) < exp(c(l —&))u",
Yo<u<v<l, (v— u)exp((l —¢) lI/(vl)) : j(u)) < eXP(C(el —9) (v" —u®).

En effet, la premiere (respectivement la seconde) inégalité permet de dominer la partie diffuse (respectivement a saut)
de la mesure exp((1 — &)¢) du par celle de —exp(c(1 — €)) du®([x, +00[). On remarque qu’il suffirait de prouver la
seconde inégalité, la premiere s’en suivant en considérant “u et v infiniment proches.” Pourtant commencons par nous
intéresser a la premiere, car elle sera utile pour la seconde. Elle revient a trouver une constante ¢ finie telle que pour
tout 0 <u < 1, ¥/ (u) <In(1/u) + c. On calcule que

1
YOo<u<l1, ¥'(u)= ln(—> + R(u)
u
avec VO < u < 1, R(u) := ﬁln(%) — # On a clairement lim, .o, R(u) = 0 et un développement
d’ordre 2 en 1_ montre que lim,_.;_ R(u#) = 1/2. Par continuité de R sur ]O, 1[, on en conclut a la finitude de
¢ 1= Supy., <1 R(u). Traitons maintenant la seconde borne ci-dessus, en écrivant que pour tous 0 <u <v < 1,

exp((l — 8)%) = exp(% /‘v '(s) ds)

< exp((ll) —¢) fvc—ln(s) ds)
—u J,
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=exp((1 — &)c) exp(v i - /vln(ss_l)ds>

1 v
/ sl ds
—u),

_exp((l—e)c) e e
= SRAZ00 (r_

< exp((l — a)c) 5

ou I’on a tenu compte de I’inégalité précédente et de celle de Jensen pour I’application exponentielle. (]

La preuve de I'inégalité (3) sous I’hypotheése du théoréeme 1 en Ml‘f est maintenant assez simple.
Pour tout 0 < ¢ < 1 et toute fonction f mesurable et bornée sur R, on écrit que

(1= &) Var(f, 1) < (1 — e)u[pf?] <Ent(f2, w) + Kep[ 7]

avec K, := ln(f exp((1 — &)p)du) < +00. Pour m <y < M, notons F(y) 1’ensemble des fonctions bornées de C
qui sont nulles sur ]—oo, y], d’apres les preuves de la proposition 5 et du lemme 8, on sait que

-~ Var(f, [t)
AL v) = Mad VAell)
= S

Ainsi il apparait que pour tout 0 <& < lettoutm <y < M,

- nlf
1 —&)A(iL,v) < C(u,v) + K, .
(1—8e)A(x,v) < C(u,v) f:;lzy) 2]

“

Cependant les inégalités de Hardy présentées par Muckenhoupt [7] montrent que

ulf?] /H .
4 —dA , M
BT R SR

y<)c<M;r

expression qui tend vers 0 quand y s’approche de MIJ[ par valeurs inférieures, du moins sous 1’hypothese que
D(u,v,m) < +oo. Mais si D(u,v,m) =+00, (3) est une égalité qui découle directement du lemme 8, d’ailleurs
dans cette situation le théoréme 1 est valable sans condition de type asymptotique, comme on peut le voir a partir
des estimées de Bobkov et Gotze [2] ou de Barthe et Roberto [1] rappelées dans I’introduction. Pour la fin de cette
section, plagons-nous donc de plus sous la condition que D(u, v, m) < 400, qui implique, en passant a la limite dans
(4) quand y tend vers (le)_, que pour tout 0 < & < 1 on est assuré de (1 —&)A(j1, v) < C(u, v). Le résultat annoncé
s’obtient ensuite en faisant tendre ¢ vers 0.

5. Situation discrete

Elle correspond aux processus de vie et de mort sur Z. On se donne une probabilité [I sur Z et une mesure v sur
I’ensemble de ses arétes (non orientées) aux plus proches voisins. Si f est une fonction définie sur Z, sa “dérivée” f'
est construite sur I’ensemble de ses arétes par

vneZ, f'({n,n+1}):=fn+1)— fn).
Avec ces notations, on cherche a estimer

~ Ent(f2, 1)
Cc(u, = o
(i, v) fflezm L2
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Soit m € Z donné, on pose

— . 1 ~ 1 :
A5 M) = X< pam S5 g zn B (5 7p)> sin <m,

q<n

Vn e Z\ {m}, ! _ 1 ,
4t 5n M) = Lo pn S5 Lgzn FOP (5o 7)- sin>m,

puis 5(/7 D, m) := max(sup,, _,, dﬁy;’m(n), SUDP, = d;it_ﬁ,m (n)). On dispose alors de I’analogue discret du théoreme 1.

Proposition 10. Supposons, pour un m € Z donné, soit que le support de 1 n’est pas borné inférieurement et que

D(/L, v,m) = lim,_, _ oodﬁ ;m(n) soit que le support de |1 n’est pas borné supérieurement et que D(,u, v,m) =

lim,_ oo d¥~ (1) on a alors C(L,V) =4D(R, 7, m).

w,v,m

Ce résultat se déduit en fait directement du théoréme 1, en considérant p:= ), ., i(n)d, etv:=>y ,v({n,n+
1})A]n n+1[> OU Ay ny1[ €St la restriction de la mesure de Lebesgue a ]n, n + 1[. En effet, on vérifie sans difficulté que
C(j1,v) = C(u, v) et que pour tout m € Z, D(,u, v,m)=D(u,v,m).
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