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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Untersuchung der Homologie-
Eigenschaften gewisser fastkomplexer und komplexer Mannigfaltigkeiten.
Um die Betrachtung ganz im Rahmen der Theorie der Differential-Algebren
[3] [14] durchzufiihren, stellen wir nicht, die Eigenschaften vonVektor-
Transformationen, sondern solche von Differentialformen in den Mittelpunkt
unserer Betrachtung. Ein besonders kriftiges Hilfsmittel ist dabei der
Begriff der Filtration [14].

Den Uebergang von der fastkomplexen zur komplexen Struktur gewinnen
wir durch ein sehr leicht zu handhabendes Kriterium dafiir, dass eine
fastkomplexe Struktur integrierbar ist. Als Anwendung ergibt sich, dass
gewisse vom Verfasser ([8]§7, Fall BY¥) und A. Lichnerowicz [17] betrachtete
Strukturen mit der kihlerschen ( § 3,[8]) identisch sind.

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit wurde in einer Vervielfaltigung
des topologischen Kolloquiums Strasbourg [9] angekiindigt (die Behauptungen
auf Seite 13 dieser Publikation und der Note in C.R.232, 1951, p.1398-1400
sind nicht bewiesen). Den Mitgliedern dieses Kolloquiums danke ich fiir
viele anregende Diskussionen iiber das Thema dieser Arbeit.

§1. E-Algebren

1. Unter “Algebra”’ verstehen wir im Folgenden immer eine Algebra
von alternierenden Differentialformen iiber einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M** der Dimension 2»n, mit reellen oder komplexen Koeffizienten.
Wenn nichts anderes erwihnt ist, setzen wir zweimalige Differenzierbarkeit
voraus.

Bezeichnet 2 die Algebra, A? den Vektorraum der Formen f? vom Grade
D, so ist U die direkte Summe
1.1) W= W+ A+ ...+ A,

DErFINITION 1. U heisst E-Algebra, wenn es ein e € U* gibt, sodass
iiberall A”e = OV ist.

Die Mannigfaltigkeit heisst fastkomplex, wenn es auf ihr einen stetigen
Automorphismus C» von U! gibt, mit

(1.2) cCfr=—pA

1> A ist das Symbol der Grassmann-Multiplikation nach (2b).
2) C ist als Transformation von Formen kontragredient zu der sonst auf fastkomplexen
Mannigfaltigkeiten betrachteten Vektortransformation J mit JJ = — .
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([61,[77]). C definiert eine fastkomplexe Struktur ([6]) auf M**. Ch.Ehresmann

hat gezeigt ([6], No.8), dass eine Mannigfaltigkeit dann und nur dann
fastkomplex ist, wenn ihre Algebra eine E-Algebra ist.

Wir betrachten bis auf weiteres nur noch Algebren iiber dem Korper
der komplexen Zahlen. Eine fasthermitesche Struktur ([6], No.8) zu einer
gegebenen fastkomplexen wird durch eine hermitesche Form & definiert,
welche in folgendem Sinn mit e vertauschbar ist : Uber jeder Umgebung
von M2 lisst sich eine Basis' fiy, fij, ----,fi, Sy von A beziiglich Koef-
fizienten aus ° finden, sodass

n
e=1i> flaA i (i=a/—1)
k=1
und die hermitesche Form
k
(1.3) b = 2 S5
n=1

wird. Eine fasthermitesche Struktur existiert immer zu einer fastkomplexen.
Die Beziehungen zwischen E-Algebra, fastkomplexer Struktur und fasther-
mitescher Struktur sind nicht eindeutig. Da die hermitesche Form positiv
definit ist, kénnen wir durch sie eine Riemannsche Metrik auf M** definieren.
Fiir das Weitere setzen wir voraus, dass wir auf M?** eine fastkomplexe
Struktur und zu dieser eine fasthermitesche Struktur festlegen und uns
immer auf diese beziehen. Ebenso denken wir uns iiber jeder Umgebung
eine Basis von ! in der soeben beschriebenen Art festgelegt.
Eine solche Basis liefert uns lokal eine Formel fiir C.

n
fl= Z{G[k]f%k]'*‘ bmftlk]}
k=1
sei eine beliebige lineare Form mit Koeffizienten aus 2°, dann ist
(1. 4‘) Cﬁ = iz{ a_[lc]}[lk] - —b—[klf[lkJ}’
k=1

C lisst sich eindeutig erweitern zu einem Automorphismus von ? mit
(1.5) CCfr=(—1)s
durch folgende Vorschrift :

Eine Form f*™ heisse vom Typus h (beziiglich der gegebenen Basis),
wenn sie homogen vom Grade % in den Sy ist, wobei die Sy nur als
Parameter betrachtet werden. Jede Form f? besitzt iiber dem Definitionsbe-

reich der Basis eine eindeutige Zerlegung

(1.6) = éﬂ'[’”.
h=0
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Dann setzen wir
»
(1.7) = ,-pz( — 1,
=0

In der nichsten No.werden wir diese lokale Definition dadurch rechtfertigen,
dass wir zeigen, dass die so erweiterte Operation C global nur von der
fasthermiteschen Struktur abhingt. Wir bemerken hier noch, dass e eine
Eigenform von C ist

1.8) Ce=e,

und dass

(1.9) C(* N g9) = Cf* A\ Cgs,
(1.10) C(f* + g9 = Cf* + Cy.

2. Zujedér fasthermiteschen Struktur definieren wir einen Isomorphismus
* von U? auf 9A2-? der fiir reelle Formen bis auf einen Faktor 2*?-™ mit
dem Isomorphismus * von Hodge-de Rham beziiglich der Riemannschen Metrik
ds* = @ ¥ iibereinstimmt ([8] insbesondere (46); [107,[187, [19]). Beziiglich
der in No.1 eingefiihrten (lokalen) Basis von %! sei
S = 20 FopneasS g N <o ANl Nt Aev oo N
eine beliebige p-Form. Die adjungierte Form */? ist dann

o K1 - Kplt [Nk lghipb 1o Kb lgk 1 e Nk by 7
(2 1) *fp = 1.1.2 811 p+11 shpFl Kp+lgry-n in Fklw—.l,fllkr.;.ﬂ

Ao Ny Nl Novoo AN i
Die Eigenschaften der Adjungierten

(2 2) *(alfllJ + a, 2‘)) = El *ff -+ (Zﬂ:fg,
(2 3) sk fp = ( — 1)17’10,

2.4 72 nws? = FERRTE,

@5) F7 RS = FxL,

(F positiv definite hermitesche Form in den Koeffizienten von /) kann man
leicht an der Definition verifizieren (vgl.[18] p.8).

Nach P, Libermann (157 definieren wir eine zweite Adjungierte in der
E-Algebra, ohne Bezugnahme auf eine fasthermitesche Struktur: 2, sei der
Vektorraum der tangentialen p-Vektoren an M?* mit Koeffizienten aus 2O,
/o € Wp. e vermittelt einen Isomorphismus & von A, auf A? durch

D 4)
(2.6) W= St

3) Es handelt sich hier um die Riemannsche Metrik in hermitescher Schreibweise,
nicht um eine hermitesche Metrik.

4) _] ist das Symbol des inneren Produkts in [2b].
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Dann ist die Libermann-sche Adjungierte gegeben durch

n 5)

(2.7) s = a-i(p) 3 A

n .

Berechnen wir S in einer fest gewihlten Basis, so ergibt sich

n(n-1)
nn=1y
(2.8) ¥f=(—1) CSyr.
Da x und S global definiert sind, ist es nach (2.8) auch C.
Die Operation: alternierende Multiplikation mit e bezeichnen wir mit

L:

2.9) Lf = f? Ne,

und die dazu duale mit 4:

2. 10) Afr = ( —=1)Px LxfP,
Eine Form

%: kag—wc ’ Afg_% = 07
heisse von der Klasse k. Den Modul der p-Formen von der Klasse &
bezeichnen wir mit 2.

n(n-—1) + p(P+1) + &
p 2

Bl 1y T T mecp (p<w),

SATZ 1. *f£: m!

Dieser Satz wurde ausfiihrlich in [8] p.282-286 bewiesen. Der Beweis
ist dort fir komplex-analytische Strukturen formuliert, man iiberzeugt sich
aber leicht, dass er ohne jede }ina”emng fiir E-Algebren gilt. Statt S steht
in [8] @y.

Genau so wie in [8] loc.cit. folgt aus Satz 1 (oder unabhingig davon
nach [8] No.4.6)

(2.11) ALPfy = —k(n—p —k-+ 1) LF1f7,
und hieraus folgen wieder die Zerlegungssitze:

Sarz 2. Fitr p < n— 2 ist AL ein Isomorphismus von AP auf sich.
Satz 3. Fitr p < n ist U* die direkte Summe von U2 und LAP-2.

Diese beiden Sitze sind ausfiihrlich in [8] I'p.286 bewiesen. A® heisst
dort ®? und (2.11) ist (97).

Nach Satz 3 gilt eine Formel fiir alle Formen, wenn sie fiir alle Formen
der Klasse k, fiir jedes %k, gilt. Satz 1 ergibt fiir Formen der Klasse k:

(2.12) Cx = xC.
5 8f heisst f* in [I5]).
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Dies ergibt mit (1.8)

(2.13) CAd= AC,
und beide Formeln gelten fiir alle Formen.
Eine weitere Folge von Satz 1 ist

(2.14) *YL = Y21

n—p+k *
Nennen wir eine Form f:* € A?* von der Coklasse k, wenn fP* = AfP+%,0
LfP+%*.9 = (O, so haben wir auch

(2.15) WL = Ypyr-p+k |
Diese Aussage ist dquivalent mit [13]
L9 ~ % Y?
(2.16) Lr-r+19(0 = ¢,
Die Aussage von Satz 3
AP = AL+ U+ - + A, q= [g} p=n

hat nach (2.15) ihr Gegenstiick in
AP = YO 4 WP ... AN, g = [g] p=n.

Fir p< n—1 ist die Coklasse immer >0,d.h. keine Form vom Grade
D < n gehort zum Kern von L, wie sich schon aus Satz 2 ergibt. Umgekehrt
ist fiir » > #n die Klasse immer >0, fiir p» > ist also immer mit /2 == 0
auch 4f? %= 0.

Aus (2.13) folgt noch

(2.17) oA =
und, wegen (1.8)

A= (—=1PxLx = (—1)» CSLSC = SLS,
daher

Sa1z 4 (Libermann [157]). Die Klasse einer Form hingt nur von e ab,
nicht aber von der fasthermiteschen Struktur.

3. Wir definieren als skalares Produkt zweier Formen /? und ¢? gleichen
Grades :

(3.1) P(f?, g%) = % (f* N* g?)

P(f?, g?) ist eine skalare Funktion auf M** mit den Eigenschaften
3.2) P(f, g7) = Pg",f7)

(3.3) P(af’ + bg®, h?) = aP(f*, h*) + DP(g*, h¥)
(3.4) PP, f?) £ 0 fiir f2 0.

Sa1z 5. a) P(fM MM = 0 fier b+ k.
b) P(fh,f%) =0 fitr h = k.
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Zum Beweis setzen wir & > kvoraus. Dann enthilt f/*™ A s 2"y 4 b —
k > n Linearfaktoren f};, d. h. mindestens einen doppelt und das Schiefprodukt
ist Null. Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem

LEMMA. P(Lfy, g**?) = P(f?, AgP+?).

BEWEIS.  (J* A e) AkgPt?= fP A (k [xg?+2 A ).
Allgemeiner ist iiberhaupt
(3.5) Lf? Nxgi+t = f? Nk A gP+2,

Die Orthogonalitdtsrelation des Satzes 5b gibt nach Satz 4 eine Eigen-
schaft der E-Algebra, die des Satzes 5a gibt eine Eigenschaft der lokalen

Basis der ausgewihlten fasthermiteschen Struktur.
Das Skalarprodukt von de Rham [18] ist

3.6) 7,9 )= f « P(?, g).

a
§2. Symplektische Algebren

4. DerINITION 2. Eine E-Algebra heisst symplektisch, wenn de = 0.
Wenn nichts besonderes bemerkt ist, seien alle von jetzt an betrachteten
Algebren symplektisch.

SaTz 6. d%{{ [t S)I%+1 + SH%I}

k k
BEwEIs®. Ist /2= f3-% A (Ae), soist dff = dfy=* A (A e) sicher nicht
N—P+2k+1

von kleinerer Klasse als 2. Andererseits ist nach (2.16) f2-* A (A @)

= 0, also auch df* PR ’E“”"ﬁme) = 0, daher kann die Klasse der in df}-*
enthaltenen Formen nicht grésser als 1 sein.
5. Eine Form f%, sei von der Filterklasse k, wenn ihre Zerlegung nach
Satz 3 keine Formen von kleinerer Klasse als k enthilt:
(5.1) Fho= 21
h2k

Der Modul der p-Formen von der Filterklasse % sei UY,,. Dadurch haben
wir eine Filtration [14] von % definiert. Die Axiome der Filtration, [14]
p.12, sind leicht zu verifizieren: Aq, = 3%, ?Ifg,c)

A, ist eine additive Gruppe

U+ < Ay

g = W
Es gibt einen kanonischen Isomorphismus K von U, auf L, /AL ), mit der

6) Mein urspriinglicherer Beweis [9] p. 7-8 war sehr viel langer. Die Idee dieses Beweises
verdanke ich Herrn Q. Reeb.
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Multiplikationsregel (vgl.[14], p.12),
(5.2) Kf} o Kf'= K(ff Nf? (mod LS, ).

Daher reprisentiert die Zerlegung in Klassen nach Satz 3 die zur Filtration
gehérende bewertete Algebra ([14], §6)

(5.3) GU = > Nay/Ugsn.
k=0

Satz 6 bedeutet fiir die Filtration:
(5.4) AL, < A
d.h. die dussere Ableitung ist mit der Filtration vertriglich.

Die Filtration von % induziert eine Filtration der zugehorigen Cohomo-

logie-Algebra, der de Rham-schen Algebra
H=H+ ... + H»

mit

(5.5) 7 = {df? = 0}){f? = dfr-1}.

Eine Cohomologieklasse §?,, sei von der Filterklasse k., wenn k das
Maximum der Filtrierungen der in %, enthaltenen Formen ist (vgl.[14],
§8). &){k) sei der Modul der Cohomologieklassen vom Grade p und der
Filterklasse k.. Da die Filtration nach oben und unten beschrinkt ist (ihr
Minimum ist Null, ihr Maximum #), so gilt ([14], §10)

r/2]

(5.6) 97 = 2 D0/ Dhury -

k=0

Zur genaueren Bestimmung dieser Gruppen betrachten wir den durch L
in $2,/9?%,,, induzierten linearen Operator. Nach der in Definition 2 ent-
haltenen Voraussetzung ist L und d vertauschbar, L induziert somit einen
Homomorphismus von §%,/9% .., auf 42/ D4E,.

Satz 7. Der Kern von L in £, ist enthalten in den Homologieklassen,
welche eine geschlossene Form von der Klasse 0 enthalten, und in denen, auf
Mannigfaltigkeiten, auf welchen der Existenzsatz #iber harmonische Formen
gilt, die harmonische Form wvon der Filterklasse 0 ist und eine Form der
Klasse k enthdlt.

Dieser Satz ist eine direkte Konsequenz des Satzes 6, denn man iiberzeugt
sich leicht, dass Lf%, nur dann eine Ableitung sein kann, wenn f,, einer
Formf? mit Lf3 = dg4* cohomolog ist. Der zweite Teil des Satzes folgt
aus Satz 5b) und den Formeln von de Rham iiber skalare Produkte [18], p.
137. Fiir eine zu /2 cohomologe harmonische Form h%,, ! >0, wire namlich
z.B.

(W2, BEy) = (f}, By) + (dg®~", By) = O
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im Widerspruch zu (3.4). .

by sei der Rang von §*, b, der von $%,/9?%,, b, der Rang der in Satz
7 beschriebenen linearen Gruppe H, fiir alle 2. Dann' gilt:

SATZ 8. byix = bp -+ bp,o - b;,

BEMERKUNG. Die Sitze dieser < No. gelten fiir alle de-Rham-schen
Algebren, welche zu symplektischen Algebren gehdren. Im Folgenden
beschrinken wir und dagegen durchwegs auf Formen, welche ausserhalb einer
(titr jede Form wieder verschiedenen) kompakten Teilmenge von M?™ verschwin-
den, und die dazu gzhorigen Cohomologiegruppen.

6. Wir fithren vier weitere Differentialoperatoren ein, die alle von der
fasthermiteschen Struktur abhingen :

d = CdC,
8= — xd*,

6.1) §=C8C= —xdx,
A=dé+ 6d.

Die Formen f?, fir die Af® = 0, heissen harmonische Formen, OF sei der
Vektorraum der harmonischen p-Formen. Fiir offene oder geschlossene
Mannigfaltigkeiten ist [197]

©F >~ HP.
Wir setzen noch ©®) = @” | AL,
Aus Satz 6 folgt fiir die neu eingefiihrten Operatoren

A <AL 4 A,
(6.2) SUL = Bt 4 Yp-1

AL < WUR— + AR-L
Von diesen Formeln bedarf wegen (2.17) nur noch die zweite einer Begrin-
dung. Nach (2.14) ist

p (27—D+1 9 2n—-p+1 b._ O(2n— b—]) 2n—(p-1)
d*?[L < 52[rl.—p+k + anl—p:;;-n - )[n’—uf?—l)ﬂc—l + QIrz—(p—])+k

daher ist, wieder nach (2,14)
&AL = An-t 4 W1,
Die Bedeutung der iiberstrichnen Ableitungsoperatoren beruht darauf,
dass sie die Vertauschung von £ und 4 mit d und 8 zu berechnen gestatten :

(6.3) SL—L§= —d,

(6.4) dAd—Ad=3.

Diese beiden Formeln sind #quivalent, die eine geht aus der anderen
Transformation mit * hervor.

k!
= mmp i Al

-+ Io@+1)+k

-1 sei der Koeffizient, der in Satz
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1 auftritt. Nach Satz 6 und (2 17) setzen wir dCf% = f2*' + f2+l, Dann ergibt
sich

SLf= —*dx Lfi= ~Cpa2 k41 KR(LP-P1fo41 o Lo-P-1f03]
__Cp+1,ke1 C- 1fp.|.1 — Cpa2i+1 O-1 {:{
Cp+1,k Cp41,k+1

= —(k+1) Cf" +(n—p+ B)CALL.
L8fh= —Lxdxft = —cpuls (L*?f2¥1 4 L7 f23))

Cp,k 1 Cp.x
- — — > (- p+1 __'._('—1 P+1
fk k+1
Cp-1,k-1 Cp-1,k

, = —kCfe* +(m—p+k+1)Croil
So wird, wir behauptet
S§L—-L35= —CdC.
Nach Definition 2 ist natiirlich

(6.5) dL — Ld =0,

(6.6) 84— A48=0.

(6.5) wurde implizite schon beim Beweis von Satz 7 benutzt.
(6.3) ——(6.6) zusammen ergeben

(6.7) AL — LA = —(dd + dd),

(6.8) A — AA = 88 + 88 = (— 1)*' % (dd + dd) *.

Wir merken noch an ([187,[8]), dass A*x = x A, d.h. mit f? ist %f? eine
harmonische Form.

7. Auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit sei B der kanonische
Isomorphismus von $? auf:@®? der jeder Cohomologieklasse die in ihr
enthaltene (eindeutig bestimmte) harmonische Differentialform zuordnet.
B! x B ist eine eineindeutige Abbildung von £? auf $*-?. Nach dem “ersten
Theorem von de Rhawm” wird durch die Poincaré’sche Dualitit D jeder
Cohomologieklasse aus ™7 eine Homologieklasse %, der Dimension 2
zugeordnet ([19], [20] p.216). Die Abbildung T = DB-'xB ist eine
eineindeutige Abbildung von £? auf die p-te Homologiegruppe 9. Fiir eine
nicht verschwindende Cohomologieklasse )? ist der Wert von §? auf TP
stets positiv :

@.1) wr) = [ By = f By A% BYY = (BY, BY?) >0,
pr
Wir definieren, fiir p <#, einen Automorphismus von H?/H, durch R”
= B-! x BL"? Die Folge
LRy .
0> $? [Hy~> §*/Hpy> O
ist exakt, denn nach (2.16) ist L*-? eine eineindeutige Abbildung von A* auf
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S Wzr-r, Wenn LP-2f? = dfm-r-1 = JIr-PfP-1(vgl, (2.14)) eine abgeleitete Form
ist, so ist auch f? = df?-! nullhomolog, die Behauptung ergibt sich nun
durch Uebergang zu den Cohomologiegruppen und Zusammensetzung mit
B-!' % B. ‘

R? ist eine antilincare Abbildung ([2a] p.120) mit

RY(ah?) = aR,h?.

Ist G der Automorphismus von §?, der darin besteht, dass man alle
Koeffizienten durch ihre komplex konjugierten Werte ersetzt, so gehort zu
R? kanonisch eine lineare Abbildung R, mit ([2a], p.121)
(7.2) R* = GR;.
Der Rang von R, ist gleich der Dimension von £*/H,, d.h. gleich b — b;‘.

SaTz 9. Der Rang von R's.. ist gerade, by.1 — bjy,,=0 (mod 2).

Wir beweisen Satz in der folgenden Form:

SATZ .  R'sxs1 hat keinen reellen Eigenwert.
Dieser Satz folgt aus dem

SATZ 9”. R4 hat keinen Eigenwert.

Nach diesem Satz existiert keine komplexe Zahl @, sodass die Gleichung
(7. 3) Ry 1?41 = agf+?
eine Losung besitzt. Ein reeller Eigenwert von R’*+1 wire aber nach (7.2)
ein Eigenwert von R**+,

BEwEIS DES SATzEs 9”. Bei den Cohomologieklassen und bei R lassen
wir der Einfachheit halber den Dimensionsindex 2%k 4 1 weg. Nach (2.4) ist

RYyY (Th) = f*BL""’I) A*xBhy = — | BL"?) A\ B}
(7 4) M M
B f L*Bf = — [ L7 By ABf =0,
D*h M

denn das dussere Quadrat einer alternierenden Form von ungeradem Grad
ist stets Null, ferner sind BZL"? §) und L"-?BY cohomologe Formen, d.h.
fiir enen beliebigen Zyklus 2s,-p ist

(7.5) LP%Y(2n_p) = f BL?§ = fL"*PBb.
Zan—-p Zon—-p

Wenn es ein ¢ und % gibe, mit R = af), so wire nach (7.4) af(Th) = 0 im
Widerspruch zu (7.1) (es wire a = 0, da der Kern von R O ist).

§ 3. Kahlersche Algebren
8. DernnTIoN. Eine symplektische Algebra heisst kdhlersch, wenn fiir
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alle Formen dd + dd = 0.
. (6.7) und (6.8) ergeben

Satz 10. In eincr Kdhlerschen Algebra sind mit f* auch LfP uni Af*
harmonische Formen.

Jetzt konnen wir die Uberlegungen von [8] p. 286 auf harmonische
Formen anwenden und erhalten den

Sarz 11. a) @ = L*@5%*,

b) AL ist ein Automorphismus von ®F (p <n — 2).

c) H? ist die direkte Summe von HY) und LH?-* (p < n).
4) bpsz = bpeso + by = by

Auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten mit kidhlerscher Algebra wird
das Verhiltnis von Klasse und Filterklasse besonders einfach, sodass der
Begriff der Klasse den der Filterklasse vollstindig ersetzen kann.

Sarz 12. In einer kihlerschen Algebra iiber einer geschlossenen Mannigfaltig-
keit induziert der kanonische Isomorphismus B einen Isomorphismus %,/ %, .,

»
>~

Wir wollen beweisen : Jede Klasse aus $%,,/9% ., enthilt eine Cohomo-
logieklasse 1%, mit BYp, = f2. Nach den Sitzen 7 und 10a geniigt es, zum

Beweis 90,/9%, zu betrachten. Die Cohomologieklasse §) € H%,, § € 9%,
enthalte die harmonische Form

BY= fL+ 10+ e+l 10,

Sf2ist nach Satz 5 und (3.6) orthogonal auf allen Formen der Filterklasse
>1, daher ist B-'f3 € 9%, , B-ft € H%,. Denn wire 2= f%, — df*~}, so
folgt (vgl.[181, (3)fiir k=1 (f8,/2) = (fhy f3) + (@f*7, fE) = (f*7%, §%) =0
entgegen (2.5). Es ist auch offenbar 1) = B-'f? (mod «9%’1))-

9. Wir zeigen jetzt, dass diejenigen reell-analytischen Mannigfaltigkei-
ten, die eine kihlersche Algebra tragen konnen, die komplex-analytischen
Mannigfaltigkeiten mit Fkihlerscher Metrik [8] sind. Dadurch wird die
Definition 3 gerechtfertigt.

Eine Mannigfaltigkeit heisst komplex-analytisch, wenn sie eine Uber-
deckung besitzt, von der jede Umgebung dem komplexen kartesischen Raum
R™ homéomorph ist, sodass im Durchschnitt je zweier Umgebungen der
Ubergang von den einen komplexen Koordinaten zu den anderen durch eine
komplex-analytische Transformation gegeben ist. Die Gesamtheit aller
Koordinatensysteme auf der Mannigfaltigkeit, die nach dieser Definition
zulissig,sind, heisst die komplexe Struktur der Mannigfaltigkeit. ([8] 1).

Die komplex-analytischen Mannigfaltigkeiten mit kihlerscher Metrik
sind komplex-analytische Mannigfaltigkeiten, die eine symplektische Algebra
tragen. Unsere Behauptung folgt daher aus dem
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SaTz 13, Jede E-Algebra auf einer reell-analytischen Mannigfaltigkeit, in
der eine fasthermitesche Struktur ausgewdihlt werden kann, sodass dd + dd

= 0, bestimmt emdeutzg eine komplexe Struktur,

Fir eine Basis dx', , dx** von ! iiber einer Umgebung mit den
reellen Koordinaten %!, . x-” sei der Tensor aj die Restriktion von C auf

A, Setzt man

. oa} oa;

R - I P i i

a’ ox' oxt’ tu - 2(%#%” —a, zaﬁ),
»

so besagt ein Satz von Eckmann und Frolicher [5] dass auf einer reell-
analytischen Mannigfaltigkeit @) dann und nur dann eine komplexe Struktur
bestimmt, wenn der Tensor t., verschwindet, Wenn sie existiert, ist die
komplexe Struktur eindeutig definiert.

Fiir eine reelle Funktion f ist Cf =f, es ist also (dd + dd)f = 0, wenn
dCdf = —CdCdf, Die Ausrechnung ergibt

o*f oa., of ]
dCdf~akai dax’ N\ dx® + ﬁatdx’/\dx
cacdf = —af oL awn av + a2 2aw p .

Wir wihlen jetzt das Koordinatensystem speziell so, dass in einem Punkt
= O wobel dx?*+* = —dx* gesetzt wird. Dann ergibt sich als Bedingung

n+kr
fur (dCd + CdCa)f = 0 bei beliebigem f:
. a;.cl = _'ariz-n-kn.x-l,
und dies in 2}, eingesetzt ergibt #i, = 0. Da ¢, nach [5] ein Tensor ist, gilt
dies allgemein und die Bedingung von Eckmann und Frolicher ist erfullt™®.
Umgekehrt gilt did+dd =0 in jeder Differentialalgebra iiber einer
komplexen Mannigfaltigkeit: Eine Basis von %' kann dann immer in der

Gestalt dz!, .. ..,dz",dz',, ----dz* gefunden werden, wo die z' komplexe
Funktionen auf der Mannigfaltigkeit sind. Der Typus einer Form (No.1)
ist dann eine Invariante der komplexen Struktur und hingt nicht von der
Auswahl der Basis ab ([8] p.272). f"+¢ sei eine 7» + g-Form von Typus ¢

S = Epicl.uk,, ndqg @2y N - oo N dxk,. A dEII Neees /\leq

dann wird

7> Natiirlich koénnten wir iiberall statt des Kriterium von Eckmann-Frélicher das von de
Rhiam-Ehresmann ((16]p. 743) verwenden.

8) Wir haben eigentlich folgendes bewiesen: Wenn dd 4+ dd = O fir alle O-Iyrmen, so
ist dd +dd = O fiir alle Formen und tee = 0. Nach einer brieflichen Mitteilung von

Herrn W. V. D. Hodge geniigt es, dd -+ dd = O fiir alle Formen einer beliebigen Dimension
zu fordern.
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ddfr = 24 — 1)7%2%;‘2 dzg Ndz N dzig A-- - A dzu,
14 k .

- : 2 _ —
ddfme = 2i( — 1)+ E%Lagdzl Ndzs Ndzg, N....\ dzyg,
% OR1

d.h. dd + dd = 0. Diese Bedingung ist also auch notwendig fiir die Existenz
einer komplexen Struktur : .

SATz 13. dd + dd = 0 ist dem Kriterium von Eckmann wund Frolicher
dquivalent.

10. Eine Anwendung unseres Kriteriums ist:

Satz 14, Wenn es auf einer Mannigfaltigkeit M?>*" mut symplektischer
Algebra eine Riemannsche Metrik gibt, in der alle Koeffizienten von e versch-
windende Covariante Ableitungen haben, so ist die Algebra kihlersch.

Diser Satz bedeutet, dassz. B. diein[8]§7 (Fall B3), [17]betrachteten
Strukturen kihlersch sind. '

Der in [871§ 7 verwendete Operator A is bis auf einen Faktor 1/4 mit dem
in (6.7) auftretenden identisch ([8] p.269). Wenn die Voraussetzung von
Satz 14 erfiillt ist, so gilt ((8] p.294) AL — LA = 0, also nach (6.7) dd +
dd = 0.

11. Die in [8] fiir kihlersche Algebren auf komplex-analytischen
Mannigfaltigkeiten bewiesenen Sitze, soweit sie iiber die Aussagen iiber
symplektische Algebren hinausgehen, beruhen alle auf folgendem Satz von
E. Kdéhler :

Auf einer Mannigfaltigkeit mit komplex-analytischer Struktur sei

ds? = Egif dgidzk
eine kihlersche Metrik {87 p.263 zu
e = izgzz dZ,; A dgk, de = 0.

Dann gibt es lokal eine Funktion U(zy, ----, 2g, 21, ----, 2,) sodass
e BU
T oz, 0z,

Die Voraussetzung der Analytizitidt ist hierbei iiberfliissig. Wir setzen
also voraus, dass unsere Mannigfaltigkeit eine Uberdeckung besitzt, von
der jede Umgebung dem komplexen kartesichen Raum R™ homéomorph
ist, sodass im Durchschnitt je zweier Umgebungen der Ubergang von den -

einen komplexen Koordinaten z,, -.--,2s, 21, -+ ++, 2,zu den anderen 2z, .. ..,
2,2, ----2, durch dreimal differenzierbare Transformationen
2= fz1, -+ -+, 2a) (t=1,..-.,m)

.gegeben ist, und dass die Mannigfaltigkeit mindestens dreimal stetig
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differenzierbar sei,

Wegen de= 0 ist lokal (vgl.No.1) e = d(ff® + f1U) Es ist dann df'o
=, df = f1, also d(f'" + f¥) = O, daher ist lokal f10 + [l = gf",
e=ddf, d. h, gi = 3%/°/32,9z, W.z.b.w.

Insbesondere sind alle Aussagen, die sich auf die spezielle Gestalt des
Kriimmungstensors einer kihlerschen Metrik beziehen ([8] p.264, [1]) von
der Voraussetzung der Analytizitit unabhingig. Z.B. ist AC = CA ([8] §3)
und fiir Satz 9 kann R durch C ersetzt werden, Dies ist wesentlich fiir das
Theorem 4 von [117,

§ 4. Homologietheorie

12. Zum Abschluss iibertragen wir die Sitze von Eckmann [4] iiber
kédhlersche Mannigfaltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten mit symplektischer
Algebra. Da der Beweis von [4] hierfiir etwas abgeindert werden muss,
beweisen wir die Sitze ausfiihrlich,

$p» sei die p-te Homologiegruppe von M?* beziiglich komplexer Ko-
effizienten, M der Grundzyklus von M?*", Eine Cohomologieklasse [}, der:
Filterklasse & reprasentieren wir immer durch eine geschlossene Form f(07,):
aus %, von maximaler Filterklasse, (| sei das Cap-Produkt eines Cozyklus.
mit einem Zyklus, | des Cup-Produkt zweier Cozyklen, & der Durchschnitt
zweier Zyklen, Der Dualititsoperator D, Df? = f» | M € 9.n_» bewirkt einen
Isomorphismus von §? auf ,,_, (vgl. No.7), wir setzen De = Z € Duu—s. Z
heisse die ausgezeichnete Homologieklasse von M?**, die Schnitte von Z mit
sich bezeichnen wir durch Indizes in eckigen Klammern :

Zny=2 = De € szn—-z

Zn=Z®Z  =DANeE Dy
3

Zs=ZQR ZQ Z=DANe€E Dms

Eine Homologieklasse z,ux) € £, heisse von der Filterklasse 2, wenn sie als:
Dyi-2 . dargestellt werden kann (d.h. als DxRp},). Wir sagen, ein Zyklus.
liege auf Zy;, wenn er dem Schnitt eines Zyklus mit Zz homolog ist.

Satz 15, Jeder p-Zyklus von M** ist einem Zyklus auf Zn-p homolog; ist
er von der Filterklasse k, so ist er sogar einem Zyklus auf Zyu_,-xy homolog.

BeEwels. Es ist
§ oy, | PTDFE
Zyay= DIy = (5™ U A )N M

n—-p+k
=N (AN eN M= ™ N Zn-pen
= DfIy® Q Z n-psn -

V2™ sei eine geschlossene symplektische Untermannigfaltigkeit von M?",
V ihr Grundzyklus, und 7 die identische Abbildung von V*” in M*"*, Dann
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istf’}”\(i*e)*o, d.h,

v

SaTz 16, Eine geschlossene symplektische Untermannigfaltigkeit V*™ einer
symplektischen Mannigf altigkeit M** ist nicht homolog Null in M*",
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