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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Untersuchung der Homologie-
Eigenschaften gewisser fastkomplexer und komplexer Mannigfaltigkeiten.
Um die Betrachtung ganz im Rahmen der Theorie der Differential-Algώr en
[3] [14] durchzufiihren, stellen wir nicht, die Eigenschaften vonVektor-
Transf ormationen, sondern solche von Differentialformen in den Mittelpunkt
unserer Betrachtung. Ein besonders kraftiges Hilfsmittel ist dabei der
Begriff der Filtration [14].

Den Uebergang von der f astkomplexen zur komplexen Struktur gewinnen
wir durch ein sehr leicht zu handhabendes Kriterium dafϋr, dass eine
fastkomplexe Struktur integrierbar ist. Als Anwendung ergibt sich, dass
gewisse vom Verfasser ([8] § 7, Fall B%.) und A. Lichnerowicz [17] betrachtete
Strukturen mit der kahlerschen ( §3, [8]) identisch sind.

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit wurde in einer Vervielfaltigung
des topologischen Kolloquiums Strasbourg [9] angekϋndigt (die Behauptungen
auf Seite 13 dieser Publikation und der Note in C. R. 232, 1951, p. 1398-1400
sind nicht bewiesen). Den Mitgliedern dieses Kolloquiums danke ich fur
viele anregende Diskussionen ϋber das Thema dieser Arbeit.

§ 1. iJ-Algebren

1. Unter "Algebra" verstehen wir im Folgenden immer eine Algebra
von alternierenden Differentialformen iiber einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit Mm der Dimension 2n, mit reellen oder komplexen Koeffizϊenten.
Wenn nichts anderes erwahnt ist, setzen wir zweimalige Differenzierbarkeit
voraus.

Bezeichnet 21 die Algebra, 2IP den Vektorraum der Formen f* vom Grade
p, so ist 21 die direkte Summe
(1.1) 21 = 21° + 2Ϊ1 + -. + 2ίaw.

DEFINITION 1. 21 heisst E-Algebra, wenn es ein e € 2P gibt, sodass
ϋberall ί\ne Φ Ox) ist.

Die Mannigfaltigkeit heisst fastkomplex, wenn es auf ihr einen stetigen
Automorphismus C2) von 2Ϊ1 gibt, mit

(1.2)

1) Λ ist das Symbol der Grassmann-Multiplikation nach [2b].
2) C ist als Transformation von Formen kontragredient zu der sonst auf fastkomplexen

Mannigfaltigkeiten betrachteten Vektortransformation <7 mit / / = — 1.
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(C6], [7]). C definiert eine fastkomplexe Struktur ([6]) auf M2n. Ch. Ehresmann

hat gezeigt (£61 No. 8), dass eine Mannigfaltigkeit dann und nur dann

fastkomplex ist, wenn ihre Algebra eine E-Algebra ist.
Wir betrachten bis auf weiteres nur noch Algebren ϋber dem Korper

der komplexen Zahlen. Eine fasthermitesche Struktur (C6j, No. 8) zu einer
gegebenen fastkomplexen wird durch eine hermitesche Form Φ definiert,
welche in folgendem Sinn mit e vertauschbar ist : Uber jeder Umgebung

von M'zn lasst sich eine Basis' /ίy, f^, ,/J,], /J,] von 211 bezίiglich Koef-
fizienten aus W finden, sodass

e = * 2 /
und die hermitesche Form

α 3) Φ=

wird. Eine fasthermitesche Struktur existiert immer zu einer fastkomplexen.
Die Beziehungen zwischen ^-Algebra, fastkomplexer Struktur und fasther-
mitescher Struktur sind nicht eindeutig. Da die hermitesche Form positiv
definit ist, kδnnen wir durch sie eine Riemannsche Metrik auf Mιn definieren.
Fίir das Weitere setzen wir voraus, dass wir auf M2n eine fastkomplexe
Struktur und zu dieser eine fasthermitesche Struktur festlegen und uns
immer auf diese beziehen. Ebenso denken wir uns ϋber jeder Umgebung
eine Basis von Sί1 in der soeben beschriebenen Art festgelegt.

Eine solche Basis liefert uns lokal eine Formel fίir C.

sei eine beliebige lineare Form mit Koeffizienten aus 31°, dann ist

C lasst sich eindeutig erweitern zu einem Automorphismus von %p mit

(1.5) CCf*>=; (-ϊff*

durch folgende Vorschrift:

Eine Form fPM heisse vom Typus h (bezαglich der gegebenen Basis),

wenn sie homogen vom Grade h in den Pm ist, wobei die f}kΊ nur als

Parameter betrachtet werden. Jede Form f9 besitzt ΐiber dem Definitionsbe-

reich der Basis eine eindeutige Zerlegung

(1.6) /* =
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Dann setzen wir
P

(1.7) Cf"=i"'Σ(-lffI''w.

In der nachsten No. werden wir diese lokale Definition dadurch rechtfertigen,
dass wir zeigen, dass die so erweiterte Operation C global nur von der
fasthermiteschen Strυktur abhangt. Wir bemerken hier noch, dass e eine
Eigenf orm von C ist

(1.8) Ce=e,

und dass

(1.9) CCΛΛflf«)= Cfp NCg\

(1.10) C(Λ + 0q) = C/* + Cg\

2. Zu jeder fasthermiteschen Struktur definieren wir einen Isomorphismus
* von %p auf ψn~p der fur reelle Formen bis auf einen Faktor 22(2>"M) mit
dem Isomorphismus * von Hodge-de Rham beziiglich der Riemannschen Metrik
dsz = Φ 3> ίibereinstimmt ([8] insbesondere (46) [lO], [18], [19]). BezLiglich
der in No. 1 eingefiihrten (lokalen) Basis von 211 sei

fP — 2 ^A l»Ar2i-»ϊs/[Jfci] Λ - Λ/[fcr] /\f[li] A- — /\f i

eine beliebige /)-Form. Die adjungierte Form */β ist dann

Die Eigenschaften
(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

der Adjungierten

*{ajl + a/i) =
**/» =

J x /\ "•¥•/ 2 •—•

β"2 */ ϊ ,

F*l.

(F positiv definite hermitesche Form in den Koeffizienten von /p) kann man
leicht an der Definition verifizieren (vgl.[18] p. 8).

Nach P.Libermann [15] definieren wir eine zweite Adjungierte in der
£-Algebra, ohne Bezugnahme auf eine fasthermitesche Struktur: 31̂  sei der
Vektorraum der tangentialen p-Vektoren an Mλn mit Koeffizienten aus 91°,
fp € 9li>. e vermittelt einen Isomorphismus a von 91̂  auf %p durch

P 4)

(2.6) αΛ ^

3) Es handelt sich hier um die Riemannsche Metrik in hermitescher Schreibweise,
nicht um eine hermitesche Metrik.

4j> J ist das Symbol des inneren Produkts in [2b].
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Dann ist die Liberwann-sche Adjungierte gegeben durch

n 5)

(2.7) Sf* = crHp) J — -

Berechnen wir S in einer fest gewahlten Basis, so ergibt sich

(2.8) *f*=(-l)2 CSP.

Da * und S global deίiniert sind, ist es nach (2.8) auch C.

Die Operation: alternierende Multiplikation mit e bezeichnen wir mit

L.

(2.9) Lf^p A e,

und die dazu duale mit A:

(2.10) Λp = ( - iy * L *p.

Eine Form

heisse von der Klasse k. Den Modul der />-Formen von der Klasse
bezeichnen wir mit ?1|.

SATZ 1. * /» = -(w _ y + ^ - ( - 1) 2 Z«-̂ C/g (P < w).

Dieser Satz wurde ausfϋhrlich in [82 p. 282-286 bewiesen. Der Beweis
ist dort fur komplex-analytiεche Strukturen formuliert, man uberzeugt sich
aber leicht, dass er ohne jede Άnderung fur E-Algebren gilt. Statt f^ steht

in [8] ωτc
Genau so wie in [8] loc. cit. folgt aus Satz 1 (oder unabhangig davon

nach [8] No. 4.6)

(2.11)

und hieraus folgen wieder die Zerlegungssatze :

SATZ 2. Fur p < n — 2 ist ΛL ein Isomorphismus von 3lp auf sich.

SATZ 3. Fur p < n ist 2ίp die direkte Summe von 5ίJ und LW~2.

Diese beiden Satze sind ausfuhrlich in [8] [p. 286 bewiesen. W heisst
dort Φ p und (2.11) ist (97).

Nach Satz 3 gilt eine Formel fiir alle Formen, wenn sie fur alle Formen

der Klasse k, fur jedes k, gilt. Satz 1 ergibt fur Formen der Klasse k:

(2.12) C* = * C .

T> Sf heisst /P* in {Ί5).
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Dies ergibt mit (1.8)

(2.13) CΛ^ΛC,

und beide Formeln gelten fur alle Formen.
Eine weitere Folge von Satz 1 ist

(2.14) *»£=«.*

Nennen wir eine Form fi>>k 6 9lp»* von der Coklasse k, wenn :/*•*=
Lfp+2k>ΰ =t O, so haben wir auch

(2.15) 31* = 3I^»-*+* .

Diese Aυssage ist aouivalent mit

( 2 1 6 ) £

Die Aυssage von Satz 3

» * = * 3i? + si? + ..-.

hat nach (2.15) ihr Gegenstuck in

%p = ap, + Sl^1 + .... + 2P^, q = Γ ̂ - 1 /> > w.

Fίir p S: n — 1 ist die Coklasse immer > 0, d. h. keine Form vom Grade
p < n gehδrt zum Kern von L, wie sich schon aus Satz 2 ergibt. Umgekehrt
ist fur p > n die Klasse immer > 0, fίir p > n ist also immer mit fp =t= 0
auch Λp Φ 0.

Aus (2.13) folgt noch

(2.17) C91J = 51̂

und, wegen (1.8)

Λ = ( - 1)»*L* - ( - I)11 CSLSC = SLS,
daher

SATZ 4 (Libermann L15H). Die Klasse einer Form hάngt nur von e ab,
nicht aber von der fasthermiteschen Struktur.

3. Wir definieren als skalares Produkt zweier Formen/^ und gp gleichen
Grades:

(3.1) P(fp, gp) - * ψ Λ * gp)

P(P,gp) ist eine skalare Funktion aυf Mιn mit den Eigenschaften

(3.2) P(/ί\gp)^^(gv7fτ)

(3.3) P(ap + bgp, hp) - a~P(fp, hp) + ~bP(gp, h>)

(3.4) PψJΏ) =*= 0 fur fp * 0.

SATZ 5. a) WJp ™
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Zum Beweis setzen wir h > k voraus. Dann e n t h a l t / * ^ Λ */*»tJt] Λ -f ft —
k >n Linearfaktoren/^,d.h. mindestens einen doppelt und das Schiefprodukt
ist Null. Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem

LEMMA. P(LfP, gp+2) = P(/*, Λg»+%

BEWEIS. (fp Λ e) Λ * ^ + 2 =* f* Λ * (* O # p + 2 Λ 0]).

Allgemeiner ist ϋberhaupt

(3.5) Lf* Λ * gp+2 = /* Λ * Λ gp+2.

Die Orthogonalitatsrelation des Satzes 5b gibt nach Satz 4 eine Eigen-
schaft der E-Algebra, die des Satzes 5a gibt eine Eigenschaft der lokalen
Basis der ausgewahlten fasthermiteschen Struktur.

Das Skalarprodukt von de Rham [18] ist

(3.6) (fp,g )=,
M

§ 2. Symplekt isehe Algebren

4. DEFINITION 2. Eine E-Algebra heisst symplektίsch, wenn cfe = 0.
Wenn nichts besonderes bemerkt ist, seien alle von jetzt an betrachteten

Algebren symplektisch.

SATZ 6. d3tj c StJ+1 + ̂ Kϊ

BEWEIS6>. Ist ff. = fl~21c Λ (Λ e), so ist d/f! = df^~2k Λ (Λ e) sicher nicht

von kleinerer Klasse als k. Andererseits ist nach (2.16) fp~21c Λ ( Λ e)

= O, also auch dPQ~2Ίc Λ ( Λ e)-O, daher kann die Klasse der in dfp~2k

enthaltenen Formen nicht grosser als 1 sein.

5. Eine Form fp

k) sei von der Filterklasse k, wenn ihre Zerlegung nach

Satz 3 keine Formen von kleinerer Klasse als k enthalt:

Der Modul der ^-Formen von der Filterklasse k sei 5t[fc). Dadurch haben

wir eine Filtration [14Γ\ von 51 definiert. Die Axiome der Filtration, H14]

p. 12, sind leicht zu verifizieren : Sl(Λ) = Σpi0 ?̂*o

5ί(fc) ist eine additive Gruppe

5ί(0) - 9ί

Es gibt einen kanonischen Isomorphismus K von 3l*?fc) «&/ 3i^}/5l^+1), mit der

6) Mein ursprunglicherer Beweis [9] p. 7-8 war sehr viel langer. Die Idee dieses Beweises
verdanke ich Herrn G.Reeb.
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Multiplikationsregel (vgl. [14], p. 12),

(5.2) Kfl c Kβ - K(J» Λ/? (mod ?ίf^+1) )).

Daher reprasentiert die Zerlegung in Klassen nach Satz 3 die zur Filtration
gehόrende bewertete Algebra ([14], § 6)

n

(5.3) G2t = Σ^W^W)-
* = o

Satz 6 bedeutet fur die Filtration:

(5.4) d S l ^ c ^ y

d. h. die aussere Ableitung ist mit der Filtration vertraglich.
Die Filtration von 91 induziert eine Filtration der zugehδrigen Cohomo-

logie-Algebra, der de Rham-schen Algebra

ξ> - ξ>° + + ξ)m

mit

(5. 5) ©»

Eine Cohomologieklasse ΐtfk) sei von der B'ilterklasse k, wenn ^ das

Maximum der Filtrierungen der in ψ{1c) enthaltenen Formen ist (vgl. [14],

§ 8) $ffc) s e i der Modul der Cohomologieklassen vom Grade p und der

Filterklasse k. Da die Filtration nach oben und υnten beschrankt ist (ihr

Minimum ist Null, ihr Maximum n), so gilt ([14], § 10)
LP/2]

(5-6) ©"=»

Zur genaueren Bestimmung dieser Gruppen betrachten wir den durch L

in ©f̂ /φfjfc+i) induzierten linearen Operator. Nach der in Definition 2 ent-

haltenen Voraussetzung ist L und ί/ vertauschbar, £ induziert somit einen

Homomorphismus von £>?fe)/£ffc+i) auf © f ^ V ^ + V

SATZ 7. Der Kern von L in £)ffc) ist enthalten in den Homologieklassen,
welche eine geschlossene Form von der Klasse 0 enthalten, und in denen, auf
Mannigfaltigkeiten, auf welchen der Existenzsatz iiber harmonische Formen
gilt, die harmonische Form von der Filterklasse 0 ist und eine Form der
Klasse k enthάlt.

Dieser Satz ist eine direkte Kόnsequenz des Satzes 6, denn man iiberzeugt

sich leicht, dass Lfp

(1c) nur dann eine Ableitung sein kann, wenn fp

(]c) einer

Form/J mit Lf\ = dgf*1 cohomolog ist. Der zweite Teil des Satzes folgt

aus Satz 5b) und den Formeln von de Rham tiber skalare Produkte [18], p.

137. Fur eine zu /g cohomologe harmonische Form ΛJ0, / > 0, ware namlich

z.B.
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im Widerspruch zu (3.4).

bP sei der Rang von &p, bPi0 der von ©f0)/©fi), K der Rang der in Satz

7 beschriebenen linearen Gruppe H*fύr alle k. Dann gilt:

SATZ 8. bP+2 -bp-ϊ bPi0 — £*.

BEMERKUNG. Die Satze dieser No. gel ten fur alle de-Rham-schen
Algebren, welche zu symplektischen Algebren gehδren. Im Folgβnden
beschrάnken ivir und dagegen durchwegs auf Formen, welche ausserhalb einer
(fiir jede Form wieder verschiedenen) kompakten Teilmenge von Mm verschwin
den, und die dazu gzhδrigzn Cohomologiegruppen.

6. Wir f αhren vier weitere Differentialoperatoren ein, die alle von del
f asthermiteschen Struktur abhangen :

d = CdC,

(6.1) δ = CSC-= -*dx,

Die Formen p, fur die Δf = 0, heissen harmonische Formen. Θp sei der
Vektorraum der harmonischen />-Formen. Fur offene oder geschlossene
Mannigfaltigkeiten ist

Wir setzen noch Θ£ = Θp Π 31?.

Aus Satz 6 folgt fiir die neu eingefdhrten Operatoren

(6.2) δϊlj c= Sϊξ-1 + 3Ijgzϊ,

Von diesen Formeln bedarf wegen (2.17) nur noch die zweite einer Begr^n-
dung. Nach (2.14) ist

C" 9"f2•»-!>+1 4- δί2/ι-p+i „ sir2«-(p-i) _i_ 9]f2w-0)-i)

daher ist, wieder nach (2.14)

Die Bedeutung der iiberstrichnen Ableitungsoperatoren beruht darauf,
dass sie die Vertauschung von S und A mit b und δ zu berechnen gestatten *

(6.3) δ £ - L δ = - 5 ,

(6.4) dA-Λ.d=hm

Diese beiden Formeln sind Equivalent, die eine geht aus der anderen
Transformation mit * hervor.

Cpιt=s

 kJ ^ ^ i c-υ+έw^H* s e i d e Γ Koeffizient, der in Satz
{n p -\- K) .
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1 auftritt. Nach Satz 6 und (2.17) setzen wir dCf\ =* fp+ι + /£& Dann ergibt
sieh

= -(ft + 1) Cfl^ + (n-p+k)Cfi%\.

= -CP<1CL * ( z - v r 1 +

= - * C/*+1 + (n - ί + A

So wird, wir behauptet

δ Z, - Z δ = - CtfC.

Nach Definition 2 ist natϋrlich

(6.5) dL - Ld^ 0,

(6.6) δ Λ - Λ δ = 0.

(6.5) wurde implizite schon beim Beweis von Satz 7 benutzt.

(6.3) —-(6.6) zusammen ergeben

(6.7) AL - LA = ~{dd + rfrf),

(6. 8) AΛ - ΛA = δδ + δδ = ( - l)p+1 * (drf + 3d) *.
Wir merken noch an (1118], Q8H), dass Δ * •= * Δ, d. h. mit fp ist */p eine

harmonische Form.

7. Auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit sei B der kanonische
Isomorphisms von ξ>p auf-Θp, der jeder Cohomologieklasse die in ihr
enthaltene (eindeutig bestimmte) harmonische Differentialform zuordnet.
B'1 * B ist eine eineindeutige Abbildung von ξ)p auf <£>-'*-*. Nach dem "ersten
Theorem von de Rharn" wird durch die Poincare'sche Dualitat D jeder
Cohomologieklasse aus ©2Λ~P eine Homologieklasse hP der Dimension p
zugeordnet ([19], [20] p.216). Die Abbildung T^DB^B ist eine
eineindeutige Abbildung von £)p auf die £-te Homologiegruppe &. Fίir eine
nicht verschwindende Cohomologieklasse ψ ist der Wert von ψ auf Tίf
stets positiv :

(7.1) ψ(Tίf) = f βή* - f S ^ Λ*βlj* = {Bψ,Bψ) >0.

Wir definieren, f iir p < w, einen Automorphismus von HpjIΓp durch # p

= B-1 * BLft-1). Die Folge
Rp

o -> Φ» /«;-> &'/H;-> O
ist eΛΓΛ̂ f, denn nach (2.16) ist Z"- p eine eineindeutige Abbildung von W auf
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Wn~p. Wenn Ln~p/P = dfm-p-Ύ - dLn~pfp-1 (vgl. (2.14)) eine abgeleitete Form
ist, so ist auch fp = d/1*""1 nullhomolog, die Behauptung ergibt sich Bun
durch Uebergang zu den Cohomologiegruppen und Zusammensetzung mit
B-1 * B.

Rp ist eine antilineare Abbildung ([2a] p. 120) mit

R>(ah*) = άRpψ.

Ist G der Automorphismus von ξ)p, der darin besteht, dass man alle
Koeffizienten durch ihre komplex konjugierten Werte ersetzt, so gehδrt zu
Rp kanonisch eine lineare Abbildung R'p mit ([2a], p. 121)

(7.2) RP^GRP.

Der Rang von Rp ist gleich der Dimension von ty/Iζ, d.h. gleich b» — 6*;

SATZ 9. Der Rang von Rf2k+ι ist gerade, bm+i — δjfc+1= 0 (mod 2).

Wir beweisen Satz in der folgenden Form:

SATZ 9'. Rf2k+i hat keinen reellen Eigenwert.

Dieser Satz folgt aus dem

SATZ 9". ivk+i hat keinen Eigenwert.

Nach diesem Satz existiert keine komplexe Zahl a, sodass die Gleichung

(7. 3) Aa+iF**1 = « r + 1

eine Losung besitzt. Ein reeller Eigenwert von R'2k+i ware aber nach (7.2)

ein Eigenwert von R2k+1.

BEWEIS DES SATZES 9". Bei den Cohomologieklassen und bei R lassen

wir der Einfachheit halber den Dimensionsindex 2 £ + 1 weg. Nach (2.4) ist

r
*BLn~pl) Λ*J5ϊ) - — I BLn~pί) /\ £

J
(7.4) M M

denn das aussere Quadrat einer alternierenden Form von ungeradem Grad
ist stets Null, ferner sind BLn~p ΐ) und Ln~pB\) cohomologe Formen, d. h.
fiir enen beliebigen Zyklus z2n-p ist

(7.5) Ln-%z2n-p) = JBL"-* 5 = JLn~pBl).
z Z

Z2n—p

Wenn es ein a und h gabe, mit Rί) = a\ so ware nach (7.4) tff)(TIj) = 0 im
Widerspruch zu (7.1) (es ware β * 0 , da der Kern von R O ist).

§3. Kahlersehe Algebren

8. DEFNIITION. Eine symplektische Algebra heisst kάhlersch, wenn fiir
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alle Foϊmen dd + dd = 0.
. (6.7) und (6.8) ergeben

SATZ 10. In eincr Kάhlerschen Algebra sind mit fp auch Lp unί Λf*
harmonische Formen.

Jetzt kδnnen wir die Uberlegungen von [8] p. 286 auf harmonische
Formen anwenden und erhalten den

SATZ 11. a) Θg = g

b) A L ist ein Automorphismus von Θp ( f < w - 2 ) .
c) Hp ist die direkte Summe von Hg und LIP" 2 (p < n).

A) bp+2 =5 bp+2,0 + bP> bp.

Auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten mit kahlerscher Algebra wird
das Verhaltnis von Klasse und Filterklasse besonders einfach, sodass der
Begriff der Klasse den der Filterklasse vollstandig ersetzen kann.

SATZ 12. In einer kάhlerschen Algebra uber einer geschlossenen Mannigfάltig-
keit induziert der kanonische Isomorphismus B einen Isomorphismus $fΛ)/©fΛ+i)

Wir wollen beweisen: Jede Klasse aus ί>ί

(

>

fc)/δf7fc+i) enthalt eine Cohomo-

logieklasse ψ{Ίΐ) mit Bψ^ = /£. Nach den Satzen 7 und 10a geniigt es, zum

Beweis ©fo)/©fυ zu betrachten. Die Cohomologieklasse 5 € ©?o), 5 €" ©?D
enthalte die harmonische Form

fξ ist nach Satz 5 und (3.6) orthogonal auf alien Formen der Filterklasse
> l, daher ist β- 1/* € %, , β-1/^ € β?i). Demn ware /* - / * , - df>~\ so
folgt (vgl. [18], (3)) f iir « > 1 (/*,/>) = (/ffc), /£) + (rf/*-1, /*) = (f*-\ δ^0) - 0
entgegen (2.5). Es ist auch offenbar ΐ) = B~ιf% (mod ξ}^).

9. Wir zeigen jetzt, dass diejenigen reell-analytischen Mannigfaltigkei-
ten, die eine kahlersche Algebra tragen konnen, die komplex-analytischen
Mannigfaltigkeiten mit kahlerscher Metrik [8] sind. Dadurch wird die
Definition 3 gerechtfertigt.

Eine Mannigfaltigkeit heisst komplex-analytisch, wenn sie eine Uber-
deckung besitzt, von der jede Umgebung dem komplexen kartesischen Raum
RSn>> homδomorph ist, sodass im Durchschnitt je zweier Umgebungen der
Ubergang von den einen komplexen Koordinaten zu den anderen durch eine
komplex-analytische Transformation gegeben ist. Die Gesamtheit aller
Koordinatensysteme auf der Mannigfaltigkeit, die nach dieser Definition
zulassig,sind, heisst die komplexe Struktur der Mannigfaltigkeit. (C8H 1).

Die komplex-analytischen Mannigfaltigkeiten mit kahlerscher Metrik
sind komplex-analytische Mannigfaltigkeiten, die eine symplektische Algebra
tragen. Unsere Behauptung folgt daher aus dem
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SATZ 13. Jede E-Algebra auf einer reell-analytischen Mannigfaltigkeit, in

der eine fast hermit esche Struktur ausgewάhlt werden kann, sodass dd -f dd

= 0, bestimmt eindeutig eine komplexe Struktur.
Fur eine Basis dx\ , dxIn von 9ίι ϋber einer Umgebung mit den

reellen Koordinaten xι, , xrn sei der Tensor a[ die Restriktion von C auf

3P. Setzt man

so besagt ein Satz von Eckmann und Frόlicher [5] dass auf einer reell-

analytischen Mannigfaltigkeit a\, dann und nur dann eine komplexe Struktur

bestimmt, wenn der Tensor tl

u verschwindet. Wenn sie existiert, ist die

komplexe Struktur eindeutig definiert.

Far eine reelle Funktion / ist Cf = /, es ist also {dd + dd)f = 0, wenn
dCdf = —CdCdf. Die Ausrechnung ergibt

— flr, . CLX f\ aX' "T* ~ r CLX f\ 0/X f

CdCdf^ —al—-—drfx/\ dxΰ + aidϊJ^ •—- dxr Λ .

Wir wahlen jetzt das Koordinatensystem speziell so, dass in einem Punkt

<4 = $n+7c, wobei dx2n+7c = — ̂ ^ gesetzt wird. Dann ergibt sich als Bedingung

fur (dCd+CdCd)f=> 0 bei beliebigem/:

und dies in tι

kι eingesetzt ergibt t'kl = 0. Da ί̂  nach [5] ein Tensor ist, gilt

dies allgemein und die Bedingung von Eckmann und Frόlicher ist erf ϋllt7 ) 8 ).

Umgekehrt gilt dd + dd = 0 in jeder Differentialalgebra ϋber einer
komplexen Mannigfaltigkeit: Eine Basis von W kann dann immer in der

Gestalt dz1, , dzn^dzι,, • >dzn gefunden werden, wo die z' komplexe
Funktionen auf der Mannigfaltigkeit sind. Der Typus einer Form (No. 1)
ist dann eine Invariante der komplexen Struktur und hangt nicht von der
Auswahl der Basis ab ([8H p. 272). fr+g sei eine r + #-Form von Typus q

fr+q = 2 p Λ i ..fcr h_lq dzkl Λ Λ dxkr Λ dzh Λ

dann wird

7) Natϋrlich konnten wir uberall statt des Kriterium von Eckmann-Frδlicher das von de
RjL'xin-βhresmoίnn C[16]p. 743) verwenden.

8) Wir haben eigentlich foϊgendes bewiesen: Wenn dd-\-dd = 0 fur alle O-Formen, so
ist dd + dd = 0 fur alle Formen und ώ = 0. Nach einer brieflichen Mitteilung von

Herrn W. V. D. Hodge genϋgt es, d<I-\- dd = 0 fiir alle Formen einer beliebigen Dimension
zλi fordern.
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= 2ί{ - l r ' V ^ dz« A dzi Λ ώ , Λ .Λ dzlq,

_
ΣNrΨ£* Λ ^ f c Λ Λ*, Λ .. . Λ Λfc,

d.h. <ftί-f ί d = 0. Diese Bedingung ist also auch notwendig fur die Existenz
einer komplexen Struktur :

SATZ 13'. dίf 4- dd~0 ist dem Kriterium von Eckmann und Frόlicher
equivalent.

10. Eine Anwenduπg unseres Kriteriums ist:

SATZ 14. Wenn es auf einer Mannigfaltigkeit M'm mit symplektischer
Algebra eine Riemannsche Metrik gibt, in der alle Koeffizienten von e versch-
windende Covariante Ableitungen haben, so ist die Algebra kάhlersch.

Diser Satz bedeutet, dassz.B. die in [8] §7 (Fall B**j), [17] betrachteten

Strukturen kahlersch sind.
Der in [8H § 7 verwendete Operator Δ is bis auf einen Faktor 1/4 mit dem

in (6.7) auftretenden identisch (C8D p. 269). Wenn die Voraussetzung von

Satz 14 erfϋllt ist, so gilt ([8] p.294) ΔL- LΔ= 0, also nach (6.7) dd +

dd = 0.

11. Die in \Ίf\ fur kahlersche Algebren auf komplex-analytischen
Mannigfaltigkeiten bewiesenen Satze, soweit sie ΐiber die Aussagen iiber
symplektische Algebren hinausgehen, beruhen alle auf folgendem Satz von
E. Kάhler:

Auf einer Mannigfaltigkeit mit komplex-analytischer Struktur sei

eine kahlersche Metrik L8U p. 263 zu

e = i ^gύc dzi Λ dzk, de = 0.

D a n n g i b t e s l o k a l e i n e F u n k t i o n U(zl} . •-, zn, zu .. . . , zn) s o d a s s

dZi 3zχ

Die Voraussetzung der Analytizitat ist hierbei ϋberfliissig. Wir setzen
also voraus, dass unsere Mannigfaltigkeit eine Uberdeckung besitzt, von
der jede Utngebung dem komplexen kartesichen Raum /?(w) homoomorph
ist, sodass im Durchschnitt je zweier Umgebungen der Ubergang von den

einen komplexen Koordinaten zλi -. ., zn, zlt . .., zn zu den anderen z[, ....,

z'n)zv " "Z'n durch dreimal differenzierbare Transformationen

z\~fi(zλ, ••••Λ) (f= 1, ...,n)

^egeben ist, und dass die Mannigfaltigkeit mindestens dreimal stetig
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differenzierbar sei.

Wegen de = 0 ist lokal (vgl.No.l) e = d(f™ + f1™). Es ist dann dfm

= /*« J/ [ 1 ] = Z*1!, also rf(/™ + /™) = O, daher ist lokal f™ + /™ = J/°,

e=ddf>, d.h. ^ = oψ/dzidzk, w.z.b.w.

Insbesondere sind alle Aussagen, die sich auf die spezielle Gestalt des
Krϋmmungstensors einer kahlerβchen Metrik beziehen ([8H p. 264, [1]) von
der Voraussetzung der Analytizitat unabhangig. Z. B. ist AC = CΔ ([8] § 3)
und fiir Satz 9 kann R durch C ersetzt werden. Dies ist wesentlich fur das
Theorem 4 von [11].

§ 4. Homologietheorie

12. Zum Abschluss ubertragen wir die Satze von Eckmann [4] iiber
kahlersche Mannigfaltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten mit symplektischer
Algebra. Da der Beweis von [4] hierf ϋr etwas abgeandert werden muss,
beweisen wir die Satze ausfϋhrlich.

ξ)P sei die ί-te Homologiegruppe von M-n beziiglich komplexer Ko-
eίϊizienten, M der Grundzyklus von M'm. Eine Cohomologieklasse ί)2

(\.} der
Filterklasse k reprasentieren wir immer durch eine geschlossene Form/(ήg.}).
aus ψ(Jc) von maximaler Filterklasse, f| sei das Cap-Produkt eines Cozyklus
mit einem Zyklus, U des Cup-Produkt zweier Cozyklen, (x) der Durchschnitt
zweier Zyklen. Der Dualitatsoperator D, Dfp = fp (Ί M€ ξ) ,n-p bewirkt einen
Isomorphismus von | ) p auf ξ)2n-p (vgl.No.7), wir setzen De = Z € ©2n-2. Z
heisse die ausgezeichnete Homologieklasse von M2n, die Schnitte von Z mit
sich bezeichnen wir durch Indizes in eckigen Klammern:

Zm = Z = De e ©a»-2

Z[2] - Z ® Z = D Ae€ €>2W-4

Eine Homologieklasse zp{Ίc) € ©D heisse von der Filterklasse k, wenn sie als.
Dtf$zl+Ίc) dargestellt werden kann (d. h. als D*2Bjffc)). Wir sagen, ein Zyklus
liege auf Z ^ , wenn er dem Schnitt eines Zyklus mit Z\ic\ homolog ist.

SATZ 15. Jeder p-Zyklus von Mιn ist einem Zyklus auf Zίn-p} homolog; ist
er von der Filterklasse k, so ist er sogar einem Zyklus auf Zm-p-ki homolog.

BEWEIS. E S ist

Zm) = DP-zU, - (/fo* U " Π ) Π M
- /foi2fc n TTe n M ) = /f0y

2fc n zί»-*+*]

sei eine geschlossene symplektische Untermannigfaltigkeit von M2n,
V ihr Grundzyklus, und / die identische Abbildung von V2m in M2n. Dann
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ist /
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d.h.

SATZ 16. Eine geschlossene symplektische Untermannigfaltigkeit VΔm einer

symplektischen Mannigfάltigkeit M2n ist nicht homolog Null in M2n.
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