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1. Introduction. Utilisant la theorie des algebres de Lie semi-simples.
Chevalley [l] a construit des groupes simples attaches a tous les types de groupes
continus simples complexes (classiques ou exceptionnels). Dans le present me-
moire, nous donnerons une autre demonstration de la simplicite des groupes de
Chevalley. Recemment, R.Steinberg [β] a construit certains groupes simples
attaches a certains types de groupes continus simples reels en faisant une modi-
fication aux groupes de Chevalley de types An9 Dn (n > 4), Ee, d'ailleurs il a
construit une classe de groupes simples qui ne sont pas attaches a aucuns
grjupes simples continus reels en faisant une autre modification aux groupes de
Chevalley de types D4. Notre demonstration de la simplicite peut aussi s'ap-
pliquer a ces groupes et, bien qu'ils soient tres rares, nous pouvons demontrer
la simplicite de certains groupes modifies qui sont exceptes dans la demon-
stration de Steinberg.

Les groupes de Chevalley et leurs modifications par Steinberg serons introduits
dans les paragraphes 4 et 7. Apres avoir donne dans le paragraphe 2 certains
resultats connus sur les algebres de Lie semi-simples, nous introduirons dans les
paragraphes 3 et 5 certaines classes de sous-algebres maximales et de sous-
groupes maximaux. Celles-la sont des generalisations des sous-algebres traitees
par Sato [4] sur les algebres lineaires speciales et recherchees en general par
Dynkin [2] sur les algebres semi-simples complexes. Si le corps de base est
algebriquement clos de caracteristique 0, ceux-ci sαnt des sous-groupes algebriques
des groupes de Chevalley dont les algebres de Lie sont isomorphes a celles-la.
La demonstration de la simplicite sera donnee dans le paragraphe 6 dans lequel
les sous-groupes maximaux introduits au prealable jouerons un role important.
Cette methode de la demonstration est de plus analogue a celle d'lwasawa [3] sur
les groupes projectifs speciaux et a celle de Tamagawa [7] qui a applique sa
methode aux groupes orthogonaux.

2. Preliminaire. Soient 9 une algebre de Lie semi-simple de rang n sur
le corps C des nombres complexes; ΐ) une sous-algebre de Cartan de Q; Δ le
systeme des racines H= 0 de 9 (par rapport a ή), et soit B(X, Y) la forme de
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Killing de Q. La restriction de B a ί) X ΐ) sera notee simplement (//, H') ? qui

est la forme bilineaire non degeneree. Pour toute racine r € Aj ϋ existe un

element et un seul H'r € ϊ) tel que r(7^) = (H9 H'r) pour tout H € ϊ). Nous

poserons //,. = 2 riH^^H'r. On peut alors attacher a toute racine r un element

radiciel Xr de telle maniere que les conditions suivantes soient satisfaitesυ:

(1) on a [Xr, X- r] — Hr pour toute racine r,

(2) si r, 5, r + s sont des racines, on a [Xr, XJ = Nr:S Xr+S avec JVr?ί =

±. (p + 1), >̂ etant le plus grand entier i ^ 0 tel que 5 — ir soit une racine.

Soit H le groupe additif engendre par Hr, r € Δ. Une base (Hl9 H2, ,

Hn) de H avec les Xry r € ^, formons une base de 9 et nous Γappellerons une

base canonique. Nous designerons par V Γespace vectoriel sur le corps R des

nombres reels qui est le dual de Γespace i?-vectoriel engendre par Hr, r £Ξ A?

alors Δ est un ensemble fini de V et la symetrie de Weyl wr definie par

wr{u) = u — u(Hr)r pour z/ € A est Γoperateur lineaire de V conservant Γen-

semble Δ. Le systeme de racines verifie les conditions suivantes;

(3) Γensemble Δ engendre un groupe additif discret dans V9

(4) Γespace vectoriel V est engendre par Δ?

(5) si r €ί Δ? on a — r € Δ? mais ± kr ^ΞΔ pour tout entier k > 1.

(6) pour toute r €Ξ Δ, ίl existe une symetrie ztv appliquant r sur — r et telle

que z*v(Δ) = Δ.

Nous dirons en general qu'un sous-ensemble fini Δ de V verifiant les con-

ditions (3)-(β) est un systeme de racines de Γespace vectoriel V

nous designerons par W(Δ) le groupe d'operateurs dans V engendre par wr, r € Δ

et nous Γappellerons le groupe de Weyl de Δ. On peut definir sur le dual V* de

V un produit scalaire defini posit if par la formule:

(f,g) = Σ,f(r)g(r).

Par dualite, on definit done ainsi un produit scalaire (x,y) defini positif sur

V, qui sera invariant par tout operateur lineaire dans V conservant Γensemble

Δ (cf.la forme de Killing). Nous poserons

(7) ArίS = 2(r,s)/(s9s)

alors Ar,s = p— q oύ [ — p, q~\ est Γintervalle de Γensemble des entiers, p et

q etant des entiers > 0, tels que s + ir soit une racine pour — /> <j i ^ q. On

a done wr(s) = s — As,rr.

Comme Γensemble Δ est fini, il existe x € V, tel que Γon ait (x, r) 4= 0

pour toute racine r; nous noterons S Γensemble des racines r tel les que (x,r) > 0.

1) Cf. Chevalley [1] Th§oreme 1 de §1.
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Les ensembles Σ et — Σ forment done une partition de Δ. Nous munirons V de

la relation d'ordre (partielle) compatible avec sa structure d'espace vectoriel reel

pour laquelle les elements positifs sont les combinaisons lineaires a coefficients

2^ 0 d'elements de Σ. II est clair que Σ est Γensemble des racines positives.

Considerons Γensemble 5 des parties F de Σ telles que tout element de Σ soit

de combinaison lineaire a coefficients > 0 d'elements de F, et soit Π un element

minimal de Γensemble 31 ordonne par inclusion. On supposera numerotes les

elements de Π sous la forme aτ,a2y , am. On a alors

(8) Π est une base de V (done m = n),

(9) toute racine est de la forme ± Σ X ^ avec Xt > 0 entier,

(10) les scalaires aυ = — Aaia} sont entiers > 0 pour i + j .

La partie Π de Δ ne depend que de Σ, ainsi Γon dit que les elements de Π

sont les racines fondamentales et que Π est un systeme de racines fondamentales.

Nous appellerons h(r) = ΣXέ la hauteur de r par rapport a Π. Pour w €ί W(Δ)

si Γon a w(Σ) = Σ, alors w = 1. De plus

(11) pour deux systemes de racines fondamentales Π, Π', il existe un element

w de W(Δ) tel que w(U) = Π'.2)

Soit Δ' un sous-ensemble de Δ satisfaisant aux conditions : a) si r, s £Ξ Δ'

et r + s € Δ , on a r + s € Δ ' ; b) si r € Δ ' on a — r €Δ' . Alors zί;r(Δ') = Δ '

pour r € Δ ' . Done Δ' est un systeme de racines dans Γespace vectoriel V qui

est le sous-espace de V engendre par les r € Δ'. Son groupe de Weyl est le

groupe engendre par les restrictions de wr a V. Nous identifierons le groupe

de Weyl TT (̂Δ') avec le sous-groupe de W(Δ) engendre par les wr) r € Δ'.

Nous appellerons dans ce qui suit Δ' un sous-systeme de racines de Δ#

On fait correspondre a H un diagramme S ainsi obtenu : a chaque ^ € Π on

fait correspondre un point St du plan, deux points distincts St, Sj etant joints

par un nombre de traits egal a aφ^ et oriente de St a Sj si (au at) > (aj9 a0).

On dit que le systeme de racines Δ est connexe s'il n'existe pas de partitions

Δ = Δ' U Δ", toute element de Δ' etant orthogonal a tout element de Δ". Le

diagramme d'un systeme de racines fondamentales Π d'un systeme de racines

connexe est a une similitude pres un des systemes An, Bn, Cn, Dn,En(n = 6,7,8),

F4, G2 du tableau qui suit, et il existe une algebre de Lie simple a une isomor-

phisme pres dont le systeme de racines est un de ces types.

2) Cf, Seminaire Chevalley [5], Ce pent etre deduit de la Proposition 6 de ΓExpose 14.
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(An) (n ^ 1 )
(Bn) (π ^ 2)
(C n ) (n ^ 3)

( D n ) (n ^ 4)

j j n > U = 6 , 7 , 8 ) ^

3. Certains sous-algebres maximales. Soit 9 une algebre de Lie semi-

simple sur le corps C, et (H19 H2, ,Hn, Xr, r € Δ ) sa base canonique. On

designe par Qz le groupe additif engendre par cette base, qui admet une

structure d'algebre de Lie sur Γanneau Z des entiers. Soit maintenant K un

corps quelconque. Le produit tensoriel g# = Qz ® K admet une structure d'algeb-

re de Lie sur K qui sera dorenavant designee par Q tandique 1'algebre de Lie

complexe g sera designee par gσ. Pareillement, #(§)•<£", Ht 0 1, Xr ® 1 serons

designes par £), Hu Xr respectivement oύ Γelement neutre sera note 1 quelque

soit le corps en question. Alors (Hl9 H2, ,Hn, Xr> r € Δ) est aussi une

base de Q que nous appellerons encore une base canonique de Q. Nous supposons

choisi une fois pour toutes un systeme de racines fondamentales Π = (al9a29...9

an) de Δ. Soit Δ ( ι ) le sous-ensemble de Δ forme de racines r = Σ\kak telles que

λi^O Δ ^ le sous-emsamble de Δ(<) forme de racines r = ΣXkak telles que λi =

0; Δ£*> le sous-ensemble de Δ ( i ) forme de racines r = Σ\kak telles que Xt > 0.

Alors les ensembles Δ(ί

1

) et Δ ^ forment une partition de ^ ( ί ) , de plus les ensem-

bles Δ ( ί ) et — Δ(J forment celle de Δ. D'ailleurs on a

(13) si r, s € Δ(J} et r + 5 € Δ, alors r + 5 € Δ(j},

(14) si r, 5 € Δψ et r + s €Δ ? alors r + 5 € Δ ^ ,

(15) si r €Δψ, 5 € (±Δ(j>) et r + 5 <=Δ, alors r + 5 € (dbΔ<*>).

Nous demontrerons maintenant le lemme suivant:

LEMME 1. Si r€Δ (J }, z7 existe une suite finie (ro,rτ, ,rΛ) cf̂  racines

positives telle que r0 = r, rk — rk+1 € Π ( l ^ έ ^ A — l ) eί rΛ == ̂ j. Egale-

ment si r ^ (— Δ (J) ? ;/ existe une suite finie (ro,rly ,rΛ) t/e racines negati-

ves telle que r 0 = r, rfc — rA;+1 € — Π (l <: k ^ h — l) et rh = — at.

DEMONSTRATION. NOUS demontrerons d'abord quelques assertions:

(16) Pour toute racine r 6 Σ, ^ Π , il y a au moins une ak telle que Ar,ak>0.

En effet, on a 2 (r, r) = (r, r) Ar,r — ΣXk(r, r)Aakir — ΣXk (ak9 ak) A7%ajc, si

r = Σ\kak. Les λfc etant ^ 0, Γun au moins des nombres Ar,ak est > 0. Soit

r = Σ\kak €Δ®. Nous designerons par Πjίr) Γensemble de racines ak de Π
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telles que Xk = 1; par Π2(r) Γensemble de racines ak de Π telles que Xk > 1.

Nous montrerons

(17) Supposons que Π2(r) ne soit pas nul, alors si Ar^k > 0 pour une ak ^ Π ^ r )

on a que ak est orthogonale a toutes les racines de Π2(r).

En effet, Ar,ak = Aaktak + Σ XjAahak = 2 + Σ λjA^α* > 0. Les Aaj,ak etant

^ 0 pour 7 =f= £> si λj > 2, il doit devenir A^α* = 0. Ce qui montre notre

assertion.

(18) Soit r€Δ ( J\ Supposons aussi que Π2(r) ne soit pas nul. Alors il existe

une suite finie (r^r^ ,rΛ) de racines positives telle que r0 = r, rk — r^-n

€ Π (1 ^ k ^ h - I), Ar^-r^ > 0 et Π2(rΛ) soit nul.

Nous demontrerons (18) par induction relativement a la hauteur Λ(r) de

racine r. Si A(r) = 1 ou 2, on a Π2(r) est nul. Si h(r) = 3 et Π2(r) n'est

pas nul? alors r = at + 2α^ ou r = 2 ^ + Λjβ Done on a rx = ?— aj on rx = r

— at est une racine a% + aό. De plus Ar,a} = ^α,,^ + 2 Aaha} > 0 ou Ar,at

= 2 Aat)at + ^ , α ( > 0 respectίvement. Done notre assertion est vraie. Supposons

maintenant que notre assertion soit vraie pour des racines de hauteurs < Λ(r).

II suffira evidemment d'etablir qu'il existe une racine aό € Π2(r) telle que Ar,a,

> 0. En vertu de (16), il existe une racine as telle que Ar^} > 0. Si tf^IL^r),

elle prouverait notre assertion. Done, supposons que a^ 6 Π1(r). Posons rx = r

— ajf alors par Γhypothese de Γinduction il existe une racine ak € Π2(r) telle

que Ari)ak > 0, ceci parce que h(rτ) < h(r) et Π2(r) = Π a ^ ) . En vertu de (17),

aό est orthogonal a ak. Par suite on a Ar,ak = Arί)ak + ^ , α A = ^.r^ > 0. La

racine ^^ a done le propriete requise, ce qui montre notre assertion.

En vertu de (18) il suffit de demontrer le lemme 1 pour une racine r € Δ ^

telle que Π2(r) soit nul. Si Π x(r) contient plus de deux racines, il existe au

moins deux racines telles qu'elles soient orthogonales a toutes les racines de Π1(r)

excepte une et seule une racine de Π1(r). Ceci parce que, dans le diagramme de

Π, les points correspondants a des racines de Π1(r) sont connexes. Parmi ces

deux racines, soit ak 4= at. Alors on a rτ — r — ak est une racine. En effet,

Ar,ak = 2 + Aahak pour une racine a3 € Π. Si Aaj)ak = — 1 on a Ar%ak > 0 done

— ak est une racine. Si Aaj}ak = — 2, aό + 2ak est une racine done r + ak est

aussi une racine. D'ailleurs Ar,ak = 0, par suite r — ak est une racine. Enfin si

Aajiak = — 3, Λj + 3̂ 2̂  est une racine done r + 2ak est une racine. D'ailleurs

AViak = — 1, par suite ?— ak est une racine. Similairement on aura une suite de

racines ayant les propriete requises. La seconde assertion sera pareillement

demontree.

PROPOSITION I. Soit B(ί) le sous-algebre de Γalgebre de Lie g engendree
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par Xr pour r € Δ ( ί ) et par ΐ). Si la caracteristique de K est =4= 2,3 alors g(ι) est
une sous-algebre maximale de g.

DEMONSTRATION. Soit g une sous-algebre de g telle que g(0 cz g §j= g.
Parce que la caracteristique χ(K) de K est 4= 2, 3 Nr,s Φ 0 (mod χ(K)) pour
toutes racines r?s telles que r + s soit une racine. Done si Xr, Xs € g et que
r + s soit une racine, alors Xr+S € y. Supposons que X-ai soit contenu dans g,
on aura g = g. Done X_α, <fz g. Nous montrerons que Xr ζf g pour tout racine
r € Δψ. Ceci etablit que g = g(ί) e'est-a-dire que g(ί) soit une sous-algebre
maximale de g. En vertu du lemme 1, p3ur une racine r € ( — Δ^), il existe
une suite ίinie (rQ,rτ, ,rΛ) de racines telle que r0 = r, ^ - i ~~Tk ̂  Π
(l ^ * S h — 1) et rh ==— at. Comme X^aι ^ g et Xαfc € g pour toute αfc € Π,
on a XrA - 1 ^ g. Similairement on a X» A_2 ^ g , ?Xro = X r ^ g. Ce qui
demontre notre assertion.

Soit g(o} la sous-algebre de g(0 engendree par Xr pour r € Δ(Q} et par Hai;
g(P la sous-algebre de g(ί) engendree par Xr pour r € Δ({>. Alors βψ est un ideal
resoluble de g(ί) et g(0 est la somme semi-directe de g^ et de g(l}.

REMARQUE. Si la caracteristique de K est = 0, g(o} est le radical de g ω et
g(ί} est une sous-algebre semi-simple maximaίe de g(ί). Dαncgco = ζf 4- gi° est
une decomposition de Levi.

4. Groupes de Chevalley. Pour toute racine r € Δ? nous posons xr(t) ~
exp ί(ad Xr), ί € C. On sait alors qu'il existe une matrice Ar(T\ dont les
coefficients sont les polynomes en une lettre T a coefficients entiers tels que,
pour tout t € C. la matrice qui represente :rr(ί) par rapport a la base canonique
de g<? soit Ar(T).3) Si ί € K, on peut substituer t a T dans les coefficients de
la matrice ^rC^); on obtient ainsi une matrice a coefficients dans K. Nous
designerons encore par xr(t) Γendomorphisme de Γespace ^-vectoriel g qui est
represente par cette matrice relativement a la base canonique de g. Alors xr(f)
est une automorphisme de Γalgebre de Lie g sur le corps K. Nous designerons
par 3£r le groupe forme des x,(t), t € K. Nous designerons par G le groupe
engendre par Xr pour toute r € Δ qui nous appellerons le groupe de Chevalley.
(Remarque: Celui designe par G dans [l]) Nous dessinerons au-dessous des
resultats de Chevalley sur la structure de G. Nous designerons par U et 33 les
sous-groupes de G engendres par Xr, r € Σ, et par Xr> r € ( — Σ) respective-
ment, qui sont sous-groupes resolubles de G. Tout element u de U ne peut se

mettre que d'une seule maniere sous la forme u •= XrJit-d ̂ 2(^2) Xrn(tir)
oύ h{rτ)<h(r2)

3) Cf. Chevalley [1] §11.



GROUPES SIMPLES DE CHEVALLEY 259

Soit χr,z un homomorphisme du groupe additif Pr engendre par les racines
de g<7 dans le groupe multiplicatif K* des elements =)=0 de K defini par
Xr,z(u) — ZHHr\ z € K*. Nous designerons par h(χr}Z) Γautomorphisme de
Γalgebre de Lie g qui laisse fixes les elements de £) et qui transforme Xs en
χr,z(s)Xs pour toutes r € Δ; par ξ)r le groupe forme des h(χr)Z), z € K*; par
§ le groupe engendre par les φ r, r €Ξ Δ. (Remarque: Celui designe par ξ>' dans
[l]). Alors ξ> cz G. Ceci en vertu de Γexistance d'nomomorphisme φr, pour
r € Δ? de £X(2, i£) sur un groupe d'automorphisme de g tel que

(19)

Parce que SL(2, K) est engendre par Q J), (J j), Φ£SL(2, K)) C G done

§ r c G e t on a aussi ξ> CZ G. Nous poserons ωr = φ rί _-. ^ j et designerons par SB

le groupe engendre par ξ> et par les elements ωr pour toute r € Δ. II existe
alors un homomorphisme ζ et un seul de 2B sur le groupe de Weyl
qui possede la propriete suivante:

(20) si ω € £03 et w = ?(ω), on a ωX^ω"1 = ί^^) et
pour tout homomorphisme X de P r dans K*, oύ %' est Γhomomorphisme % de P r

dans X "̂, defini par %'(r) = χ ^ ^ ^ r ) ) pour toute r € Δ; l e noyau de Γhomo-
morphisme ζ est £>.

Nous choisirons un systeme de representants des classes de 2B modulo ξ),
et nous designerons par ω(w) celui de ces representants pour lequel ζ(ω(w))
= w. Si w ζ W(Δ), nous designerons par Uw le groupe engendre par les ϊ r

pour les racines positives r telles que w(r) < 0. Alors on a4)

PROPOSITION 2. Le groupe G est la reunion des ensembles tiξω(w)Uw, ou
w parcourt les elements du groupe W(Δ). Ces ensembles sont mutuellement
disjoints; un element de llξ)ω(w)Uw ne peut se mettre que d*une seule maniere
sous la forme xhω(w)x', avec x € U, h € ξ>, x € Uw.

COROLLAIRE. Soient Δ' le sous-systeme de racines de Δ et G le sous-

groupe de G engendre par les %r pour r € Δr. Le groupe G est alors la

reunion des ensembles U ξ) ω(w) U W9 ou w parcourt les element du groupe

^ ( Δ ' ) a condition que &(w) sont contenus dans G et U = U Π G,

θ = ζ>Γ)G, Uw — UWΓ)G. Ces ensembles sont mutuellement disjoints, un element

de U$<*>(w)Uw ne peut se mettre que d?une seule maniere sous la forme

xh <*>(w)x, avec x € U, h € <ξ>, x € Uw.

4) Cf. Chevalley [1] Thέoreme 2 de §111.
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REMARQUE: II existe un homomorphisme de G, dont le noyau fini, sur le
groupe de Chevalley attache a Γalgebre de Lie semi-simple dont le systeme de
racines est Δ'.

5. Certains sous-groupes maximaux. Les notations etant celle des para-
graphes 2 et 3, nous designerons par G( ί) le sous-groupe de G engendre par
ξ> et les 3Er pour r € Δ ( ί ); par G(o} le sous-groupe de G ω engendre par £>αι et
les 3£r pour r 6 Δ(*}; par G(? le sous-groupe de G(£) engendre par les ϊ r pour
r € Δ(ί}. Le groupe G(o} est un sous-groupe resoluble distingue de G(ί). Ceci en
vertu de (15) et de la formule

(21) Xr{t)xlu)xXtYX = IL

oύ le produit est etendu aux couples d'entiers i > 0, j > 0 tels que zr + 75
soit une racine.5) De plus, en vertu de la Proposition 2 et de son Corollaire il
resulte que G(i> est le produit semi-direct de G ^ et de Gψ. Nous demontrerons
dans ce qui suit que le groupe G ( ί ) est un sous-groupe maximal de G.

REMARQUE: Si le corps K est algebriquement clos, Gψ est un sous-groupe
algebrique semi-simple de G ( 0 et Gcό} est le radical de G( ί).6) D'ailleurs si le
corps K est de caracteristique 0, les algebres de Lie de G( ί ), Gψ et G(P sont
isomorphes aus algebres g(0, g(o} et g(? respectivement.

LEMME 2. Soit w € W(Δ). Pour que w(A%) = Δ» et que
ί 7̂ 5wĵ ί gwe w soit un element de

DEMONSTRATION. En vertu de (15), il appert que, si w € WCΔ^), on
a w(Δ<p) = Δψ et w(Δψ) = A«\ Rέciproquement, supposons que w(^) = Δ ( ί )

et te;(Δ(p) = Δ ^ . Nous designerons par w la restriction de w a Δ(f. Etant I Ϊ !
= Π ΠΔ (ί } et wijii) les systemes de racines fondamentales de Δψ, en vertu
de (12), il existe un element wx de WζΔψ) tel que zg z^;"1 conserve Γensemble
des racines de Στ = Σ nΔ(ί>. Parce quewf^A^) = Δ^>, on a ze ie Γ1 (Δ (ί }) = < £
Done wze Γ1 (Σ) = Σ). Ceci demontre que ww^ = l, e'est-a-dire t£; == wx €

LEMME 3. Soit G un sous-groupe de G. Si $r, 3£s sont contenus dans G
et que ir + "̂5 5θώ une racine pour i > 0, j > 0 entiers, il resulte que ϊ ί r + < ί s es£

z' contenu dans G.

DEMONSTRATION. Les racines r,s sont contenues dans un certain sous-
systeme de racines connexes Δj de type (A2), (B2) ou (G2) de Δ. Si Δj n'est
pas de type G2, les seules combinaisons lineaires de coefficients entiers > 0 qui
soient des racines sont r,s, r + s on d'ailleurs r + 2s (ou 2r + s). Dans le

5) Cf. Chevalley [1] p. 33.
6) Cf. Seminaire Chevalley [5], Expose 9, Definitions 2 et 3.
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premier cas, on a Xr(t)xs(l)xr(tYιxs(iγι = xr+s(±t) pom t € K.Όoτic Xr

Dans le second cas, pDsons xr(t)xs(l)xl(tY1xs(χYι== xr+s(±t)xr+2s(:£t) = y, alors
on a xr(X)yXr(i-Yιy~ι = xr+2s(±t). Done Xr+25 c G et par suite &r+s c G . Si
Δj est de type (G2), excepte des cas anterieurs, il est pDssible que r + s,r+2s,
"2r + 5 ou r + 5, 2r + s, 3r 4- 5, 3r + 2s soient des racines. Mais nous p3uvons
demontrer dans ces cas de maniere analogue au precedent.

PROPOSITION 3. Le groupe G( ί ) est un sous-groupe maximal de G.

DEMONSTRATION. Soit G un sous-groupe de G tel que G( ί) p Gcz G. Soit

x un elements de G qui n'est pas contenu dans G(0.Comme U, ξ> sont contenus
dans G ω , si x = uhω(w)u pour w € U, A € §, w' € Uw, alors ω(te ) est un element
de G, mais celui-ci n'est pas contenu dans G ( o . On a done w^. W(Δ(J}). En vertu
du lemme 2, w(Δ(P) 4= Δ(ί> ou w(Δ(<o})Φ Δψ e'est-a-dire qu'il existe une
racine r € Δ(p telle que w(r) € (zhΔ^) ou il existe une racine r € Δ(o} telle
que w(r) €(— Δ(^) ou Δ(?. Dans le premier cas, si w(r) € Δ<p p O ur r € Δ^0,

.tu;( —r) € ( —Δ(j}) oύ - r€Δ ( ί>. Dans le second cas, si w(r)€Δψ pour r€Δ(i>,
^(5) = — r€(— Δ(o}) oύ 5 = — w(r) € Δ^0. Nous avons done demontre qu'il
existe une racine s de A(ί) telle que w(s) ou w"1^) soit une racine de — Δ(J>.

Comme X5c:G et que co(zv) € G, en vertu des formules

ω(w%ω(zvYι = ϊ w W ; ©(w^X/Kw;) = 3E«,-i(ί)

on a 3E«,(β) C G et ϊ^-i^) CZ G. Par consequent on a demontre qu'il existe
une racine r de — Δφ telle que ϊ r c G. En vertu du lemme 1, il existe

une suite de racines {rQ,r^ ,rA) telle que r o = r, rjfc+i— rA € Π (l ^ ^ ^ A

— l) et rh = — tff. On a done 3EΓ| en G pour tout 0 ^ i ^ A. Ceci en vertu du

lemme 3. En particulier, £_αi C G. Parce que le groupe G est engendre par les

groupes 3£aA. et 3£-aA. pDur ak €zH\ on a G = G. Ceci demontre notre assertion.

PROPOSITION 4. Vintersection des groupes maximaux G( ί ) (l ^ ί <£ Λ) ^
G ^5ί fc groupe Uξ).

DEMONSTRATION. II est clair que Γintersection des groupes G ( ί ) ( l ^ ί ^ w )
contient H«ξ). Supposons qu'un element x — uhω(w)u de G soit contenu dans
Γintersection des groupes G ( ί ). Comme U, ξ> d G ( o, on a ω(t^) £ G ( ί ) done
w € ^ ( Δ ^ ) . En vertu du lemme 2, wfa) € Δ(^ pour tout /. Par suite τv
-conserve l'emsemble des racines positives 2. Done on a zv = 1. Ceci demontre
que x = uh € U§. La proposition a done ete demontree.

7) Cf. Chevalley [1] p. 38 Lemme 4.
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6. Demonstration de la simplicite. Supposons maintenant que Qo soii
une algebre de Lie simple.

LEMME 4. Soit N un sous-groupe distingue de G. Sauf dans le cas ou
%c est de type (G2) et K a 2 elements, s'il y a une racine r telle que ϊ r C
N, on a alors N = G.

Pour la demonstration, voir Chevalley [l] p. 62-63.

LEMME 5. Supposons que Von ne soit pas dans Vun des cas suivants: a)K
est un corps a 2 elements, et Qc est de Vun des types (A^, (B2) ou (G2); b}
K est un corps a 3 elements et QG est de type (Aj). Alors le groupe des
commutateurs de G est identίque au groupe G.

DEMONSTRATION. Si le rang de QG est = 1, on sait que G est isomorphe
a PSL(2, K) qui est simple sauf dans le cas oύ K est un corps a 2 ou 3-
elements. Done notre assertion est vraie. Supposons maintenent que le rang de
QC soit ^ 2. Comme le groupe des commutateurs G de G est un sous-groupe
distingue de G, en vertu du lemme 4 il suffit d'etablir qu'il y a une racine r
telle que Xr soit contenu dans G. Sauf dans le cas oύ %c est de type (B2) il
existe deux racines r,s telles qu'elles forment un systeme de racines fondamen-
tales de certain sous-systeme de type (A2) de Δ.8) Done on a xr(t)xs(l)xr(t)~*
xs(l)~ι= xr+s(±t) € G, par suite 3Er+s Cl G. Supposons maintenant que QG soit
de type (B2) et K est un corps a plus de 3 elements. Soit (aτ, a2) un systeme
de racines fondamentales de QG Alors on a rrα1(ί)^α2(l)^α1(^)~1^α2(l)"1= Xa1+a2(^ty
^α,+2α2(±ί) =y est un element de G . Pour un element z =f= 1 de K*9 h(χai)z)y
h{Xaι,zYιy~Λ = xaι+ao (±(z — ϊ)t) € G . Ceci parce que %aχMτ + a2) = z=k=l et
XaX)z(βi + 2Λ2) = l On a done ϊαi+α2 c: G\ Ce qui demontre notre assertion.

LEMME 6. Soit N un sous-group distingue de G contenant un element 4 s 1-
11 existe un groupe G ω tel que N ςf G ι°. On a done N G ( 0 = G.

DEMONSTRATION. Supposons que N soit contenu dans G ( 0 pour tout i. En
vertu de la Proposition 4, on aura 2V c: Uξ). Si x = uh 4= 1 est contenu dans N'
et que u ne soit pas 1, soit u = xri(t^xr£t^ Xrk(tk) oύ ^4=0, h(rτ) <
h(r2) < < h(rk), on a

ωrk^
ωr\ = u'hfωrκχrk(±tΊί) oύ u€ U, Ar € §

parce que zvrk(rt) > 0 pour toute n 4= rfc et « r^ r (ί) ω~τ = #_r( — ί) = α:r(— ί"1)
h(χr,-t-i) <*>rxr(— t'1). (cf. (20)). Ce qui nous amene a une contradiction avec
Γh3φothese N CZ Uξ). Si u = 1 pour tout element x de N9 on aura iVc ξ>. Soit

8) Cf. Figure 1. Dans le cas oύ gc est de type (G 2), il suffit de poser r = aλ, s= — (2aι

h 3α2).
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h(χ) un element =4= 1 de Λ7. II y a alors une racine r telle que %(r)=hl. On a

done

Ce qui nous amene a une contradiction avec Γhypothese JVC ξ). Ce qui de-

montre le lemme.

THEOREME 1. Supposons quon ne soit pas dans Vun des cas suivants:

a) K est un corps a 2 elements et QG est de Vun des types (Aτ), (B2) ou (G2);

b) K est un corps a 3 elements et Qc est de type (Aj). Alors le groupe G est

simple.

DEMONSTRATION. Soit N un sous-groupe distingue =+= (l) de G. En vertu

du lemme 6, il existe au moins un sous-groupe maximal G ( 0 de G tel que G

= ΛΓ G ( ί ) . Le groupe G ( ί ) est le produit semi-direct du sous-groupe resoluble

distingue G(o} de G et du sous-groupe G(P de G. Alors N G^ est un sous-

groupe distingue de G. Comme JVG(o} contient le sous-groupe £α t, en vertu du

lemme 4, on a NGV = G. Par suite

G/N = NGΎ /N^ Gtf /σ$ Π N.

En vertu du lemme 5, le groupe des commutateurs de G/N est identique a G/N

lui-meme. D'ailleurs comme G(J} est resoluble, Gψ/ G(o} Π N est aussi resoluble.

Par consequent on a G/N = (l), e'est a dire G = N. Ceci demontre que le

groupe G est simple.

7 Modifications des groupes de Chevalley. Nous introduirons ici

certains modifications des groupes de Chevalley par Steinberg et montrerons que

notre demonstration de la simplicite est applicable a ces groupes. Soit Qc une

algebre de Lie simple de Γun des types (A2ί-ι), 1^1, (Dn), n>A, ou (£6).

Son Schema du systeme de racines fondamentales Π est done symetrique. Soit

<r une transformation de Π telle que (cf. Figure l)

(22) di -> an-i si 8c est de type (A2l-τ),

(23) aι-> at (l <S i ^ n — 2) et an-i -> an si qG est de type (Dn),

(24) Λ3 -^ #3, «β, -^ ^β, «x -* ^s, 2̂ -^^4 si ĝ  est de type (£β).

Alors cr induit une transformation de V en lui-meme. Nous noterons que <r(r)

= r. II est important dans ce qui suit que, si σ(r) 4= r, r et cr(r) soient ortho-

gonales Γune a Γautre. On sait qu'il existe une automorphisme σ0 de Qz telle

que Xr soit transf orme en dt X~r pour r € A et de plus XΛt soit transforme en

X^ pour toute a% € Π.
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Soit maintenant K un corps avec Γautomorphiεme <rτ de Γordre 2. Nou&
designerons par OΊ(OL) = oί pour a € K et par <K0 le sous-corps de K forme
des elements a de K tels que ^ ( α ) = #. Alors il existe une semi-automor-
phisme de Lie g sur le corps K deflnie par la formule

Nous designerons par V' Γespace R-vectoriel qui est le sous-espace i?-vectoriel
de V forme des vecteurs invariants par σ. Soient Δo Γensemble des racines r
de Δ telles que σ(r) = r; Δα Γensemble des racines r de Δ telles que σ(r)=φ=r.
Les ensembles Δo e t Δx forment done une partition de Δ. Or, soit Δ' Γensemble
de vecteurs de V' qui est la reunion de Γensenble Δ'o de racines r € Δo et de
Γenemble Δ', de vecteurs (r + r)/2 pour r €: Δ1# Nous poserons wr* = wr si
r = r € Δ'o; wr' = wrWr si r = (r + r)/2 pour r € Δ1# Alors ze;r' est une
symetrie de V' appliquant r sur — r telle que te;r'(Δ') = Δ'. Par suite le
sous-ensemble fini Δ' de V' verifie les conditions (3) — (6). Δ' est done un
systeme de racines de V\ L'ensemble qui suit est un systeme de racines fon-
damentales de Δ' par rapport a l'ordre induit par celui de V lequel nous
choisirons une fois pour toutes.

(25) d\ = {β\ +^2i-i)/2, a2 = (a2 + α2i-2)/2, , «/_i = (Λ,_I + aM)/2, a\ — ah

si %c est de type (-A2i-iλ

(26) aΊ = «!, ,an-2 = β»-2,β'n-i = (έZn-i + a^/2 si gσ est de type (Dn),

(27) αί = (a! + έz6)/2, αί = (a2 + Λ4)/2, ΛS = a3, aA = ae si qG est de type (EQ).
II est facile de montrer que Δ' est de type (Cz), (JBn-ι) ou (F4) dans le cas ou
go est de type (A2ι-i), (Dn) ou (jBβ) respectivement. Nous identifieron le groupe
de Weyl de Δ' au sous-groupe de W(Δ) engendre par les wr' pour r € Δ'. Nous
poserons dans ce qui suit xr>(i) = xr(f), t € Xo, pour r € ΔQ; ^ r,(^) =χr(t)x?(t),
t € K, pour r' € Δj. Nous designerons ainsi par 3Er/ le sous-groupe de G forme
des Xr'if) ou t^K0 ou t € K selon que r € ΔJ ou r € ΔJ. Soit maintenant G1

le sous-groupe de G engendre par les sous-groupes £/ pour r' €ΐ Δ'.

Si r' € Δ^ on εait qu'il existe un homomorphisme φr de SL(2, K) sur un
groupe d'automorphisme de 9 (cf. (19)). Nous posons φr/ = ξ)r et ωr' = ®r pour
r' €: ΔQ. Si r' ^ Δ^ ϋ existe un homorphieme φr' de SL(2, K) sur un groupe
d'automorphisme de g tel que

(28) φr> = (J J) = x-,<i); *r-(J ί ) = ^ ( ί ) ; ^ = (J ^-:) =

Nous designerons ainsi par £,./ le sous-groupe de G1 forme des h(χr,z %r~z) oύ
z G-K*; par &1 le sous-groupe de § engendre par les ξ>r', r € Δ'; par ωr,

= Φr'ί _-. Q) pour r' € Δ3'; par 2L1 le groupe engendre par K1 et par les ele-
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ments ωr, pour tout r. II existe alors un homomorphisme ζ' et un seul de SB1

sur le groupe de Weyl W(Δ') qui posede la propriete suivante:

(29) si ω € Sΰ1 et w = ζ\ω), on a

oύ χ' etant celui de (20); le noyau de Γhomomorphisme ζ' est §'.

Soient r', s' deux racines de Δ' telles que r + 5' soit une racine de Δ'. On

a alors Γun des cas suivants:

(30) si r, 5' € ΔJ, on a r + s = r + s € Δj,

(31) si r> s € Δ^ on a r + 5' € Δί; r + s et r + 5 ne sont pas des racines

de Δ oύ r = (r + r)/2, / = (5 + ί)/2 pour r, s € Δ?

(32) si r € ΔJ et / € Δ;, / = (5 + 5)/2, on a r + 5' € Δ(, r + 2s' € ΔJ;

r + 5 , r + 5 , r + 5 + 5 sont des racines de Δ.

Dans tous les cas il n'y a pas une autre racine qui soit une combinaison lineaiίe

a coerBcients > 0 de r et s'.

Dans les cas (30) et (31), on a

(33) xs(u)xr>(t)xs(uyι = xr>(i)xr>+s>(Ns,r tu)

oύ t, u € KQ OU K selon le cas (30) ou (31). Dans le cas (32), on a

(34) Xs(u)Xr>(t)Xs>(uyl = Xrit)Xr>+s>(Ns, rttl)Xr>+2*>(N9,r NS)S+rUUt)

(35) Xs>(u)Xr>+S>(t)Xs>(u)-1 = Xr>+s>(t)Xr>+2S>(Ns%s+rtu)

oύ ί € Ko, u € K. De plus on a

(36) A(χr, z7G,ϊ)xAt)h(χr, Λftϊ)"1 = ^'(XrWO pour toute 5' € Δ'.

Or, il est facile de de montrer que si l'automorphisme σx de K est Γidc

tite, le groupe G1 est isomorphe aύ groupe de Chevalley de type (Q), (Bn-ι)

(F4) selon que Γalgebre Qo est de type {Au-ι)9 (Dn) ou (JEβ).

Nous designerons par U1 le sous-groupe de G1 engendre par les 3£r/, r >

par U ,̂ z£; € W^Δ'), le sous-groupe de G1 engendre par ϊr/, r > 0 telles que

w(r) < 0. Tout element de U1 ne peut se mettre que d'une seule maniere sous

la forme u = Xr[(tτ) XrStm) oύ h(r[) < <h(rm).

PROPOSITION 2'. Le groupe G1 est la reunion des ensembles U1 ξ)1 ω(w)Ul
ou ω(w), w parcourant les elements du groupe W(Δ'), forment un systeme
de representants des classes de ϊδ 1 modulo φ1. Ces ensembles sont mutuellement
disjoints; un element de W^lfo{w)Ul

w ne peut se mettre que d'une seule manure
sous la forme x h ω(w)x avec x € U1, h € § \ x € Ui,.

Les propositions analogues a celles du paragraphe 5 peuvent aussi etre
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demontrees pareillement sur les groupes G1. Nous avons ainsi

THέOREME l'. Sanf dans le cas ou ĝ  est de type (A^) et Ko est un corps
a 2 ou 3 elements, le groupe G1 est simple.

Enfin, nous considerons une autre modification de groupe de Chevalley.
Soit go une algebre de Lie simple de type (D4); Π = (ax, ,a4) un systeme
de racines fondamentales de Δ(cf. Figure l); T une transformation de Π telle
que

aλ -> a3, a3 -> a4, a4 -+ ax.

Alors T induit une transformation de V dans lui-meme. Nous designerons par
ΔQ Γensemble des racines r telles que r(r) = r; par Δί Γensemble des vecteurs
r = (r + τ(r) -f τ 2 (r))/3 pour r € Δ? τ(r) =j= r; ze;r/ = wr pour r € Δ'o; wr>
= WytfT^z^^d ) pour r € Δ(. Alors Γensemble Δ' = Δ^ + A[ est un
systeme de racines dans Γespace i?-vectoriel V qui est le sous-espace de V
forme des vecteurs invariants par T. Les racines a{ = a2, άz = (ax + α3 + Λ 4)/3
de Δ' forment un systeme de racines fondamentales de Δ' de type (G2).

Soit maintenant K un corps avec Γautomorphisme τ1 de l'ordre 3. Nous
designerons par Ko le sous-corps de K forme des elements invariants par τ1#

Pareillement on peut definir une semi-automorphisme de Γalgebre de Lie g
sur K. Nous posons xr>(t) — xr(fi\ t ^ Ko, si r € Δό; xr>(t) = xr(t)xT(r) (τι(t)
XτHr)(τi(t)), t € K, si r € Δί. Nous designerons maintenant par 3EΓ' le sous-
groupe de G forme des xr>(t) pour r € Δ', oύ ί € ίΓ0 ou K selon que r C Δ^
ou Δj; par G2 le sous-groupe de G engendre par les 3£r/, r' C- Δ'. Si τx est
l'identite, G2 est isomorphe au groupe de Chevalley de type (G2). Nous pouvons
deduire similairement les proprietes analogues aux precedents sur le groupe G2.
On a ainsi

THEOREME l". i5ίzw/ ώ^5 le cas ou KQ un corps a 2 elements, le groups

G2 est simple.

REMARQUE: Le groupe G1 de type (JE6) sur le corps fini K a q2 elements
et le groupe G2 (de type D4)) sur le corps fini K a q3 elements (q > 2) sont
des groupes simple finis qui different strictement de tous les groupes simples
de Chevalley.9)
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