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Ce travail apporte quelques renseignements sur la torsion du groupe de
cohomologie entiere d'un groupe de Lie compact connexe G, que nous appel-
lerons, suivant Γusage, la torsion de G, sur les sous-groupes commutatifs de G,
et met ces deux questions en relation. Nous nous interesserons en particulier aux
rapports qui existent entre la ^-torsion (p nombre premier) et les sous-groupes
commutatifs de type (p, ,p), que nous appellerons ici les [̂ >]-sous-groupes.
Ce travail a ete resume dans une Note au Bull. Amer. Math. Soc. 66 (I960),.
pp. 285-288.

En nous appuyant sur quelques remarques concernant les ί/-espaces dont la
cohomologie entiere est de type fini, faites dans le §1, et sur le Theoreme V de
[14], on verra que le groupe simplement connexe exceptionnel Eέ n'a pas de
^-torsion lorsque p = 5, i = 6, 7 et p = 7, i = 7, 8, et Ton determinera aussi
if* (E6; Z3), H* (E8; Z5), (Theor. 2.2,2.3). Compte tenu de resultats connus
[5,8,14], on pourra alors indiquer les nombres premiers intervenant dans les
coefficients de torsion de tous les groupes simples et simplement connexes (2.5)
et Γon verifiera (2.6) le theoreme suivant, conjecture dans [7]:

THEOREME A. Supposons G, simple et simplement connexe, et soit p un
nombre premier ne divisant pas les coefficients de la plus grande racine de
G, exprimee comme somme de racines simples. Alors G na pas de p-torsion.

Dans un groupe de Lie compact connexe G il existe des [/>]-sous-groupes
evidents, les elements d'ordre p d'un tore maximal, mais il peut y en avoir
d'autres, (pour p = 2, les matrices diagonales de SO (n), (n > 3) par exemple).
Cependant, d'apres [9, XII, 5,3, 5.4], si G n'a pas de p-torsion, tout [/>]-sous-
groupe // fait partie d'un tore, ce qui precise un resultat de [11] affirmant que,.
sous Γhypothese faite, le rang de H est au plus egal a la dimension des tores
maximaux de G. Cette derniere condition est evidemment necessaire pour que
H fasse partie d'un tore de G, mais elle n'est pas suffisante en general. En effet,
on demontrera:

(i) Pour que le groupe fundamental TΓ^G) de G soit sans p-torsion, il
faut et il suffit que tout [/>]-sous-groupe de rang deux soit contenu dans un
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tore de G1}.

(ii) Pour que G soit sans p-torsion, il faut et il suffit que tout [p]-sous-

groupe de rang rg 3 soit contenu dans un tore.

(Voir 3.12, 4-5.) On verra par construction d'exemples que ces conditions sont

suffisantes; la necessite de la condition de (i) (en fait, un enonce plus general,

cf. 3.9) resultera principalement de ce que si TΓ^G) est sans torsion, le centfali-

sateur de tout element de G est connexe (3.5)2); celle de la condition de (ii)

est consequence du theor. 5. 3 de [9, XII].

Finalement, on aura prouve, en partie par des raisonnements a priori, en

partie par des verifications utilisant la classification, le

THEOREME B. Soit p un nombre premier et soit G un groupe de hie

compact connexe. Alors les quatre conditions suivantes sont equivalentes:

(1) G na pas de p-torsion.

(2) Uespace classifiant B& de G na pas de p-torsion.

(3) Tout [p]-sous-groupe est contenu dans un tore.

(4) Tout [/>]•sous-groupe de rang <: 3 est contenu dans un tore.

Dans le §5, le theoreme 5.3 de [9, XIII] deja cite sera generalise par le:

THEOREME C. Soient H un sous-groupe compact commutatif de G, et Ho

la composante connexe de Velement neutre de H. Si G na pas de p-torsion pour

tout diviseur premier de Vordre de H/Ho, alors H est contenu dans un tore.

Pour Γetablir, on s'appuiera en particulier sur le fait que si G est sans

^-torsion, alors un sous-groupe connexe de rang maximum U et Γespace homogene

correspondant G/U sont sans p-toτsion (5.1).

Dans les demonstrations des resultats precedents, on se ramenera frequem-

ment au cas des groupes semi-simples grace au fait qu'un groupe de Lie compact

connexe est homeomorphe au produit d'un tore par sa partie semi-simple (3.2).

Le Theor. 6.2 montre que, si G = F4, Spin (n) (n = 7,8$), les [2]-sous:

groupes maximaux de G sont conjugues par automorphismes interieurs et Γana-

logie de [4] entre [2]-sous-groupes maximaux en cohomologie mod 2 et tores

maximaux en cohomologie reelle subsiste. Nous ne savons pas si Γon peut en

general mettre directement en relations la cohomologie mod p de G ou de BG

1) Ce resultat a έte suggere par des discussions avec J. Wolf, a qui je dois aussi
Γenonce et une partie de la verification du lemme 3.11.

2) Pour demontrer 3.5, on se ramene tout de suite au cas oύ G est semi-simple et
simplement connexe. On verra alors que plus generalement Γensemble des points fixes d'un
automorphisme σ de G est connexe (3.4), theoreme d'abord prouve par R. Bott (non publie),
de maniere entierement differente. Lorsque σ est involutif, ce resultat, dύ a E. Cartan, est
aussi etabli dans [14, IV, Prop. 3.1].
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avec les [/>]-sous-groupes maximaux. Des exemples (voir 6.3-6-5) montrent que

ces derniers peuvent former plus d'une classe de conjugaison.

Enfin, le § 7 apporte des complements au § 4 de [9, XII], concernant les

[3]-groupes operant sur le plan des octaves.

Les resultats etablis dans les §§ 1,2 avaient ete communiques anterieurement

a S.Araki, qui les a completes en decrivant notamment la cohomologie mod 3 de

E7, E 8 (voir [1]). Dans cet ordre d'idees, il reste done en premier lieu a deter-

miner JH*(E 4; Z2), (i = 6, 7, 8).

Les resultats de cet article mettent ainsi en evidence quelques liens entre la

structure de groupe d'un groupe de Lie et sa topologie. Cependant, Γauteur regrette

vivement d'en avoir ete reduit a etablir plusieurs propositions d'enonce general

a Γaide de verifications utilisant la classification.

"You have a low shopkeeping mind. You think of things that would never
come into a gentleman's head. "
"That's the Swiss national character, dear lady."

(B.Shaw)

0. Rappel et notations.

Dans tout ce travail, G designe un groupe de Lie compact connexe.

0.1. Tors. H est le sous-groups de torsion d'un groupe commutatif H, ord H

est Γordre d'un groupe fini H; si A est un sous-ensemble du groupe H, on

note Z(A) le centralisateur de A dans H. Un [£>]-groupe est un groupe com-

mutatif de type (p, ,p); son rang est le nombre de facteurs cycliques.

Q est le corps des rationnels, R celui des reels, Zp (p premier) le corps

des entiers mod p, ou le groupe cyclique d'ordre p.

E (mu ,mk) denote Γalgebre exterieure d'un module libre gradue sur un
anneau A, avec r generateurs de degres respectifs mu ,mk (impairs si la

caracteristique de A est 4= 2), P(a, b) designe une algέbre de polynomes tron-

quee, A [x\ /(xh) engendree par un element x de degre a, de hauteur b.

La serie de Poincare d'un module M libre sur A, gradue par des sous-

modules Mι (i ^ 0) de type fini, est

P ( M , ί ) = Σ i a o (rung Mι)-t\

et si X est un espace topologique, on pose

PP (X, t) = P(H*(X; ZP) ,t), Pa (X, t) = P(H*(X; Q), t).

0.2. La composante connexe de Γelement neutre d'un groupe de Lie H9

que Γon appellera la composante neutre de H, sera notee Uo. On rappelle que

si H est compact connexe, on a H = Z(H)OΉSS avec Z(H)0 Π Hss fini, Hss

designant le plus grand groupe semi-simple de H.
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Soient G un revetement fini de G,f:G -» G la projection canonique, et N

le noyau de f; le sous-groupe N est central, done contenu dans tous les tores

maximaux de G . Par consequent, si U est un sous-groupe connexe de rang maxi-

mum de G, f~x(U) est connexe. En particulier si T (resp. T ) est un tore

maximal de G (resp. G ) , f~ι(T) (resp. f(T')) est un tore maximal de G

{resp. G). Si G = Gx-G2 (GX,G2 invariants connexes fermes d'intersect ion ίinie)

alors U = (G, Π U) (G2ΠU) (cf. [12]). On deduit de cela que G/U s'identifie

au quotient du revetement universel de Gss par un sous-groupe connexe, done

que G/U est simplement connexe.

0.3. Tout element g €z G est sur un sous-groupe a un parametre, done
g € Z(g\. Les tores maximaux de G sont conjugues par automorphismes interi-
eurs, et leur intersection est le centre de G. Etant donnes un tore S C G et un
element g € Z(S), il existe un tore T contenant g et S, done le centralisateur
Z(S) d'un tore S est connexe, et un tore maximal est son propre centralisateur
(pour tout cela, voir par exemple Sem. S. Lie, Paris (1954-55), Exp. 23). L'espace
homogene G/Z(S), oύ S est un tore de G, est sans torsion et ses nombres de

Betti en dimensions impaires sont nuls [6, 13].

0.4. On convient de noter ici G2, F 4 , Eβ, E 7 ?E 8 les representants simplement

connexes des structures simples exceptionnelles. Leurs centres sont done d'ordres

respectif s 1, 1, 3, 2, 1. Les representants simplement connexes des structures simples

classiques sont les groupes unitaires unimodulaires complexes et quaternioniens

SU {n), Sp (n) et les groupes de spineurs Spin (n) (n + 2,4). Le centre de SU(n)

(resp. Sp (n), resp. Spin (2 m + 1), resp. Spin (4 m + 2)) est cyclique d'ordre n

(resp, 2, 2, 4), celui de Spin(4m) est isomorphe a (Z2)
2.

Tout groupe simple compact connexe et simplement connexe est isomorphe

a Γun des groupes sus-mentionnes.

1. H-espaces dont la cohomologie a un nombre fini de generateurs.

1.1. Dans ce paragraphe, X designe un espace compact connexe, dont le

.groupe de cohomologie entiere admet un nombre fini de generateurs, et qui est

muni d'un produit de type (1, 1), par exemple avec element neutre a gauche et

a droite. D'apres le theoreme de Hopf:

<1) H*(X; Q) = E(mu ,mt\ (m, impair; 1 ^ i ^ Z).

1. 2. PROPOSITION. Soil H le quotient de H* (X; Z) par son groupe de

torsion. Alors H est Valgebre exterieure d*u?ι module libre a I generateurs de

degres ml9 9mt.

Soit h : H* (X; Z)-^>H* (X X X; Z) Γhomomorphisme defini par le produit

dans X . En utilisant la regie de Kύnneth, on voit que h induit un homomorph-
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isme h':H—>H&)H qui verifie la condition impoεee aux algebres de Hopf,

done pour tout anneau K9H<ξ) K est line algebre de Hopf sur K. Cela etant,

on voit que la demonstration de la Prop. 7.3 de [3], (oύ Γon prouve 1.2 en

supposant X sans torsion) est aussi valable pour H.

1.3. PROPOSITION. Soit p un nombre premier, Alors H* (X; Zp) contient

un sous-module gradue isomorphe a E(mu , mi), annule par tous les opera-

teurs de Bockstein, et qui est une sous-algebre isomorphe a Z£ (m1? ,mι) si

p est impair.

Soit T le sous-groupe de torsion de H* (X; Z), et soient yt € H*(X; Z)
des elements de H* (X; Z) dont les images dans H forment un systeme mini-
mal de genera teurs. Vu 1. 2, les monόmes

yu yit (*i< <h\ t= 1, ,1)

forment une base d'un supplemental re de T, et sont done lineairεment inde-

pendants dans H* (X; Z) ® K pour tout corps K. Si K = Zιp> ils sont annules

par les operateurs de Bockstein, puisqu'ils proviennent de classes entieres. Si de

plus p est impair, les yt sont de carre nul dans H* (X; Z) ® Zp et notre as-

sertion resulte de ce que H%X; Z) ® Zp s'identifie a une sous-algebre de H*(X; Zp)~

1.4. PROPOSITION. Soient p impair et (ut) un systeme de type (M) [3, §6]

de generateurs de H*(X; Zp). Alors (uι) contient au moins I generateurs de

degres impairs.

L'element yt considere dans la demonstration de 1.3 s'ecrit comme un poly-

nome Pi(ul9 ,«m). Comme yt est de degre impair?chaque monόme de Pέ doit

contenir au moins un Uj de degre impair. Puisque Uj uό = 0 si d°Uj est impair,

notre assertion resulte du fait que le produit yl9 .yt est non nul d'apres 1.3.

1. 5. Une algebre de Hopf H sur Zp est dite etre de type (p) si tout ele-

ment de H est de hauteur <=p [1, §1]. Soit (ut) un systeme de generateurs de

type (M) de H, au sens de [3, § 6]. La sous-algebre engendree par 1 et ut est done

egale a E(d° Ui) si d° ut est impair, a P(d° u{; p) si d° uΛ est pair, et H est le

produit tensoriel de ces sous-algebres [3,Theor. 6.1]. On a alors la proposition

suivante, due a S.Araki [l,Theoreme 7]:

PROPOSITION. Soit T le sous-groupe de torsion de H*(X; Z) et soit p un

nombre premier impair. Si H*(X; Zp) est de type (p), il existe une suite finie

d'algebres de Hopf de type (p) Ao = (H*(X; Z)/T) ® Z P , Au ,Am =

H*(X; Zp), telle que At s'obtienne a partir de Ai-X en remplaςant un facteur

algebre exterieure E(m) par un produit E (a) ® P (a + 1; p) ou m — p a +

p - 1 .
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Soit k le premier entier pour lequel la composante />-primaire Tk)P de Hk

(X; Z) est non nulle. D'apres la regie des coefficients universels, H\X; Zp) et

ϋ * " 1 CX; Zp) contiennent des sous-espaces Uk, Uk-λ isomorphes a TΛ p ® Zp Si

X est simplement connexe, il resulte alors du theoreme de structure des algebres

de Hopf que H* (X; Zp) possede un systeme de generateurs de type (M) con-

tenant des bases de Uki Uk^x et n'ayant en degres <k — 1 que des elements de

degre impair. On. deduit alors immediatement de la proposition precedente:

1.6. COROLLAIRE. Supposons X simplement connexe et H * (X; Zp) de

type (p), p etant impair. Soit k le premier entier pour lequel la composante

p-primaire de Hk (X; Z) est non nulle. Alors p k + p — 1 ^mt.

Originellement, Γauteur avait deduit (2. 2), (2. 3) du Theor. V de [14], de

(1. 3) et de Γinegalite

(1. 7) p k S mL + p - 1,

qui est un peu plus faible que 1. 6, mais dont il n'y a plus lieu de donner une

demonstration directe, puisque le resultat de [1] est beaucoup plus precis. Dans

la suite, nous n'utiliserons 1. 5 explicitement qu'a propos de H* (E8; Z5), ou

cela permet d'abreger les calculs.

2. Sur la torsion des groupes simplement connexes.

2.1. Rappelons que Γon a

H* (E i ; Q) = E K x }mu) (i = 6, 7,8)

et que les valeurs (miu ,wM) sont respectivement

(3, 9, 11,15, 17, 23), (3,11, 15,19, 23, 27, 35), (3,15, 23, 27, 35, 39, 47, 59)

(voir par exemple [13]). D'apres [14, Theor. V], on a

TΓsCEi) = τrmi2 (EO = Z, TΓJ (E t) = 0 (j ^ ?nί2, j =1= 3, mi2 i = 6, 7, 8).

Une application ft: E t -> K(Z, 3) qui est un isomorphisme pour 7r3 induit alors,

d'apres le theoreme de J. H. C. Whitehead, [17, Chap III], un isomorphisme ea

cohomologie jusqu'au degre mί2 — 1 inclus.

2. 2. THEOREME. Le groupe Et na pas de p-torsion si i = 6, 7, p = 5 et

i = 7,8,ρ = 7.

Prenons par exemple i = 8, p = 7. On a Hj (E8; Z7) = Hj (K (Z, 3); Z7>

pour j ^ 14. D'apres H.Cartan [15, Exp.9], H*(K(Z,3); Z7) = £ ( 3 ) jusqu'au

degre 14, done, si E 8 a de la 7-torsion en dimension k, on doit avoir k ^ 16;

mais d'autre part, 1. 7 et 2.1 donnent 7-k ^ 65, done E 8 n'a pas de 7-torsioru
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On raisonne de meme dans les trois autres cas.

2.3. THEOREME. On a

(1) H* (Eβ; Z3) = Λ Gr3, xΊ, x9, xn, *iβ,

ΛWC έi°Λt = i, /330r7) = Λ;8, & t e ) = 0 (i 4 s 7)

<2) H* (E 8 ; Z 5) = Λ Us, ^ i i Λ s , ^23, ̂ 27, ^35,

uvec d°Xi = i, β6(xu) = ^i2> A t e ) = 0 (£4= 11)-

Ici /Ŝ  designe le ΓΓ operateur de Bockstein, c'est a dire Γhomomorphisme
cobord associe a la suite de coefficients 0->Z->Z-^Zp->0, suivi de la reduction
mod p.

D'apres [15] et (2. 1), H*(E6; Z3) est isomorphe jusqu'au degre 8 inclus a

Λ (x99x7) ® Z3[^8] (/Ste) = A(j:β) = 0;

Le theoreme 6. 1 de [3] donne alors

fi*(Eβ;Za) = Λ

Vu 1. 4 et ce qui vient d'etre dit, on doit avoir

(3) r i> 4, α* ̂  9 (i = 1,..., r); bt > 10 si ^ ^ 1.

Le produit des trois premiers facteurs du deuxiέme membre est done non nul
en un degre t ^ 46 + (3C — 1) 8. et P(b£c) est non nul en dimension (3° — ί)-b.
On a done

46 + (3C - 1) 8 + Σ t (3Cί - I)-*, ̂  dim E6 = 78

d'oύ c = 1, ct = 0, et le theoreme resulte aussitόt de 1. 3 et 2. 1.

On voit de meme que

ίί*(E 8;Z 5) = Λ

avec

A(^s) = βf>(xi^) = 0, β6(xn) = Xi2>

r^ 6, a, ;> 15 (ί = l,. .,r); 6t ̂  16 si ^ > 1.

On en tire

104 + (5C - 1) 12 4- Σ4(5C ί - l) *f ^ dim E8 = 248

d'oύ c = 1, Cί ̂  .1; par suite H*(E 8; Z5) est de type (5) et on peut appliquer
{1. 5). Vu (2. 1), chacune des substitutions mentionnees dans la Prop. 1.5 fait
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apparaitre un generateur de degre ^ 11. D'apres qui a ete dit plus haut, il ne
peut y en avoir qu'une, celle qui remplace E(59) par Z£(ll)® P(l2,5), et le
theoreme pour E 8 est alors immediat.

2.4. REMARQUE. II est clair que Γalgebre d'homologie de H*(Eβ;Z3) par
rapport a /S3 est isomorphe a E(mQl, ,wβ6), dans les notations de 2. 1, c'est a
dire au produit tensoriel par Z3 du quotient de H^(Eβ; Z) par son sous-groupe
de torsion. On a une assertion analogue pour E 8 et p = 5. II s'ensuit done,
comme on sait, que les coefficients de torsion de H*(ΈQ; Z) (resp. i/*(E8;Z))
ne sont pas divisibles par 9 (resp. 25). Un phenomene analogue a ete observe
par Araki [1] pour E7,E8, p — 3. Joint aux resultats de [3, 5], cela verifie Γasser-
tion suivante:

Supposons G simple et simplement connexe. Alors aucun coefficient de
torsion de H%G; Z) nest divisible par le carre dCun nombre premier p, sauf
peut-etre si G = E6, E7, E8, p = 2.

Cela conduit evidemment a se demander s'il existe un //-espace a cohom-
ologie entiere de type fini, simplement connexe, ayant un coefficient de torsion
divisible par un carre. L'auteur n'en connait pas d'exemple.

2. 5. THEOREME Supposons G simple et simplement connexe, et soit p un
nombre premier. Alors G a de la p-torsicn exactement dans les cas suivantsi
p = 2, G = SpinO), (n > 1), G2, F4, E6, E,, E8; p = 3, G = F4, Eβ, E7, E8;
p = 5 j G = E8.

Pour SU(Λ), Sp(/i), cf .[3]; pour Spin(w), G2, F4, voir [5]. D'apres (2.3) et
[8], Eβ, E 7 n'ont pas de />-torsion pour p ^ 5, et E8 est sans torsion pour p^>7.
D'autre part il resulte de (2. 1) et des resultats de H.Cartan sur K(Zt, 3) que les
groupes E t ont en fait de la />-torsion pour les valeurs indiquees dans 2.5, d'ou
le theoreme3}

2. 6. THEOREME. Soient G simple et simplement connexe et p un nombre
premier ne divisant pas les coefficients de la racine dominante, exprimee comme
combinaison lineaire des racines simples. Alors G na pas de p-torsion.

Les coefficients en question sont 1 pour SU(w), (1, 2) pour Sp(τz), Spin(w),
(2, 3) pour G2, F4, (l, 2, 3) pour Eβ, (1, 2, 3, 4) pour E7 et (2, 3, 5, 6) pour E8,
(voir par exemple J. de Siebsnthal, Comm. Math. Helv. 25 (1951), pp. 210-256).
2.6 resulte done de 2.5. On remarquera que la reciproque de 2.6 n'est en
defaut que dans les cas G = Sp(w), p = 2, G = G2, p = 3.

3) L'existence de />-torsion dans les cas qu'enumere 2. 5 resulte aussi de 4.4 et de [9, XII,
5. 3]; pour les groupes exceptionnels. elle a egalement ete verifiee, de maniere differente, par
Oniscik, Mat. Sbornik 51 (1960), pp. 273-6
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3. Sous-groupes commutatifs de G et torsion de

3.1. PROPOSITION. Soit G = S H un groupe de Lie compact connexe
engendre par un tore central S et par un sous-groupe invariant connexe ferme
H. Alors G est homeomorphe au produit de H par un tore.

En procedant par recurrence sur la dimension de S, on voit qu'il suffit de
traiter le cas oύ S est un cercle. II n'y a rien a demontrer si S C H. Sinon G
est fibre principal de groupe structural H sur G/H = S/S Π H qui est aussi
un cercle. Puisque le groupe structural est connexe, cette ίi brat ion est triviale,
[19, Cor. 18.6] et G est le produit de H par S/SΓ\H.

3.2. COROLLAIRE. Le groupe G est homeomorphe au produit de sa partie
semi-simple Gss par la compos ante neutre de son centre.

II resulte en particulier du corollaire que 7rλ(G) ou H*(G;Z) est sans
/>-torsion si et seulement TΓ^G^) OU H*(GSS; Z) est sans /Korsion.

3.3. LEMME . Supposons G semi-simple. Soient G' un groupe de Lie com-
pact connexe, f:G->G un homomorphisme surjectif de noyau Nfini, et p un
nombre premier. Alors les deux conditions suivantes sont equivalentes:

(a) iΓiiG) (resp. H*(G; Z)) est sans p-torsion.
(b) (ord N,ρ)= 1 et π^G') {resp. H*(G'; Z)) est sans p-torsion.

La suite d'homotopie de G /N = G donne la suite exacte de groupes com-
mutatifs finis

0 -* TΓ^G') -> TΓ, (G) -> τro(iV) -> 0,

d'oύ Γequivalence de (a) et (b) pour les groupes fondamentaux. Comme TΓ^G)
est commutatif fini, on a

Tors ^ ( G ) = Tors H2(G;Z)

et de merae pour G\ D'autre part, si p ne divise pas Γordre de N, G et G' sont
simultanement avec ou sans />-torsion [5, Cor. 9. 3]; Γequivalence de (a) et (b)
pour la cohomologie resulte immediatement de la.

3.4. THEOREME. Supposons G simplement connexe et soit σ un automor
phisme de G. Alors Vensemble F des points fixes de σ est connexe^

Soient T un tore maximal de G, V son revetement universel, TΓ : V -> T la
projection canonique, Γ = τr~1(e) et D(G) le diagramme de G, c'est a dire

4) Par une demonstration assez semblable on peut montrer que l'ensemble des points fixes
d'un automorphisme semi-simple d'un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et
.simplement connexe, est connexe. Voir une Note ulterieure de Γauteur.



SOUS-GROUPES COMMUTATIFS ET TORSION 225

Γimage reciproque de Γensemble des elements de T qui sont singuliers dans G.

Le diagramme est reunion d'un nombre ίini de families d'hyperplans parallέles.

On sait que les adherences des composantes connexes de V — D(G) sont des

polyedres congruents, permutes, de maniere simplement transitive, par le groupe

W*(G) engendre par les symetries aux plans de D(G). Le groupe W*(G) est

engendre par le groupe de Weyl W(G) de G et par les translations du reseau

Γ, en particulier, chacun des polyedres sus-mentionnes rencontre Γ en exactement

un point. (Pour tout cela, voir par exemple [20].)

L'ensemble F est un sous-groupe ferme de G et nous devons montrer que

x € F entraine x € Fo. Supposons tout d'abord x regulier dans G, et soit T

Γunique tore maximal le contenant. II est clair, que, dans les notations prece-

dentes, <r induit un automorphisme de V laissant D(G) et Γ invariants, que nous

noterons aussi σ*. Soit Δ Γadherence d'une composante connexe de t — D(G)

contenant Γorigine et un point x* de τr~1(x); le point x etant regulier, x* est

interieur a Δ; comme σ(x) = x, on a σ(χ*) — x* = y e Γ; ce qui a ete rappele

plus haut montre alors que Δ + γ = σ(Δ); par consequent σ(Δ) contient Γori-

gine et 7, d'oύ 7 = 0 et x* est aussi fixe par σ. La droite joignant Γorigine a

x* est alors laissee fixe point par point par <r, et son image par TΓ est un groupe

a un parametre de F contenant x, done x € Fo.

Soit maintenant x singulier. La partie semi-simple de Z{χ\ est alors 4= (e),

done [18, Chap. II, §2], un tore maximal S de Z(x) Π F est de dimension > 1.

Soit U la composante neutre de Z(S) Π Z(x). Elle est invariante par σ. Comme

x et S font partie d'un tore maximal (0. 3), U est de rang maximum et con-

tient x et S dans son centre. Nous voulons maintenant montrer que U est un tore

maximal de G. Si ce n'est pas le cas, alors la partie semi-simple Uss de U est

4= (e); elle est evidemment invariante par σ, done [18, Chap. II, 2], Uss Π F

contient un tore S' de dimension ^ 1; comme S est dans le centre de U, S Γ) S'

est fini et S S' est un tore de Z(x) Π F, de dimension strictement plus grande

que dim S, ce qui contredit Γhypothese faite sur S.

Ainsi U est un tore maximal de G. Montrons que x-S contient un element

regulier de G. Nous ecrivons T pour U et reprenons les notations du debut de

la demonstration. Soit M la composante neutre de 7r~1(5r), et soit x* €ί τr~\x).

Alors x* + M ne fait partie d'aucun plan de D{G), car sinon, d'apres la theorie

des elements singuliers Z{x) Π Z(β) serait de dimension au moins egale a dim

T + 2, et U ne serait pas un tore. II existe done s € M tel que y = x* + s

soit regulier. Alors τ-(y) = x π(s) est un element de F qui est regulier dans G.

D'apres ce qui a deja ete demontre, on a done τr(y) £ Fo, d'oύ aussi x £Ξ FQ.

3.5. COROLLAIRE. Dans un groupe de Lie compact connexe dont le

groupe fondamental est sans torsion, le centralisateur (Tun element quelconque
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est connexe.

Un element x € G peut s'ecrire sous la forme x — s-h (s € Z(G)0; h £ Gss)
et il est clair que Z(x) = Z(G)o

mZ'(h), oύ Z\h) designe le centralisateur de h

dans Gss. Vu 3. 2, G s s est simplement connexe, done, d'apres 3. 4 applique a

Γautomorphisme interieur defini par h, Z\K) est connexe, d'oύ le corollaire.

3.6. LEMME . Soient A, A des groupes, f: A' -+ A un homomorphisme

dont le noyau N est un sous-groupe fini du centre de A\ H un sous-groupe

commutatif fini de f(A), d'ordre premier a ord N. Alors Al contient un

sous-groupe H' que f applique isomorphiquement sur H.

Soient p un diviseur premier de ord H, Hp la composante ^>-primaire de H et

Sp un />-sous-groupe de Sylow de f'XHp). Comme ord N est premier a p, f

applique Sp isomorphiquement sur Hp et f~\Hp) = SP N. II s'ensuit aussi que

les p" sous -groupes de Sylow de f~1(Hp) sont conjugues par JV. Mais ce dernier

est central, done Sp est invariant dans f~\Hp), le groupe f~ι(Hp) est com-

mutatif et Sp en est la composante ^-primaire. Comme Hp est central dans H,

il en resulte aussi que 6^ est central dans f~1(H). On prend alors pour Iϊ le

produit des groupes Sp, oύ p parcourt les diviseurs premiers de ord H.

3.7. LEMME. Soient K un groupe de Lie compact, τr:K-> K/Ko la

projection canonique, et a un element dίordre une puissance cCun nombre pre-

mier p de K/Ko. Alors τr~1(a) contient un element dont Γordre est une puis-

sance (finie) de p.

Soient u €ί 7r~\a) et U le plus petit sous-groupe ferme de K con tenant u.

Evidemment, 7r(J7) = U / (JJ Π Ko) est engendre par a. Le groupe U est

compact commutatif, done est le produit direct d'un groupe fini M par Uo, et

il est clair que TΓ'1^ Π M contient un element d'ordre une puissance de p.

3. 8. THEOREME. Soit p un nombre premier ne divisant pas Vordre de

Tors iΓiiG). Alors

(a) Pour tout g € G, Vordre de Z(g) / Z(g)0 est premier a p.

(b) Si G est semi-simple et si F est le sous-groupe des points fixes d'un

automorphisme de G, Vordre de F/Fo est premier a p.

(a) On a ? = s-h, (s € S = Z(G\, h € Gss\ done Z(g) = S-Z\h\ oύ

Z\K) designe le centralisateur de h dans Gss. Evidemment, Z(g)0 = S-Z (h)0',

comme S f] Gss fait partie de Z'(Λ)0, vu 0.3, il s'ensuit que Z(g) / Z(g)0

~ Z'(h)/Z'(h)0. Compte tenu de 3. 2, on voit que Γon est ramene a (b).

(b) II suffit, vu 3. 7, de faire voir que si x est un element de F dont

l'ordre m est une puissance de p, alors x €: FQ.

Soient G' le revetement universel de G,τr:G' -» G la projection canonique
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et N le noyau de π. L'automorphisme σ induit un automorphisme σ de G',

dont Γensemble des points fixes sera note F\ et Γon a ir°σ = 0-077-. Comme p

est premier a Γordre de ΊΓ^G), il ne divise pas Γordre de jV (3. 3) done (3. 6),

τr~1(x) contient un element x d'ordre m. On a

<r'(x) = x'-y (y € N)

d'ou, si q est l'ordre de y, σ(χq) = xq. Par consequent, x'q est dans F mais

F est connexe d'apres 3.4, done xq €: Fo; comme # est premier a ra, il s'ensuit
que x € i<V

3.9. COROLLAIRE. Soit H un sous-groupe compact commutatif de G,

tel que Vordre de H/Ho soit premier a Vordr'e de Tors ir^G). Alors H fait

partie d'un tore de G dans chacun des deux cas suivants: (a) H contie?ιt un

element regulier de G, (b) H/Ho est engendre par deux elements.

Soient dans le cas (a), x un element de H regulier dans G et, dans le cas

(b), x, y des elements de H dont les images dans H/Ho engendrent ce groupe.

Z(x) contient H, et H/(Z(x)0 Γ) H) est un quotient de H/Ho, done est d'ordre

premier a l'ordre de Tors TΓ^G). Mais un nombre premier p ne peut diviser

l'ordre de Z(x)/Z(x)0 que si ^ ( G ) a de la p-torsion d'apres 3. 8, done Hc~Z(x)0.

Dans le cas (a), Z(x)0 est un tore; dans le cas (b), on a y, Ho € Z(x)0, et y

centralise Ho. D'apres 0. 3, Z(x)0 possede un tore maximal T qui contient y, Ho

et x. Alors T 3 H.

3.10. LEMME. (a) Soient G un groupe de Lie compact connexe, τr\ G'->G

un homomorphisme surjecίif de noyau N fini, et H (resp. H') un sous-groupe

de G (resp. G ) . Si H (resp. H) nest pas contenu dans un tore de G (resp. G ) ,

alors τr~1(H) (resp. 7r(H')) nest pas contenu dans un tore de G (resp. G).

(b) Soient Gu G2 des sous-groupes invariants connexes fermes de G,

d?intersection finie, tels que G = Gλ G2, et soit Hx un sous-groupe de G l β Si

Hτ ne fait pas partie d'un tore de Gl9 il nest contenu dans aucun tore de G.

L'assertion (a) est consequence de (0. 2).

Dans le cas (b), il sufHt de remarquer que si T est un tore maximal de G,

alors T = (T Π Gα) (T Π Ga) et T Π Gέ est un tore maximal de G4 (i = 1,2)

[12].

3-11. LEMME. Supposons G semi-simple, simplement connexe. Soient p

un nombre premier, z un element d'ordre p du centre de G. Alors il existe

des elements u, v €Ξ G tels que u-v-u~l- v~ι = z et qui sont d'ordre p si p est

impair, de carre egal a z si p = 2.

Soient Gl9 ,GS les facteurs simples de G. Si le lemme est vrai pour les
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Gi il Test pour G. En effet, si Γon pose z = (zl9 ,zs), alors z% est un element

d'ordre p du centre de Gέ ou Γidentite. On prend uί9Vi € Gt verifiant le lemme
dans le premier cas, egaux a Γidentite dans le second cas, et alors u = (uln ,us),

v = (v1} ,vs) verifient le lemme pour G et z. Nous pouvons done supposer G

simple. D'aprέs la classification (0.4) on a les possibilites suivantes

(a) p impair : G = SU(̂ >. q), et en outre, pour p = 3, G = E6

(b) p = 2 : G = SU(2 g), Spirit), SP(Λ), E7.

Soit p impair, G = SU(p-q). Alors z = σ> Id oύ σ est une racine ^>-ieme

de Γunite et il suffit evidemment de considerer le cas oύ q = 1. Si el9 ,ep

est la base canonique de Cp, on prend pour u et v les transformations lineaires

definies par

(l) u:ei-><rιei, v : ex -+ e2 - > . . . - > ep -> eτ.

Soit p = 3, G = E6. Le centre de G est d'ordre 3. II resulte de [12, p. 219

et Remarque II, p. 220] que G contient un sous-groupe H = H*/N avec H*—

Sϋ(3) X Sϋ(3) X Sϋ(3), N = Z3. Le centre de H* est isomorphe a Z3

3, et son

image dans E 6 contient le centre de Eβ. Le lemme dans ce cas resulte done de

ce qui a ete demontre plus haut.

Dorenavant p = 2. Si G = SU(2/z), alors z —- Id, on peut se borner au

cas n = 1, dans lequel on prend

0 - i

Si G = Sp(w), on a encore z = — Id, et Γon se ramene au cas precedent en

considerant Γinclusion evidente de Sp(l) X X Sp(l) (n facteurs) dans Sp(w).

Soit G = E7. Alors G contient un sous-groupe H = H'/N9 avec N = Z3,

H' = Sϋ(3) X SU(6), [12, p. 219, et Rem. II, p. 220]. Le centre de H' est iso-

morphe a Z3 -f Z6 et son element d'ordre deux s'envoie sur Γelement d'ordre

deux du centre de G. On est done ramene aux cas deja traites.

II reste a considerer G = Spin(w), (n > 3). Soit Cn Γalgebre de Clifford

de Rw, muni de la forme quadratique unite, et soit eτ, ,en la base canonique

de Rw. On a done

I O ^
ei ' ej T" e5 ' ei — £ ' °ij9

le produit etant celui de Cn> Le groupe Spin(w) s'identifie au groupe des ele-

ments pairs inversibles x € Cn pour lesquels x-JV-x'1 = RΛ. II contient en parti-

culier ± 1 , et les produits e% eό (l ^ i,j <* n) (cf. par exemple [16, Chap.II]).

Soit tout d'abord n = 2m + 1 (resp. n = Am + 2). Le centre de G est alors

isomorphe a Z2 (resp. Z4) et Γon a necessairement z = — 1. On pose alors
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u = eτ e2, v = e2 e3.

Soit n = 4m. Le centre de G est isomorphe a (Z2)
2 et est forme des

Elements ± 1 , ±.(et <?2 ... eΛ). Si ra = 1, alors G ^ SU(2) X SU(2), cas deja

Iraite. Le cas ra ^ 1 s'y ramene si Γon remarque que la repartition des vecteurs

et en blocs de quatre (e4]c+Xi e4k+2, e4k+3, e4Jc+4) (k = 0, ym — l ) donne lieu

ii un homomorphisme de Spin(4) X X Spin(4) (m facteurs) dans Spin(4m),

appliquant le centre sur un sous-groupe contenant le centre.

3.12. THEOREME. Soit p un nombre premier. Alors les deux conditions

suivantes sont equivalentes'.

(a) 7Γ/G) ria pas de p-torsion,

(b) tout sous-groupe H isomorphe a Zp + Z2> de G est contenu dans un tore.

L'implication (a) -* (b) est un cas particulier de 3. 9. II reste done a mon-

trer que si τr1(G) a de la />-torsion, alors G possede un sous-groupe H~ZP + ZP

qui ne fait partie d'aucun tore de G: vu (3. 2) et (3. 10(b)), il suffit de le faire

lorsque G est semi-simple. Soient G le revetement universel de G et N le

noyau de la projection canonique ir\ G' -> G. Le groupe N est isomorphe a

7r1(G), done contient un sous-groupe M ~ Zp. Vu 3.10 (a), il suffit de consi-

derer le cas G = G'/M. Supposons done que N = Z^. Soit z un generateur de

JV. Alors (3. 11) il existe u,v ^ G' tels que u-V'U~l'V~x = z, et que up = vp = e

si p est impair, up = vp = z si p = 2. Les elements u, v engendrent un sous-

groupe H' d'ordre ρ3 de G' contenant N, et dont Γimage H = H'/N dans G

est isomorphe a Z p + Z^. Le sous-groupe i ϊ ' n'est pas commutatif, done ne peut

faire partie d'un tore de G'. Par consequent, (3.10 (a)) H n'est pas contenu

dans un tore de G.

4. [/>]-sous-groupes et />-torsion de G.

4.1. Soient U un sous-groupe ferme de G, A un anneau de coefficients.

Par definition, H%G/U; A) est egale a sa sous-algebre caracteristique si G/U

est totalement non homologue a zero, relativement a A, dans la ίibration uni-

verselle (Bσ9 BG, G/U). Dans ce cas, G/U est totalement non homologue a zero,

relativement a A, dans toute fibration (E/U,B,G/U,π) ou (£, B, G, 7r) est une

fibration principale, de groupe structural G [3, Cor. a la Prop. 18. 3].

4.2. PROPOSITION. Soient T u?ι tore maximal de G et p un nombre

premier. Alors les deux conditions suivantes sont equivalentes:

(a) BG est sans p-torsion,

(b) H*(G/T; ΊAP) est egale a sa sous-algebre caracteristique.

G/T est sans torsion et ses nombres de Betti en dimensions impaires sont
nuls (0.3). Si BG est sans p-torsion, alors H\BG; Zp) est aussi nul pour i impair
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[3, Theor. 19.1], done la suite spectrale de (Bτ, BG, G/T) a son terme E2 nul
en degres impairs, et est triviale, ce qui montre que (a) -> (b). Reciproquement,
si (b) est vraie, cette suite spectrale est triviale, et p(T, G)*: H%BG; Zp) ->•
H*(BT; Zp) est injectif, done H*(BG; Zp) est nul en dimensions impaires et BG

n'a pas de ^-torsion.
REMARQUE. Si G est simplement connexe, ces deux conditions sont aussi

equivalentes a la suivante [8, Prop. 5. 5]:
(c) H*(G/T; Zp) est engendree, comme algebre, par 1 et H2(G/T; Zp).

4. 3. LEMME. Soient U un sous-groupe ferme connexe de G qui soit la
composante neutre du centralisateur d^un element a € G, et H un sous-groupe
de U qui ne fasse partie cCaucun tore de U. Alors le sous-groupe engendre
par a et H nest pas contenu dans un tore de G.

En effet, un tore contenant a et H ferait partie de la composante neutre
du centralisateur de a.

4.4. PROPOSITION. Supposons G simple et simplement connexe et soit p
un nombre premier. Alors G possede un sous-groupe H ~ (Zp)

3 ne faisant
partie d'aucun tore de G dans chacun des cas suivants : p = 2, G = Spin(τz)
{n ^ 7), G2, F 4 , E6, E7, E8; p = 3, G = F4, E6, E7, E8; p = 5, G = E8.

Soit G = Spin(τz), (n >7),ρ = 2. On reprend les notations de la demon-
stration de 3. 11 dans le cas de Spin(w). Soit H le sous-groupe de G engendre
par les produits (ex e2-es*e4), (e1'e2 e5'eβ) et {ex e3 e5-eΊ). II est visiblement
isomorphe a (Z2)

3.
L'image de e% dans le groupe orthogonal complet O(n) (par la representation

X de [16]) est la symetrie au plan xt = 0. On en deduit immediatement que le
centralisateur connexe de l'image χ(H) de H dans SO(?2) par la representation
canonique χ : Spin(w) -> SO(w) s'identifie a SO(w — 7). Comme le rang de
SO(w — 7) est strictement plus petit que celui de SO( z), cela montre que χ(H)
n'est pas contenu dans un tore maximal de SO(n), done (3.10 (a)), H ne fait
pas partie d'un tore de G.

Soit p = 2, G = G2. D'apres [12, p. 219, Rem. II. p. 220], G2 contient un
sous-groupe U = (SU(2) X SU(2))/iV qui est le centralisateur d'un element a
d'ordre deux. II s'ensuit que N est d'ordre deux, done (3. l l ) que U contient
un sous-groupe H' — (Z2)

2 ne faiεant partie d'aucun tore de U. Vu (0.3),
a ^ H\ done a et H' engendrent un sous-groupe H = (Z2)

3 qui (4.3) n'est pas
contenu dans un tore de G; (pour une autre description d'un tel sous-groupe,
voir [10, §17; 11]).

On voit de meme, a Γaide des inclusions (SU(2) X Sy(3))/Nc F4,
(Spin(l6)/iV) cz E8 et (SU(2) x SU(6))/iV c: Eβ que F4, E 8 et le quotient Ad E*
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«de Eβ par son centre contiennant un sous-groups H — (Z2)
3 ne faisant partie

.d'aucun tore. Comme le centre de E 6 est d'ordre trois, il en est alors de meme

pour Eβ vu 3.10,3. 6.

E 7 contient un sous-groupe U ~ (Eβ X Tι)/N, et U est le centralisateur

dans E 7 de la composante neutre S de son centre, qui est de dimension 1. Soit

H un sous-groupe isomorphe a (Z2)
3 de sa partie semi-simple Uss, non contenu

dans un tore de cette derniere, dont Γexistence vient d'etre demontree. H ne

fait partie d'aucun tore de G. Sinon en effet, Z(H)0 contiendrait H dans son

centre, et S, done (0. 3), S et H feraient partie d'un meme tore T; on aurait

alors TaZ(S) = U, ce qui contredirait 3.10 (b).

Dans les cas p = 3, G = F 4 , E7, E8, p = 5, G = E8, on raisonne comme

plus haut a partir des inclusions [12, p. 219]:

(Sϋ(3) x SU(3))/ΛΓc F 4 , (Sϋ(3) X SU(6))/ΛΓc E7, (Sϋ(3) X Eβ)/J\Γc E8,

(Sϋ(5) xSϋ(5))/iVc=E 8 ,

Soit enfin^>=3, G = E6. Alors G contient U^(Sϋ(2) X SU(2)x SU(2))/iV

-et N = Z3, Z(JJ) = (Z3)
2 [12, p. 219, Ram. II, p. 220]. D'apres (3. 12), U possede

un sous-groupe H' — (Z3)
2 non contenu dans un tore de U, par suite, vu (0.3),

H' f\Z(JJ) = (e). Soit a € Z(U), a ^ Z{G), ce qui existe puisque le centre de
"G est d'ordre 3. Alors a et H' engendrent un sous-groupe H = (Z3)

3. D'autre
part, comme U est un sous-groupe connexe maximal [12], U = Z(β)o, done,

ί(4. 3), H ne fait partie d'aucun tore de G.

4.5. THEOREME. Soit p un nombre premier. Alors les quatre conditions

suivantes sont equivalentes:

(1) G est sans p-torsion)
(2) BG est sans p-torsion;
(3) tout [/>]-sous-groupe est contenu dans un tore;
(4) tout [p]-sous-groupe de rang <; 3 est contenu dans un tore.

(1) -* (2) d'apres [8, 5. l ] . (2) -• (3) d'apres [9, XII, 5. 4] et (4.2). (3) en-

traine evidemment (4).

Pour terminer, il suffira de prouver que (4) -> (l) et pour cela de faire

voir: (*) Si G a de la ^-torsion, alors G contient un [/>]-groupe de rang ^ 3

ne faisant partie d'aucun tore. Vu (3. 2) et (3. lθ(b)), on peut supposer G semi-

simple. Si 7Γi(G) a de la />-torsion, (*) resulte de 3.12. Supposons done

*(ord irx (G), p) = 1 et soit G le revetement universel de G. Alors, (3.3), G' a de la

^-torsion, et vu 3.10, il suffit de montrer (*) pour G'. On paut done S3 borαar

& G simplement connexe, done aussi (3.10) a G simple et simplement connexe.

Notre assertion resulte alors de (2. 5) et (4. 4).

4.6. REMARQUE. Les implications (1) -> (2) -» (3) ont ete etablies ici par
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des raisonnements a priori. C'est la demonstration de (4) -* (l) qui repose sur
des verifications. Nous ne savons pas non plus demontrer (3)—* (l) ou (2)—*(l)
sans passer par ces verifications. Nous avons aussi utilise les [/>]-sous-groupes
pour voir que H*(Bσ; Z) a de la p-torsion lorsque p = 2,3, G = E6, E7, E8,
p = 5, G = E8. Pour p = 3, cela resulte egalement de la determination partielle
de H*(BG; Z3) (G = F 4, E6, E7, E8) faite par Araki, 'On the non-commutativity
of Pontrjagin rings mod 3 of some compact exceptional groups", (a paraitre).

5. Sous-groupes commutatifs et />-torsion de G.

5.1. PROPOSITION. Soit U un sous-groupe ferme connexe de rang maxi-
mum de G, et soit p un nombre premier. Si G est sans p-torsion, alors U et
G/U sont sans p-torsion.

Si U est sans p-torsion, il en est de meme pour G/U ([3, Prop. 30.1],
compte tenu du fait que G/T et U/T sont sans torsion [6, 13]). Supposons main-
tenant G et G/U sans />-torsion. Alors BG est sans />-torsion [8, Prop. 5.1], done
la fibre et la base de la fibration universelle (JBu, BG, G/U) ont des nombres de-
Betti mod p nuls en dimensions impaires; il en est alors de meme pour Bu,
done Bσ est sans p-torsion et (4.5) U est sans p-torsion.

II sufSra done de prouver que si G est sans />-torsion, alors U ou G/U
est sans />-torsion. On procede par recurrence sur dim G. Le sous-groupe U
contient Z(G)0, on a G/U = GSS/(U Π Gss) et U Π Gss SL meme rang que G5Sr

(0. 3); compte tenu de (3. 2), on peut done supposer G semi-simple. Soient G
son revetement universel et U Γimage reciproque de U dans G. On a G'/U'
= G/U, le sous-groupe U' est connexe (0.3) et G est sans p-torsion (3.3X
Comme U' est le produit de ses intersections avec les facteurs simples de G
[12] on est ramene au cas oύ G est simple, simplement connexe.

Supposons de plus U connexe maximal. S'il n'est pas semi-simple, il est
necessairement egal au centralisateur de la composante neutre de son centre, et
G/U est sans torsion (0. 3). Soit done U semi-simple. Toutes les inclusions de
ce type sont enumerees dans [12, p. 219], De plus, (0. 4) et la remarque II de
[12, p. 220] permettent de calculer irτ(U). On verifie alors, a Γaide de (2, 5) et
(3 .3) que U est sans />-torsion si G est sans />-torsion.

Supposons enfin que U ne soit pas connexe maximal dans G et soit V un
sous-groupe propre connexe maximal le contenant. Alors V est sans />-torsion,
d'apres ce qui vient d'etre dit, et U est sans />-torsion d'apres Γhypothese
d'induction appliquee a Γinclusion U CZ V.

5 2. THEOREME. Soit H un sous-groupe compact commutatif de G. Sup-
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posons que pour tout diviseur premier p de ord(H/H0), le groupe G soit
sans p-torsion. Alors H est contenu dans un tore de G.

Demonstration par recurrence sur dim G. Si H est central, il fait partie
de tout tore maximal de G (0. 3). Supposons done que H ζ£ Z(G) et soit x un
element de H non contenu dans le centre de G. On a Hd Z(x) et H/(Z(x)Q Π //)
est un quotient de H/Ho. Vu Γhypothese, Γordre de H/(Z(x)0Γ\H) est done
premier a celui de Tors 7rx(G), et 3.8 montre que H a Z(x)0. Le sous-groupe
Z{jx\ est de rang maximum (0.3). Vu 5.1 et Γhypothese d'induction, //fait partie
d'un tore de Z(x).

REMARQUE. La demonstration precedente n'utilise pas le Theor. 5.3 de
[9,XII] affirmant que si G est sans />-torsion, tout [/>]-sous-groupe est contenu
dans un tore, qu'elle etablit done a nouveau. Cependant, elle a Γinconvenient de
s'appuyer sur 5.1, qui a ete verifie a Γaide de la classification.

6. Les [/>]-sous-groupes maximaux de quelques groupes de Lie.

Dans ce paragraphe, nous considerons exclusivement la cohomologie mod
2, et omettons les coefficients. P w designe Γespace projectif reel de dimension
n, Sn la sphere de dimension n.

6.1. Rappelons que si G = G2, F4, Spin(*i), (n = 7,8, 9), alors H*(BG) est
une algebre de polynomes a generateurs de degres respectifs

(4, 6, 7), (4, 6, 7,16, 24), (4, 6, 7, 8), (4, 6, 7, 8. 8), (4, 6, 7, 8,16)

(voir [5]). Si G = G2, les [2]-sous-groupes maximaux sont de rang 3, conjugues
par automorphismes interieurs [10, §17], et si Q est Γun d'eux, H*(G/Q) est
egale a sa sous-algebre caracteristique [4, §13]. Le theoreme 6.2 montrera qu'il
en est de meme dans les autres cas. Si Γon tient compte des resultats de [3,4],
on voit que (6. 2) vaut dans tous les cas connus oύ H%BG) est une algebre de
polynomes. Dans ces cas, on a done la "formule de Hirsch mod 2" (6. 2(l)) et
Γanalogie de [4] entre tores maximaux en cohomologie reelle et [2]-sous-groupes
maximaux en cohomologie mod 2.

6.2. THEOREME. Soit G = Spin(» {n = 7, 8, 9), F4. Alors les [2]-sous-
groupes maximaux de G sont conjugues par automorphismes interieurs et sont
de rangs respectifs 4, 5, 5, 5. Si Q est Γun deux, H%G/Q) est egale a son
algebre caracteristique, par consequent [2, §4] : p(Q,G)* : H*(BG) -> H*(βQ) est
injectif, H*'(G/Q) s'identifie au quotient de H*(BQ) par Videal engendre par
les elements de degre > 0 de Vimage de ρ(Q, G)* et



234 A

(1) PJβ/QA = (1 - tTr/P2{BG,i) (r = rang de Q).

On a la fibration Spin(7)/G2 = S r (voir [2]). Le centre M de Spin(7) est
d'ordre deux, non contenu dans G2, done Spin(w) contient un sous-groupe V~Z a

X G2. La fibration Spin(7)/G2 = S7 est definie par Γintermediaire de la repre-
sentation des spineurs [2], done Γelement zφe de M agit par Γinvolution
antipodique sur S7, et Spin(7)/V = S7/M = P 7 On peut evidemment identifier
Br au produit BM X BG2, done

P2(Bv,t) = P2(BG2j)il-ty\

Comme P2(P7,t) = (l - £8) (l - t)'\ on deduit de (6. l) que

P2(Bv, t) = P2(P7, t)'P2(BSpinω, t\

par consequent [4, Prop. 2. l], P 7 est totalement non homologue a zero dans la
fibration universelle (BV} BsPiΆω > P7). Le theor. 5.2 de [9, XII] montre alors que
tout [2]-sous-groupe de Spin(7) est conjugue a un sous-groupe de V. Mais V=Z 2

X G2 done, vu (6. l), ses [2]-sous-groupes maximaux sont de rang 4, et con-
jugues par automorphismes interieurs. II en est alors de meme dans Spin(7).

Soit Q un [2]-sous-grouρe maximal de Spin(7), contenu dans V. On a
Q = M X Q\ oύ Q est un [2]-sous-groupe maximal de G2. Comme G2/Q' est
totalement non homologue a zero dans la fibration (BQ>9BGΛ,GZ/Q')9 il est
immediat que (G2 X M)/Q = G2/Q est aussi totalement non homologue a zero
dans la fibration (BQ, Bv, V/Q); par suite (4. l) ? V/Q est aussi totalement non
homologue a zero dans la fibration (Spin(7)/Q, P7? V/Q), d'oύ

P2(Spin(7)/Q, t) = P2(P7, ί) P 2 (G 2 /Q»;

mais on a [4, §13]:
P2(G2/Q', t) = (1 - t") (1 - t«) (1 - f) (1 - t)->

d'oύ, vu (6. 1),

P2(BQ, t) = P2(BSpin(7) ,ί ) P2(Spin(7)/Q, ί)

ce qui, compte tenu de [4, Prop. 2. l], entraine finalement que Spin(7)/Q est
totalement non homologue a zero dans la fibration (BQi BsPinθ)> Spin(7)/Q),
autrement dit que H%Sj)in(7)/Q) est egale a sa sous-algebre caracteristique.

La fibration classique SO(8)/SO(7) = S7 donne lieu a la fibration Spin(8)/
Spin(7) = S7. Le centre de Spin(8) est isomorphe a (Z2)

2; il contient un element
z induisant Γinvolution antipodique de S7, et z ne fait evidemment pas partie
de Spin(7), qui a un point fixe sur S7. Le groupe Spin(8) contient done un
sous-groupe V = Z2 x Spin(7) tel que Spin(8)/F = P7.

D'apres [2], on a une fibration Spin(9)/Spin(7) = S15, definie par la repre-
sentation des spineurs. Le centre de Spin(9) contient alors un element z indui-
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sant Γinvolution antipodique, done ne faisant pas partie de Spin(7), d'oύ une

inclusion V cz Spin(9), avec V ~ Z2 X Spin(7) et Sφ0)/V = P15.

Cela etant, la demonstration de (6. 2) pour G = Spin(8), Spin(9) est tout

a fait analogue a celle donnee pour G = Spin(7), et est laissee au lecteur.

Dans le cas ou G = F 4 , nous par tons de la fibration F4/Spin(9) = W, oύ

W est le plan projectif des octaves [2]. D'apres [9, XII, 4. 2], tout [2]-groupe

d'homeomorphismes de W admet un point fixe; cela entraine en particulier que

tout [2]-sous-groupe de F 4 est conjugue a un sous-groupe de Spin(9), d'oύ la

premiere assertion de (6.2) pour F 4 .

Soit alors Q un [2]-sous-groupe maximal de F 4 contenu dans Spin(9).

D'apres ce qui a ete dit plus haut, iί*(Spin(9)/Q) est egale a sa sous-algebre

caracteristique done, (4. l), Spin(9)/Q est totalement non homologue a zero

dans la fibration (F</Q, W, Spin(9)/Q) et l'on a

A(F4/Q, t) = P2(W, t) P2(Spin(9)/Q, t)

P2(F4/Q? ί) = (1 - f") (1 - ft1 ' ( l - ί )

ce qui, vu (6. l), donne

Par consequent [4, Prop. 2. l], F 4 /Q est totalement non homologue a zero dans

la fibration universelle (BQ, BFi,F4 /Q).

La suite de ce paragraphe est consacree a quelques exemples de (j>]-sous-

groupes maximaux non conjugues.

6. 3. Les [2]-sous-groupes de Spin(lO). Soit Q(n) le sous-groupe des matri-

ces diagonales de O( z). On sait que les [2]-sous-groupes de O(n) et de SO(^)

sont conjugues a des sous-groupes de Q(n) et SQ(n) = SO(n) Π Q(n) respecti-

vement. D'autre part le centralisateur d'un [2]-sous-groupe de SO(/z) ou de O(n)

est un produit de groupes orthogonaux et de groupes a deux elements, done ses

[2]-sous-groupes maximaux sont aussi conjugues. II s'ensuit aisement que si deux

sous-groupes de SQ(n) sont conjugues par un automorphisme interieur de SO(w),

ils sont aussi conjugues par un automorphisme interieur laissant SQ{n) invariant.

Soit 7r: Spin(w) -> SO(w) la projection canonique et soit Q = 7r~1(SQ(n)).

Comme tout [2]-sous-groupe maximal de Spin(w) contient le noyau de TΓ, les

faits rappeles dans Γalinea precedent entrainent evidemment que tout [2]-sous-

groupe de Spin(w) est conjugue a un [2]-sous-groupe de Q' ,que les [2]-sous-

groupes maximaux de Q sont des [2]-sous-groupes maximaux de Spin(τz) et

enfin que deux [2]-sous-groupes maximaux de Q' conjugues dans Spin(w) sont

aussi conjugues par un element du normalisateur de Q'.

Dans les notations de la demonstration de 3.11, Q' est engendre par les
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produits e%-e^ ses elements d'ordre deux sont les produits de 4k (k = 1, 2, )

facteurs eh deux a deux distincts avec ± 1.

Cela etant, il n'y a aucune difficulte a verifier que les [2]-sous-groupes

maximaux de Spin(lO) sont de rang 5, et forment deux classes de conjugaison

representees par les sous-groupes Hl9 H2 de Q engendres respectivement par

— 1 , e τ - e 2 e 3 e 4 , e 3 e 4 ' e 5 ' e 6 , e 5 - e 6 e 7 - e 8 , e 7 - e 8 - e 9 - e l 0

et par

— 1, eι-e2'e3 e4, e3'e4'e5 e6, e5- e6-e7'e8, eτ'e3'eb'eΊ.

Hτ est Γensemble des elements d'ordre deux d'un tore maximal, H2 contient le

sous-groupe H de 4.4, done ne fait pas partie d'un tore.

6.4. Les [p\-sous-groupes de PSU(/>), (p premier impair). Soit G = PSU(^>)

le groupe projectif unitaire. On a done G = SU(p)/Zιp. Nous voulons montrer

que G possede deux classes de conjugaison de [/>]-sous-groupes, representees Γune

par Γensemble des elements d'ordre p d'un tore maximal, l'autre par le sous-

groupe de rang deux construit a Γaide de 3.11. Le rang d'un [/>]-sous-groupe

maximal est done egal a (p — l) ou a deux.

Soient T" le tore maximal forme des matrices diagonales de SU(̂ >) et T

son image dans G. Soient v Γelement du normalisateur de T' defini par la

permutation cyclique des coordonnees (ct. 3. l l ( l)) et v* son image dans G. Un

calcul immediat montre que Z(v*) f] T est un groupe cyclique d'ordre p>

engendre par Γimage u* de Γelement u de 3. l l ( l ) . En particulier, Γautomorph-

isme interieur Int v*: x —> v*' x-v*~ι n'a qu'un nombre fini de points fixes dans

T done t-+ v^'t-v*'1 -t~ι est un endomorphisme surjectif de T, ce qui entraine

immediatement que etant donnes x,y € T, il existe t € T tel que Int t(v*-y}

= v* x.
Soit alors H un [/>]-sous-groupe maximal de G. D'apres [11, Theor. l ] , on

peut supposer H d N, oύ N designe le normalisateur de T. Le seul cas a

considerer est evidemment celui oύ H <£. T. Alors H/(H f] T) est un [/>]-sous-

groupe du groupe de Weyl W(G) = N/T. Ce dernier est le groupe des per-

mutations de p objets : ses ^>-groupes de Sylow sont cycliques d'ordre p, Γun d'eux

est engendre par Γimage de v*. Par consequent, apres conjugaison par un

element convenable de N9 on peut supposer que H Π (v* T) 4= φ. Mais on a

remarque plus haut que deux elements de v* - T sont conjugues par un element

de T; on peut done supposer que v* € H. Alors H est engendre par v* et
par les elements d'ordre p de Z(v*) Π T, done, vu ce qui a ete dit plus haut,

par les images des elements u,v de 3.11 (l).

6.5- On tire facilement de 6.4 que les [/>]-sous-groupes maximaux de
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(SUO) X &U(ρ))/N, (N = Zp) sont de rang <; 2(/> - l) et forment au moins
deux classes de conjugaison. Nous voulons en deduire que les [3]-sous-groupes
maximaux de F 4 sont de rangs ^ 4 et se repartissent en au moins deux classes
de conjugaison. Soit H un [/>]-sous-groupe maximal. D'apres [11, Theor. 1], iL
fait partie du normalisateur d'un tore maximal T, et H/(H Π T) est un p-grou-
pe du groupe de Weyl W(F4). Mais [12], F 4 contient un sous-groupe U=
(SU(3) X SU(3))/iV (N = Z3), et on peut supposer [ / D T . Les groupes de Weyl
de F 4 et U sont d'ordres respectifs 26 32 et 36, done W(U) contient un 3-grou-
pe de Sylow de W(F4); cela entraine qu'apres automorphisme interieur par un
element convenable du normalisateur de T, on peut supposer que H Cl U. D'autre
part, tout [3]-sous-groupe maximal de U contient le centre de U, qui est cycli-
que d'ordre 3, done (4. 3), si un tel sous-groupe ne fait pas partie d'un tore de
U, il n'est pas non plus contenu dans un tore de F 4 ; d'oύ notre assertion.

On voit que meme, a Γaide de Γinclusion (SU(5) X SU(5))/Λr C E8 qua
les [5]-sous-groupes maximaux de E8 sont de rang ^ 8 et forment au moins
deux classes de conjugaison.

7. Les [3]-groupes operant sur le plan des octaves.

7.1. Soit W le plan projectif des octaves. On a done H*(W; Z)
= Z[x]/(x3), avec x de degre 8. Le Theor. 4. 2 de [9, XII] montre que, si p=)r 3,
tout M-groupe operant sur W, ou sur un espace compact connexe ayant meme
cohomologie mod p que W, a un point fixe au moins, (en fait que dim
H*(F; Zp) = 3, F etant Γensemble des points fixes). Nous voulons ici justifier
et completer la remarque du §4 de [9, XII] concernant le cas ou p = 3.

7.2. PROPOSITION, (a) Le plan projectif des octaves W possede un
groupe de collineations H ~ (Z3)

3 sans point fixe.
(b) SoitX un espuce compact connexe tel que H*(X; Z3) = Zs[x]/(x3) (d°x=8).

Soient H un groupe isomorphe a (Z3)
2 operant sur X, et F Vensemble de ses

points fixes. Alors dim H*(F;Z3) = 3. En particulierv F nest pas vide.

Pour verifier (a), on considere de nouveau la fibration F4/Spin(9) = W.
Comme Spin(9) n'a pas de 3-torsion, tout [3]-sous-groupe de Spin(9) est con-
tenu dans un tore, par consequent, un sous-groupe H = (Z3)

3 de F 4, ne faisant
pas partie d'un tore, ce qui existe d'apres 4.4, n'a pas de point fixe sur W. Par
ailleurs, on sait que F 4 s'identifie a un sous-groupe (compact maximal) du
groupe des collineations de W, d'oύ (a).

(b) Soit (Er) la suite spectrale mod 3 de la fibration {XH,BB,X,IΓ^),

[9, IV. 3]. Comme un 3-groupe agit trivialement sur Z3, H agit trivialement sur
H*(X; Z3); pour etablir (b), il suffit done, vu [9, XII, 3. 5], de faire voir que
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E2 = E~, done que d9(x) = 0. Or on a

H*(BB; Z.) = Λ («„ a2) ® ZJ&, *J (d Ό, = 1, δ, = ftfo), ί = 1, 2)

(oύ βs est, comme dans 2.3, le premier operateur de Bockstein); comme
•evidemment E2 = E9, on peut ecrire

y = dlx) = Λ l Qι(blt bt) + a2 • Q2(bt, b,)

ou Qi(bl9 b2) est un polynόme homogene de degre quatre en bl9 b2. L'espace
H*(X; Z3)etant nul en dimensions 9 et 12, on a

<i) &(*) = &χ) = o,

^3 designant naturellement la premiere puissance reduite de Steenrod; /β3 et /J
commutent a la transgression, par consequent

(2) κ%{β,y) = ^(>iy) = 0,

Λ:/ etant, comme d'habitude, Γhomomorphisme H\BH', Z3) = Eι

9'° -> £J°,
(i = 1,2, 3, ). Ici le noyau de #5 (10 fS i ^ 17) est visiblement Γintersection
de H\BH', Z3) avec Γideal (.y) engendre par .y. II nous suffira done de montrer
que βs(y), f\(y) € (y) entrainent y = 0. Evidemment (.y) Π H10(Bπ; Z3) C
C !̂ a2) et /?3(3/) € ZJ[bl9 62], done /S3(y) € (y) equivaut a A(^) = 0. Nous
devons done prouver

(3) /8a(y) = 0, et fl(y) e (y) entrainent y = 0.

Ecrivons 3/ sous la forme

(4) y = «i Σ 0 S i S ( l ^ b\ bV + a2 • £ o s ί S 4 Vι bl δί- («,, t;, 6 Z3).

On sait que f\ est une derivation et que f\(μl) = 0, /K^O = s-bl+2; par con-
sequent fl(y) est somme de

^ z •(«,-# + «8 &? ^ + «a 2 (W « + έ? ^4) + ttx « iϊ + Ko tf)

•et de

«2 -(^-i? + v. ftϊ « + v2 2 (« M + bΐ bΐ) + vx b\-b\ + vo-65),

mais fl(y) € (̂ y) s'ecrit:

/Kyϊ^iq R + r h bt + s ΰD y (q, r, s € Z3),

d'oύ, par comparaison de coefficients, le systeme d'equations

Q'U4 = u4; q-us + r-u4 = 0; #• w2 + r-uz Λ- s-u4 = 2 w2;

Λ(5U) g Wj + r w2 + s Us = u3 + uτ; q-u0 + r-ux + s u2 — 2-u2;

r-u0 + s ut = 0; s u0 = u0,
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et un systeme similaire, oύ vt remplace uu que nous designerons par (5v). β3.

est une antiderivation, annulant b% et appliquant at sur bt (i = 1, 2). La condi-

tion βs(y) = 0 entraine alors

(6) u4 = u3 + v4 = u2 + v3 = uτ -f- v2 = u0 + vτ = v0 = 0.

Supposons # =4= 0. Comme u4 = 0, on tire de (5u) que u3 = 0, done, vu (6)>

v4 = 0, puis, vu (5v), v3 = 0 et, vu (6), w2 = 0. On obtient alors le systeme

ux + v2 = 0; # ^ 2 = 2 v2; q-ux = uτ

qui entraine ux = v2 = 0, d'ou finalement, en utilisant a nouveau (5u), (6),

Uo = vτ = 0. Par consequent, g H= 0 entraine 3/ = 0. Da meme, s 4= 0 entraine

3> = 0. Enfin, on voit de la meme maniere, en utilisant alternativement (5u),

(5v), et (6) que q — s = 0 entraine y — 0, ce qui demontre (3).

7.3. REMARQUE. Nous profitons de cette occasion psur signaler une erreur

dans la demonstration du Theor 3.6 de [9, XII]. L'egalite β(c) = 0 n'implique

pas, a priori, que β(d3(c)) = 0 mais seulement que β(d3(c)) appartient a Γideal

M engendre par d3{H\X)\ Cependant, on a β(d3(c)) = 0 si tout c € H\X)

est la restriction d?une classe entΐere transgressive, ce qui a lieu en particulier

quand la cohomologie entiere de X est de type fini. La demonstration du texte

vaut sans changement sous cette condition supplementaire. Le theoreme 3. 6 lui-

meme vaut au moins si p est impair. En effet, le raisonnement du texte montre

que d3(c) est somme de monόmss de la forma ai aj-ak (i < j < k); il est alors

immediat que β(d3(c)) € M equivaut a d3(c) = 0.
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