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Ce travail apporte quelques renseignements sur la torsion du groupe de
cohomologie entiére d'un groupe de Lie compact connexe (G, que nous -appel-
lerons, suivant 1’usage, la torsion de G, sur les sous-groupes commutatifs de G,
et met ces deux questions en relation. Nous nous intéresserons en particulier aux
rapporis qui existent entre la p-torsion (p nombre premier) et les sous-groupes
commutatifs de type (p,.-...- ,»), que nous appellerons ici les [p]-sous-groupes.
Ce travail a été résumé dans une Note au Bull. Amer. Math. Soc. 66 (1960),.
pp. 285-288.

En nous appuyant sur quelques remarques concernant les H-espaces dont la
cohomologie entiére est de type fini, faites dans le §1, et sur le Théoréme V de
[14], on verra que le groupe simplement connexe exceptionnel E; n’a pas de
p-torsion lorsque p =5, i=6,7 et p=7,i=7,8, et 'on déterminera aussi
H* (Eq; Zs), H* (Eg;Z,), (Théor. 2.2,2.3). Compte tenu de résultats connus
[5,8,14], on pourra alors indiquer les nombres premiers intervenant dans les
coefficients de torsion de tous les groupes simples et simplement connexes (2.5):
et l'on vérifiera (2.6) le théoréme suivant, conjecturé dans [7]:

THEOREME A. Supposons G, simple et simplement connezxe, et soit p un
nombre premier ne divisant pas les coefficients de la plus grande racine de
G, exprimée comme somme de racines simples. Alors G n’a pas de p-torsion.

Dans un groupe de Lie compact connexe G il existe des [p]-sous-groupes
évidents, les éléments d’ordre p d’un tore maximal, mais il peut y en avoir
d’autres, (pour p = 2, les matrices diagonales de SO (), (72 = 3) par exemple).
Cependant, d’aprés [9,XII, 5,3,5.4], si G n’a pas de p-torsion, tout [p]-sous-
groupe H fait partie d'un tore, ce qui précise un résultat de [11] affirmant que,
sous ’hypothése faite, le rang de H est au plus égal 3 la dimension des tores
maximaux de G. Cette derniére condition est évidemment nécessaire pour que
H fasse partie d’un tore de G, mais elle n’est pas suffisante en général. En effet,
on démontrera:

(i) Pour que le groupe fondamental w(G) de G soit sans p-torsion, il
Saut et il suffit que tout [pl-sous-groute de rang deux soit contenu dans un
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tore de GP.
(ii) Pour que G soit sans p-torsion, il faut et il suffit que tout [p]-sous-
groupe de rang =< 3 soit contenu dans un tore.

(Voir 3.12,4.5.) On verra par construction d’exemples que ces conditions sont
suffisantes; la nécessité de la condition de (i) (en fait, un énoncé plus général,
cf. 3.9) résultera principalement de ce que si 7w,(G) est sans torsion, le centrali-
sateur de tout élément de G est connexe (3.5)”; celle de la condition de (ii)
est conséquence du théor. 5.3 de [9, XII].

Finalement, on aura prouvé, en partie par des raisonnements a priori, en
partie par des vérifications utilisant la classification, le

THEOREME B. Soit p un nombre premier et soit G un groupe de Lie
compact connexe. Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(1) G n’a pas de p-torsion.

(2) Llespace classifiant Be de G n’a pas de p-torsion.

(8) Tout [pl-sous-groupe est contenu dans un tore.

(4) Tout [pl-sous-groupe de rang <3 est contenu dans un tore.

Dans le §5, le théoréme 5.3 de [9, XIII] déja cité sera généralisé par le:

THEOREME C. Soient H un sous-groupe compact commutatif de G, et H,
la composante connexe de U’élément neutre de H. Si G n’a pas de p-torsion pour
tout diviseur premier de Uordre de H/H,, alors H est contenu dans un tore.

Pour I’établir, on s’appuiera en particulier sur le fait que si G est sans
p-torsion, alors un sous-groupe connexe de rang maximum U et I’espace homogéne
correspondant G/U sont sans p-torsion (5.1).

Dans les démonstrations des résultats précédents, on se raménera fréquem-
ment au cas des groupes semi-simples grice au fait qu’'un groupe de Lie compact
connexe est homéomorphe au produit d’un tore par sa partie semi-simple (3.2).

Le Théor. 6.2 montre que, si G = F,, Spin (n) (= = 7,8,9), les [2]-sous-
groupes maximaux de G sont conjugués par automorphismes intérieurs et I’ana-
logie de [4] entre [2]-sous-groupes maximaux en cohomologie mod 2 et tores
maximaux en cohomologie réelle subsiste. Nous ne savons pas si I'on peut en
général mettre directement en relations la cohomologie mod p de G ou de Be

1) Ce résultat a été suggéré par des discussions avec J. Wolf, a qui je dois aussi
I’énoncé et une partie de la vérification du lemme 3.11.

2) Pour démontrer 3.5, on se raméne tout de suite au cas oi G est semi-simple et
simplement connexe. On verra alors que plus généralement ’ensemble des points fixes d’'un
automorphisme o de G est connexe (3.4), théoréme d’abord prouvé par R.Bott (non publié),
de maniére entiérement différente. Lorsque o est involutif, ce résultat, dii & E.Cartan, est
aussi établi dans {14, IV, Prop. 3.1].
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avec les [p]-sous-groupes maximaux. Des exemples (voir 6.3-6.5) montrent que
ces derniers peuvent former plus d’une classe de conjugaison.

Enfin, le §7 apporte des compléments au §4 de [9, XII], concernant les
[3]-groupes opérant sur le plan des octaves.

Les résultats établis dans les §§ 1,2 avaient été communiqués antérieurement
3 S.Araki, qui les a complétés en décrivant notamment la cohomologie mod 3 de
E;, E; (voir [1]). Dans cet ordre d’idées, il reste donc en premier lieu a déter-
miner H*E;; Z,), ¢ = 6,7, 8).

Les résultats de cet article mettent ainsi en évidence quelques liens entre la
structure de groupe d’un groupe de Lie et sa topologie. Cependant, 'auteur regrette
vivement d’en avoir été réduit a établir plusieurs propositions d’énoncé général
a l'aide de vérifications utilisant la classification.

“You have a low shopkeeping mind. You think of things that would never
come into a gentleman’s head.”

“That’s the Swiss national character, dear lady.”
(B. Shaw)

0. Rappel et notations.

Dans tout ce travail, G désigne un groupe de Lie compact connezxe.

0.1. Tors. H est le sous-groupz de torsion d’un groupe commutatif H, ord H
est 'ordre d’un groupe fini H; si A est un sous-ensemble du groupe H, on
note Z(A) le centralisateur de A dans H. Un [p]-groupe est un groupe com-
mutatif de type (p,...... P); son rang est le nombre de facteurs cycliques.

Q est le corps des rationnels, R celui des réels, Z, (p premier) le corps
des entiers mod p, ou le groupe cyclique d’ordre p.

E (m,,...... ,m;) dénote l'algébre extérieure d’'un module libre gradué sur un
anneau A, avec r générateurs de degrés respectifs m,,...... ;. (impairs si la
caractéristique de A est ==2), P(a,b) désigne une algébre de polynomes tron-
quée, A [x] /(2") engendrée par un élément x de degré @, de hauteur 2.

La série de Poincaré d’un module M libre sur A, gradué par des sous-
modules M’ (: = 0) de type fini, est

P(M,t) = 3, (rang M%) -2,
et si X est un espace topologique, on pose
P, (X,t) = P(HY(X; Z,) 1), P(X,t)=P(HX; Q),2).
0.2. La composante connexe de 1’élément neutre d’un groupe de Lie H,
que 'on appellera la composante neutre de H, sera notée H,. On rappelle que

si H est compact connexe, on a H = Z(H),-H,;, avec Z(H), N H,, fini, H,,
désignant le plus grand groupe semi-simple de H.
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Soient G’ un revétement fini de G, f: G — G la projection canonique, et N
le noyau de f; le sous-groupe N est central, donc contenu dans tous les tores
maximaux de G'. Par conséquent, si U est un sous-groupe connexe de rang maxi-
mum de G, f'(U) est connexe. En particulier si T' (resp. T") est un tore
maximal de G (resp. G'), f(T) (resp. f(T")) est un tore maximal de G’
(resp. G). Si G = G, -G, (G,,G, invariants connexes fermés d’intersection finie)
alors U = (G, NU) - (G,NU) (cf. [12]). On déduit de cela que G/U s’identifie
au quotient du revétement universel de G,, par un sous-groupe connexe, donc
que G/U est simplement connexe.

0.3. Tout élément g € G est sur un sous-groupe a un paramétre, donc
g € Z(g)y. Les tores maximaux de G sont conjugués par automorphismes intéri-
eurs, et leur intersection est le centre de G. Etant donnés un tore S C G et un
élément g € Z(S), il existe un tore T contenant g et S, donc le centralisateur
Z(S) d’un tore S est connexe, et un tore maximal est son propre centralisateur
(pour tout cela, voir par exemple Sém. S. Lie, Paris (1954-55), Exp. 23). L’espace
homogéne G/Z(S), ou S est un tore de G, est sans torsion et ses nombres de
Betti en dimensions impaires sont nuls [6, 13].

0.4. On convient de noter ici G, F,, Eq, E; E; les représentants simplement
connexes des structures simples exceptionnelles. Leurs centres sont donc d’ordres
respectifs 1, 1, 3, 2, 1. Les représentants simplement connexes des structures simples
classiques sont les groupes unitaires unimodulaires complexes et quaternioniens
SU (n), Sp (n) et les groupes de spineurs Spin () (n 5= 2,4). Le centre de SU(n)
(resp. Sp (n), resp. Spin (2m + 1), resp. Spin (4 m + 2)) est cyclique d’ordre 7
(resp, 2, 2,4), celui de Spin(4m) est isomorphe a (Z,)%.

Tout groupe simple compact connexe et simplement connexe est isomorphe
3 'un des groupes sus-mentionnés.

1. H-espaces dont la cohomologie 4 un nombre fini de générateurs.

1.1. Dans ce paragraphe, X désigne un espace compact connexe, dont le
groupe de cohomologie entiére admet un nombre fini de générateurs, et qui est
muni d’un produit de type (1,1), par exemple avec élément neutre & gauche et
4 droite. D’aprés le théoréeme de Hopf:

1) H*(X; Q) = E (m,,...... my), (my impair; 1 <:=<1).

1.2. PROPOSITION. Soit H le quotient de H* (X; Z) par son groupe de
torsion. Alors H est U'algebre extérieure d'un module libre a | générateurs de

Soit h: H*(X; Z)>H* (X X X; Z) I'homomorphisme défini par le produit
dans X. En utilisant la régle de Kiinneth, on voit que % induit un homomorph-
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isme A :H—-H®& H qui vérifie la condition imposée aux algébres de Hopf,
donc pour tout anneau K, H &) K est une algébre de Hopf sur K. Cela étant,
on voit que la démonstration de la Prop. 7.3 de [3], (ou 'on prouve 1.2 en
supposant X sans torsion) est aussi valable pour H.

1.3. PROPOSITION. Soit p un nombre premier. Alors H* (X; Z,) contient
un sous-module gradué isomorphe a E (my,...... ,my), annulé par tous les opéra-
teurs de Bockstein, et qui est une sous-algébre isomorphe a E (m.,...... ,my;) St
p est impair.

Soit T le sous-groupe de torsion de H* (X; Z), et soient y, € H*(X; Z)
des éléments de H*(X; Z) dont les images dans H forment un systéme mini-
mal de générateurs. Vu 1.2, les mondmes

Vigeeven Vi, G <...... iy t = 1,...... , 1)

forment une base d’un supplémentaire de 7, et sont donc linéairement indé-
pendants dans H* (X; Z) & K pour tout corps K. Si K = Z,, ils sont annulés
par les opérateurs de Bockstein, puisqu’ils proviennent de classes entiéres. Si de
plus p est impair, les ¥, sont de carré nul dans H*(X; Z)& Z, et notre as-
sertion résulte de ce que H*(X;Z) & Z, s’identifie & une sous-algébre de H*(X;Z,)-

1.4. PROPOSITION. Soient p impair et (u;) un systeme de type (M) [3,86]
de générateurs de H*(X; Z,). Alors (w;) contient au moins | générateurs de
degrés impairs.

L’élément y; considéré dans la démonstration de 1.3 s’écrit comme un poly-
nome P, (uy,--.... ,un)- Comme y; est de degré impair,chaque mondéme de P, doit
contenir au moins un u; de degré impair. Puisque ;- #; = 0 si d’u; est impair,
notre assertion résulte du fait que le produit y,....... y, est non nul d’aprés 1.3.

1.5. Une algébre de Hopf H sur Z, est dite étre de type (p) si tout élé-
ment de H est de hauteur < p [1, §1]. Soit (z;) un systtme de générateurs de
type (M) de H, au sens de [3, § 6]. La sous-algébre engendrée par 1 et #; est donc
égale 3 E(d"u;) si d°u; est impair, 3 P(d" u,;; p) si d°u; est pair, et H est le
produit tensoriel de ces sous-algébres [3,Théor. 6.1]. On a alors la proposition
suivante, due 3 S.Araki [1,Théoréme 71:

PROPOSITION. Soit T le sous-groupe de torsion de H*(X; Z) et soit p un
nombre premier impair. Si H*(X; Z,) est de type (p), il existe une suite finie
d’algebres de Hopf de type (p) Ay = (H*(X; Z)/T) KZ,, A,...... VA, =
H*(X; Z,), telle que A, s’obtienne a partir de A,_, en remplacant un facteur
algebre extérieure E (m) par un produit E(a) @ P(a + 1; p) ou m=p-a +
p—1
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Soit k le premier entier pour lequel la composante p-primaire T, de H°
(X; Z) est non nulle. D’apres la régle des coefficients universels, H(X; Z,) et
H*"'(X;Z,) contiennent des sous-espaces Uy, U, isomorphes & T, & Z, - Si
X est simplement connexe, il résulte alors du théoréme de structure des algebres.
de Hopf que H*(X; Z,) posséde un systtme de générateurs de type (M) con-
tenant des bases de Uy, U,.; et n’ayant en degrés <k — 1 que des éléments de
degré impair. On déduit alors immédiatement de la proposition précédente:

1.6. COROLLAIRE. Supposons X simplement connexe et H* (X; Z,) de
type (p), p étant impair. Soit k le premier entier pour lequel la composante
p-primaire de H* (X; 1) est non nulle. Alors p-k + p — 1 <m,.

Originellement, l'auteur avait déduit (2.2), (2.3) du Théor. V de [14], de
(1. 3) et de I’inégalité
@7 pkZm+p—1,

qui est un peu plus faible que 1.6, mais dont il n’y a plus lieu de donner une
démonstration directe, puisque le résultat de [1] est beaucoup plus précis. Dans
la suite, nous n’utiliserons 1.5 explicitement qu’a propos de H* (E,; Z;), ou
cela permet d’abréger les calculs.

2. Sur la torsion des groupes simplement connexes.

2.1. Rappelons que l'on a
H*(E; Q) = E(my,...... M) (i=6,7,8)
et que les valeurs (my,,.-.... /M) sont respectivement
3,9, 11, 15, 17, 23), (3,11, 15, 19, 23, 27, 35), (3, 15, 23, 27, 35, 39, 47, 59)
(voir par exemple [13]). D’aprés [14, Théor. V], on a
mE) = (B)=Z, =,E)=0 (=my j=+3, my ;1=6,7,8).

Une application f; : E; > K(Z, 3) qui est un isomorphisme pour 73 induit alors,
d’aprés le théoréme de J. H. C. Whitehead, [17, Chap III], un isomorphisme en
cohomologie jusqu’au degré m,— 1 inclus.

2.2. THEOREME. Le groupe E; n’a pas de p-torsion si i = 6,7, p =5 et
i=7,8p=17.

Prenons par exemple i =8, p =7. On a H' (EyZ,) = H'(K(Z,3); Z;)
pour j =< 14. D’aprés H.Cartan [15, Exp.9], H* (K (Z, 3); Z;) = E(3) jusqu’au
degré 14, donc, si E; a de la 7-torsion en dimension %, on doit avoir k = 16;
mais d’autre part, 1.7 et 2.1 donnent 7-k < 65, donc E; n’a pas de 7-torsion.
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‘On raisonne de méme dans les trois autres cas.
2.3. THEOREME. On a
ey H* (Bg; Zs) = N (@3, X1, Ty, Z11, Tasy Z17) & Ly [] / (25)
avec d’z; = i, Bs(x;) = x5, Bs(x)) =0 (E==7)
(2) H*EgZs) = N (X3, Ty1,%15, Tas, Tar, Tssy Tagy Tar) & ZLig [212] / (ah)
avec d’x; = i, Bsxy;) = X1z, Bs(x) =0 (i 3= 11).

Ici B, désigne le 1° opérateur de Bockstein, c’est 3 dire I’homomorphisme
cobord associé 3 la suite de coefficients 0—»Z—>Z—Z,—0, suivi de la réduction
mod p.

D’aprés [15] et (2. 1), H*(E4; Z;) est isomorphe jusqu’au degré 8 inclus a

N (x3,21) & Zs[x6] (B(x3) = Bs(xs) = 0; Ba(xr) = x).
Le théoréme 6.1 de [3] donne alors
H*(Eg;Zs) = N (x3,71) Q Zg[xs] / (23°) Q Eay,... ... a,) & P(b,,3")
R...... & P(b,,3%).
Vu 1.4 et ce qui vient d’étre dit, on doit avoir
3) r=4,a=9G=1,.,7r); ;=10 si ¢, = 1.

Le produit des trois premiers facteurs du deuxiéme membre est donc non nul
en un degré ¢t == 46 + (3° — 1)-8. et P(b,3°) est non nul en dimension (3° — 1)-b.
On a donc

46 + =108+ 2 (3" —1)b <dim E, =78
doti c =1, ¢; =0, et le théoréme résulte aussitét de 1.3 et 2. 1.

On voit de méme que

H*Eg; Zs) = N (x5,21) @ Zslx1:]/ (28) & Elay,----.,a,) & P(61,5%)

Q...... & P(b,,5%)
avec
ies(xs) = Bs(xlz) =0, Bs(xu) = Xy
r=6,,a=15 (GE=1,...,r); =16 si ¢;= 1.
On en tire

104 + (5° — 1)°12 + >_ (5" — 1)-5, =< dim E; = 248

d'oi ¢ =1, ¢, < 1; par suite H*(Eg;Z;) est de type (5) et on peut appliquer
(1.5). Vu (2.1), chacune des substitutions mentionnées dans la Prop. 1.5 fait
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apparaitre un générateur de degré < 11. D’aprés qui a été dit plus haut, il ne
peut y en avoir qu'une, celle qui remplace E(59) par E(11) & P(12,5), et le
théoréme pour E; est alors immédiat.

2.4. REMARQUE. Il est clair que 1'algébre d’homologie de H*(Eq;Z;) par
rapport i O; est isomorphe & E(mg,,...... ,Mgs), dans les notations de 2.1, c’est &
dire au produit tensoriel par Z; du quotient de H*(Eg; Z) par son sous-groupe
de torsion. On a une assertion analogue pour E; et p = 5. Il s’ensuit donc,
comme on sait, que les coefficients de torsion de H*(Eq; Z) (resp. H*(Eg; Z))
ne sont pas divisibles par 9 (resp. 25). Un phénoméne analogue a été observé
par Araki [1] pour E,,E;, p = 3. Joint aux résultats de [3, 5], cela vérifie I'asser-
tion suivante:

Supposons G simple et simplement connexe. Alors aucun coefficient de
torsion de H*(G; Z) n’est divisible par le carré d’un nombre premier p, sauf
peut-étre si G = Eg, E;, E,, p = 2.

Cela conduit évidemment & se demander s’il existe un H-espace 3 cohom-
ologie entiére de type fini, simplement connexe, ayant un coefficient de torsion
divisible par un carré. L’auteur n’en connait pas d’exemple.

2.5. THEOREME Supposons G simple et simplement connexe, et soit p un
nombre premier. Alors G a de la p-torsirn exactement dans les cas suivants:
p=2 G=8pin(n), (n=7), G, F ,E,E,Ey; p=3, G=F,E;E,Eq;
p?=05 G=E,.

Pour SU(n), Sp(n), cf[3]; pour Spin(n), G., F,, voir [5]. D’aprés (2.3) et
[8], Eq, E; n’ont pas de p-torsion pour p = 5, et E; est sans torsion pour p=7.
D’autre part il résulte de (2.1) et des résultats de H.Cartan sur K(Z, 3) que les
groupes E, ont en fait de la p-torsion pour les valeurs indiquées dans 2.5, d’ou
le théoréme®

2.6. THEOREME. Soient G simple et simplement connerxe et p un nombre
premier ne divisant pas les coefficients de la racine dominante, exprimée comme
combinaison linéaire des racines simples. Alors G n'a pas de p-torsion.

Les coefficients en question sont 1 pour SU(z), (1, 2) pour Sp(n), Spin(z),
(2,3) pour G,, F,, (1,2,3) pour E,, (1,2,3,4) pour E; et (2,3, 5,6) pour Eg
(voir par exemple J.de Siebanthal, Comm. Math. Helv. 25 (1951), pp. 210-256).
2.6 résulte donc de 2.5. On remarquera que la réciproque de 2.6 n’est en

défaut que dans les cas G = Sp(n), p =2, G=G,, p = 3.

3) L’existence de p-torsion dans les cas qu'énumeére 2.5 résulte aussi de 4.4 et de[9, XII,
5.3]; pour les groupes exceptionnels, elle a également été vérifiée, de maniére différente, par
Onisdik, Mat. Sbornik 51 (1960), pp. 273-6
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3. Sous-groupes commutatifs de G et torsion de =, (G).

3.1. PROPOSITION. Soit G = S-H un groupe de Lie compact connexe
engendré par un tore central S et par un sous-groupe invariant connexe fermé
H. Alors G est homéomorphe au produit de H par un tore.

En procédant par récurrence sur la dimension de S, on voit qu’il suffit de
traiter le cas ou S est un cercle. Il n’y a rien a démontrer si S < H. Sinon G
est fibré principal de groupe structural H sur G/H = S/SNH qui est aussi
un cercle. Puisque le groupe structural est connexe, cette fibration est triviale,

T19, Cor. 18.6] et G est le produit de H par S/SNH.

3.2. COROLLAIRE. Le groupe G est homéomorphe au produit de sa partie
semi-simple G, par la composante neutre de son centre.

Il résulte en particulier du corollaire que 7(G) ou H*(G;Z) est sans
p-torsion si et seulement m,(G;,) ou H*(G,,; Z) est sans p-torsion.

3.3. LEMME. Supposons G semi-simple. Soient G’ un groupe de Lie com-
pact connexe, f: G — G un homomorphisme surijectif de noyau N fini, et p un
nombre premier. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(a) 7 (G) (resp. H*(G; Z)) est sans p-torsion.

() (ord N,p) =1 et m(G’) (resp. H(G'; 7)) est sans p-torsion.

La suite d’homotopie de G'/N = G donne la suite exacte de groupes com-
mutatifs finis

0— 7 (G') = 7, (G) > my(N) = 0,

.d’ou I’équivalence de (a) et (b) pour les groupes fondamentaux. Comme 7,(G)
.est commutatif fini, on a

Tors 7,(G) = Tors H¥G;Z)
et de méme pour G'. D’autre part, si p ne divise pas I'ordre de N, G et G’ sont

simultanément avec ou sans p-torsion [5, Cor. 9. 3]; I’équivalence de (a) et (b)
pour la cohomologie résulte immédiatement de 1a.

3.4. THEOREME. Supposons G simplement connexe et soit o un automor-
phisme de G. Alors Uensemble F des points fixes de o est connexe.®

Soient T un tore maximal de G, V son revétement universel, w:V — T la
projection canonique, I' =7"'(¢) et D(G) le diagramme de G, clest a dire

4) Par une démonstration assez semblable on peut montrer que I’ensemble des points fixes
d’'un automorphisme semi-simple d’un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et
simplement connexe, est connexe. Voir une Note ultérieure de 'auteur.
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I’image réciproque de I’ensemble des éléments de T qui sont singuliers dans G.
Le diagramme est réunion d’un nombre fini de familles d’hyperplans paralléles.
On sait que les adhérences des composantes connexes de V — D(G) sont des
polyédres congruents, permutés, de maniére simplement transitive, par le groupe
W*(G) engendré par les symétries aux plans de D(G). Le groupe W*(G) est
engendré par le groupe de Weyl W(G) de G et par les translations du réseau
T, en particulier, chacun des polyédres sus-mentionnés rencontre I' en exactement
un point. (Pour tout cela, voir par exemple [20].)

L’ensemble F' est un sous-groupe fermé de G et nous devons montrer que
x € F entraine x € F,. Supposons tout d’abord x régulier dans G, et soit T
I'unique tore maximal le contenant. Il est clair, que, dans les notations précé-
dentes, o induit un automorphisme de V laissant IXG) et T' invariants, que nous
noterons aussi o. Soit A 1’adhérence d’'une composante connexe de t — D(G)
contenant 'origine et un point x* de = !(x); le point x étant régulier, x* est
intérieur 3 A; comme o(x) = z, on a o(x*) — ¥ =4 € T'; ce qui a été rappelé
plus haut montre alors que A + ¢ = o(A); par conséquent o(A) contient [’ori-
gine et 7y, d'ot v = 0 et x* est aussi fixe par o. La droite joignant l'origine a
x* est alors laissée fixe point par point par o, et son image par 7 est un groupe
a un parameire de F' contenant x, donc x € F,.

Soit maintenant x singulier. La partie semi-simple de Z(x), est alors == (e),
donc [18, Chap. II, §2], un tore maximal S de Z(x) N F est de dimension => 1.
Soit U la composante neutre de Z(S) N Z(x). Elle est invariante par o. Comme
z et S font partie d’un tore maximal (0.3), U est de rang maximum et con-
tient x et S dans son centre. Nous voulons maintenant montrer que U est un tore
maximal de G. Si ce n’est pas le cas, alors la partie semi-simple U,, de U est
=+ (e); elle est évidemment invariante par o, donc [18, Chap.II, 2], U, N F
contient un tore S° de dimension = 1; comme S est dans le centre de U, SN S
est fini et S-S’ est un tore de Z(x) N F, de dimension strictement plus grande
que dim S, ce qui contredit I’hypothése faite sur S.

Ainsi U est un tore maximal de G. Montrons que x-S contient un élément
régulier de G. Nous écrivons 7" pour U et reprenons les notations du début de
la démonstration. Soit M la composante neutre de 7 !(S), et soit £* € #= !(x).
Alors x* + M ne fait partie d’aucun plan de D(G), car sinon, d’aprés la théorie
des éléments singuliers Z(x) N Z(S) serait de dimension au moins égale & dim
T + 2, et U ne serait pas un tore. Il existe donc s € M tel que y=x* + s
soit régulier. Alors 7m(y) = x - (s) est un élément de F qui est régulier dans G.
D’aprés ce qui a déja été démontré, on a donc #(y) € F,, d’ot aussi x € F,.

3.5. COROLLAIRE . Dans un groupe de Lie compact connexe dont le
‘groupe fondamental est sans torsion, le centralisateur d'un élément quelconque
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est connexe.

Un élément € G peut s’écrire sous la forme x = s-h (s € Z(G)y; h <€ G,,)
et il est clair que Z(x) = Z(G)y-Z'(h), ou Z'(h) désigne le centralisateur de A
dans G,,- Vu 3.2, G,, est simplement connexe, donc, d’aprés 3.4 appliqué 2
lautomorphisme intérieur défini par A, Z'(h) est connexe, d’ou le corollaire.

3.6. LEMME. Soient A, A’ des groupes, f: A'— A un homomorphisme
dont le noyau N est un sous-groupe fini du centre de A', H un sous-groupe
commutatif fini de f(A'), d'ordre premier a ord N. Alors A’ contient un
sous-groupe H' que f applique isomorphiquement sur H.

Soient p un diviseur premier de ord H, H, la composante p-primaire de H et
Sp un p-sous-groupe de Sylow de f '(H,). Comme ord N est premier 3 p, f
applique S, isomorphiquement sur H, et £ '(H,) = S,- N. Il s’ensuit aussi que
les p-sous-groupes de Sylow de f~'(H,) sont conjugués par N. Mais ce dernier
est central, donc S, est invariant dans f '(H,), le groupe f '(H,) est com-
mutatif et S, en est la composante p-primaire. Comme H, est central dans H,
il en résulte aussi que S, est central dans f~'(H). On prend alors pour H le
produit des groupes S,, ou p parcourt les diviseurs premiers de ord H.

3.7. LEMME. Soient K un groupe de Lie compact, w:K — K/K, la
projection canonique, et a un élément d'ordre une puissance d'un nombre pre-
mier p de K/K,. Alors w '(a) contient un élément dont 'ordre est une puis-

sance (finie) de p.

Soient # € w'(a) et U le plus petit sous-groupe fermé de K contenant u.
Evidemment, =(U)=U/(U N K,) est engendré par a. Le groupe U est
compact commutatif, donc est le produit direct d’'un groupe fini M par U,, et
il est clair que 7 '(a) N M contient un élément d’ordre une puissance de p.

3.8. THEOREME. Soit p un nombre premier ne divisant pas lU'ordre de
Tors 7,(G). Alors

(@) Pour tout g € G, Uordre de Z(g) / Z(9), est premier a p.

(b) Si G est semi-simple et si F est le sous-groupe des points fixes d un
automorphisme de G, Uordre de F/F, est premier a p.

(@ On a g=sh, (s€8S=2ZG) heG,), donc Z(g) = S-Z(h), ou
Z'(h) désigne le centralisateur de 2 dans G,,. Evidemment, Z(¢), = S-Z'(h),;
comme S 1 G, fait partie de Z'(h),, vu 0.3, il s’ensuit que Z(g9)/Z(g)
= Z'(h)/Z'(h),. Compte tenu de 3.2, on voit que 'on est ramené a (b).

(b) 1l suffit, vu 3.7, de faire voir que si x est un élément de F dont
P’ordre m est une puissance de p, alors x € F,.

Soient G’ le revétement universel de G, 7 :G — G la projection canonique
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et N le noyau de #. L’automorphisme & induit un automorphisme o de G,
dont I'ensemble des points fixes sera noté F', et 'on a moe’ = gomr. Comme p
est premier 3 'ordre de 7,(G), il ne divise pas I'ordre de N (3.3) donc (3.6),
7 (x) contient un élément = d’ordre m. On a

alx)=2z"y (y € N)
d’ou, si g est I'ordre de y, a(x®) = 2% Par conséquent, £ est dans F'; mais

F’ est connexe d’aprés 3.4, donc x° € Fy; comme g est premier a m, il s’ensuit
que x € F,.

3.9. COROLLAIRE. Soit H un sous-groupe compact commutatif de G,
tel que U'ordre de H/H, soit premier a l'ordre de Tors w(G). Alors H fait
partie dun tore de G dans chacun des deux cas suivants: (a) H contient un
élément régulier de G, (b) H/H, est engendré par deux éléments.

Soient dans le cas (a), £ un élément de H régulier dans G et, dans le cas
(b), x, vy des éléments de H dont les images dans H/H, engendrent ce groupe.
Z(x) contient H, et H/(Z(x), N H) est un quotient de H/H,, donc est d’ordre.
premier i l'ordre de Tors 7,(G). Mais un nombre premier p ne peut diviser
Pordre de Z(x)/Z(x), que si 7,(G) a de la p-torsion d’aprés 3.8, donc H < Z(x),.
Dans le cas (a), Z(x), est un tore; dans le cas (b), on a y, Hy € Z(x),, et y
centralise Hy. D’aprés 0.3, Z(x), posséde un tore maximal T qui contient y, H,
et . Alors T D H.

3.10. LEMME. (a) Soient G’ un groupe de Lie compact connexe, m: G -G
un homomorphisme surjectif de noyau N fini, et H (resp. H) un sous-groupe
de G (resp. G'). Si H (resp. H') n'est pas contenu dans un tore de G (resp. G'),
alors w'(H) (resp. m(H)) n'est pas contenu dans un tore de G (resp. G).

(b) Soient G,, G, des sous-groupes invariants connexes fermés de G,
d’intersection finie, tels que G = G, - G,, et soit H, un sous-groupe de G,. Si
H, ne fait pas partie d'un tore de G, il n'est contenu dans aucun tore de G.

L’assertion (a) est conséquence de (0. 2).
Dans le cas (b), il suffit de remarquer que si T est un tore maximal de G,

alors T=(T N G)-(T NG, et TN G, est un tore maximal de G;(Z = 1,2)
[12].

3.11. LEMME. Supposons G semi-simple, simplement connexe. Soient p
un nombre premier, z un élément d’ordre p du centre de G. Alors il existe
des éléments u, v € G tels que u-v-u-v' = z et qui sont dordre p si p est
impair, de carré égal a =z si p = 2.

Soient Gy,.-.--- ,G, les facteurs simples de G. Si le lemme est vrai pour les
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G; il 'est pour G. En effet, si I'on pose 2 = (24,--- ... ,2,), alors z; est un élément
d’ordre p du centre de G, ou l'identité. On prend wu;,v; € G; vérifiant le lemme
dans le premier cas, égaux a I’identité dans le second cas, et alors z = (zy,--.... JUs),
v = (V- ,v;) vérifient le lemme pour G et 2. Nous pouvons donc supposer G
simple. D’aprés la classification (0.4) on a les possibilités suivantes

(a)  p impair: G = SU(p. q), et en outre, pour p = 3, G = E,

(b) p=2:G = SU(@2-q), Spin(n), Sp(n), E,.

Soit p impair, G = SU(p-q). Alors 2 = o-Id ou o est une racine p-iéme
de I'unité et il suffit évidemment de considérer le cas ou ¢ = 1. Si ey,...... €
est la base canonique de C”, on prend pour z et v les transformations linéaires
définies par

(1) u:ie —> dle, vie,—> e, > ... —> ey —> €.

Soit p = 3, G = E;. Le centre de G est d’ordre 3. Il résulte de [12,p.219
et Remarque II, p.220] que G contient un sous-groupe H = H*/N avec H*=
SU(3) x SU(3) x SU(3), N = Z;. Le centre de H* est isomorphe & Z3, et son
image dans E; contient le centre de E;. Le lemme dans ce cas résulte donc de
ce qui a été démontré plus haut.

Dorénavant p = 2. Si G = SU(2n), alors 2 =— Id, on peut se borner au
cas n = 1, dans lequel on prend

A
u= , v =
0 —z —1 0/.
Si G = Sp(n), on a encore  =— Id, et 'on se raméne au cas précédent en
considérant I’inclusion évidente de Sp(1) X...... X Sp(1) (n facteurs) dans Sp(n).
Soit G = E;. Alors G contient un sous-groupe H = H'/N, avec N = Z,,
H = SU(3) x SU(), [12, p. 219, et Rem. II, p. 220]. Le centre de H  est iso-
morphe & Z; + Z; et son élément d’ordre deux s’envoie sur I’élément d’ordre
deux du centre de G. On est donc ramené aux cas déja traités.
Il reste 3 considérer G = Spin(n), (n == 3). Soit C, l’algébre de Clifford
de R”, muni de la forme quadratique unité, et soit ey....... ,en la base canonique

de R". On a donc

ei'ej+ej'ei=2'8ij’

le produit étant celui de C,. Le groupe Spin(n) s’identifie au groupe des élé-
ments pairs inversibles x € C, pour lesquels x-R"-z™' = R". Il contient en parti-
culier *£1, et les produits e; - e; (1 < i,j < n) (cf. par exemple [16, Chap.1I]).
Soit tout d’abord #=2m + 1 (resp.n = 4m + 2). Le centre de G est alors
isomorphe & Z, (resp. Z,) et 'on a nécessairement £ =— 1. On pose alors
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U = ey " e, V= e, e;.

Soit # = 4m. Le centre de G est isomorphe a (Z,)? et est formé des
éléments =1, (e, - ey ...ces). Si m =1, alors G = SU(2) x SU(2), cas déja
traité. Le cas m == 1 s’y raméne si I'on remarque que la répartition des vecteurs
e; en blocs de quatre (€1, €iriz, Canrs, €spis) (B =0,...... ,m — 1) donne lieu
A un homomorphisme de Spin(4) X...... x Spin(4) (m facteurs) dans Spin(4sm),
appliquant le centre sur un sous-groupe contenant le centre.

3.12. THEOREME. Soit p un nombre premier. Alors les deux conditions
Suivantes sont équivalentes:
(a) 7w(G) n’a pas de p-torsion,
(b) tout sous-groupe H isomorphe a Z, + Z, de G est contenu dans un tore.

L’implication (a) — (b) est un cas particulier de 3.9. Il reste donc a2 mon-
trer que si 7,(G) a de la p-torsion, alors G posséde un sous-groupe H=Z, + Z,
qui ne fait partie d’aucun tore de G: vu (3.2) et (3.10(b)), il suffit de le faire
lorsque G est semi-simple. Soient G* le revétement universel de G et N le
noyau de la projection canonique m: G'— G. Le groupe N est isomorphe 2
7(G), donc contient un sous-groupe M = Z,. Vu 3.10 (a), il suffit de consi-
dérer le cas G = G'/M. Supposons donc que N = Z,. Soit z un générateur de
N. Alors (3.11) il existe u,v € G tels que wvu'v =z etque s’ =v"=e
si p est impair, &’ = v" = 2 si p = 2. Les éléments u, v engendrent un sous-
groupe H d’ordre p° de G’ contenant N, et dont l'image H = H'/N dans G
est isomorphe & Z, + Z,. Le sous-groupe H n’est pas commutatif, donc ne peut
faire partie d’'un tore de G'. Par conséquent, (3.10 (a)) H n’est pas contenu
dans un tore de G.

4. [p]-sous-groupes et p-torsion de G.

4.1. Soient U un sous-groupe fermé de G, A un anneau de coefficients.
Par définition, H*(G/U; A) est égale 3 sa sous-algebre caractéristique si G/U
est totalement non homologue a zéro, relativement a A, dans la fibration uni-
verselle (By, Be, G/U). Dans ce cas, G/U est totalement non homologue 3 zéro,
relativement 3 A, dans toute fibration (E/U, B, G/U, ) ou (E, B, G, ) est une
fibration principale, de groupe structural G [3, Cor. a la Prop. 18. 3].

4.2. PROPOSITION. Soient T un tore maximal de G et p un nombre
premier. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(a) Bg est sans p-torsion,

) H*(G/T; ZL,) est égale a sa sous-algebre caractéristique.

G/T est sans torsion et ses nombres de Betti en dimensions impaires sont
nuls (0. 3). Si Bg est sans p-torsion, alors H'(Bg; Z,) est aussi nul pour ¢ impair
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[3, Théor. 19. 1], donc la suite spectrale de (Br, B¢, G/T) a son terme E, nul
en degrés impairs, et est triviale, ce qui montre que (a) = (b). Réciproquement,
si (b) est vraie, cette suite spectrale est triviale, et p(T, G)* : H*(Beg; Zyp) —
H*(Byp; Z,) est injectif, donc H*(Bs; Z,) est nul en dimensions impaires et Bg
n’a pas de p-torsion.

REMARQUE. Si G est simplement connexe, ces deux conditions sont aussi
équivalentes a la suivante [8, Prop.5.5]:

(¢) H¥*(G/T; Z,) est engendrée, comme algébre, par 1 et H(G/T; Z,).

4.3. LEMME. Soient U un sous-groute fermé connexe de G qui soit la
composante neutre du centralisateur d’un élément a € G, et H un sous-groupe
de U qui ne fasse partie d’aucun tore de U. Alors le sous-groupe engendré
par a et H n'est pas contenu dans un tore de G.

En effet, un tore contenant a et H ferait partie de la composante neutre
du centralisateur de a.

4.4. PROPOSITION. Supposons G simple et simplemnent connexe et soit p
un nombre premier. Alors G possede un sous-groute H = (Z,)* ne faisant
partie d’aucun tore de G dans chacun des cas suivants: p = 2, G = Spin(n).
(n=7), Gy, Fy, Eq E;, E;; ?2=3,G=F,E,E, Eg =5, G =E,

Soit G = Spin(n), (n=7), p = 2. On reprend les notations de la démon-
stration de 3. 11 dans le cas de Spin(z). Soit H le sous-groupe de G engendré
par les produits (e,-e,-es-es), (e;-e,-e5-¢€5) et (e, e;-es-e;). Il est visiblement
isomorphe 3 (Z,) .

L’image de e; dans le groupe orthogonal complet O(n) (par la représentation
x de [16]) est la symétrie au plan x; = 0. On en déduit immédiatement que le
centralisateur connexe de 'image x(H) de H dans SO(n) par la représentation
canonique % : Spin(z) - SO(z) s’identife 3 SO(z — 7). Comme le rang de
SO(n — 7) est strictement plus petit que celui de SO(z), cela montre que x(H)
n’est pas contenu dans un tore maximal de SO(#), donc (3.10 (a)), H ne fait
pas partie d’un tore de G.

Soit p = 2, G = G,. D’aprés [12, p. 219, Rem. IL.p.220], G; contient un
sous-groupe U = (SU(2) x SU(2))/N qui est le centralisateur d’un élément a
d’ordre deux. Il s’ensuit que N est d’ordre deux, donc (3.11) que U contient
un sous-groupe H = (Z,)® ne faisant partie d’aucun tore de U. Vu (0.3),
a & H', donc a et H' engendrent un sous-groupe H =(Z,)* qui (4.3) n’est pas
contenu dans un tore de G; (pour une autre description d’un tel sous-groupe,
voir [10, §17; 11]). .

On voit de méme, & l'aide des inclusions (SU(2) x Sp(3))/NCF,,
(Spin(16)/N) c E; et (SU(2) x SU(6))/N < E; que F,, E; et le quotient Ad E,
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de E; par son centre contiennznt un sous-groups H == (Z,)’ ne faisant partie
d’aucun tore. Comme le centre de E; est d’ordre trois, il en est alors de méme
pour Eg vu 3. 10, 3.6.

E; contient un sous-groupe U = (E; X T")/N, et U est le centralisateur
dans E,; de la composante neutre S de son centre, qui est de dimension 1. Soit
H un sous-groupe isomorphe & (Z,)° de sa partie semi-simple U, non contenu
dans un tore de cette derniére, dont I’existence vient d’étre démontrée. H ne
fait partie d’aucun tore de G. Sinon en effet, Z(H), contiendrait H dans son
centre, et S, donc (0.3), S et H feraient partie d’'un méme tore T'; on aurait
alors T < Z(S) = U, ce qui contredirait 3.10 (b).

Dans les cas p =3, G=F,E,E;, p =5, G=E, on raisonne comme
plus haut 3 partir des inclusions [12, p. 219]:

(SU@3) x SU@3))/Nc F,, (SU@B) x SUB))/Nc E,, (SUB) x E;)/NC E,,
(SUG) x SU(5))/N C E,.

Soit enfin p=3, G=E,. Alors G contient U=<(SU(2) x SU(2)x SU(2))/N
et N=1Z;, Z(U) = (Z;)* [12,p. 219, Ram. II, p. 220]. D’aprés (3. 12), U posséde
un sous-groupe H = (Z;)* non contenu dans un tore de U, par suite, vu (0.3),
H NZ(U) = (e). Soit a € Z(U), a & Z(G), ce qui existe puisque le centre de
‘GG est d’ordre 3. Alors @ et H' engendrent un sous-groupe H = (Z,)’. D’autre
part, comme U est un sous-groupe connexe maximal [12], U = Z(a),, donc,
(4. 3), H ne fait partie d’aucun tore de G.

4.5. THEOREME . Soit p un nombre premier. Alors les quatre conditions
Suivantes sont équivalentes:

(1) G est sans p-torsion;

(2) Bg est sans p-torsion;

(3) tout [pl-sous-groupe est contenu dans un tore;

(4) tout [pl-sous-groupe de rang < 3 est contenu dans un tore.

(1) = (2) d’aprés [8,5.1]. (2) > (3) d’apres [9, XII,5.4] et (4.2). (3) en-
traine évidemment (4).

Pour terminer, il suffira de prouver que (4) —> (1) et pour cela de faire
voir: (*) Si G a de la p-torsion, alors G contient un [p]-groupe de rang < 3
ne faisant partie d’aucun tore. Vu (3. 2) et (3.10(b)), on peut supposer G semi-
simple. Si 7,(G) a de la p-torsion, (*) résulte de 3.12. Supposons donc
(ord 7, (G), p) = 1 et soit G’ le revétement universel de G. Alors, (3.3), G a de la
p-torsion, et vu 3. 10, il suffit de montrer (*) pour G'. On peut donc s2 bornar
4 G simplement connexe, donc aussi (3.10) 3 G simple et simplement connexe.
Notre assertion résulte alors de (2.5) et (4.4).

4.6. REMARQUE. Les implications (1) = (2) — (3) ont été établies ici par
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des raisonnements a priori. Cest la démonstration de (4) — (1) qui repose sur
des vérifications. Nous ne savons pas non plus démontrer (3) — (1) ou (2)— (1)
sans passer par ces Vérifications. Nous avons aussi utilisé les [p]-sous-groupes
pour voir que H¥*(Bg; Z) a de la p-torsion lorsque p = 2,3, G = Eg, E;, E;,
p =5, G = E, Pour p = 3, cela résulte également de la détermination partielle
de H*(Bg; Z;) (G = F,, Eg, E; E;) faite par Araki, “On the non-commutativity
of Pontrjagin rings mod 3 of some compact exceptional groups”, (i paraitre).

5. Sous-groupes commutatifs et p-torsion de G.

5.1. PROPOSITION. Soit U un sous-groupe fermé connexe de rang maxi-
mum de G, et soit p un nombre premier. Si G est sans p-torsion, alors U et
G/U sont sans p-torsion.

Si U est sans p-torsion, il en est de méme pour G/U ([3,Prop. 30.1],
compte tenu du fait que G/T et U/T sont sans torsion [6, 13]). Supposons main-
tenant G et G/U sans p-torsion. Alors Bg est sans p-torsion [8,Prop. 5.1], donc-
la fibre et la base de la fibration universelle (By, Be, G/U) ont des nombres de
Betti mod p nuls en dimensions impaires; il en est alors de méme pour By,
donc By est sans p-torsion et (4.5) U est sans p-torsion.

Il suffira donc de prouver que si G est sans p-torsion, alors U ou G/U
est sans p-torsion. On procéde par récurrence sur dim G. Le sous-groupe U
contient Z(G),, on a G/U = G,,/(U N G,,) et U N G,; a méme rang que G,
(0.3); compte tenu de (3.2), on peut donc supposer G semi-simple. Soient G’
son revétement universel et U’ 1'image réciproque de U dans G. On a G/U"
= G/U, le sous-groupe U’ est connexe (0.3) et G  est sans p-torsion (3.3).
Comme U’ est le produit de ses intersections avec les facteurs simples de G’
[12] on est ramené au cas ot G est simple, simplement connexe.

Supposons de plus U connexe maximal. S’il n’est pas semi-simple, il est
nécessairement égal au centralisateur de la composante neutre de son centre, et
G/U est sans torsion (0.3). Soit donc U semi-simple. Toutes les inclusions de-
ce type sont énumérées dans [12, p. 219]. De plus, (0.4) et la remarque II de
[12, p. 220] permettent de calculer 7, (IJ). On vérifie alors, & 'aide de (2.5) et
(8.3) que U est sans p-torsion si G est sans p-torsion.

Supposons enfin que U ne soit pas connexe maximal dans G et soit V un
sous-groupe propre connexe maximal le contenant. Alors V est sans p-torsion,
d’aprés ce qui vient d’étre dit, et U est sans p-torsion d’aprés I’hypothése
d’induction appliquée 3 I'inclusion U < V.

5.2. THEOREME. Soit H un sous-groupe compact commutatif de G. Sup~
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posons que pour tout diviseur premier p de ord(F1/H,), le groupe G soit
sans p-torsion. Alors H est contenu dans un tore de G.

Démonstration par récurrence sur dim G. Si H est central, il fait partie
de tout tore maximal de G (0. 3). Supposons donc que H ¢ Z(G) et soit  un
élément de H non contenu dans le centre de G. On a HCZ(x) et H/(Z(x),N H)
est un quotient de H/H, Vu I’hypothése, 'ordre de H/(Z(x), N H) est donc
premier 3 celui de Tors 7,(G), et 3.8 montre que H C Z(x),. Le sous-groupe
Z(x), est de rang maximum (0. 3). Vu 5.1 et ’hypothése d’induction, H fait partie

d’un tore de Z(x).

REMARQUE. La démonstration précédente n’utilise pas le Théor. 5.3 de
[9,XII] affirmant que si G est sans p-torsion, tout [p]-sous-groupe est contenu
dans un tore, qu’elle établit donc & nouveau. Cependant, elle a I’inconvénient de
s’appuyer sur 5.1, qui a été vérifié a I'aide de la classification.

6. Les [p]-sous-groupes maximaux de quelques groupes de Lie.

Dans ce paragraphe, nous considérons exclusivement la cohomologie mod
2, et omettons les coefficients. P, désigne Uespace projectif réel de dimension
n, S, la sphere de dimension n.

6.1. Rappelons que si G = G,, F,, Spin(»), (» = 7,8, 9), alors H*(Be) est
une algebre de polynomes a générateurs de degrés respectifs

(4,6,7), (4,6,7,16,24), (4,6,7,8), (4,6,7,8.8), (4,6,7,8,16)

(voir [5]). Si G = G, les [2]-sous-groupes maximaux sont de rang 3, conjugués
par automorphismes intérieurs [10, §17], et si Q est 'un d’eux, H*(G/Q) est
égale 3 sa sous-algébre caractéristique [4, §13]. Le théoréme 6.2 montrera qu’il
en est de méme dans les autres cas. Si 'on tient compte des résultats de [3,4],
on voit que (6.2) vaut dans tous les cas connus ou H*(B;) est une algebre de
polynomes. Dans ces cas, on a donc la “formule de Hirsch mod 2” (6.2(1)) et
I’analogie de [4] entre tores maximaux en cohomologie réelle et [2]-sous-groupes
maximaux en cohomologie mod 2.

6.2. THEOREME. Soit G = Spin(n) (n =7,8,9), F.. Alors les [2]-sous-
groupes maximaux de G sont conjugués par automorphismes intérieurs et sont
de rangs respectifs 4,5,5,5. Si Q est Uun deux, H*(G/Q) est égale & son
algebre caractéristique, par conséquent [2, §4]1: p(Q,G)*: H*(Be) — H*(B,) est
injectif, H*(G/Q) s’identifie au quotient de H*(By) par lidéal engendré par
les éléments de degré > 0 de l'image de p(Q, G)* et
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1) P(G/Q,t) = (1 — t)7/Py(Be,t) (r = rang de Q).

On a la fibration Spin(7)/G, = S; (voir [2]). Le centre M de Spin(7) est
d’ordre deux, non contenu dans G, donc Spin(#) contient un sous-groupe V=Z,
X G,. La fibration Spin(7)/G, = S; est définie par l'intermédiaire de la repré-
sentation des spineurs [2], donc 1'élément z==e de M agit par l'involution
antipodique sur S;, et Spin(7)/V = S,/M = P; On peut évidemment identifier
By au produit By X Beg,, donc

Py(By,t) = PyBgyt)-(1—1)"".
Comme P,(P.t) = (1 — #8)-(1 — ¢)™, on déduit de (6.1) que
Py(By,t) = Py(P,,2)-P. 2(BSpin(7), 2),

par conséquent [4, Prop. 2. 1], P; est totalement non homologue & zéro dans la
fibration universelle (Br, Bspina, Pr). Le théor. 5.2 de [9, XII] montre alors que
tout [2]-sous-groupe de Spin(7) est conjugué 3 un sous-groupe de V. Mais V=2,
X G, donc, vu (6. 1), ses [2]-sous-groupes maximaux sont de rang 4, et con-
jugués par automorphismes intérieurs. Il en est alors de méme dans Spin(7).

Soit Q un [2]-sous-groupe maximal de Spin(7), contenu dans V. On a
Q=M x Q, ou Q est un [2]-sous-groupe maximal de G,. Comme G,/Q’ est
totalement non homologue 3 zéro dans la fibration (Bgy, Bg,, G:/Q’), il est
immédiat que (G, X M)/Q = G,/Q’ est aussi totalement non homologue 3 zéro
dans la fibration (Bg, Br, V/Q); par suite (4.1), V/Q est aussi totalement non
homologue & zéro dans la fibration (Spin(7)/Q, P,, V/Q), d’ou

P(Spin(7)/Q, t) = Py(Pr, 1) Py(G,/Q',2);
mais on a [4, §13]:
PG/Q ) =(1—)-1—¢)- QA —8)-1—0°
d’ot, vu (6. 1),

Py(By, t) = PyBspinmt ) - Po(Spin(7)/Q, 2)

ce qui, compte tenu de [4, Prop.2.1], entraine finalement que Spin(7)/Q est
totalement non homologue a zéro dans la fibration (B, Bspinm, SPIn(7)/Q),
autrement dit que H*(Spin(7)/Q) est égale 3 sa sous-algébre caractéristique.

La fibration classique SO(8)/SO(7) = S, donne lieu & la fibration Spin(8)/
Spin(7)=S,. Le centre de Spin(8) est isomorphe 3 (Z,)*; il contient un élément
2 induisant l'involution antipodique de S;, et = ne fait évidemment pas partie
de Spin(7), qui a un point fixe sur S;. Le groupe Spin(8) contient donc un
sous-groupe V = Z, X Spin(7) tel que Spin(8)/V = P,.

D’aprés [2], on a une fibration Spin(9)/Spin(7) = S;;, définie par la repré-
sentation des spineurs. Le centre de Spin(9) contient alors un élément z indui-
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sant l'involution antipodique, donc ne faisant pas partie de Spin(7), d’ot une
inclusion V < Spin(9), avec V = Z, x Spin(7) et Spin(9)/V = P,;.

Cela étant, la démonstration de (6.2) pour G = Spin(8), Spin(9) est tout
3 fait analogue 3 celle donnée pour G=Spin(7), et est laissée au lecteur.

Dans le cas ou G = F,, nous partons de la fibration F,/Spin(9) = W, ou
W est le plan projectif des octaves [2]. D’aprés [9, XII, 4.2], tout [2]-groupe
d’homéomorphismes de W admet un point fixe; cela entraine en particulier que
tout [2]-sous-groupe de F, est conjugué 3 un sous-groupe de Spin(9), d’ou la
premicre assertion de (6.2) pour F,. ,

Soit alors Q un [2]-sous-groupe maximal de F, contenu dans Spin(9).
D’aprés ce qui a été dit plus haut, H*(Spin(9)/Q) est égale 3 sa sous-algébre
caractéristique donc, (4.1), Spin(9)/Q est totalement non homologue 3 zéro
dans la fibration (F,/Q, W, Spin(9)/Q) et 'on a

P(F./Q, 1) = PW, t) - P,(Spin(9)/Q, t)
P(F,/Q,t) =1 — *)(A — )" - (1—8)"°/ P Bspine; 1),
ce qui, vu (6. 1), donne
(1 — ) = PyBg,, 1) - P(F./Q, 1).

Par conséquent [4, Prop. 2.1], F,/Q est totalement non homologue & zéro dans
la fibration universelle (Bg, Bg,F4/Q).

La suite de ce paragraphe est consacrée a quelques exemples de [p]-sous-
groupes maximaux non conjugués.

6.3. Les [2]-sous-groupes de Spin(10). Soit Q(7) le sous-groupe des matri-
ces diagonales de O(z). On- sait que les [2]-sous-groupes de O(z) et de SO(z»)
sont conjugués a des sous-groupes de Q(n) et SQ(n) = SO(xn) N Q(z) respecti-
vement. D’autre part le centralisateur d’un [2]-sous-groupe de SO(z) ou de O(z)
est un produit de groupes orthogonaux et de groupes i deux éléments, donc ses
[2]-sous-groupes maximaux sont aussi conjugués. Il s’ensuit aisément que si deux
sous-groupes de SQ(n) sont conjugués par un automorphisme intérieur de SO(7),
ils sont aussi conjugués par un automorphisme intérieur laissant SQ(7) invariant.

Soit 7 : Spin(z) — SO(n) la projection canonique et soit Q = 7 (SQ(n)).
Comme tout [2]-sous-groupe maximal de Spin(z) contient le noyau de o, les
faits rappelés dans I'alinéa précédent entrainent évidemment que tout [2]-sous-
groupe de Spin(z) est conjugué a un [2]-sous-groupe de Q' ,que les [2]-sous-
groupes maximaux de Q sont des [2]-sous-groupes maximaux de Spin(z) et
enfin que deux [2]-sous-groupes maximaux de Q  conjugués dans Spin(z) sont
aussi conjugués par un élément du normalisateur de Q.

Dans les notations de la démonstration de 3.11, Q' est engendré par les
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produits e;-e;; ses éléments d’ordre deux sont les produits de 4k(k =1, 2,...... )}
facteurs e;, deux 3 deux distincts avec = 1.

Cela étant, il n’y a aucune difficulté a vérifier que les [2]-sous-groupes
maximaux de Spin(10) sont de rang 5, et forment deux classes de conjugaison

représentées par les sous-groupes H,, H, de Q  engendrés respectivement par
— 1, e;reycezreq, e3eqce5-€, €5°€5r€r-€s €1°€5° €€y

et par
— 1, e-e;-e3-eq, €3-€5-€5€5 €5°€5-€r°€5 €1°€3°€5°er.

H, est ’ensemble des éléments d’ordre deux d’un tore maximal, H, contient le
sous-groupe H de 4.4, donc ne fait pas partie d’un tore.

6.4. Les [pl-sous-groupes de PSU(p), (p premier impair). Soit G = PSU(p)
le groupe projectif unitaire. On a donc G = SU(p)/Z,. Nous voulons montrer
que G posseéde deux classes de conjugaison de [ p]-sous-groupes, représentées 'une
par l’ensemble des éléments d’ordre p d’un tore maximal, ’autre par le sous-
groupe de rang deux construit 3 l'aide de 3.11. Le rang d’un [p]-sous-groupe
maximal est donc égal 3 (p — 1) ou 3 deux.

Soient 7" le tore maximal formé des matrices diagonales de SU(p) et T
son image dans G. Soient v 1’élément du normalisateur de 7" défini par la
permutation cyclique des coordonnées (ct.3.11(1)) et v* son image dans G. Un
calcul immédiat montre que Z(v*) 1 T est un groupe cyclique d’ordre p,
engendré par I'image «* de 1’élément « de 3.11(1). En particulier, 1’automorph-
isme intérieur Int v*: x = v*-x-v*! n’a qu’'un nombre fini de points fixes dans
T donc ¢t —> v*-¢t-v* '-t! est un endomorphisme surjectif de T, ce qui entraine
immédiatement que étant donnés x,y € T, il existe t € T tel que Int #(v*-y)
= v*.x.

Soit alors H un [p]-sous-groupe maximal de G. D’aprés [11, Théor. 1], on
peut supposer HH C N, ou N désigne le normalisateur de 7. Le seul cas a
considérer est évidemment celui oo H<Z T. Alors H/(H N T) est un [p]-sous-
groupe du groupe de Weyl W(G) = N/T. Ce dernier est le groupe des per-
mutations de p objets : ses p-groupes de Sylow sont cycliques d’ordre p, I'un d’eux
est engendré par l'image de v*. Par conséquent, aprés conjugaison par un
élément convenable de N, on peut supposer que H [l (v*-T)==¢. Mais on a
remarqué plus haut que deux éléments de v™ - T" sont conjugués par un élément
de T; on peut donc supposer que v* € H. Alors H est engendré par v™ et
par les éléments d’ordre p de Z(v™) [ T, donc, vu ce qui a été dit plus haut,
par les images des éléments »,v de 3.11(1).

6.5. On tire facilement de 6.4 que les [p]-sous-groupes maximaux de
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(SU(p) x SU(p))/N, (N = Z,) sont de rang < 2(p — 1) et forment au moins
deux classes de conjugaison. Nous voulons en déduire que les [3]-sous-groupes
maximaux de F, sont de rangs < 4 et se répartissent en au moins deux classes
de conjugaison. Soit H un [p]-sous-groupe maximal. D’aprés [11, Théor. 1], il
fait partie du normalisateur d’un tore maximal T, et H/(H N T) est un p-grou-
pe du groupe de Weyl W(F,). Mais [12], F, contient un sous-groupe U=
(SU(3) x SU(3))/N (N = Zs), et on peut supposer U D T. Les groupes de Weyl
de F et U sont d’ordres respectifs 2°-3* et 36, donc W(U) contient un 3-grou-
pe de Sylow de W(F,); cela entraine qu’aprés automorphisme intérieur par un
élément convenable du normalisateur de 7T, on peut supposer que H C U. D’autre
part, tout [3]-sous-groupe maximal de U contient le centre de U, qui est cycli-
que d’ordre 3, donc (4.3), si un tel sous-groupe ne fait pas partie d’un tore de
U, il n’est pas non plus contenu dans un tore de F,; d’ou notre assertion.

On voit que méme, & I'aide de I'inclusion (SU(5) x SU(5))/N < E; que
les [5]-sous-groupes maximaux de E; sont de rang << 8 et forment au moins
deux classes de conjugaison. '

7. Les[3]-groupes opérant sur le plan des octaves.

7.1. Soit W le plan projectif des octaves. On a donc H*(W; Z)
= Z[x]/(z?), avec x de degré 8. Le Théor. 4.2 de [9,XII] montre que, si p= 3,
tout [pl-groupe opérant sur W, ou sur un espace compact connexe ayant méme
cohomologie mod p que W, a un point fixe au moins, (en fait que dim
H*(F; Z,) = 3, F étant ’ensemble des points fixes). Nous voulons ici justifier
et compléter la remarque du §4 de [9, XII] concernant le cas ou p = 3.

7.2. PROPOSITION. (a) Le plan projectif des octaves W possede un
groupe de collinéations H = (Z;)* sans point fize.

(b) SoitX un espace compact connexe tel que H*(X; Z;)=7Z:[x]/(x*) (d°x=8).
Soient H un groupe isomorphe a (Z;)* opérant sur X, et F Uensemble de ses
points fizes. Alors dim H*(F;Z,;) = 3. En particulier, F n'est pas vide.

Pour vérifier (a), on considére de nouveau la fibration F,/Spin(9) = W.
Comme Spin(9) n’a pas de 3-torsion, tout [3]-sous-groupe de Spin(9) est con-
tenu dans un tore, par conséquent, un sous-groupe H == (Z;)* de F,, ne faisant
pas partie d’'un tore, ce qui existe d’aprés 4.4, n’a pas de point fixe sur W. Par
ailleurs, on sait que F, s’identifie 2 un sous-groupe (compact maximal) du
groupe des collinéations de W, d’ou (a).

(b) Soit (E,) la suite spectrale mod 3 de la fibration (Xu Bg, X, m,),
[9.1V,3]. Comme un 3-groupe agit trivialement sur Z,, H agit trivialement sur
H*(X; Z); pour établir (b), il suffit donc, vu [9, XII, 3.5], de faire voir que
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E,=E., donc que dyf(x) =0. Or on a
H*(BH; Z3) = /\ (al’ az) ® Z3[b1’ bz] (doai = 1, bi = BS(ai)’ i = 1’ 2)

(ou B; est, comme dans 2.3, le premier opérateur de Bockstein); comme
2, . Ve .
évidemment E, = E,, on peut écrire

y =dfx) = a;- Qy(by, by) + a5+ Qy(b,, b,)

ot Q,b,, b,) est un polyndme homogéne de degré quatre en &,, b,. L’espace
H*(X; Z,) étant nul en dimensions 9 et 12, on a

(1) Bs(x) = pi(z) = 0,

73 désignant naturellement la premiére puissance réduite de Steenrod; B; et 2
.commutent & la transgression, par conséquent

(2 ©(Byy) = kl(iy) = 0,

x) étant, comme d’habitude, 1’homomorphisme H(Bg; Z;) = E¥° — E}°,
(:i=1,2,3,......). Ici le noyau de £ (10 < j =< 17) est visiblement l’intersection
de H'(Bu; Z;) avec I'idéal (y) engendré par y. Il nous suffira donc de montrer
que B(v), #Xy) € (y) entrainent y = 0. Evidemment (y) N H*(By Z;) <
(a,-a,) et By(y) € Zy[b,, b,], donc By(y) € (y) équivaut 3 By(y) = 0. Nous
devons donc prouver

(3) Bi(y) =0, et #(y) € (y) entrainent y = 0.
Ecrivons y sous la forme
(4) y =a;: ZO§1§4 U7 bi * bg_t + a,- 20§t§4 Vi bi . bg—t (ui, v € Zg).

‘On sait que #i est une dérivation et que pi(a) =0, £i(b)) = s-b{**; par con-
séquent #i(y) est somme de

@y (ug- 0%+ us-b1-0 + uy-2-(bt-03 + b3-b%) + wy-b-b; + wy- b
et de

ay (vg b8 + 05 b1+ by + vy 2-(B1-bf + bE-BE) + vy bi-b; + v BY),
‘mais £i(y) € (y) s'écrit:

A =(qg-bl + r-b,-b, +s-b3)-y (g, 1,5 €1Ls),
.d’oti, par comparaison de coefficients, le systéme d’équations
qus=1uy qus+ru=0; qu, +ru +s-u =2 u,;

(Bu) q oyt rou,tsous=us+wuy qougtrow, +s-ouy =2 u,;

T+ osuy = 0; seuy = o,
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et un systéme similaire, ou v; remplace u;, que nous désignerons par (5v). B
est une antidérivation, annulant b, et appliquant a@; sur b; ( = 1,2). La condi-
tion Bs(y) = 0 entraine alors

6) Us =ts + Vs =wy + Vs =uy + v, =uy + v, = vy = 0.

Supposons ¢ == 0. Comme #, = 0, on tire de (5u) que z; = 0, donc, vu(6)
v, = 0, puis, vu (5v), vs = 0 et, vu (6), u, = 0. On obtient alors le systéme

u, + v, =0; qvs=2-vy; quy=u,

qui entraine u; = v, = 0, d’ou finalement, en utilisant & nouveau (5u), (6),
uy = v; = 0. Par conséquent, ¢ &= 0 entraine y = 0. Dz méme, s==0 entraine
» = 0. Enfin, on voit de la méme maniére, en utilisant alternativement (5u),
(5v), et (6) que ¢ = s = 0 entraine y = 0, ce qui démontre (3).

7.3. REMARQUE. Nous profitons dz cette occasion pour signaler une erreur
dans la démonstration du Théor 3.6 de [9, XII]. L’égalité B(c) = 0 n’implique
pas, a priori, que B(ds(c)) = 0 mais seulement que B(d;(c)) appartient 3 1’idéal
M engendré par ds(H*X)). Cependant, on a B(ds(c)) = 0 si tout c € H¥(X)
est la restriction d’une classe entiere transgressive, ce qui a lieu en particulier
quand la cohomologie entiére de X est de type fini. La démonstration du texte
vaut sans changement sous cette condition supplémentaire. Le théoréme 3.6 lui-
méme vaut au moins si p est impair. En effet, le raisonnement du texte montre
que ds(c) est somme de mondmes de la forms a;-a;-a, (i < j < k); il est alors
immédiat que B(ds(c)) € M équivaut i ds(c) = 0.
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