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1. Introduction. Soit f(z) une fonction algébroide & » branches dans le
plan |2|<<oo définie par une équation irréductible

(1) AR + AyR)f" e s+ Agfz) =0

ot les fonctions A,,+++,A, soat entiéres sans zéros communs A toutes telles que
au moins un rapport entre elles est transcendant ; c’est-a-dire, f(z) est transcendanet.
Cartan [1] a conjecturé que, dans le cas ou il n’y a que A relations linéaires,
homogénes indépendantes & coefficients constants entre les fonctions A,, « « +, A,, pour
q valeurs distinctes,

q

(2) (q—n——?x,— 1)T(T,f)< ZN,,_L(T,CZ,) +S(T)

i=1

Il 'a démontré quand A =0 et A =n—1. La relation (2) entraine I'inégalité
suivante

(3) Y ¥afl=n+rn+1

a

tout de suite.

D’autre part, récemment Niino et Ozawa ont conjecturé que si f(z) est
entiére, Cest-a-dire, Ay(z)=1 et s’il y a 2n — 1 valeurs distinctes finies {a;}i**
telles que

2n-1

> 8(a, f)>2n -2,

alors,

*) Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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1) il y an—1 valeurs dans {a}?*;* (soient a;,***,a,-;) qui sont exceptionnelles

au sens de Picard;

n—1
n

2) S(an’f) = 8(an+l’_f) == 8(a2n—l’f)>

et

3) s’il y a une autre valeur déficiente a,, au sens de Nevanlinna,

(g, f) <1 — 8(ay, f).

IIs ont démontré cette conjecture quand n =2, 3 et 4 dans [5, 6] et on a donné
quelques résultats plus générals dans le cas ou n =2 ([9]).

Analoguement, on peut donner deux conjectures dans le cas du systéme.
Clest-a-dire, soient f = (fp ***,fs) un systéme transcendant dans le plan et
X={F,}.c; un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions fo,+**, fn,
homogeénes a coefficinets constants et linéairement indépendantes n+1 a 7+ 1.
On peut espérer démontrer I'inégalité

q

(2) (@—n—A—1)T(r, )< N,(r,0,F) + S(r)

i=1

quand il n’existe que A relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients
constants entre les fonctons fo, « * «, fyn, ou {Fi}{; est un sous-ensemble quelconque
de X, donc, I'inégalité

(3) S¥F)=n+nr+1

FeX

Au lieu de la conjeture de Niino-Ozawa, on espére démontrer que, s’il y a une
combinaison dans X (soit F) telle que

S(Fy) =1

et s’il y a 2n — 1 d’autres cnmbinaisons dans X (soient Fy, -« -+ Fy,) telles que

2n

2 8(F)>2n—2,

i=2

alors,
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1) il existe 7 —1 combinaisons dans {F;}", (soient F,,+-+,F,) telles que
F,,F,, «--F, sont proportionnelles les unes les autres; par conséquent, on a

SF)=1 (i=1-+-,n);

2) les autres combinaisons Fyiy, -« Fy, sont aussi proportionnelles les unes
les autres et donc

n—1

8(Fn+1)="°=8(an)> n

>
3) §’il y a une autre combinaison F' dans & exceptionnelle au sens de Nevanlinna,

B(F) <1 — 8(Fpp) <

n

La conjecture de Cartan est trés difficile & démontrer, par conséquent, plus
faiblement, on peut espérer démontrer la proposition (4) : I'inégalité

2 8(F)>2n—1

Feyx
entraine
r=n—1.

Dans ce mémoire, on démontre, d’abord, que si cette derniére proposition (4) est
vraie, I’analogie de la conjecture de Niino-Ozawa est aussi vraie. De plus, on considére
sur la conjecture de Cartan dans quelques cas spécials. Puis, en les appliquant,
on démontre la proposition (4) quand 7=3,4,5 et la conjecture de Niino
-Ozawa quand 7=5 et 6. On donne tous les résultats, d’abord, dans le cas du
systéme, et ensuite les applique aux fonctions algébroides. On utilise les symboles
usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg librement ([4], [7]).

2. Préliminaires. Soit f=(fy,**,fs) un systéme dans le plan ou les
fonctions fy, * * +, f, sont entiéres sans zéros communs a toutes. On dit que ce
systéme est transcendant si

lim——-—T(r’f) = o0
- lOg 7

ou T(r,f) est fonction caractéristique du systéme f définie par Cartan [1].
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Quand n =1, on sait que
(5) T(r, f) = T(r, fo/f1) + Ollog 1)
(voir [1]).

Soit G une combinaison des fonctions fy, «+ -, f, linéaires, homogénes a coefficients
constants non tous nuls, alors, on utilise les notations

8G) et 6,G) (p=1)

comme dans le paragraphe 2 dans [9].
On utilise les lemmes suivants souvant par la suite.

LEMME 1. Soit f=(fo, -, fs) un systeme dans le plan et A une (n+1,
n + 1)-matrice réguliére. Si

Alfor =+ o S = (Fop » =+, Fo)',
alors, on a
|T(r, f) = T(r, F)| <O(1)
ot F=(F,,-+-F,) (voir [1]).

LEMME 2. Soit f=(f,, -, ) un systeme dans le plan. Alors, pour tout
i+ 7, f3%0, on a

T(r, fi/f3) — O1) <T'(r, f) < ;’ T(r, fu/f3) +O(1)

(voir [8]).

3. Cas de systemes. Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats aux
relations intimes avec les conjectures citées dans 'introduction dans le cas du systéme.

THEOREME 1. Soit f=(fy,«+*,fn) un systeme transcendant dans le plan
Sfini @ n—1 relations linéaires, homog mes indépendantes a coefficients constants
entre les fonctions fo,+«+ fn. Sil y a un ensemble X = {F,}}\., de combinaisons
des fonctions fy, « « « , fn, linéaires homogenes & coefficients constants, linéairement
indépendantes n+1 & n+ 1 telles que

0(F)>0 (i=1-++,N)
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et

N
> 6,(F)>2n—1

=
ot 2n=N=oo et sil y a une combinaison dans X (soit F,) telle que
0,(F,) =1,

alors,

1) il y a n—1 combinaisons dans X (soient Fy, -+, F,) telles que

F,=aF, (a;#0 et constante; i = 2,+++,n);
par conséquent, on a
O (F)=1 (i=2--,7);

2) il y a au moins un systeme de n combinaisons dans X — {F}}, (soient
(Ftpee  FL), 1=k=p (S 0)) telles que

Ff = ak F¥ (ak + 0 et constante) ;
par conséquent, on a
0u(Ft) =+ -+ =6,(F5) (1=k=p);

3) soit X' Uensemble des combinaisons qui ne sont pas proportionnelles les

14
unes les autres dans X — {Fi}7, — U {Ff}ry alors, on a
k=1

M-

0.(F5) + > 6i(F)=1.

1 Fie X

x
Il

DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése qu’il y a n—1 relations linéaires,
homogeénes indépendantes & coefficients constants entre les fonctions fo, «« <, fp il
y a deux fonctions dans fy «++,f, (soient f, et f;) qui forment une base des
fonctions fy,+ «+ f,. Par conséquent, on peut supposer que tous les éléments F
dans X peuvent étre représentés par f, et f;:

(6) F¢=dif0_:81f1 (i:]-""’N)
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ol a; et B; sont des constants non tous nuls pour tout z=1,+--, N.
On peut démontrer facilement qu’en utilisant (5) et de la définition de T(r, f)

(7) T(r, f) = T(r> f1/fo) + O(log 7).
De (6) et (7), on a
(8) 0.(F,) = (Oft/lgz,fl/fo)

ou ai/ﬁi= S si 8¢=0.
Soient

a,/B = x; f=1-+-,N) et fi/fo=g
On note que F; et F; sont proportionnelles si et seulement si x; = x;.
D’abord, on démontre 1). Il suffit de prouver qu’il existe # — 1 valeurs dans
{x:;}is qui sont égales & x,. En effet, s’il en existe n (soient x;, -« *+,x;,),

F,F,,+++F, sont proportionnelles les unes les autres, de sorte que, d’aprés les
lemmes 1 et 2, on a

T(r, f)~T(r, F) = O(1)
ou F=(F,F,,--+F;), qui est absurde, parce que f est transcendant. S’il n’existe

que ! valeurs dans {x:}¥; qui sont égales & x; (0=I=n —2) (soient Zi,***,Zy),
on a

0,(Fy) = 0,(F;) =B(x,9) =1 (j=1-++,1).

Soit 2y # 1,4, + » +, 4, quelconque, alors, il n’existe qu’au plus 7 —1 valeurs
dans {x;}¥, telles que

Xy = Iy, (¢ #15).
En effet, s’il existe n telles valeurs, on a comme précédent,
I(r. f) = O(1),

qui est absurde parce que f est transcendant.
Si

Iy = Xy, (i * io),
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on a trivialement
B(xy g) = O(x1,,9)-

Par conséquent, soit {x;}¥.: le sous-ensemble de {z.}¥, — {z, x5+« + x,} qui
consiste en toutes les valeurs distinctes les unes les autres, alors, on a

c’est-a-dire,

et
@(xly g) + Z @(xj,‘, g) > 2’
k

qui est absurde, parce qu'ici, {x;, x;}#<: sont distinctes les unes les autres et
d’aprés le théoréme 2.4 [3]

-
B(xy, g) + 2 B(x;, g) =2.
k=1

Cela veut dire qu’il existe # —1 valeurs dans {z,}i., qui sont égales a
(soient &y, &3, * * +, X,), de sorte que

Fi:%F1 (t=1,+%-,n) quand B; #0,
1

Fo=J5F (i=1--+,n) qund 8 =0.

1

Naturellement, 8:/8, ou a./a; + 0, co.

Puis, on démontre 2). Si, pour tout 7, (=7 + 1), il n’existe qu’au plus 7 — 2
valeurs dans {x;}%,., qui sont égales a x;, on a, en utilisant 1), de I’hypothése
du théoréme,
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N'
n—1)>2 Bx;,9)>2n—1—n=n-1

k=1
C’est-a dire,

N’
Z ®(xjk’ g) > l’
k=1

qui est absurde comme dans la démonstration de 1) de ce théoréme. En conséquence,

on a établi 2).
On peut démontrer 3) facilement par 1) et 2).

COROLLAIRE 1. St F, est lacunaire (resp. exceptionnelle au sens de
Picard), Fy,«++,F, le sont aussi: sil y a wune combinaison lacunaire (resp.
exceptionnelle au sens de Picard) dans X sous les conditions du théoreme 1,
il y en a n qui sont lacunaires (resp. exceptionnelles au sens de Picard).

Comme cas particulier, on a le

THEOREME 2. Soit f=(fo -+, fn) un systeme transcendant dans le plan
Jini & n—1 relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants
entre les fonctions fo, ++ -+, fr. Sil vy a un ensemble F = {F;}{_, de combinaisons
linéaires des fonctions fo, ««+ , fr, homogenes a coefficients constants, linéairement
indépendantes n+1 & n+ 1 telles que

0,(Fi)>0 (i=1--+,N)

et

N

(11) > 6,(F,) = 2n,

1=1

ot 2n=N= oo, alors, il se repartit en un certain nombre de classes (soit c,
qui est =2) jouissant des proprietes suivantes :

(A) Chaque classe comprend n combinaisons ;

(B) les rapports mutuels d’une méme classe sont constants;

(C) les fonctions caractéristiques des rapports mutuels de deux classes
distinctes quelconque sont equivalentes a T(r,f).

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du théoréme 1, on peut
supposer que f, et f; forment une base des fonctions fy, « * *, f» d’aprés I’hypothése
qu’il y a n — 1 relations entre les fy,+«+,f,. Donc, on a de (5) et de la définition

de T(r.f),
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(12) T(r. f)~T(rf1/fs)  (r—oo),
et on peut représenter tous les éléments de &F par f, et fi comme suivant :
Fi:aﬂfo_'ﬁifl (i=1,-'-,N)

ou les a; et B, sont constants non tous nuls pour tout z=1,--, N.
Soient

a./Bi = et filfo=g
ol ;=00 si B, =0. Alors, de (12), on a
(13) 6,(F.) = O(x, g).

On introduit une relation “=” dans l’ensemble &F: Soient F; et F; deux
éléments dans &, alors, on dit que

F,=F, si et seulement si  F,/F; = constante.

Alors, cette relation “="” est une relation équivalente dans &. On classifie &

par cette relation. Soient &F, (p=1,+++,c(= o)) toutes les classes classifiées par
cette relation.

On démontre, d’abord, que chaque &, comprend 7 combinaisons. En effet, si
une classe comprend au moins 7 + 1 combinaisons, an peut démontrer facilement que

T(r,f) =0(1)
d’aprés les lemmes 1 et 2, qui est absurde; puisque le systéme f est transcendant.
Cela veut dire que toutes les classes comprennent au plus # combinaisons.
D’autre part, supposons que chaque classe &, comprend I, combinaisons
1=l,=n; 1=p=c). Alors, en utilisant que

61(Ft) = 01(Fj)

si F; et F; sont contenues dans une méme classe, de (11) et (13), on a
21,0, g) = 2n
p=1

ou {x;,}5-1 est le sous-ensemble de {x;}i_; qui contient toutes les valeurs distinctes
dans {z,}Y¥,. il y a au mojns un p, (1=p,=c et fini) tel que
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1, <m,
on a
n cz1 B(x;, g) > 2n,
s
c’est-a-dire,
- 0(z, 9)>2

p=1

qui est absurde, parce que x;,(p =1,+++,c) sont distinctes les unes les autres et
d’aprés le théoréme 2.4 [3],

Cela veut dire que, pour tout p,
l,=n

Maintenant, il ne faut que démontrer (C). Soient F, et &F, deux classes
distinctes quelconque et

Fp={Fppeeos Fp}y Fy={Fope-+, FlL
Puisque
F,/F,, = c;yF,/F, (c,;#0, constante; j, k =1,++-,n),
il suffit de démontrer que
(14) T(r, Fy/F)~T(r.f)  (r—oo).
Considérons un systéme
F=(F,,-+,F,,F,),

alors en vertu de I’hypothése d’indépendance linéaire n +1 & n+ 1 des éléments
de &, d’aprés le lemme 1, on a
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(15) T(rf)~T(r, F) (r— o).
D’autre part, on peut démontrer facilement que
(16) T(r, F,,/F,) — O1) <T(r, F) <T(r, F, /F,) + O(1)

grice au lemme 2.
En combinant (15) et (16), et f étant transcendant, on a (14).

N.B.1. Les théorémes 1 et 2 sont valables quand méme on change “6,” en “8”.

N.B.2. Dans le théoréme 2, si N < oo, alors ¢ < oo et N = cn. Spécialement,
si 'ordre inférieur du systéme f est fini, N <<oo en utilisant un résultat récent
de Weitsman [12] quand on utilise “8” au lieu de “6,”.

N.B.3. Quand 72 =2 et si “0,” est changé en “8”, ’hypothése qu’il y a une
relation linéaire, homogéne a coefficients constants entre f,, f, et f, n'est pas
nécessaire (voir [9]).

Comme conséquences directes du théoréme 2, on a les

COROLLAIRE 2. Si G comprend une combinaison exceptionnelle au sens
de Picard (resp. lacunaire), il comprend n combinaisons exceptionnelles au
sens de Picard (resp. lacunaires).

COROLLAIRE 3. Si & contient une combinaison (soit F,) telle que

8(F,) =1

et st

N
Z S(F»L) = 27!,

1=1
le systéeme f est d’ordre positif fini entier ou infini et a croissance reguliere.

DEMONSTRATION. On peut supposer que F appartienne a &;. Alors,

Z s(xiv’ g) = 2
p=1

et
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S(xh’ g) = 1'

D’aprés un résultat dans [2] dans le cas d’ordre fini et grice a celui dans
[10] dans le cas d’ordre infini, g est & croissance reguliére et d’ordre positif entier
quand Pordre de g est fini. Maintenant, de (12), on a

T(r.f)~T(r, g) (r—o0),
de sorte que l'on a ce résultat tout de suite.

COROLLAIRE 4. Soit f=(fy+*,fa) un systeme transcendant dans le
plan. S’il y a 2n combinaisons Fy, - - - ,Fs, des fonctions fy,+«+,fn linéaires,
homogenes & coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 a n+1

telles que

alors, elles repartissent en deux classes jouissant les propriétés (A), (B) et (C)
dans le théoreme 2.

En effet, en vertu du théoréme 3 dans [8], il y a entre fo++fn n—1
relations linéaires homogenes indépendantes a coefficients constants; en conséquence
on a ce corollaire du théoréme 2 tout de suite.

THEOREME 3. Soient f= (fo«+*,fa) un systeme transcendant dans le
plan et F = {F} un ensemble de combinaisons des fonctions fy, « « + , fr linéaires,
homogenes & coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n + 1.
S’il 'y a entre les fo,++ <, fn que A relations linéaires, homogenes indépendantes
a coefficients constants (A <n). et sil y an + A + 1 combinaisons dans F (soient

Fi,eee,Fp1.) telles que
8(F1)=1 (i=17"'3n+7\a+1);

n+i+1

alors, pour toute F appartenant ¢ F — {F;}1M*, on a
3(F) =0.

DEMONSTRATION. D’aprés Phypothése, il n’y a entre les Fy, -+, F,.; que
A relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants aussi. Donc,
on peut supposer que Fy, <+, F,,;.» forment une base de F,,---,F,,;. En
utilisant le lemme 4 ou 4’ dans [8], si on représente F par F}, -« +, Fpy1-1, on peut
démontrer facilement qu’aucun des coefficients n’est nul, de sorte que Fy, Fy,e+, Fppya
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et I sont linéairement indépendantes n+1—A a z+1—2. Si

S(F) >0,
alors, on a

n+1-1

> 8(F) +8(F)>n+1—n.

i=1

Par conséquent, il y a au moins une relation linéaire, homogéne & coefficients
constants entre F, -+, F,.;_, d’aprés le théoréme fondamental de Cartan [1], qui

est absurde parce que Fy, - ¢+, F 12 sont linéairement indépendantes. Cela veut
dire qu’ il faut

S(F) = 0.
Comme une conséquence de ce théoréme, on a le

THEOREME 4. Soient f=(fy +++,fa) un systeme transcendant dans le
plan et F={F}, un ensemble de combinaisons des fonctions fo++*;fn
linéaires, homogenes a coefficients constants, linéairement indépendantes n + 1

\

a n+1 telles que

SF)=1 (i=1--+,22—1)

et

&8(Fan) >0,

ot 2n=N=oo. Alors, on a
S(an) =1 et S(FL) =0 (12271 +1).

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 3 dans [3], il y a n—1 relations
linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants entre les fonctions

Sor s fn

Donc,

N

> 8(F)=2n

i=1

grice au corollaire du théoréme 2 dans [8]. De plus, en vertu de ’hypothése, on a
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8(F) > 2n —1,

N
i=1
par conséquent, en appliquant le théoréme 1,
O(Fz) = 1;
et d’aprés le théoréme 3, on a
8F)=0 (t=2n+1).

4. Quelques cas specials de la conjecture de Cartan. Dans ce paragraphe,
on considére quelques cas particuliers sur la conjecture de Cartan que ’on applique
aprés. D’abord, on améliore un lemme donné par Cartan [1].

LEMME 3. Soient f = (fy++*,fz) un systeme dans le plan, F = {F;}{-, un
ensemble de combinaisons linéaires des fonctions fo, +«-,f, homogenes a

coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n+1 et

v(z) = max log|Fp(z)- - Fa.(2)]

ot By, +By-n sont des nombres différents quelconque entre 1 et q. Alors,
on a

(@ —n)T(r.f)= El;fo xv(rel’)dﬁ +0(1).

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme dans [1] et de la définition de T(r,f),
pour chaque valeur de 2z et quelque soit j, on a

(g —n) logl|fi(z)|=v(z) + (¢ —n) log K

K étant un nombre positif dépendant des F;.
D’ot, on a

(@ —n)u(z) =v(z) + (¢ —n) log K

u(z) = max log|fy(z)]

0=j=n
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et en intégrant
(g =Tt f) =, [ olrealds + (g = n)llog K—u0)).
0

En utilisant ce lemme, on a le

THEOREME 5. Soient f=(fy +*+,fa) un systeme dans le plan |z|<oo a
\ relations linéaires, homogenes indépendantes & coefficients constants entre
les fonctions fo, -+, fn au plus (Nn<n) et X ={F.},.; un ensemble de combinaisons
linéaires des fonctions fo,+ -« , fn, homgenes a coefficients constants et linéairement
indépendantes n+1 a n+1. Si w’importe quelles n — N combinaisons dans X
sont linéairement indépendantes, on a, pour q combanaisons F; (i=1,---,q)

quelconque dans X,

(q —n—— jl_x)T(r,f) <iNn_1(r, 0, F,) + S(r)

=1
o N, et S(r) sont les notations utilisées dans [1].

DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése qu’il n’y a que A relations entre les

fonctions fo * + * »fn on peut supposer que les fy, - +,fn2 forment une base de
Sor** > fn Prenons un point z quelconque et fixé dans le plan fini. Supposons que

[Fi(z) | = -+« = | Fyl2)1.

Prenons n’importe quelles # — A combinaisons de Fy,--+,F,, par exemple,
F,,-++,F,; alors, elles sont linéairement indépendantes et il y a une autre
combinaison (soit F) dans {F}{_, telle que Fy,+-+,F,.», F sont linéairement
indépendantes d’aprés I’hypothése. On a par un calcul simple

c|Fpesss Fan | =\ S0 faall £0

ou ¢ est constante. Considérons ce fait pour toutes les combinaisons de 7z — A de
F,, ++-,F,, alors, le nombre des combinaisons est

n cn—b
et le nombre des combinaisons qui ne contiennent pas F; (=1,+-+,n) est

n-1 cn—k'



82 N. TODA
Donc, le nombre des combinaisons qui contiennent F; (=1,++-,7) est
2= 0Cri—21Crar
Considérons I’identité
(Fy«+«F,)n _ (Fy«++F,)m
I e [Fy s Fo oFoll [fore s falnens

nCn-21

ou (F£1"°':Ftn_l)c (Fl""’Fn)-
En utilisant le lemme 3, on a, comme dans la démonstration du théoréme
fondamental de Cartan [1],

Pl(q —n) ’f <P i -l r. 0’ Fi) +a n—AT(r’f) + S(r))

C’est-a-dire,

T(r, ) + S(r).

2 nC
(@ —=n)T(r, ) = 2 Noaa(r, 0, F) + 2224
= b2t

Maintenant,

,.Cn_;L _ n
- ’

2 n—x

par conséquent, on a établi ce théoréme.

N.B. Soit A =0, alors, ce théoréme réduit au théoréme fondamental de
Cartan [1].

COROLLAIRE 5. St f est transcendant, on a

SHF)= Ona(F) =0+ ——

Fex Fex n—>xN

THEOREME 6. Soient f et X comme dans le theoreme 5. Sil y a n+1
combinaisons dans X qui sont proportionnelles les unes les autres (soient F,
«» Fyvi), alors, on a, pour q combinaisons F,, (i =1, « -+, q) quelconque dans X,
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(q—n—n— 1>T<r,f)§gN<r, 0,F,) + S(r).

DEMONSTRATION. Enlevons Fy,«++,Fy 4 X, alors le reste est un ensemble
qui satisfait 4 ’hypothése du théoréme 5 et n’importe quelles 72+1—2 combinaisons
y compris Fj,, dans X — {F}X, sont linéairement indépendantes. Soient F,
(i=1,+++9) g combinaisons quelconque dans X.

1) Le cas ou

{Fi}ian {FJil =

On a du théoréme 5

(q —n—— f L)T(r,f)étiNn-A(r: 0, F,) + S(r)

tout de suite et on note que

ao =MHL et Noalrs 0, F,) SN(r, 0, F,).

2) Le cas contraire. Soit
{Fa3Pa C {Fy} i

ol p=A+1 et nMec(L,--+,A+1). Prenons un point z quelconque et fixé dans
le plan fini. Enlevons {F3}i2 & {F,}7%. et soit

{Flia— a1 = {F.}E™

Suppososns que

Considérons
F,(2),+++,F,(2)

et ajoutons Iy, si elles ne la contiennent pas ou F,,(2) si elles la contiennent.
Alors, n’importe quelles 7 + 1 — A combinaisons y compris F3, dans l’ensemble
obtenu sont linéairement indépendantes; et comme dans la démonstration du
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théoreme 5, considérons l’identité

(Ffl"'Ff 2 _ (Fji...qu)”L

q — .
I.[ ck“kal P Fukn—)\, Flp” “fo: e ,fn__luncn—l

nCn—-21

Ensuite, en utilisant le lemme 3 comme dan la démonstration du théoréme
5 on a

2alg—n—p)T(r.f) + pr(p— IN(r, 0, Fy,)
=#1' % Norslri0.F.) + pilp — UN(OF)
+21CaaN(r, 0, Fy,) + S(r)

ol on a utilisé que

N(r,0,F,) = N(r, 0, F3,) E=1+-+,p—1).

D’ot, on a
(g—n—p)T(r.f) + (p — LN(r, 0, F3,)
21Cna
D

gzq N(r,0, F,) + 22522 N 0, F) + Sir).

En utilisant que

'nlc'nl A

N0, F,) <T(r.f) + OQ) et === =27,
on a:
1) le cas ot p=n/(n— ).
(q_n_ nfk) FIZLNOF,) +S(r);

2) le cas ot p>n/(n— ).

(¢q—n—pT éi N(r, 0, F,) +S(r),
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ce qui etablit le théoreme.
COROLLAIRE 6. Si f est transcendant, on a

S F)=n+n+1

FeX

THEOREME 7. Soient f et X comme dans le théoreme 5. Si n’importe
quelles n —\— 1 (=1) combinaisons dans X sont linéairement indépendantes,
on a, pour q combinaisons F, (i =1,+--,q) quelconque appartenant i X,

(q —n— 71(%‘1)_"—1) T(r.f) = 3 Nocslr, 0, F) + Sr).

DEMONSTRATION. On peut démontrer ce théoreme comme dans la démon-
stration du théoréme 5.

COROLLAIRE 7. Si f est transcendant, on a

(I+1)n
F;XS<F)§”+47Z—7\,—Z

ou N+I=n-—1
5. Application 1. On applique les résultats dans le paragraphe précédent

4 résoudre la notre proposition (4) citée dans Pintroduction dans quelques cas
particuliers.

THEEOREME 8. Soient f= (fo, fi,[ o f3) un systeme transcendant dans le
plan et F= {F.}I., un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions f,,+++, fs,
homogenes a coefficients constants et linéairement indépendantes 4 a 4 telles
que

3(F) >0 f=0,---,N)

et

S 8(F) >5

i=0

ol 5=N=oo. Alors, il y a deux relations linéaires, homogenes indépendantes
a coefficients constants entre les fonctions fo,f1, fs et fs.
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DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme fondamental de Cartan [1], il y a
au moins une relation entre les fy, ¢+, f;. Supposons qu’il n’y ait qu'une. Si
n’importe quelles deux combinaisons dans &F sont indépendantes. on a grice au
corollaire 5

S _ 4L
5o =45 <5

iS(F,)§3+

o~

qui est absurde. Cela vela dire qu’il y a au moins une paire de deux combinaisons
dans & qui sont proportionnelles. Maintenant, le nombre des relations linéaires,
homogénes indépendantes 4 coefficients constants entre les fo, « « « f5 est égal 4 un,
de sorte que, en vertu du corollaire 6, il faut que

N

D 8F)=3+1+1=5,

=0

qui est aussi absurde. Cela signifie qu’il y a deux relations linéaires, indépendantes
4 coefficients constants entre les fo,++«,f5: A =2.

N.B.1. En combinant ce théoréme au théoréme 1, on a une généralisation
d’une réponse [5] pour la conjecture de Niino et Ozawa quand n = 3.

N.B.2. Sia=1,0n a

N
D F)=5=3+1+1

1=0

THEOREME 9. Soient f= (fo-++,f1) un systeme transcendant dans le
plan et F = {F}, un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions fo,+++, fe
homogenes & coefficients constants et linéairement indépendantes, 5 a 5 telles
que

3F)>0 (=0,-++,N)

et

> 8(F)>17

=0

ot T=N=oo. Alors, il y a trois relations linéaires homogenes indépendantes
a coefficients constants entre les fonctions fo, + « + , fa
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DEMONSTRATION. Soit A le nombre maximum des relations linéaires
homogénes indépendantes a coefficients constants entre les fonctions fo, -+ +,f.
D’abord, en utilisant le théoréme fondamental de Cartan [1], d’aprés I’hypothése,
A=1

1) Supposons que A =1. Alors, on peut démontrer facilement l’inégalité
suivante (voir le lemme 4 dans le paragraphe 6 aussi) :

¥ 4

i=0
qui est absurde. Cela signsfie que
A= 2.
2) Supposons que A =2. On peut considérer les cas suivants.

a) Il y a trois combinaisons dans & qui sont proportionnelles les unes les
autres. Dans ce cas, en vertu du corollaire 6, on a

N
D F)=4+2+1=7
i=0

qui est absurde.

b) N’importe quelles deux combinaisons dans &' sont indépendantes. Dans
ce cas, d’aprés le corollaire 5, on a

N
S HF) =4+ =6<T,
=0 -

qui est absurde.

c) Les autres cas. On peut démontrer facilement, en utilisant la méthode
comme dans la démonstration du théorme 2 dans [8], que
N
dF)=6<1T,
=0

13
qui est absurde.

De a), b) et c), on peut conclure que
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A=3.

D’autre part, d’aprés I’hypothése que f est transcendant, il faut que grice au
lemme 2

Par conséquent, on a

N.B. En combinant ce théoréme au théoréme 1, on a une généralisation du
théoréme 2 dans [6] qui est une résolution de la conjecture de Niino et Ozawa
quand 7 = 4.

THEOREME 10. Soient f= (fo-++.fs) un systeme transcendant dans le
plan et F={F}L, un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions fy, «««,fs,

\

homogénes a coefficients constants et linéairement indépendantes 6 & 6 telles
que

et

3" 8(F)>9

=0

ol 9=N=co. Alors, le nombre maximum N de relations linéaires, homogenes
indépendantes & coefficients constants entre les fonctions fy,««+,fs est quatre.

DEMONSTRATION. Grace au théoréme fondamental de Cartan [1], on a,
d’abord d’apres ’hypothese, que

A=1

1) Supposons que A =1. Alors, on peut démontrer facilement que, comme
dans la démonstration du théoréme 9 — 1),

qui est absurde. Cela veut dire que
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A=2.

2) Supposons que A=2. Comme dans la démonstration du théoréme 9 — 2),
en considérant tous les cas, on a

qui est absurde. Cela veut dire que
A=3.
3) Supposons que A =3. On considére comme suivant.

a) Le cas ol il y a 4 combinaisons dans & qui sont proportionnelles les unes
les autres. Dans ce cas, en vertu du corollaire 6, on a

N
S 8F)=5+3+1=09,

1=0

qui est absurd.

b) Le cas ou n’importe quelles deux combinaisons dans & sont indepéndantes.
Dans ec cas, en vertu du corollaire 5, on a

SF) =5+ 0 =7t <9
—~ Y = 5_3 - 2 ’

qui est absurde.

c) Les autres cas. On peut donner, comme dans la démonstration du théoréme
2 dans [8], que

)4
2 8(F)=9,
i=0

qui est ansurde.

De a), b) et c), on conclut que
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D’autre part, d’aprés I’hypothése que f est transcendant et grice au lemme 2,
il faut que

Par conséquent, on a

N.B. En combinant ce théoréme 1, on a une réponse positive et plue générale
pour la conjecture de Niino et Ozawa quand 7z =5.

6. Application 2. Dans ce paragraphe, on considére sur la conjecture de
Niino et Ozawa dans le cas du systéme et donne une réponse postive pour 7= 6.

LEMME 4. Soient f= (fo ++,fa)(n=6) un systéme transcendant dans le
plan, F= {F}L, un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions fo, «++, fn

homogenes & coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 & n+1
telles que

et

SSS(F) > 2n—1

o
Il
<o

ot 2n—1=<N=oo, A le nombre maximum de relations linéaires, homogénes
indépendantes & coefficients constants entre les fonctions fo, «++,f,. Alors, on
peut démontrer que

A=3.

DEMONSTRATION. Grice au théoréme fondamental de Cartan [ 1] et d’apres
I’hypothese, on a

A=1.
1) Supposons que A =1. On considére :

a) le cas ol il y a deux combinaisons dans & qui sont proportionnelles les
unes les autres. Dans ce cas, grice au corollaire 6, on a
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DOF)=n+1+1<2n-1,
i=0

qui est absurde.

b) les autres cas. Comme dans la démoastration du théoréme 2 [8], on peut
prouver que

n

ZS(F,)_S_n+%<2n—1,

=0
qui est absurde. De a) et b), on obtient que

A=2.
2) Supposons que A = 2. On considére :

a) le cas ol il y a trois combinaisons dans & qui soat proportionnelles les
unes les autres. Dans ce cas, d’aprés le corollaire 6, on a

D¢F) =n+2+1<2n-1,
1=0

gui est absurde.

b) le cas ol il y a deux paires de combinaisons dans & qui sont proportion-
nelles les unes les autres. On peut démontrer facilement comme d’habitude

SMF)=2m—2<2n—1,
i=0

qui est absurde.

c) les autres cas. On peut donner aussi facilement 1’inégalité

N
SHF)=2n—-2<2n-1,

=0
qui est absurde. De a), b) et c), on peut conclure que

A=3.
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En utilisant ce lemme, on a le

THEOREME 11. L'analogie de la conjecture de Niino et Ozawa est vraie
quand n=6. Cest-d-dire, soient f=(fy, ++-,fs) un systéme transcendant dans le
plan et F={F}2 un ensemble de combinaisons linéaires des fonctions

=1

Soreeo fe homogenes a coefficients constants et linéairement indépendantes 7
a 7 telles que

12

(17) ST8(F) > 11.

i=1

Alors, il y a cinq relations linéaires, homogenes indépendantes & coefficients
constants entre les fonctions fo, ««+,fs. Par conséquent, S’il y a une combinaison
dans F (soit F,) telle que

S(F) =1,

on a une réponse positive pour I’analogie de la conjecture de Niino et Ozawa
quand n=6.

DEMONSTRATION. Soit A le nombre maximum de relations linéaires, homogénes
indépendantes a coefficients constants entre les fonctions fy, +++,fs. On prouve,
d’abord, que A =5. D’aprés le lemme 4, on sait que

A=3.
1) Supposons que A = 3. On considére :

a) le cas o n’importe quelles 6 —3=3 combinaisons dans & sont linéairement
indépendantes. Dans ce cas, on a du corollaire 5

=8 <11,

qui est absurde.

b) le cas ot il y a 4 combinaisons dans & qui sont proportionnelles les unes
les autres. En vertu du corollaire 6, on a I’inégalité

12
SF)=6+3+1=10<11,
=1
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qui est absurde.

c) les autres cas. On peut démontrer comme dans la démonstration du
théoréme 10, 3)—c), que

12

SSF)=9<11,

i=1
qui est sbsurde. De a), b) et c), on conclut que
A=4.

2) Supposons que A=4. Alors, il y a trois combinaisons dans & qui forment une
base des Fy,---, Fi,. Soient F,,F, et F; telles combinaisons.
autres par F\,F, et F;:

Représentons les
F,~=a1jF1+0t2,F2+a3,F3 (i=4,"',12).

D’aprés I'hypothése et en utilisant le théoréme fondamental de Cartan [1],
pour tout j=4,+++,12, au moins un des a,;, &, et as; est égal a zéro. Il y a au
plus quatre “j” tels que

a; =0 ou a,; =0 ou a;;=0
d’aprés I’hypothése que A = 4. Par conséquent, il y a au moins un j, tel que
A, #F0, ay;, #0 et a3;, =0
et au moins un j, tel que
A, =0, ay;, 0 et ag;, 0

par exemple. Clest-a-dire,

FJ: = allel +a211F2+07

Fj. = 0+a2th +a3]1F3 .

En éliminant F,, on a

Fh:aFl_*_BF}z_l_fyF:)
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oht a#0, B#0 et y+0. De plus, F, Fj, et F; sont linéairement indépendantes.
Par conséquent, Fy, Fj,, F; et F;, sont linéairement indépendantes 3 a 3.

D’autre part, d’apres ’hypothése (17), on a facilement
8(F,) + 8(F,,) + 8(Fs) + 8(Fy) + 8(F,) > 3.

Cela veut dire que, grice au théoréme fondamental de Cartan [1], il y a une
relation linéaire, homogéne a coefficients constants entre F,, F;, et Fi; qui est
absurde. Cela signifie que

A=5.
Mais, maintenant, f est transcendant, en conséquence, en vertu du lemme 2,
AM=5.

Donc, on a A =5.
Quant au reste, en combinant le fait obtenu maintenant au théoréme 1, on

obtient tout de suite.

7. Cas de fonctions algébroides. Tous les résultats obtenus dans les paragr-
aphes 3~6 s’appliquent en particulier aux fonctions algébroides dans le plan en
vertu du lemme suivant :

LEMME 5. Soit f(z) une fonction algébroide définie par (1). Alors, on a
|T(rf)—T(r A)/n| <O(1)
ou A= (A, -+, A,)([11]).

Par exemple, on peut donner des réponses positives pour la conjecture de
Niino et Ozawa quand 7 =05 et 6 des théorémes 10 et 11 respectivement.
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