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Abstract. In [H2], we have given a remark on the domain of holomorphy of the
solution of the Cauchy problem for the differential operator with polynomial coefficients. In
this article, we give some complements to the results of [H2].

Résumé. Dans [H2], nous avons donné une remarque sur le domaine d’holomorphie
de la solution du problème de Cauchy pour l’opérateur différentiel à coefficients polynomiaux.
Dans cet article, nous donnons quelques compléments des résultats de [H2].

Introduction. Leray [L] et Gårding, Kotake et Leray [GKL] ont étudié les singu-
larités et un prolongement analytique de la solution du problème de Cauchy dans le domaine
complexe. Chazy [C] a étudié des équations différentielles ordinaires du troisième ordre et un
système d’équations différentielles ordinaires de Darboux-Halphen. (Aussi voir [AF]). [HLT]
a étudié des principes de prolongements analytiques. En appliquant ces résultats, dans cet
article, nous complétons des résultats de [H2] sur le domaine d’holomorphie de la solution du
problème de Cauchy pour l’opérateur différentiel à coefficients polynomiaux.

1. Notations et résultats. Soit x = (x0, x
′) [x ′ = (x1, x

′′), x ′′ = (x2, . . . , xn)] un
point deC n+1. On considère un opérateur différentiel d’ordrem, à coefficients de fonctions
entières surC n+1

a(x,D) =
∑

|α|≤m

aα(x)Dα , Di = ∂/∂xi , 0 ≤ i ≤ n ,

et g (x,D) est sa partie principale. Nous supposons queg (x; 1, 0, . . . , 0) ≡ 1.
SoitS l’hyperplanx0 = 0, non caractéristique.
Étudions le problème de Cauchy

(1.1) a(x,D)u(x) = v(x) , Dh
0u(0, x ′) = wh(x

′) , 0 ≤ h ≤ m − 1 ,

où v(x),wh(x ′) sont des fonctions entières surC n+1 et C n respectivement. D’après le théo-
rème de Cauchy-Kowalewski, il existe une unique solution holomorphe au voisinage deS dans
C n+1. Dans [H1, 2], nous avons donné quelques remarques sur un prolongement analytique
de cette solution locale. Dans cet article, comme dans [H2], nous étudions le cas d’opérateur
différentiel à coefficients polynomiaux. Nous donnons des exemples tels que les domaines
d’holomorphie des solutions sont univalents dansC n+1 et admettent un point extérieur dans
C n+1.
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Considérons les problèmes de Cauchy

(1.2)

{
D0 +

3∑
i=1

Hi(x
′)Di

}
U1,j (x) = 0 , [x = (x0, x

′), x ′ = (x1, x2, x3)]

avec les données

(1.3) U1,j (0, x ′) = xj , 1 ≤ j ≤ 3 ,

où

H1(x
′) = 1

2
[(x2 + x3)x1 − x2x3] ,

H2(x
′) = 1

2
[(x1 + x3)x2 − x1x3] ,(1.4)

H3(x
′) = 1

2
[(x1 + x2)x3 − x1x2] .

Ceci concerne le système d’équations différentielles ordinaires de Darboux-Halphen ([C],
[AF]).

Considérons les problèmes de Cauchy

(1.5) {D0 + x2D1 + x3D2 + (2x1x3 − 3x2
2)D3}U2,j (x) = 0 ,

avec les données

(1.6) U2,j (0, x ′) = xj , 1 ≤ j ≤ 3 .

Ceci concerne l’équation différentielle ordinaire de Chazy. ([C], [AF]).
Leray [L] et Gårding, Kotake et Leray [GKL] ont étudié le problème de Cauchy, lorsque

la surface initiale a des points caractéristiques. Dans [H2], nous avons étudié un cas excep-
tionel de [L] et [GKL]. Nous précisons ici des résultats de [H2].

Considérons les problèmes de Cauchy

(1.7)

{ 3∑
i=0

Ai(x
′)Di

}
U3,j (x) = 0 , [x = (x0, x

′), x ′ = (x1, x2, x3)]

avec les données

(1.8) U3,j (0, x ′) = xj , 1 ≤ j ≤ 3 ,

où

A0(x
′) = 2x2

1(1 − x1)
2x2 ,

A1(x
′) = A0(x

′)x2 ,

A2(x
′) = A0(x

′)x3 ,

A3(x
′) = 3x2

1(1 − x1)
2x2

3 − (1 − x1 + x2
1)x4

2 .

(1.9)

Ceci concerne l’équation différentielle ordinaire de fonction modulaire. ([C], [Hi], [AF]).
Nous avons alors
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PROPOSITION 1.1. Les domaines d’holomorphie Di , 1 ≤ i, j ≤ 3, des solutions
Ui,j (x), 1 ≤ i, j ≤ 3, des problèmes (1.2) avec (1.3), (1.5) avec (1.6) et (1.7) avec (1.8)
sont des domaines univalents dans C 4. Ils admettent un point extérieur dans C 4.

Les problèmes (1.2) avec (1.3) et (1.5) avec (1.6) se transforment en les problèmes (1.7)
avec les données transformées. Dans la Section 2, nous donnons quelques préliminaires et
rappelons la fonction modulaire, son équation différentielle ordinaire et des résultats de [H2].
Dans la Section 3, nous démontrons la Proposition 1.1.

2. Quelques préliminaires, la fonction modulaire et son équation différentielle or-
dinaire. Considérons le problème

(2.1)
dxi

dt
= Fi(x

′) , xi(0) = yi , 1 ≤ i ≤ n , [x ′ = (x1, . . . , xn)]
où lesFi(x

′), 1 ≤ i ≤ n, sont des fonctions holomorphes au voisinage de l’origine deC n.

Soientxi = fi(t, y
′), 1 ≤ i ≤ n, la solution holomorphe du problème (2.1) pourt voisin de

0, y ′ voisin de (0), etyi = g i (t, x
′), 1 ≤ i ≤ n, son inverse, doncxi = fi(t, g (t, x ′)), 1 ≤

i ≤ n.
On a alors

LEMME 2.1. g i (t, x
′) = fi(−t, x ′), 1 ≤ i ≤ n, pour t voisin de 0 et x ′ voisin de

l’origine de C n.

Considérons l’équation différentielle

(2.2)

{
D0 +

n∑
i=1

Fi(x
′)Di

}
u(x) = 0 .

Soientuj (x), 1 ≤ j ≤ l, des solutions holomorphes de (2.2) au voisinage dex = 0 et
(uj (0))1≤j≤l est voisin de l’origine deC l . On a

LEMME 2.2. Une fonction composée u(x) = F(u1(x), . . . , ul(x)), F étant une fonc-
tion holomorphe au voisinage de l’origine de C l , est une solution de (2.2).

Notonsz = L(t) = at + b

ct + d
une transformation correspondant à une matriceL =(

a b

c d

)
, a, b, c, d étant des constantesad − bc = 1.

On a alors

LEMME 2.3. Par une transformation

(2.3) z = L(t) ,

(C) un cercle ou une droite dans le plan de t se transforme en l’axe réel du plan z. Pour
�(ac̄) �= 0, (C) est le cercle de centre pL et de rayon rL : {t; |t − pL| = rL}, où

(2.4) pL = ād − bc̄

ac̄ − āc
, rL = 1

|ac̄ − āc| .
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L’image du point t = pL par (2.3) est le point z = (a/c) et le point t = −(d/c) se trouve sur
(C). Pour �(ac̄) = 0, (C) est la droite: {t; �[(ad̄ − b̄c)t + bd̄] = 0}. Supposons �(bd̄) > 0.

Le demi-plan supérieur {z; �z > 0} correspond par (2.3) respectivement à
(i) pour �(ac̄) > 0, l’extérieur de (C) contenant t = 0,

(ii) pour �(ac̄) < 0, l’intérieur de (C) contenant t = 0,

(iii ) pour �(ac̄) = 0, le demi-plan {t; �[(ad̄ − bc̄)t + bd̄] > 0} contenant t = 0.

On a

LEMME 2.4. Une transformation z = S(t) correspondant à S =
(

α β

γ δ

)
, α, β, γ,

δ étant des constantes réelles αδ − βγ = 1, transforme le demi-plan supérieur en lui-même.

Soit

(
a′ b′
c′ d ′

)
= SL, alors on a �(a′c̄′) = �(ac̄), ā′d ′ − b′c̄′ = ād − bc̄, pSL = pL et

rSL = rL.

La fonction modulairew = λ(z) est holomorphe sur{z; �z > 0} et son inversez = ν(w)

est holomorphe sur le revêtement universelR[C \ {0, 1}] du domaineC \ {0, 1}. λ(z) a la
frontière naturelle{z; �z = 0}.

Nous rappelons la ramification de fonctionν(w).

LEMME 2.5. Si w fait un tour autour de w = 1, dans le sens positif, le germe ν(w)

devient
ν(w) − 2

2ν(w) − 3
=

(
1 −2
2 −3

)
(ν(w)). Si w fait un tour autour de w = 0, dans le sens

positif, le germe ν(w) devient

(
1 0
2 1

)
(ν(w)).

Considérons le problème

(2.5)
dxi

dt
= Bi(x

′) , xi(0) = yi , 1 ≤ i ≤ 3 ,

où

(2.6) B1(x
′) = x2 , B2(x

′) = x3 , B3(x
′) = 3

2

x2
3

x2
− (1 − x1 + x2

1)x3
2

2x2
1(1 − x1)2

.

La solution du problème (2.5) s’écrit sous la forme:

x1 = f1(t, y
′) = λ

(
a(y ′)t + b(y ′)
c(y ′)t + d(y ′)

)
,

x2 = f2(t, y
′) = λ′

(
a(y ′)t + b(y ′)
c(y ′)t + d(y ′)

)
1

(c(y ′)t + d(y ′))2 ,

x3 = f3(t, y
′) = λ′′

(
a(y ′)t + b(y ′)
c(y ′)t + d(y ′)

)
1

(c(y ′)t + d(y ′))4

− 2λ′
(

a(y ′)t + b(y ′)
c(y ′)t + d(y ′)

)
c(y ′)

(c(y ′)t + d(y ′))3
,

(2.7)
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où a(y ′), b(y ′), c(y ′), d(y ′) sont des fonctions eny ′ = (y1, y2, y3) satisfaisanta(y ′)d(y ′) −
b(y ′)c(y ′) = 1.

En fait, vu les données de (2.5), on a

λ

(
b(y ′)
d(y ′)

)
= y1 , λ′

(
b(y ′)
d(y ′)

)
1

d(y ′)2
= y2 ,

λ′′
(

b(y ′)
d(y ′)

)
1

d(y ′)4
− 2λ′

(
b(y ′)
d(y ′)

)
c(y ′)
d(y ′)3

= y3 .

Il en résulte que

b(y ′) = ν(y1)d(y ′) , d(y ′) = λ′(ν(y1))
1/2

y
1/2
2

,

c(y ′) = λ′′(ν(y1))y
1/2
2

2λ′(ν(y1))3/2 − λ′(ν(y1))
1/2y3

2y
3/2
2

,(2.8)

a(y ′) = 1 + b(y ′)c(y ′)
d(y ′)

.

Ces fonctionsa(y ′), b(y ′), c(y ′), d(y ′) sont holomorphes au voisinage d’un pointy ′ =
(y1, y2, y3) ∈ (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C et se prolongent analytiquement surR[(C \
{0, 1}) × (C \ {0})] × C . D’après le Lemme 2.1 et (2.7), l’inverseyi = g i (t, x

′), 1 ≤ i ≤ 3,
dexi = fi(t, y

′), 1 ≤ i ≤ 3, est au voisinage d’un point fixé(0, x ′(0)), x ′(0) ∈ (C \ {0, 1}) ×
(C \ {0}) × C ,

y1 = g 1(t, x
′) = λ

(
a(x ′)t − b(x ′)
c(x ′)t − d(x ′)

)
,

y2 = g 2(t, x
′) = λ′

(
a(x ′)t − b(x ′)
c(x ′)t − d(x ′)

)
1

(c(x ′)t − d(x ′))2
,

y3 = g 3(t, x
′) = λ′′

(
a(x ′)t − b(x ′)
c(x ′)t − d(x ′)

)
1

(c(x ′)t − d(x ′))4

+ 2c(y ′)λ′
(

a(x ′)t − b(x ′)
c(x ′)t − d(x ′)

)
1

(c(x ′)t − d(x ′))3 .

(2.9)

3. La preuve de la Proposition 1.1. Vu (2.9), on a d’abord

LEMME 3.1. Les solutions U3,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, des problèmes (1.7) avec (1.8) sont
holomorphes au voisinage d’un point (0, x ′(0)) de {x; x0 = 0, x ′ ∈ (C \ {0, 1}) × (C \ {0})
× C }, U3,j (x) = g j (x0, x

′), 1 ≤ j ≤ 3, et donc D0U3,1(x) = −U3,2(x),D0U3,2(x) =
−U3,3(x).

Les Lemmes 2.2, 2.3 et 2.5 donnent

LEMME 3.2. Au voisinage d’un point (0, x ′(0)), la fonction h(x) = a(x ′)x0 − b(x ′)
c(x ′)x0 − d(x ′)

est la solution d’équation (1.7) avec la donnée ν(x1). Elle se prolonge analytiquement
sur {(x0, x̃

′) ∈ C × R[(C \ {0, 1}) × (C \ {0})] × C , c(x̃ ′)x0 − d(x̃ ′) �= 0}. Si x1 fait un
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tour autour de x1 = 1, le germe h(x) devient
h(x) − 2

2h(x) − 3
=

(
1 −2
2 −3

)
(h(x)) et donc(

a(x ′) −b(x ′)
c(x ′) −d(x ′)

)
devient

(
1 −2
2 −3

) (
a(x ′) −b(x ′)
c(x ′) −d(x ′)

)
. Si x1 fait un tour autour de

x1 = 0, le germe h(x) devient
h(x)

2h(x) + 1
=

(
1 0
2 1

)
(h(x)) et donc

(
a(x ′) −b(x ′)
c(x ′) −d(x ′)

)

devient

(
1 0
2 1

)(
a(x ′) −b(x ′)
c(x ′) −d(x ′)

)
. Si x2 fait un tour autour de x2 = 0, le germe h(x)

ne change pas.

Vu les Lemmes 2.2, 3.1 et (2.9), on a

REMARQUE 3.1. Les fonctionsa(x̃ ′)x0 − b(x̃ ′), c(x̃ ′)x0 − d(x̃ ′), a(x̃ ′), et c(x̃ ′) sont
aussi des solutions de (1.7), holomorphes surC × R[(C \ {0, 1}) × (C \ {0})].

Vu les Lemmes 2.4 et 3.2, on a

LEMME 3.3. Les fonctions Q(x ′) = �[a(x ′)c(x ′)],M(x ′) = a(x ′)d(x ′) − b(x ′)c(x ′)
et N(x ′) = �[a(x ′)d(x ′)] sont analytiques en les variables réelles �x ′,�x ′ au voisinage de
x ′(0). Elles sont uniformes et analytiques en �x ′,�x ′ sur (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C . Les
fonctions P(x ′) = iM(x ′)/2Q(x ′), R(x ′) = 1/2|Q(x ′)| sont uniformes et analytiques en
�x ′,�x ′ sur {x ′ ∈ (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C ; Q(x ′) �= 0}.

Posons

D3 ={x = (x0, x
′) ∈ C × (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C ,

|x0 − P(x ′)| > R(x ′) pour Q(x ′) > 0 ,

|x0 − P(x ′)| < R(x ′) pour Q(x ′) < 0 ,

�[M(x ′)x0] − N(x ′) < 0pour Q(x ′) = 0} .

(3.1)

Le domaineD3 admet un point extérieur dansC 4.
ÉcrivonsD̃3 = {x̃ = (x0, x̃

′) ∈ C ×R[(C \ {0, 1}) × (C \ {0})] × C , x0 ∈ D3(π(x̃ ′))},
où D3(x

′) = {x0 ∈ C , (x0, x
′) ∈ D3} pourx ′ ∈ (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C et π est la

projection naturelle deR[(C \ {0, 1}) × (C \ {0})] × C sur(C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C . D̃3

est un revêtement deD3 et π(x0, x̃
′) = (x0, π(x̃ ′)) est la projection naturelle dẽD3 surD3,

Nous faisons

REMARQUE 3.2. La surface{(x0, x̃
′) ∈ C ×R[(C \{0, 1})×(C \{0})]×C , c(x̃ ′)x0−

d(x̃ ′) = 0} se trouve sur la frontière dẽD3.

Les Lemmes 2.3, 3.1 et 3.3 donnent

LEMME 3.4. Les U3,j , 1 ≤ j ≤ 3, peuvent se prolonger analytiquement sur D̃3.

D’après le théorème de Cauchy-Kowalewski, le Lemme 3.1 et (2.9), on a

LEMME 3.5. (i) Pour tout x̃ ′ ∈ R[(C \{0, 1})×(C \{0})]×C , les U3,j , 1 ≤ j ≤ 3,
définissent les germes uniformes et holomorphes sur (D3(π(x̃ ′)), x̃ ′) dans D̃3.
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(ii) Les U3,j , 1 ≤ j ≤ 3, peuvent se prolonger analytiquement au voisinage de
{(0, x ′); x ′ ∈ (C \ {0, 1}) × (C \ {0}) × C }.

Fixons un point(0, x ′(0)) ∈ C ×(C \{0, 1})×(C \{0})×C . Pour toutx = (x0, x
′) ∈ D3,

joignons le point(0, x ′(0)) au point(0, x ′) par des cheminsγ (k)
1 , k = 1, 2 dans{0} × (C \

{0, 1}) × (C \ {0}) × C et puis le point(0, x ′) au pointx par des cheminsγ (k)
2 , k = 1, 2

dans(D3(x
′), x ′). Soientγ̃ (k)

1 et γ̃ (k) les relèvements sur̃D3 respectifs des cheminsγ (k)
1 et

γ (k) = γ
(k)
1 ◦ γ

(k)
2 , doncπ(γ̃

(k)
1 ) = γ

(k)
1 etπ(γ̃ (k)) = γ (k), k = 1, 2.

Prolongeons analytiquement lesU3,j , 1 ≤ j ≤ 3, le long deγ̃ (k)
1 , γ̃ (k) et désignons par

(U3,j )γ̃ (k)
1

|(0,x̃ ′(k)), (U3,j )γ̃ (k) |x̃(k) les germes deU3,j respectifs aux extrémités(0, x̃ ′(k)), x̃(k)

de γ̃
(k)
1 , γ̃ (k), k = 1, 2. Vu le Lemme 3.5, (ii), les germes(U3,j )γ̃ (k)

1
|(0,x̃ ′(k)), k = 1, 2, sont

un même germe. Donc, vu le Lemme 3.5, (i), on voit que les germes(U3,j )γ̃ (k) |x̃(k) , k = 1, 2,
sont un même germe. Notons-les doncU3,j |x, 1 ≤ j ≤ 3.

Ce germe satisfait la condition de continuité suivante. Tout pointx ∈ D3 possède un
voisinageW(x) dex sur lequel est une fonction(U3,j )W(x) holomorphe telle que le germe
(U3,j )W(x)|z à z défini par(U3,j )W(x) est égal àU3,j |z pour toutz ∈ W(x). D’après la
proposition 7.1 de [HLT], lesU3,j , 1 ≤ j ≤ 3 peuvent se prolonger analytiquement surD3.

Nous notons

LEMME 3.6. Les U3,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, ne sont pas holomorphes à {x0 = 0, x1 =
0, 1} ∪ {x0 = 0, x2 = 0}.

Preuve. Supposons laU3,1(x) holomorphe à l’origine 0 deC 4. Le développement

U3,1(x) =
∞∑

k=0

ak(x
′)xk

0 ,

ak(x
′) (k ≥ 0) étant des fonctions holomorphes au voisinage dex ′ = 0, converge uni-

formément au voisinage de 0. Vu (1.7) et (1.8), on aa0(x
′) = x1, a1(x

′) = −x2, a2(x
′) =

x3/2, 12x2
1(1 − x1)

2x2a3(x
′) = (−1)[3x2

1(1 − x1)
2x2

3 − (1 − x1 − x2
1)x4

2]. C’est impossible.
Donc laU3,1(x) n’est pas holomorphe à l’origine. De même on démontre les autres. Ainsi
elles ne peuvent pas prolonger analytiquement au delà de la frontière deD3. Ceci implique
que les domaines d’holomorphie deU3,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, sontD3. Nous démontrons ainsi la
Proposition 1.1 pour lesU3,j (x), 1 ≤ j ≤ 3.

Nous allons étudier lesU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3.
Considérons l’application birationnelle de{x ′ = (x1, x2, x3) ∈ C 3, x1 �= x2, x1 �=

x3, x2 �= x3} sur{X′ = (X1,X2,X3) ∈ C 3,X1 �= 0, 1,X2 �= 0}:
X1 = X1(x

′) = (x1 − x3)/(x1 − x2) ,

X2 = X2(x
′) = (x2 − x3)(x1 − x3)/(x1 − x2) = (x2 − x3)X1(x

′) ,

X3 = X3(x
′) = (x1 + x2 − x3)(x2 − x3)(x1 − x3)/(x1 − x2)

= (x1 + x2 − x3)X2(x
′) ,

(3.2)
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et donc

x1 = x1(X
′) = X3

X2
− X2

X1
,

x2 = x2(X
′) = X3

X2
+ X2

1 − X1
,(3.3)

x3 = x3(X
′) = X3

X2
+ X2

1 − X1
− X2

X1
.

Par cette transformation, le problème de Cauchy (1.2) avec (1.3) se transforme en les
problèmes de Cauchy

(3.4)

{ 3∑
i=0

Ai(X
′)DXi

}
Û3,j (X) = 0, [X = (X0,X

′),X′ = (X1,X2,X3)]

avec les données

Û3,1(0,X′) = X3

X2
− X2

X1
,

Û3,2(0,X′) = X3

X2
+ X2

1 − X1
,(3.5)

Û3,3(0,X′) = X3

X2
+ X2

1 − X1
− X2

X1
,

où
U1,j (x) = Û3,j (x0,X

′(x ′)), 1 ≤ j ≤ 3 .

Il en résulte que

Û3,1(X) = U3,3(X)

U3,2(X)
− U3,2(X)

U3,1(X)
,

Û3,2(X) = U3,3(X)

U3,2(X)
+ U3,2(X)

1 − U3,1(X)
,

Û3,3(X) = U3,3(X)

U3,2(X)
+ U3,2(X)

1 − U3,1(X)
− U3,2(X)

U3,1(X)
.

PosonsE1 = {x = (x0, x
′) ∈ C 4, x ′ = (x1, x2, x3), x1 �= x2, x2 �= x3, x3 �= x1,X0 =

x0, (X0,X
′(x ′)) ∈ D3} et lesU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, sont holomorphes surE1.

NotonsD1 = (E1)
(◦) l’intérieur de l’adhéranceE1 deE1. On a alorsD1 \ {xk = xl, 1 ≤

k < l ≤ 3} = E1. En fait, prenonsy ∈ D1 et y /∈ E1, doncy ∈ ∂E1 (la frontière deE1). Si
y /∈ {xk = xl, 1 ≤ k < l ≤ 3}, par la définition deE1, tout voisinage dey contient un point
extérieur deE1. C’est contradictoire ày ∈ D1.

D’autre part, d’après le théorème de Cauchy-Kowalewski, lesU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, sont
holomorphes au voisinage deS ∩ {xk = xl, 1 ≤ k < l ≤ 3}. D’après le théorème de
Hartogs,U1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, sont holomorphes surD1. On voit facilement que le domaine
d’holomorphie deU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, estD1. D1 est un domaine univalent et il admet un
point extérieur dansC 4. Ceci démontre la Proposition 1.1 pour lesU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3.

Nous remarquons les suivants. Vu (1.2), (1.3) et (1.4), on a d’abord
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LEMME 3.7. U1,1(x0, xi , xj , xk) = U1,i(x), U1,2(x0, xi, xj , xk) = U1,j (x), U1,3(x0,

xi, xj , xk) = U1,k(x), 1 ≤ i, j, k ≤ 3, i �= j, j �= k, k �= i.

REMARQUE 3.3. On peut calculer directement la restriction desU1,j (x), 1 ≤ j ≤ 3,

sur{x; xk = xl, k �= l, 1 ≤ k, l,≤ 3, x ∈ D1}. En fait, par exemple, posonsU1,1(x0, x1, x2,

x1) = V (x0, x1, x2). La V (x0, x1, x2) est la solution du problème
[
D0 + 1

2
x2

1D1 +
(

x1x2 − 1

2
x2

1

)]
V (x0, x1, x2) = 0 ,

avec

V (0, x1, x2) = x1 .

Il en résulte que

U1,1(x0, x1, x2, x1) = V (x0, x1, x2) = 2x1

2 + x0x1
.

Enfin, nous allons étudier le problème (1.5) avec (1.6).
Considérons l’application deC 3 surC 3:

x1 = x1(X
′) = X1 + X2 + X3 ,

x2 = x2(X
′) = 1

2
(X1X2 + X2X3 + X3X1) ,(3.6)

x3 = x3(X
′) = 3

2
X1X2X3 .

SoientXj(x
′), 1 ≤ j ≤ 3, les déterminations de la fonction algébrique définie par

(3.7) τ3 − x1τ
2 + 2x2τ − 2

3
x3 = 0

à un point de{x ′ = (x1, x2, x3) ∈ C 3,∆(x ′) �= 0},∆(x ′) étant le discriminant de (3.7).
LesXj(x

′), 1 ≤ j ≤ 3, se prolongent analytiquement sur leur surfaces de RiemannRτ ,
c’est-à-dire le revêtement du domaine{x ′ = (x1, x2, x3) ∈ C 3,∆(x ′) �= 0}. La transforma-
tion

(3.8) Xj = Xj(x̃
′) , x̃ ′ ∈ Rτ , 1 ≤ j ≤ 3 ,

transformeRτ en {(X1,X2,X3) ∈ C 3,X1 �= X2,X2 �= X3,X3 �= X1}. Par la transforma-
tion x0 = X0, xj = xj (X

′), 1 ≤ j ≤ 3, les problèmes (1.5) avec (1.6) se transforme en les
problèmes

(3.9)

{
DX0 +

3∑
i=1

Hi(X
′)DXi

}
U1,j (X) = 0, 1 ≤ j ≤ 3

avec les données
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U1,1(0,X′) = X1 + X2 + X3 ,

U1,2(0,X′) = 1

2
(X1X2 + X2X3 + X3X1) ,(3.10)

U1,3(0,X′) = 3

2
X1X2X3 .

où, au voisinage d’un point(0, x ′(0)) de{x0 = 0, x ′ ∈ C 3,∆(x ′) �= 0},
U2,j (x) = U1,j (x0,X

′(x ′)) , 1 ≤ j ≤ 3 .

On a donc, au voisinage du point(0, x ′(0)),

U2,1(x) =
3∑

j=1

U1,j (x0,X
′(x ′)) ,

U2,2(x) = 1

2

{ ∑
1≤j<k≤3

U1,j (x0,X
′(x ′))U1,k(x0,X

′(x ′))
}

,

U2,3(x) = 3

2
U1,1(x0,X

′(x ′))U1,2(x0,X
′(x ′))U1,3(x0,X

′(x ′)) .

Prenons un point arbitrairex ′ de {x ′; ∆(x ′) �= 0} et γ un chemin dans{x ′; ∆(x ′) �= 0},
d’origine fixé x ′(0) et d’extrémitéx ′. Prolongeons analytiquement tout(Xi(x

′),Xj (x
′),

Xk(x
′)), (1 ≤ i, j, k ≤ 3, i �= j, j �= k, k �= i), le long deγ et associons le domaine

E2 = {x; ∆(x ′) �= 0, (x0,Xi(x
′),Xj (x

′),Xk(x
′)) ∈ D1, 1 ≤ i, j, k ≤ 3, i �= j, j �= k, k �=

i}. Puisque, six ′ fait un tour autour de{x ′; ∆(x ′) = 0}, (X1(x
′),X2(x

′),X3(x
′)) devient

une permutation de(X1(x
′),X2(x

′),X3(x
′)), le domaineE2 est bien défini. Compte tenu du

Lemme 3.7, lesU2,j (x), 1 ≤ j ≤ 3, sont uniformes et holomorphes surE2.
NotonsD2 = (E2)

(◦) l’intérieur de l’adhéranceE2 deE2. Comme dansD1, on aD2 \
{x ′; ∆(x ′) = 0} = E2. Pour chaque pointx de D2 ∩ {x ′; ∆(x ′) = 0}, il existe alors un
voisinageW(x) dansD2 tel que les fonctionsU2,j , 1 ≤ j ≤ 3, sont holomorphes, uniformes
et bornées dansW(x) \ {x ′; ∆(x ′) = 0}, et donc en vertu d’un théorème de Riemann, elles
sont holomorphes surD2. Bien entendu, comme dansU1,j , 1 ≤ j ≤ 3, on peut le démontrer
aussi, en utilisant les théorèmes de Cauchy-Kowalewski et de Hartogs. On voit facilement
que le domaine d’holomorphie deU2,j , 1 ≤ j ≤ 3, sontD2. D2 est un domaine univalent et
il admet un point extérieur dansC 4.
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