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UNE PERTURBATION DES OP\’ERATEURS
MICROHYPOELLIPTIQUES

par

Tatsushi MORIOKA

\S 1. Introduction et R\’esultat

Nous g\’en\’eralisons le resultat de Hoshiro [6] et de Morioka [13] en tenant
compte de celui de Wakabayashi-Suzuki [15].

Soit $n\geqq 3$ et $2\leqq k\leqq n-1$ . Pour $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in R^{n}$ , on note $x^{\prime\prime}=$

$(x_{1}, \ldots, x_{k-1})\in R^{k-1}$ et $x^{\prime}=(x^{\prime\prime}, x_{n})\in R^{k}$ . Soit $A=a(x^{\prime\prime}, D^{\prime})$ l’op\’erateur diff\’er-
entiel d’ordre 2 dans $R_{x}^{n}$ , dont le polyn\^ome $a(x, \xi)$ ne d\’epend que de $x^{\prime\prime}$ et de $\xi^{\prime}$ .
On note $\tilde{A}$ au lieu de $A$ , lorsque on consid\‘ere $A$ comme l’op\’erateur dans $R^{k}$ . Soit
$B=\sum_{j=k}^{n-1}L_{j^{*}}L_{j}$ , o\‘u $L_{j}=D_{j}-ix_{j}D_{n}$ . On d\’efinit alors $P$ par $P=A+B$. Soit
$\rho\in T^{*}R^{n}\backslash 0$ ; $\rho=(y, \eta)\in R^{n}\times R^{n}\backslash 0$ , $|\eta|=1$ , $yk=\cdots=y_{n-1}=0$ , $\eta_{k}=\cdots=$

$\eta_{n-1}=0$ et $\eta_{n}>0$ . On d\’efinit $\tilde{\rho}\in T^{*}R^{k}\backslash 0$ par $\tilde{\rho}=(y^{\prime}, \eta^{\prime})$ . On d\’ecrit la norme
et la multiplication int\’erieure dans $L^{2}$ par $\Vert*\Vert$ et par $( , )$ . Quant \‘a $A$ , on
suppose les hypoth\‘eses suivantes.

(H.1) La partie principale de $a(x^{\prime\prime}, \xi^{\prime})$ n’est pas negative.
(H.2) Il existe un voisinage conique $\Sigma\subset R^{k}$ de $\eta^{\prime}$ et une constante $C>0$ tels

que pour tout $ v\in \mathscr{S}(R^{k});supp\hat{v}\subset\Sigma$ on a ${\rm Re}(\tilde{A}v, v)\geqq-C\Vert v\Vert^{2}$ .

Le th\’eor\‘eme suivant est notre r\’esultat principal. On dit que l’op\’erateur
diff\’erentiel $Q$ dans $R^{n}$ est microhypoelliptique \‘a $\rho\in T^{*}R^{n}\backslash 0$ si $u\in \mathscr{D}^{\prime}$ et $\rho\not\in$

$WF(Qu)$ implique $p\not\in WFu$ . Pour la d\’efinition de WF, on cite H\"ormander [4,
D\’efinition 8.1.2].

$Tffl^{\prime}OR\grave{E}ME1$ . On suppose que (H.1) et (H.2) sont v\’erifi\’ees. Alors, $P$ est
microhypoelliptique \‘a $\rho$ si et seulement si $\tilde{A}$ est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$.

On consid\‘ere maintenant $B$ comme la perturbation de $A$ . Selon Th\’eor\‘eme 1,
la perturbation $B$ conserve la microhypoellipticit\’e de $A$ \‘a $\rho$ sous la condition
(H.1) et (H.2). En effet, $\tilde{A}$ est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$ si $A$ est micro-
hypoelliptique \‘a $\rho$ .
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Nous \’ecrivons alors notre motivation. Hoshiro [6] a \’etudi\’e l’hypoellipticit\’e de
l’op\’erateur

$P_{0}=D_{1}^{2}+D_{2}^{2}+D_{3}^{2}+x_{3}^{2}D_{4}^{2}+(g(x_{1})-1)D_{4}$ dans $R^{4}$ .

Ici, $D_{j}=-i\partial/\partial x_{/}$ . On suppose que $0<g(t)\leqq 1$ quand $t\neq 0$ et que $tg^{\prime}(t)\geqq 0$ .
Alors, [6] a montr\’e que $P_{0}$ etait hypoelliptique si et seulement si $(*)$

$\lim_{t\rightarrow 0}t\log g(t)=0$ etait v\’erifi\’ee. En revanche, [6] a aussi annonc\’e que $1\prime 0f\acute{fi}rateur$

$P_{1}=D_{1}^{2}+D_{2}^{2}+x_{2}^{2}D_{3}^{2}+(g(x_{1})-1)D_{3}$ dans $R^{3}$

est hypoelliptique si $0<g(t)\leqq 1$ quand $t\neq 0$ . Notons que $(*)$ n’est pas n\’ecessaire
pour l’hypoellipticit\’e de $P_{1}$ . Cette diff\’erenoe provient du fait suivant. Soit $A_{0}=$

$D_{1}^{2}+D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{4}$ dans $R^{3}$ et $A_{1}=D_{1}^{2}+g(x_{1})D_{3}$ dans $R^{2}$ . On suppose que
$0<g(t)\leqq 1$ quand $t\neq 0$ et que $tg^{\prime}(t)\geqq 0$ . Soit $p=(0;0,0,1)\in T^{*}R^{3}\backslash 0$ et
$\tilde{\rho}=(0;0,1)\in T^{*}R^{2}\backslash 0$ , o\‘u $0$ est origine. Alors, $A_{0}$ est microhypoelliptique \‘a $\rho$ si
et seulement si $(*)$ est v\’erifi\’ee. En revanche, $A_{1}$ est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$ sans
$(*)$ . Ces faits sont essentiellement d\’eduits par Morimoto [9] ou par Hoshiro [5].
On cite aussi $Fedi_{\check{1}}[2]$ et Kusuoka-Stroock [8], qui concement respectivement $A_{0}$

et $A_{1}$ . Selon [6], chaque $A_{k}$ apparait lorsque l’on prend la projection de chaque
$P_{k}$ sur le premier espace propre de l’op\’erateur de Hermite. Alors, l’hypoellipticit\’e
de $P_{k}$ est d\’eduite par la microhypoellipticit\’e de $A_{k}$ . Donc, on n’a pas besoin de
$(*)$ pour l’hypoellipticit\’e de $P_{1}$ .

L’id\’ee de [6] provient de Boutet de Monvel [1] et de Grigis [3], qui ont
constmit des param\’etrix des op\’erateurs diff\’erentiels \‘a caract\’eristiques doubles.

Wakabayashi-Suzuki [15, Exemple 5.2] a aussi prouv\’e l’hypoellipticit\’e de
$P_{0}$ en utilisant l’id\’ee differente. Soit $B=L^{*}L$ , o\‘u $L=D_{3}-ix_{3}D_{4}$ . Alors, $P_{0}=$

$A_{0}+B$ et $B\geqq 0$ . Selon la condition $(*)$ , comme Morimoto [9] a etudie, $A_{1}$ v\’erifie
que pour tout $\epsilon>0$ il existe une constante $C>0$ telle que pour tout $u\in \mathscr{S}(R^{4})$ ;
$supp\hat{u}\subset\{(\xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{3}, \xi_{4}, )\in R^{4} : \xi_{4}>0\}$ on a

(0.1) $\Vert\log\langle D_{4}\rangle u\Vert^{2}\leqq\epsilon(A_{0}u, u)+C\Vert u\Vert^{2}$ .

Ici, $\mathscr{S}$ est espace des distributions \‘a d\’ecroissance rapide et $\hat{u}$ est la transform\’e

de Fourier de $u$ . Puisque $P_{0}=A_{0}+B$ et $B\geqq 0,$ $P_{0}$ v\’erifie aussi (0.1). Alors,
l’argument de [9] nous r\’ev\‘ele que $P_{0}$ est microhypoelliptique \‘a $\rho$ . On peut dire
que [15, Exemple 5.2] a g\’en\’erarise ce processus. Cependant, si on applique [15,

Exemple 5.2] \‘a $P_{1}$ , il faut supposer $(*)$ pour prouver que $P_{1}$ est micro-
hypoelliptique \‘a $p$ . Donc, l’id\’ee de [15, Exemple 5.2] ne fonctionne pas bien afin
de pr\’eciser l’hypoellipticit\’e de $P_{1}$ .
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Morioka [13] a \’etudi\’e l’hypoellipticit\’e de l’op\’erateur

$P_{2}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+D_{3}^{2}+x_{3}^{2}D_{4}^{2}+(g(x_{1})-1)D_{4}$ dans $R^{4}$ .

Fixons une intervalle ouverte $I_{0}\subset R$ . On dit que une fonction $g$ v\’erifie (A.1) si

(A.1) $gI>0$ pour toutes les intervalles $I\subset I_{0}$ .

Ici, $gI=|I|^{-1}\int_{I}g$ . On dit que des fonctions $f,$ $g$ verifient $(M;f, g)$ si

$(M;f,g)$ $\inf_{\delta>}\sup\{(f_{I})^{1/2}|I||\log g3I| : 3I\subset I_{0}, g3I<\delta\}=0$ .

Ici, $3I$ repr\’esente l’intervalle dont le centre est commun \‘a celui de $I$ et dont la
langeur est trois frois plus grande que celle de $I$. On suppose maintenant (A.1),

que $f,$ $g>0$ sur $\partial I_{0}$ et que $g\leqq 1$ . Alors, [13] a prouve que $P_{2}$ etait hypoelliptique
si et seulement si $(M;1,f)$ et $(M;f, g)$ etaient v\’erifi\’ees.

La condition $(M;f, g)$ provient de Sawyer [14, Remarque 5], qui a caract\’eris\’e
la positivite des op\’erateurs de Schrodinger \‘a une dimension. On cite aussi [11,
Sawyer’s Lemma].

Comme [13, \S 1] a mentionn\’e l’hypoellipticit\’e de $P_{2}$ ne peut pas \^etre pr\’ecis\’ee
par [15, Exemple 5.2]. En revanche, Th\’eor\‘eme 1 explique simultan\’ement

l’hypoellipticit\’e de $P_{0},$ $P_{1}$ et de $P_{2}$ . Par surcroit, on obtient le corollaire suivant,
si on applique th\’eor\‘eme 1 \‘a $P_{2}$ . Soit $\rho\in T^{*}R^{4}\backslash 0;\rho=(y;\eta)\in R^{4}\times R^{4}\backslash 0$,
$y=(y1,0,0,0),$ $\eta=(0,0,0,1)$ et $y1\in I_{0}$ .

COROLLAIRE 2. On suppose (A.1) et que $f,$ $g>0$ sur $\partial I_{0}$ . Alors, $P_{2}$ est
microhypoelliptique \‘a $\rho$ pour tout $y1\in I_{0}$ si et seulement si $(M;f, g)$ est v\’erifi\’ee.

D\’EMONSTRATION DE COROLLAIRE 2. Soit $A_{2}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{4}$ dans
$R^{3}$ . Selon Th\’eor\‘eme 1, la microhypoellipticit\’e de $P_{2}$ \‘a $\rho$ \’equivaut \‘a celle de $\tilde{A}_{2}$ \‘a
$\tilde{p}$ . Ici, $\tilde{\rho}=$ $(y_{1},0,0, ; 0,0,1)$ . Par surcroit, la demonstration de [11, Th\’eor\‘eme 1]

nous laisse savoir que $\tilde{A}_{2}$ est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$ pour tout $y1\in I_{0}$ si et
seulement si $(M;f, g)$ est v\’erifi\’ee. Donc, on obtient la conclusion. $\square $

Quant \‘a la relation entre [13] et cet article, corollaire 2 est nouveau. En effet,
la preuve de l’hypoellipticie de $P_{2}$ faite dans [13] nous laisse savoir que $P_{2}$ est
microhypoelliptique \‘a $\rho$ pour tout $y1\in I_{0}$ , sous la condition $(M;1,f)$ et $(M;f, g)$ .
Selon la m\’ethode de [13], $(M;1,f)$ est indispensable. En revanche, corollaire 2
montre microhypoelliptici\’e de $P_{2}$ sans $(M;1,f)$ .

Nous \’ecrivons la diff\’erence entre la m\’ethode de [13] et celle de cet article.
Soit $\Pi_{0}$ la projection sur le premier espace propre de l’op\’erateur de Hermite. La
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d\’efinition pr\’ecise de $\Pi_{0}$ sera donn\’ee \‘a \S 2. Soit $P=P_{2}$ et $P=P\Pi_{0}+R$ . Alors,
la microhypoellipticit\’e de $P$ \‘a $p$ est d\’eduite par celle de $P\Pi_{0}$ et de $R$ . On obtient
la microhypoellipticit\’e de $P\Pi_{0}$ \‘a $\rho$ par [11, Th\’eor\‘eme 1], car on peut consid\’erer
$P\Pi_{0}$ comme $A_{2}$ mentionn\’e dans la preuve de Corollaire 2. Voiyez Lemme 2.2 \‘a

\S 2. Dans [13], en poursuivant le technique de Hoshiro [6], nous avons constmit le
parametrix de $R$ au domaine o\‘u $|\xi_{4}|$ domine $\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}+\xi_{3}^{2}$ en $R_{\xi}^{n}$ . Puisque $D_{2}^{2}$

d\’egen\’ere, on ne peut pas avoir parametrix de $R$ dans le c\^one ordinaire o\‘u $|\xi_{4}|$ est
dominant. Voiyez [13, \S 6]. Donc, la microhypoelliptici\’e de $P_{2}$ \‘a $p$ ne peut pas
\^etre d\’eduite sans $(M;1,f)$ , si on adapte le technique de [6] et de [13]. En
revanche, nous utilisons dans cet article la m\’ethode de \’energie pour prouver la
microhypoellipticit\’e de $R$ \‘a $p$ . Gr\^ace \‘a cette m\’ethode, nous pouvons d\’eduire la
microhypoellipticit\’e de $R$ sans $(M;1,f)$ .

Nous remarquons le fait suivant. Soit $k=n-1$ \‘a Theor\‘eme 1. Alors,
$B=L_{n-1}^{*}L_{n-1}$ . Si on remplace $L_{n-1}$ par $D_{n-1}$ , Th\’eor\‘eme 1 est faux, malgr\’e que
$B\geqq 0$ . On donne un exemple. Soit $A_{0},$ $A_{1}$ l’op\’erateur mentionn\’es pr\’ec\’edemment.
Alors, $A_{0}=A_{1}+D_{2}^{2}$ dans $R^{3}$ . On suppose que $g(t)=\exp(-|t|^{-\sigma});\sigma>0$ . Soit
$\rho=(0;0,0,1)\in T^{*}R^{3}\backslash 0$ et $\tilde{\rho}=(0;0,1)\in T^{*}R^{2}\backslash 0$ . $A_{0}$ est microhypoelliptique \‘a

$p$ si et seulement si $\sigma<1$ . En revanche, $A_{1}$ est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$ pour tout
$\sigma>0$ . Donc, la perturbation $D_{2}^{2}$ ne conserve pas la microhypoellipticit\’e de $A_{1}$ .
Quant \‘a cet argument, on cite Morimoto [10].

Th\’eor\‘eme 1 est d\’eduit par la propri\’et\’e de l’op\’erateur de Hermite. Nous
l’\’etudierons \‘a \S 2 en poursuivant [6, \S 2] et [13, \S 4]. La preuve de Th\’eor\‘eme 1 sera
donn\’ee \‘a \S 3.

\S 2. Op\’erateur de Hermite

Nous \’etudions la propri\’ete de l’op\’erateur de Hermite, $L=-(d/dt)^{2}+t^{2}$ , qui
jouera un r\^ole principal dans la d\’emonstration de Th\’eor\‘eme 1.

La j-\‘eme fonction propre de l’op\’erateur de Hermite est

(2.1) $h_{j}(t)=\pi^{-1/4}(2^{j}j!)^{-\iota/2}(\frac{d}{dt}-t)^{j}\exp(-t^{2}/2)$ .

On d\’efinit $\varphi_{j}(t;\eta)$ par $\varphi_{j}(t;\eta)=|\eta|^{1/4}h_{j}(t|\eta|^{1/2})$ . Alors, $\varphi_{j}(t;\eta)$ est la j-\‘eme fonction
propre de l’op\’erateur de Hermite \‘a param\’etre $\eta$ : $L_{\eta}=-(d/dt)^{2}+t^{2}\eta^{2}$ . En effet,
on a $L_{\eta}\varphi_{j}(t;\eta)=(2j+1)|\eta|\varphi_{j}(t;\eta)$ et $\Vert\varphi_{j}\Vert=1$ .

Soit $k=n-1$ . Alors, $x^{\prime\prime}=(x_{1}, \ldots, x_{n-2})$ et $x^{\prime}=(x^{;/},x_{n})$ . Soit $\phi(\eta)\in C^{\infty}(R)$ ,
$0\leqq\phi\leqq 1,$ $\phi(\eta)=1$ lorsque $|\eta|\geqq 2$ et $\phi(\eta)=0$ lorsque $|\eta|\leqq 1$ . On d\’efinit
$H_{j}$ : $\mathscr{S}(R^{r-1})\rightarrow \mathscr{S}(R^{n})$ par
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(2.2) $(H_{j}v)(x)=(2\pi)^{-1/2}\int e^{ix_{n}\xi_{n}}\phi(\xi_{n})\varphi_{j}(x_{n-}l;\xi_{n})\hat{v}(x^{\prime\prime};\xi_{n})d\xi_{n}$

o\‘u $\hat{v}$ est la transform\’e de Fourier de $v(x)$ par rapport \‘a $x_{n}$ . On d\’efinit
$H_{j}^{*}$ : $\mathscr{S}(R^{n})\rightarrow \mathscr{S}(R^{n-1})$ , qui est adjoint de $H_{j}$ , par

(2.3) $(H_{j}^{*}u)(x^{\prime})=(2\pi)^{-1/2}\int\int e^{ix_{n}\xi_{n}}\phi(\xi_{n})\varphi_{j}(y;\xi_{n})\hat{u}(x^{\prime\prime},y;\xi_{n})dyd\xi_{n}$ .

On peut aussi d\’efinir $H_{j}$ : $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ et $H_{j^{*}}:$
$\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})$

\‘a partir de (2.2) et de (2.3) en utilisant la relation $(H_{j}v, u)=(v, H_{j}^{*}u)$ pour
$v\in \mathscr{S}(R^{n-1}),$ $u\in \mathscr{S}(R^{n})$ . Ici $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ repr\’esente l’espace des distributions tem-
p\’er\’ees. On d\’efinit $\Pi_{j}$ ; $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ par $\Pi_{j}=H_{j}H_{j}^{*}$ .

On decrit la proposition suivante, qui repr\’esente une id\’ee principale dans la
preuve de Th\’eor\‘eme 1.

PROPOSITION 2.1.
(i) Pour tout $u\in \mathscr{S}(R^{n})$ on a

(2.4) $(\Pi_{0}u)(x)=\int e^{ix\xi}\sigma(\Pi_{0})(x, \xi)\hat{u}(\xi)d\xi$ ,

o\‘u $\sigma(\Pi_{0})(x, \xi)=\phi(\xi_{n})^{2}exp(-ix_{n-1}\xi_{n-1}-(\xi_{n-1}^{2}+x_{n-1}^{2}\xi_{n}^{2})/(2|\xi_{n}|)$ .
Par surcro\^il, pour tout $\alpha,$

$\beta$ il existe une constante $C_{\alpha,\beta}$ telle que pour tout
$(x, \xi)\in R^{2n}$ on a

(2.5) $|\sigma(\Pi_{0})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leqq C_{\alpha,\beta}\langle\xi_{n-1}, \xi_{n}\rangle^{-\alpha_{n-1/2-\alpha_{n}+\beta_{n-1}/2}}$ ,

o\‘u $\langle t\rangle=(1+|t|^{2})^{1/2}$ et $r_{(\beta)}^{(\alpha)}=\partial_{\xi}^{\alpha}D_{x}^{\beta}r$ .
(ii) Pour tout $u\in L^{2}(R^{n})$ , on a $\sum_{j=0}^{\infty}\Pi_{j}u=\phi(D_{n})^{2}u$ dans $L^{2}(R^{n})$ .

(iii) Pour tout $j,$ $k$, on a $H_{j}^{*}H_{k}=\delta_{jk}\phi(D_{n})^{2}$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})$ .
(iv) Soit $B=D_{n-1}^{2}+x_{n-1}^{2}D_{n}^{2}-D_{n}$ et $B_{j}=2jD_{n}$ . Alors, on a $BH_{j}v=H_{j}B_{j}v$

pour $v\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})$ ; supp $\hat{v}\subset\{\xi^{\prime}\in R^{n-1} : \xi_{n}>0\}$ et $H_{j}^{*}Bu=B_{j}H_{j^{*}}u$ pour $u\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ ;
supp $\hat{u}\subset\{\xi\in R^{n} : \xi_{n}>0\}$ .

(v) Pour $(x^{\prime}, \xi^{\prime})\in T^{*}R^{n-1}$ , on d\’efinit $J(x^{\prime}, \xi^{\prime})\in T^{*_{W}}R^{n}$ par

$J(x^{\prime}, \xi^{\prime})=(x^{\prime\prime}, 0, x_{n};\xi^{\prime\prime}, 0, \xi_{n})$ .

Alors, pour tout $u\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ et tout $v\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})$ on a

$WF(H_{0}v)\subset\{J(x^{\prime}, \xi^{\prime})\in T^{*}R^{n}\backslash 0 : (x^{\prime}, \xi^{\prime})\in WFv\}$ ,

$WF(H_{0}^{*}u)\subset\{(x^{\prime}, \xi^{\prime})\in T^{*}R^{n-1}\backslash 0 : J(x^{\prime}, \xi^{\prime})\in WFu\}$ .
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D\’EMONSTRATION DE PROPOSITION 2.1.
(i) Notons que $\hat{h_{0}}(\iota)=h_{0}(t)$ . Alors, on peut obtenir les conclusions \‘a partir

de (2.2) et de (2.3).
(ii) On d\’efinit l’op\’erateur $T:L^{2}(R^{n})\rightarrow L^{2}(R^{n})$ par

(2.6) $(Tu)(x)=(2\pi)^{-1}\int\exp(ix_{n}\xi_{n})|\xi_{n}|^{1/4}\hat{u}(x^{\prime\prime}, |\xi_{n}|^{1/2}x_{n-1}, \xi_{n})d\xi_{n}$ .

Alors, on a $T^{*}T=TT^{*}=I$ . Ici, $I$ est op\’erateur identique. On suppose que

(2.7) $\overline{T^{*}u}(x^{\prime\prime},x_{n-1}, \xi_{n})=f(x^{\prime\prime})g(x_{n-1})r(\xi_{n})$ ,

o\‘u $f\in L^{2}(R^{n-2})$ et $g,$ $r\in L^{2}(R)$ . Alors, on a

(2.8) $\hat{u}(x^{\prime\prime}, x_{n-1}, \xi_{n})=f(x^{\prime\prime})|\xi_{n}|^{1/4}g(x_{n-1}|\xi_{n}|^{1/2})r(\xi_{n})$ .

Puisque $\{h_{\dot{j}}\}_{j=0}^{\infty}$ est C.O.N.S. dans $L^{2}(R)$ , on a $\sum_{j=0}^{\infty}\Pi_{j}u=\phi(D_{n})^{2}u$ dans $L^{2}(R)$ .
Puisque $L^{2}(R^{n})=L^{2}(R^{n-2})\otimes L^{2}(R)\otimes L^{2}(R)$ , on obtient la conclusion.

(iii), (iv) Puisque $\{h_{j}\}_{j=0}^{\infty}$ est C.O.N.S. dans $L^{2}(R)$ et $(L_{\eta}\varphi_{j})(\iota, \eta)=$

$(2j+1)|\eta|\varphi_{j}(\iota, \eta)$ , on obtient les conclusions.
(v) Soit $K_{1}\in \mathscr{D}^{\prime}(R_{x}^{n}\times R_{y}^{n-1})$ et $K_{2}\in \mathscr{D}^{\prime}(R_{x}^{n_{l}-1}\times R_{y}^{n})$ les noyaus de $H_{0}$ et de

$H_{0}^{*}$ , i.e.,

$(H_{0}v)(x)=\int_{R^{n-1}}K_{1}(x,y^{\prime})v(y^{\prime})dy^{\prime}$ et $(H_{0}^{*}u)(x^{\prime})=\int_{R^{n}}K_{2}(x^{\prime},y)u(y)dy$ .

Selon (2.2) et (2.3), on a

$K_{1}(x,y^{\prime})=\int_{R^{n-1}}\exp(i\psi_{1}(x,y^{\prime};\theta^{\prime}))|\theta_{n}|^{1/4}\phi(\theta_{n})d\theta^{\prime}$

$K_{2}(x^{\prime},y)=\int_{R^{n- 1}}\exp(i\psi_{2}(x^{\prime},y;\theta^{\prime}))|\theta_{n}|^{1/4}\phi(\theta_{n})d\theta^{\prime}$ ,

o\‘u $\psi_{1}$ $(x,y^{\prime}; \theta^{\prime})=(x^{\prime}-y^{\prime})\cdot\theta^{\prime}+ix_{n-1}^{2}|\theta_{n}|/2$ et $\psi_{2}(x^{\prime},y\theta^{\prime})=(x^{\prime}-y^{\prime})\cdot\theta^{\prime}+iy_{n-1}^{2}|\theta_{n}|/2$ .
Ici, $\theta^{\prime}=(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n-2}, \theta_{n})$ . Selon H\"ormander [4. Th\’eor\‘eme 8.1.9], on a

$WFK_{1}\subset\{(x,y^{\prime};\xi, \eta^{\prime}) : x^{\prime}=y^{\prime}, x_{n-1}=0, \xi^{\prime}=-\eta^{\prime}, \xi_{n-1}=0\}$ ,

$WFK_{2}\subset\{(x^{\prime},y;\xi^{\prime},\eta) : x^{\prime}=y^{\prime}, y_{n-1}=0, \xi^{\prime}=-\eta^{\prime}, \eta_{n-1}=0\}$ .

Selon Hormander [4. Th\’eor\‘eme 8.2.13], on obtient la conclusion.

Quant \‘a Proposition 2.1, on cite Grigis [3, Section III.3] et Hoshiro [6,
Proposition 1].
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On \’etudie maintenant la relation entre $P$ et $\tilde{A}$ dans Th\’eor\‘eme 1 sous la
condition $k=n-1$ . Alors, $P=A+B$ et $B=L_{n-1}^{*}L_{n-1}$ . Notons que ce $B$

coincide \‘a celui qui a \’ete mentionn\’e dans Proposition 2.1-(iv).

LEMME 2.2. $PH_{0}v=H_{0}\tilde{A}v$ pour $v\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{n-1})$ ; supp $\hat{v}\subset\{\xi^{\prime}\in R^{n-1} : \xi_{n}>0\}$

et $H_{0}^{*}Pu=\tilde{A}H_{0^{*}}u$ pour $u\in \mathscr{S}(R^{n})$ ; supp $\hat{u}\subset\{\xi\in R^{n} : \xi_{n}>0\}$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 2.2. Selon Proposition 2.1-(iv), on a $H_{0}Bv=0$

et $BH_{0}^{*}u=0$ . Puisque $P=A+B$, on obtient la conclusion.

\S 3. D\’emonstration de Th\’eor\‘eme 1

Nous prouvons Th\’eor\‘eme 1 sous la condition $k=n-1$ . La d\’emonstration
au cas o\‘u $k\leqq n-2$ est-elle deduite par la repetition.

On explique les notations. Pour les ensembles ouverts $U_{1},$ $U_{2}\subset R^{m}$ qui
v\’erifient $U_{1}\subset U_{2}$ , on d\’efinit $Y(U_{1}, U_{2})$ par

$Y(U_{1}, U_{2})=$ { $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U_{2})$ : $0\leqq\varphi\leqq 1$ , $\varphi(t)=1$ si $t\in U_{1}$ }.

Pour les c\^ones ouverts $\Gamma_{1}$ , $\Gamma_{2}\subset R^{m}$ qui v\’erifient $\Gamma_{1}\subset\Gamma_{2}$ , on definit
$Z(\Gamma_{1}, \Gamma_{2})$ , qui est ensemble des symboles des operateurs pseudodiff\’erentiels, par

$Z(\Gamma_{1}, \Gamma_{2})=$ { $\gamma(\xi)\in S_{1,0}^{0}(R^{m})$ : $0\leqq\gamma\leq 1,$ $supp\gamma\subset\Gamma_{2}$ et $\gamma(\tau)=1$ si $\tau\in\Gamma_{1},$ $|\tau|\geqq 1$ }.

Pour les notations qui concement des operateurs pseudodifferentiels, nous suivons
Kumano-go [7].

D’abord, on suppose que $P$ est microhypoelliptique \‘a $p$ et on montre que $\tilde{A}$

est microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$ .
Soit $v\in \mathscr{E}^{\prime}(R^{n-1})$ , i.e., $suppv$ est compact et on suppose que $\tilde{\rho}\not\in WF(\tilde{A}v)$ .

On fixe une fonction $\psi(\xi_{n})\in C^{\infty}(R);0\leqq\psi\leqq 1,$ $\psi(\xi_{n})=0$ lorsque $|\xi_{n}|\leqq 1$ et
$\psi(\xi_{n})=1$ lorsque $|\xi_{n}|\geqq 2$ . On d\’efinit $w$ par $w=\psi(D_{n})v$ . Alors, on a $\tilde{\rho}\not\in$

$WF(\tilde{A}w)$ . Ici, on a utilis\’e le fait que $[\tilde{A}, \psi(D_{n})]=0$ . Selon Proposition $2.1-(v)$ ,
on a $\rho\not\in WF(H_{0}\tilde{A}w)$ . Selon Lemme 2.2, on a $p\not\in WF(P(H_{0}w))$ . Puisque $P$ est
microhypoelliptique a $\rho$, on obtient $\rho\not\in WF(H_{0}w)$ . Selon Proposition $ 2.1-(v),\tilde{p}\not\in$

$WF(H_{0}^{*}H_{0}w)$ . Selon Proposition 2.1-(iii), $H_{0}^{*}H_{0}w=\phi(D_{n})^{2}w$ . Donc, on obtient la
conclusion.

Nous prouvons le cas contraire. On suppose que $\tilde{A}$ est microhypoelliptique \‘a
$\tilde{p}$ et on montre que $P$ est microhypoelliptique \‘a $\rho$ . Soit $u\in \mathscr{E}^{\prime}(R^{n})$ et $\rho\not\in WF(Pu)$ .
Quant au c\^one $\Sigma$ mentionn\’e dans $Th\acute{e}or\delta me1$ , on peut supposer que $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi\rangle$

dans $\Sigma$ . On d\’efinit alors $\Sigma^{*}\subset R^{n}$ par $\Sigma^{*}=\{\xi\in R^{n} : \xi^{\prime}\in\Sigma, \xi_{n-1}\in R\}$ . On fixe $\Sigma_{0}$
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et $\Sigma_{1}$ qui sont les voisinages coniques de $\eta$ et qui v\’erifient $\Sigma_{0}\Subset\Sigma_{1}\Subset\Sigma^{*}$ . On fixe
aussi $\lambda\in Z(\Sigma_{0},\Sigma_{1})$ et on d\’efinit $w$ par $w=\lambda(D)u$ .

LEMME 3.1. On a $\rho\not\in WF(Pw)$ .

DEMONSTRATION DE LEMME 3.1. Puisque $w=\lambda(D)u$, on a

$Pw=\lambda(D)Pu-[\lambda(D), P]u$ .

Puisque $p\not\in WF(Pu)$ , on a $\rho\not\in WF(\lambda(D)Pu)$ . 0bservons que

$[\lambda(D), P]=\sum_{|\alpha|=1}^{N}P_{(\alpha)}\lambda^{(\alpha)}(D)/\alpha!+R_{N}$ ,

o\‘u $R_{N}\in OPS_{1,0}^{2-N}(R^{n})$ . Puisque $\lambda^{(\alpha)}(\xi)=0$ sur $\Sigma_{0}\cap\{|\xi|>1\}$ si $|\alpha|\geqq 1$ , on a $\rho\not\in$

$WF(P_{(\alpha)}\lambda^{(\alpha)}(D)u)$ . Donc, on obtient la conclusion. $\square $

On prend alors l’expansion de $w$ par rapport aux fonctions propres de
l’op\’erateur de Hermite.

LEMME 3.2. $\sum_{j=0}^{\infty}\Pi_{j}w=\phi(D_{n})^{2}w$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ .

$D_{EM0NSTRAT10N}^{\prime}$ DE LEMME 3.2. Puisque $supp\hat{w}\subset\Sigma_{1}$ et $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi\rangle$ dans
$\Sigma_{1}$ , il existe $s>0$ telle que $\langle D_{n}\rangle^{-s}w\in L^{2}(R^{n})$ . Selon Proposition 2.1-(ii), on a
$\sum_{j=0}^{\infty}\Pi_{j}(\langle D_{n}\rangle^{-s}w)=\phi(D_{n})^{2}\langle D_{n}\rangle^{-s}w$ dans $L^{2}(R^{n})$ . Puisque $[\Pi_{j}, \langle D_{n}\rangle^{-s}]=0$ dans
$\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ , on obtient la conclusion.

On d\’efinit maintenant $w_{0}$ et $w_{*}$ par $w_{0}=\Pi_{0}w$ et $w_{*}=\phi(D_{n})^{2}w-w_{0}$ . On
montre que $p\not\in WFw_{0}$ et que $\rho\not\in WFw^{*}$ , qui ach\‘event la d\’emonstration de
Th\’eor\‘eme 1.

D’abord, on prouve que $\rho\not\in WFw_{0}$ . Selon Proposition $2.1-(v)$ et Lemme 3.1,
on a $\tilde{p}\not\in WF(H_{0^{*}}Pw)$ . Selon Lemme 2.2, on a $\tilde{p}\not\in WF(\tilde{A}(H_{0}^{*}w))$ . Puisque $\tilde{A}$ est
microhypoelliptique \‘a $\tilde{\rho}$, on a $\tilde{p}\not\in WF(H_{0}^{*}w)$ . Selon Proposition $2.1-(v)$ , on
obtient $\rho\not\in WFw_{0}$ .

On montre maintenant que $\rho\not\in WFw_{*}$ . Les deux propositions suivantes sont
la cl\’ee \‘a ce prouver.

PROPOSITION 3.3. Soit $\rho_{0}=(y^{0}, \eta^{0})\in T^{*}R^{n}\backslash 0$ et $\eta^{0}\in\Sigma^{*}$ .
(i) Si $y_{n-1}^{0}\neq 0,$ $P$ est microhypoelliptique \‘a $p_{0}$ .
(ii) Si $\eta_{n-1}^{0}\neq 0,$ $P$ est microhypoelliptique \‘a $\rho_{0}$ .
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D\’EMONSTRATION DE PROPOSITION 3.3. Puisque $B=L_{n-1}^{*}L_{n-1}$ est micro-
localement elliptique au voisinage de $\rho_{0}$ si $y_{n-1}^{0}\neq 0$ ou $\eta_{n-1}^{0}\neq 0$ , on obtient
les conclusions en tenant compte de (H.1). $\square $

On choisit un c\^one $\Sigma^{\prime}\subset R^{n-1}$ tel que $\Sigma\Subset\Sigma^{\prime}$ et que $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi^{\prime}\rangle$ dans $\Sigma^{\prime}$ .
On fixe alors $\lambda_{0}(\xi^{\prime})\in Z(\Sigma, \Sigma‘)$ . On definit $K$ et $Q$ par $K=D_{n}\Pi_{0}\lambda_{0}(D^{\prime})$ et par
$Q=P+K$ dans $R^{n}$ . Bien que $\lambda_{0}(D^{\prime})\in OPS_{1,0}^{0}(R^{n-1})$ , on le consid\‘ere comme un
operateur dans $R^{n}$ .

PROPOSITION 3.4.
(i) $K\in OPS_{1/2,1/2}^{1}(R^{n})$ . Par surcro\^il, pour tout $\alpha,$

$\beta$ il existe une constante $C_{\alpha,\beta}$

telle que pout tout $(x, \xi)\in R^{2n}$ on a

(3.1) $|\sigma(K)\{\beta)(x, \xi)|\leqq C_{\alpha,\beta}\langle\xi\rangle^{-|\alpha^{\prime\prime}|-(\alpha_{n-}l/2)-\alpha_{n}+(\beta_{n-}l/2)}$ .

Ici, $\alpha^{\prime\prime}=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n-2})$ .
(ii) $Pw_{*}=Qw_{*}$ .
(iii) Il existe les constantes $C_{1},$ $C_{2}>0$ telles que pour tout $u\in H^{2}(R^{n})$ ;

supp $\hat{u}\subset\Sigma^{*}$ , on a

1 $\langle D_{n}\rangle^{1/2}u\Vert^{2}\leqq C_{1}Re(Qu, u)+C_{2}\Vert u\Vert^{2}$ .

D\’EM0NSTRATI0N DE PR0P0S1TI0N 3.4.
(i) Selon Proposition $2.1-(i)$ et la d\’efinition de $K$, on obtient la conclusion.
(ii) Selon Lemme 3.2, $w_{*}=\sum_{j=1}^{\infty}\Pi_{j}w$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{n})$ . Donc, on a $\Pi_{0}w_{*}=0$ en

tenant compte de Proposition 2.1-(iii). Puisque $[\Pi_{0}, \lambda_{0}(D‘)]=0$ , on obtient la
conclusion.

(iii) Soit $ v\in H^{2}(R^{n-1});suppv\subset\Sigma$ . Alors, pour tout $j\geqq 1$ on a

(3.2) $\Vert|D_{n}|^{1/2}v\Vert^{2}\leqq(B_{j}v, v)$ ,

o\‘u $B_{j}=2jD_{n}$ . Soit $u\in H^{2}(R^{n});suppu\subset\Sigma^{*}$ . Alors, on a $supp\overline{H_{j^{*}}u}\subset\Sigma$ . Puisque
$\langle D_{n}\rangle^{2}u\in L^{2}(R^{n})$ , on a $H_{j^{*}}\langle D_{n}\rangle^{2}u\in L^{2}(R^{n-1})$ . Puisque $H_{j}^{*}\langle D_{n}\rangle^{2}u=\langle D_{n}\rangle^{2}H_{j}^{*}u$ et
$\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi^{\prime}\rangle$ dans $\Sigma$ , on a $H_{j}^{*}u\in H^{2}(R^{n-1})$ . Donc, en rempla\caant $v$ par $H_{j}^{*}u$ dans
(3.2), on a

(3.3) $\Vert|D_{n}|^{1/2}H_{j}^{*}u\Vert^{2}\leqq(B_{j}H_{j}^{*}u, H_{j}^{*}u)$ .

Selon Proposition 2.1-(iv), on a

(3.4) $(\Pi_{j}|D_{n}|u, u)\leqq(\Pi_{j}Bu, u)$ .
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Prenons le somme de chaque c\^ot\’e de (3.4) de $j=1$ \‘a $ j=\infty$ . Selon Proposition
2.1-(ii), on a

(3.5) $(|D_{n}|u, u)-(Ku, u)\leqq(Bu, u)$ ,

car $u\in H^{2}(R^{2}),$ $\Pi_{0}B=0$ et $\lambda_{0}(D^{\prime})u=u$ . Selon l’hypoth\‘ese (H.1), on a

(3.6) ${\rm Re}(Au, u)\geqq-C\Vert u\Vert^{2}$ .

\‘A partir de (3.5) et de (3.6), on obtient la conclusion.

On d\’eduit alors $p\not\in WFw_{*}$ . Puisque $[P, \phi(D_{n})^{2}]=0$ , on a $Pw_{*}=\phi(D_{n})^{2}Pw-$

$Pw_{0}$ . Puisque $\rho\not\in WF(Pw)$ et $p\not\in WFw_{0}$ , on a $\rho\not\in WF(Pw_{*})$ . Selon Proposition
3.4-(ii), on a $p\not\in WF(Qw_{*})$ . Donc, il existe un c\^one ouvert $\Gamma_{0}\subset R^{n}$ qui contient
$\eta$ et qui v\’erifie $\Gamma_{0}\Subset\Sigma^{*}$ , un ensemble ouvert $V_{0}\subset R^{n-1}$ qui contient $y^{\prime}$ et une
intervalle ouverte $I_{0}\subset R$ qui contient $0$ tels que pour tout $\gamma(\xi)\in S_{1,0}^{0}(R^{n});supp\gamma\subset$

$\Gamma_{0}$ , tout $\psi(x^{\prime})\in C_{0}^{\infty}(V_{0})$ et tout $\chi(x_{n-1})\in C_{0}^{\infty}(I_{0})$ on a $\psi(x^{\prime})\chi(x_{n-1})\gamma(D)Qw_{*}\in$

$H^{\infty}.$ \‘A partir de ces $V_{0},$ $I_{0}$ et $\Gamma_{0}$ , on consid\‘ere des s\’equences comme ci-dessous.
On choisit une s\’equence des ensembles ouverts $\{V_{k}\}_{k=0}^{\infty}\cup\{V\}\subset R^{n-1}$ et celle des
intervalles ouvertes $\{I_{k}\}_{k=0}^{\infty}\cup\{I\}\subset R$ qui verifient $y^{\prime}\in V\subset V_{k+1}\subset V_{k}$ et $O\in I\Subset$

$I_{k+1}\Subset I_{k}$ pour tout $k$. On choisit aussi une s\’equence des c\^ones ouverts $\{\Gamma_{k}\}_{k=0}^{\infty}\cup$

$\{\Gamma\}\subset R^{n}$ et $\{F_{k}\}_{k=0}^{\infty}\cup\{F\}\subset R^{n-1}$ qui v\’erifient les conditions suivantes.
(C.1) $\eta\in\Gamma\Subset\Gamma_{k+1}\subset\Gamma_{k}$ et $\eta^{\prime}\in F\subset F_{k+1}\subset F_{k}$ pour tout $k$ .
(C.2) $F_{2k}\subset\tilde{\Gamma}_{2k+1}$ et $\Gamma_{2k+2}\Subset F_{2k+1}^{*}$ pour tout $k$ .

Ici, $\tilde{\Gamma}_{j}=\{\xi^{\prime}\in R^{n-1} : (\xi^{\prime\prime},0, \xi_{n})\in\Gamma_{j}\}$ et $F_{j^{*}}=\{\xi\in R^{n} : \xi^{\prime}\in F_{j}, \xi_{n-1}\in R\}$ .
Pour chaque $k$, on fixe $\psi_{k}\in Y(V_{k}, V_{k+1}),$ $\chi_{k}\in(I_{k},I_{k+1}),$ $\alpha_{k}\in Z(F_{k},F_{k+1})$ et

$\gamma_{k}\in Z(\Gamma_{k}, \Gamma_{k+1})$ .
D’abord, on prouve le lemme suivant.

LEMME 3.5. Il existe $s>0$ telle que $w_{*}\in H^{-s}$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.5. Rappelons nous que $w=\lambda(D)u,$ $u\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}$ et
que $supp\lambda\subset\Sigma_{1}$ . Puisque $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi\rangle$ dans $\Sigma_{1}$ , il existe $s>0$ telle que $\langle D_{n}\rangle^{-s}w\in$

$L^{2}(R^{n})$ . Alors, on a $\langle D_{n}\rangle^{-s}w_{*}\in L^{2}(R^{n})$ . Donc, on obtient la conclusion. $\square $

Soit $s>0$ mentionn\’e dans Lemme 3.5. Pour $k=0,1,2,$ $\ldots$ , on d\’efinit $\Lambda_{k}$ par
$\Lambda_{k}=\langle D_{n}\rangle^{-s+k/2}$ . On d\’efinit alors $h_{k}$ par

$h_{k}=\psi_{2k}\chi_{k}\Lambda_{k}\gamma_{2k}(D)w_{*}$ .
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PROPOSITION 3.6. Pout tout $k=0,1,2,$ $\ldots$ , on a $h_{k}\in L^{2}(R^{n})$ .

On admet provisoirement Proposition 3.6. Alors, pout tout $\psi(x^{\prime})\in C_{0}^{\infty}(V)$ ,
tout $\chi(x_{n-1})\in C_{0}^{\infty}(I)$ , tout $\gamma(\xi)\in S_{1,0}^{0}(R^{n});supp\gamma\subset\Gamma$ et tout $M>0$ on a

$\psi\chi\langle D_{n}\rangle^{M}\gamma(D)w_{*}\in H^{\infty}$ .

Puisque $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi\rangle$ dans $\Gamma$ , on obtient $p\not\in WFw_{*}$ , qui ach\‘eve la preuve de
Th\’eor\‘eme 1.

On prouve Proposition 3.6 par l’induction par rapport \‘a $k$. Lorsque $k=0$, on
obtient $h_{0}\in L^{2}$ \‘a partir de Lemme 3.5.

On montre que $h_{k+1}\in L^{2}$ en supposant que $h_{k}\in L^{2}$ . On d\’efinit $ T_{k}\in$

$S_{1,0}^{0}(R^{n-1})$ par $T_{k}v=\alpha_{2k+1}(D^{\prime})(\psi_{2k+1}v)$ . On consid\‘ere d\’esormais $T_{k}$ comme
l’op\’erateur dans $R^{n}$ .

LEMME 3.7. $T_{k}Qh_{k}\in H^{\infty}(R^{n})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.7. On d\’efinit $gk$ par $gk=\chi_{k}\Lambda_{k}\gamma_{2k}(D)w_{*}$ . Alors,
$h_{k}=\psi_{2k}gk$ . On montre que $T_{k}Qgk\in H^{\infty}$ . Afin de simplifier la notation, on omet
momentan\’ement l’indice $k$ . Observons que

$TQg=I_{1}+I_{2}+I_{3}$ ,

o\‘u $I_{1}=\alpha(D^{\prime})(\psi\chi\Lambda\gamma(D)Qw_{*})$ , $I_{2}=\alpha(D^{\prime})(\psi\chi[Q, \gamma(D)]\Lambda w_{*})$ et $I_{3}=\alpha(D$ ‘
$)$

$(\psi[Q,\chi]\gamma(D)\Lambda w_{*})$ . Ici, on a utilis\’e le fait que $[Q,\Lambda]=0$ .
Puisque $\rho\not\in WF(Qw_{*})$ , on a $I_{1}\in H^{\infty}$ .
Quant \‘a $I_{2}$ , on a $I_{2}=E_{1}+E_{2}$ , o\‘u

$E_{1}=\alpha(D^{\prime})(\psi\chi[P, \gamma(D)]\Lambda w_{*})$ , $E_{2}=\alpha(D^{\prime})(\psi\chi[K, \gamma(D)]\Lambda w_{*})$ .

Puisque $K\in OPS_{1/2,1/2}^{1}(R^{n})$ et $\gamma(D)\in OPS_{1,0}^{0}(R^{n})$ , on a

$[K, \gamma(D)]=\sum_{|v|=1}^{N}K_{(v)}\gamma^{(v)}(D)/v!+R_{N}$ ,

o\‘u $R_{N}\in 0PS_{1/2,1/2}^{1-N/2}(R^{n})$ . Notons que $\gamma^{(v)}(\xi)=0$ pour $\xi\in\Gamma_{k+1}$ . Selon la condition
(C.2), Proposition 3.3-(ii) et le fait que $\rho\not\in WF(Pw_{*})$ , on a

$\alpha(D^{\prime})(\psi\chi K_{(v)}\gamma^{(v)}(D)\Lambda w_{*})\in H^{\infty}$ si $|v|\geqq 1$ .

Selon le theor\‘eme de $Calder6n$-Vaillancourt, pour lequel on cite Kumano-go
[7, page 224], $R_{N}$ transmet $H^{\tau}$ \‘a $H^{\tau+M}$ , o\‘u $M=-1+N/2$ . Donc, on obtient
$E_{2}\in H^{\infty}$ . Par le m\^eme argument, on a $E_{1}\in H^{\infty}$ . Donc, on obtient $I_{2}\in H^{\infty}$ .
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Quant \‘a $I_{3}$ , on a $I_{3}=E_{3}+E_{4}$ , o\‘u

$E_{3}=\alpha(D^{\prime})(\psi[P,\chi]\gamma(D)\Lambda w_{*})$ et $E_{4}=\alpha(D^{\prime})(\psi[K,\chi]\gamma(D)\Lambda w_{*})$ .

0bservons que

$[K,\chi]=\sum_{|v|=1}^{N}\chi_{(v)}K^{(v)}/v!+R_{N}$ ,

o\‘u $R_{N}\in OPS_{1/2,1/2}^{1-N/2}(R^{n})$ . Selon Proposition $3.3-(i)$ et le fait que $\rho\not\in WF(Pw_{*})$ ,
on a

$\psi\chi_{(v)}K^{(v)}\gamma\Lambda w_{*}\in H^{\infty}$ si $|v|\geqq 1$ .

Donc on a $E_{4}\in H^{\infty}$ en tenant compte du th\’eor\‘eme de Calder\’on-Vaillancourt.
Par le m\^eme argument, on a $E_{3}\in H^{\infty}$ . Donc, on obtient $I_{3}\in H^{\infty}$ .

Selon (3.7), on a $T_{k}Qgk\in H^{\infty}$ . Puisque $h_{k}=\psi_{2k}gk$ on a
$T_{k}Qh_{k}=T_{k}Qgk+T_{k}Q(1-\psi_{2k})gk$ .

Selon la d\’efinition de $T_{k}$ et le fait que $V_{2k+1}\Subset V_{k}$ , on a $T_{k}Q(1-\psi_{2k})gk\in H^{\infty}$ .
Donc, on obtient $T_{k}Qh_{k}\in H^{\infty}$ . $\square $

Quant \‘a Lemme 3.7, l’id\’ee provient de Morioka [12, Lemme 2.1].

Pour $\epsilon\geqq 0$ , on d\’efinit alors $T_{k,\epsilon}$ par $T_{k,\epsilon}=\lambda_{\epsilon}(D_{n})T_{k}$ , o\‘u $\lambda_{\epsilon}(\xi_{n})=(1+\epsilon\xi_{n}^{2})^{-1}$ .
Notons que $T_{k}=T_{k,0}$ .

LEMME 3.8. Soit $\epsilon>0$ . Si on consid\‘ere $T_{k,\epsilon}$ comme l’op\’erateur dans $R^{n-1}$ , on
a $T_{k,\epsilon}\in 0PS_{1,0}^{-2}$ . Par surcro\^it, $\{T_{k,\epsilon}\}_{\epsilon\in[0,1]}$ est born\’e dans $0PS_{1,0}^{0}$ par rapport \‘a $\epsilon$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.8. Selon la d\’efinition de $\{T_{k,\epsilon}\}$ et le fait que
$\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi^{\prime}\rangle$ dans $supp\psi_{2k+1}$ , on obtient les conclusions. $\square $

LEMME 3.9. Si on consid\‘ere $T_{k,\epsilon}$ comme l’op\’erateur dans $R^{n}$ , on a $ T_{k,\epsilon}h_{k}\in$

$H^{2}(R^{n})$ lorsque $\epsilon>0$ et $T_{k,0}h_{k}\in L^{2}(R^{n})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.9. Selon l’hypoth\‘ese de l’induction, $h_{k}\in L^{2}$ .
Selon la d\’efimition de $T_{k,\epsilon}$ et le fait que $\langle\xi_{n}\rangle\sim\langle\xi\rangle$ dans $supp\gamma_{2k}$ , on obtient les
conclusions. $\square $

On d\’efinit alors $M_{\epsilon}$ par $M_{\epsilon}=\langle D_{n}\rangle^{1/2}T_{k,\epsilon}h_{k}$ . Selon Lemme 3.9, $M_{\epsilon}\in L^{2}(R^{n})$

si $\epsilon>0$ .
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LEMME 3.10. $\{M_{\epsilon}\}_{0<\epsilon<1}$ est born\’e dans $L^{2}(R^{n})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.10. Notons que $suppT_{k,e}\overline{h}_{k}\subset\Sigma^{*}$ . Selon
Proposition 3.4-(iii) et Lemme 3.9, on a

(3.8) $\Vert M_{\epsilon}\Vert^{2}\leqq C_{1}{\rm Re}(QT_{k,\epsilon}h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})+C_{2}\Vert T_{k,\epsilon}h_{k}\Vert^{2}$ ,

o\‘u $C_{1},$ $C_{2}$ sont ind\’ependantes de $\epsilon$ . Selon Lemme 3.7, Lemme 3.8 et (3.8), on a

(3.9) $\Vert M_{\epsilon}\Vert^{2}\leqq C_{1}(I_{1,\epsilon}+I_{2,e})+C_{2}I_{3,\epsilon}$ ,

o\‘u $I_{1,\epsilon}={\rm Re}(T_{k,\epsilon}Qh_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k}),$ $I_{2,\epsilon}={\rm Re}([Q, T_{k,\epsilon}]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ et $I_{3,\epsilon}=\Vert T_{k,\epsilon}h_{k}\Vert^{2}$ .
Selon Lemme 3.9, $T_{k}h_{k}\in L^{2}$ et on obtient $I_{3,\epsilon}\leqq\Vert T_{k}h_{k}\Vert^{2}$ .
Quant \‘a $I_{1,\epsilon}$ , on a $\Vert I_{1,\epsilon}\Vert\leqq\Vert T_{k,\epsilon}Qh_{k}\Vert\Vert T_{k,\epsilon}h_{k}\Vert\leqq\Vert T_{k}Qh_{k}\Vert\Vert T_{k}h_{k}\Vert$ .
Quant \‘a $I_{2,\epsilon}$ , on a

(3.10) $I_{2,\epsilon}=E_{1,\epsilon}+E_{2,\epsilon}+E_{3,\epsilon}+E_{4,\epsilon}$ ,

o\‘u $E_{1,\epsilon}={\rm Re}([A, T_{k,\epsilon}]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ , $E_{2,\epsilon}={\rm Re}([x_{n-1}^{2}D_{n}^{2}, T_{k,\epsilon}]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ , $E_{3,\epsilon}=$

${\rm Re}([K, T_{k,\epsilon}]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ et $E_{4,\epsilon}={\rm Re}([-D_{n}, T_{k,\epsilon}]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ .
Quant \‘a $E_{1,\epsilon}$ , on a $E_{1,\epsilon}=(\Psi_{\epsilon}h_{k},h_{k})$ , o\‘u $\Psi_{\epsilon}=(S_{\epsilon}+S_{\epsilon}^{*})/2$ et $S_{\epsilon}=T_{k,\epsilon}^{*}[A, T_{k,\epsilon}]$ .

Puisque la partie principale de $a$ est r\’eelle et $\{T_{k,\epsilon}\}_{0<\epsilon<1}$ est bom\’e dans
$OPS_{1,0}^{0}(R^{n-1}),$ $\{\Psi_{\epsilon}\}_{0<\epsilon<1}$ est aussi bom\’e dans $OPS_{1,0}^{0}(R^{n-1})$ . Donc, il existe une
constante $C_{3}>0$ qui est ind\’ependante de $\epsilon$ telle que $|E_{1,\epsilon}|\leqq C_{3}\Vert h_{k}\Vert^{2}$ . Puisque
$h_{k}\in L^{2},$ $\{|E_{1,\epsilon}|\}_{0<\epsilon<1}$ est bom\’e.

Puisque $[x_{n-1}^{2}, T_{k,\epsilon}]=0$ , on a $E_{2,\epsilon}={\rm Re}([D_{n}^{2}, T_{k,\epsilon}](x_{n-1}^{2}h_{k}), T_{k,\epsilon}(x_{n-1}^{2}h_{k}))$ .
Puisque $x_{n-1}^{2}h_{k}\in L^{2},$ $\{|E_{2,\epsilon}|\}_{0<\epsilon<1}$ est borne.

Notons que $[K, \lambda_{\epsilon}(D_{n})\alpha_{2k}(D^{\prime})]=0$ . Alors, on a

$E_{3,\epsilon}={\rm Re}(\lambda_{\epsilon}(D_{n})\alpha_{2k}(D^{\prime})[K, \psi_{2k+1}(x^{\prime})]h_{k}, T_{k,\epsilon}h_{k})$ .

Puisque $\psi_{2k+1}$ est ind\’ependant de $x_{n-1}$ , on a $[K, \psi_{2k+1}]\in 0PS_{1/2,1/2}^{0}(R^{n})$ en tenant
compte de (3.1). Notons que $\lambda_{\epsilon}(\xi_{n})\leqq 1$ . Selon le th\’eor\‘eme de Calder\’on-
Vaillancourt, $\{|E_{3,\epsilon}|\}_{0<\epsilon<1}$ est bom\’e.

Par le m\^eme argument, on peut savoir que $\{|E_{4,\epsilon}|\}_{0<\epsilon<1}$ est bom\’e. Donc, la
preuve est termin\’ee. $\square $

Selon Lemme 3.10, il existe $f\in L^{2}(R^{n})$ et une s\’equence $\{r(j)\}_{j=1}^{\infty}$ ; $\lim_{j\rightarrow\infty}r(j)$

$=\infty$ telle que pour tout $\varphi\in L^{2}(R^{n})$ on a $\lim_{j\rightarrow\infty}(M_{r(j)}, \varphi)=(f, \varphi)$ , car $L^{2}(R^{n})$ est
espace hibertien. Selon la d\’efinition, $\lim_{j\rightarrow\infty}M_{r(j)}=M_{0}$ dans $\mathscr{D}^{\prime}(R^{n})$ . Donc,
$M_{0}=f$ et on obtient $M_{0}\in L^{2}(R^{n})$ . Puisque $\alpha_{2k+1}(\xi^{\prime})=1$ sur $F_{2k+1}$ et $\Gamma_{2k+2}\subset$
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$F_{2^{*}k+1}$ , on a $\langle D_{n}\rangle^{1/2}\gamma_{2k+2}(D)(\psi_{2k+1}\chi_{k}\Lambda_{k+1}\gamma_{2k}(D))w_{*}\in L^{2}(R^{n})$ . Donc, on obtient
$h_{k+1}\in L^{2}(R^{n})$ , qui ach\‘eve l’induction.
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