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PROPRIÉTÉ D’EXTENSION POUR LES COMPACTS ET

RÉTRACTES ABSOLUS

By

Robert Cauty

Abstract. We prove that a s-compact metric space having the

compact extension property is an AR. This solves the problem ANR

13 of West’s list [5].

1. Introduction

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métrisables et

séparables

Un espace X a la propriété d’extension (locale) pour les compacts si, pour

tout compact K et tout fermé A de K , toute fonction continue f : A ! X se

prolonge en une fonction continue de K (d’un voisinage de A) dans X1. Evi-

demment, tout rétracte absolu (de voisinage) a la propriété d’extension (locale)

pour les compacts, mais la réciproque est fausse (voir [4], [2] et le théorème 3.8 de

[1]). Le problème ANR 13 de [5] demande si la réciproque est vraie lorsque X est

s-compact. Le théorème suivant résout ce problème.

Théorème. Soit X un espace s-compact. Si X a la propriété d’extension

(locale) pour les compacts, c’est un rétracte absolu (de voisinage).

La démonstration sera donnée à la section 4. La section 2 rappelle les

ingrédients nécéssaires pour cette démonstration. Dans la section 3, nous

montrons que tout espace (s-compact) ayant la propriété d’extension locale pour

les compacts est un rétracte de voisinage d’un espace (s-compact) ayant la
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propriété d’extension pour les compacts, ce qui réduit la démonstration du

théorème au cas de la propriété d’extension globale.

2. Préliminaires

Nous notons I l’intervalle ½0; 1�.
Le résultat élémentaire suivant jouera un rôle important.

Lemme 1. Soient Z un espace localement compact et Y un fermé de Z. Si X

a la propriété d’extension (locale) pour les compacts, alors toute fonction continue

de Y dans X se prolonge en une fonction continue de Z (d’un voisinage de Y dans

Z) dans X.

Démonstration. Soit g : Y ! X une fonction continue. Représentons Z

sous la forme Z ¼ 6y
n¼1

Zn, où Zn est compact et contenu dans l’intérieur de

Znþ1. Soit Yn ¼ Y VZn.

Supposons d’abord que X a la propriété d’extension locale pour les compacts.

Nous pouvons trouver un sous-ensemble compact O1 de Z1, qui est un voisinage

de Y1 dans Z1, et une fonction continue h1 : O1 ! X prolongeant gjY1. Sup-

posons avoir construit un voisinage compact On de Yn dans Zn et une fonction

continue hn : On ! X prolongeant gjYn UOn�1 (O0 ¼ q). Définissons une fonc-

tion continue gnþ1 : Ynþ1 UOn ! X par gnþ1jYnþ1 ¼ gjYnþ1 et gnþ1jOn ¼ hn. Il

existe alors un voisinage compact Onþ1 de Ynþ1 UOn dans Znþ1 et une fonction

continue hnþ1 : Onþ1 ! X prolongeant gnþ1.

Soit O ¼ 6y
n¼1

On. Nous définissons une fonction h : O ! X en posant

hjOn ¼ hn pour tout n. Puique Zn est contenu dans l’intérieur de Znþ1 et que Onþ1

est un voisinage de On HZn dans Znþ1, l’intérieur de Onþ1 relativement à Z

contient On, donc O est ouvert dans Z. Puisque les intérieurs des On recouvrent O

et que hjOn ¼ hn est continue, h est continue. Evidemment, h est un prolongement

de g à l’ouvert O.

Si X a la propriété d’extension pour les compacts, nous pouvons supposer

que On ¼ Zn pour tout n dans l’argument précédent. Alors O ¼ Z, et h est un

prolongement continu de g à Z. r

Le lemme suivant est un cas particulier d’un théorème de C. H. Dowker ([3],

théorème 1)

Lemme 2. Soient X , Y deux espaces métrisables, A un fermé de Y et

f : ðY � f0gÞU ðA� IÞ ! X une fonction continue. Si la restriction de f à
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ðY � f0gÞU ðA� ½0; 1½Þ peut se prolonger continûment à un ensemble de la forme

ðY � f0gÞUV , où V est un voisinage de A� ½0; 1½ dans Y � ½0; 1½, alors f a un

prolongement continu F : Y � I ! X.

3. Cône Métrisable et Propriété D’extension

Pour tout espace X , soit CðXÞ ¼ X � I=X � f1g. Nous notons p la pro-

jection de X � I sur CðXÞ, v le point pðX � f1gÞ, et posons ½x; t� ¼ pðx; tÞ. La
projection de X � I sur X induit une fonction r : CðX Þnfvg ! X , et la projection

de X � I sur I induit une fonction Q : CðXÞ ! I . Nous définissons une topologie

sur CðX Þ en convenant que la restriction de p à X � ½0; 1½ est un homéomor-

phisme de X � ½0; 1½ sur CðX Þnfvg et que les ensembles de la forme Q�1ð�e; 1�Þ
avec 0 < e < 1 forment une base de voisinages de v. Les fonctions r et Q sont

continues pour cette topologie. Il est facile de vérifier que CðXÞ est régulier et à

base dénombrable, donc métrisable.

Proposition. Si X a la propriété d’extension locale pour les compacts, alors

CðX Þ a la propriété d’extension pour les compacts.

Démonstration. Soient K un compact, A un fermé de K et f : A ! CðXÞ
une fonction continue. La fonction a ¼ Q � f : A ! I est continue. Soit b : K ! I

un prolongement continu de a. Soient Z ¼ b�1ð½0; 1½Þ et Y ¼ ZVA ¼ An f �1ðvÞ.
L’ensemble Z est ouvert dans K , donc localement compact, et Y est fermé dans

Z. La fonction g ¼ r � f : Y ! X est continue. D’après le lemme 1, il existe donc

un voisinage ouvert O de Y dans Z et une fonction continue h : O ! X qui

prolonge g. Soit g : Z ! I une fonction continue telle que g�1ð0Þ ¼ Y et g�1ð1Þ ¼
ZnO. Définissons une fonction F : K ! CðX Þ par

FðxÞ ¼ ½hðxÞ;minð1; bðxÞ þ gðxÞÞ� si x A O

v si x B O

�

Il est clair que F est continue en tout point de l’ouvert O. Pour prouver

la continuité de F en un point x de KnO, il su‰t de montrer que, pour tout

e > 0, il existe un voisinage V de x dans K tel que FðVÞH Q�1ð�e; 1�Þ, ce qui sera

le cas si bðyÞ þ gðyÞ > e pour tout y A V VO. Si x B Z, alors bðxÞ ¼ 1, et x a un

voisinage V tel que bðyÞ > e pour tout y A V , d’où bðyÞ þ gðyÞb bðyÞ > e pour

y A V VO. Si x appartient à ZnO, alors gðxÞ ¼ 1, et x a un voisinage V contenu

dans Z et tel que gðyÞ > e pour tout y A V , d’où bðyÞ þ gðyÞb gðyÞ > e pour

y A V .
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Si x A Y , alors hðxÞ ¼ gðxÞ ¼ r � f ðxÞ, bðxÞ ¼ aðxÞ ¼ Q � f ðxÞ et gðxÞ ¼ 0,

d’où F ðxÞ ¼ ½r � f ðxÞ; Q � f ðxÞ� ¼ f ðxÞ, et si x A AnY , alors FðxÞ ¼ v ¼ f ðxÞ,
donc F prolonge f . r

Identifiant X à pðX � f0gÞHCðXÞ, r devient une rétraction de l’ouvert

CðX Þnfvg sur X . Si X est s-compact, il en est de même de X � I et de CðX Þ.
Nous obtenons donc le corollaire suivant.

Corollaire. Tout espace (s-compact) ayant la propriété d’extension locale

pour les compacts est un rétracte de voisinage d’un espace (s-compact) ayant la

propriété d’extension pour les compacts.

4. Démonstration Du Théorème

Puisqu’un rétracte de voisinage d’un rétracte absolu est un rétracte absolu de

voisinage, le corollaire de la dernière section entraı̂ne qu’il su‰t de démontrer le

théorème dans le cas où l’espace s-compact X a la propriété d’extension pour les

compacts, ce que nous supposons désormais.

Soient Q le cube de Hilbert et P ¼ Q� I . Nous identifions Q au sous-espace

Q� f0g de P. Fixons une distance d définissant la topologie de Q. Définissons

une fonction continue F : P� I ! P par

Fððx; tÞ; sÞ ¼ ðx;maxðt; sÞÞ:

Cette fonction vérifie Fðy; 0Þ ¼ y pour tout y A P et FðP� �0; 1�ÞHPnQ.

Nous pouvons supposer que X est un sous-ensemble de Q. Soit E ¼
ðPnQÞUX .

Lemme 3. E est un rétracte absolu.

Démonstration. Soient Y un espace métrisable, A un fermé de Y et

f : A ! E une fonction continue. Puisque P est un rétracte absolu, il existe

une fonction continue g : Y ! P telle que gðxÞ ¼ f ðxÞ pour tout x A A. Soit

a : Y ! I une fonction continue telle que a�1ð0Þ ¼ A. Alors la fonction

F : Y ! E définie par

F ðyÞ ¼ Fðy; aðyÞÞ

est un prolongement continu de f à Y . r
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Pour prouver que X est un rétracte absolu, il su‰t de montrer que c’est

un rétracte de E, ce que nous ferons à l’aide du lemme suivant. Dans ce

lemme, ðx; t; sÞ représentent les coordonnées d’un point de P� ½1;y½ ¼ Q� I �
½1;y½.

Lemme 4. Il existe un voisinage W de X � ½1;y½ dans P� ½1;y½ et une

fonction continue f : W ! X vérifiant

a) pour tout entier mb 1, dð f ðx; t; sÞ; xÞ < 1=m pour tout ðx; t; sÞ A W V

ðP� ½m;mþ 1�Þ.

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment le théorème s’en déduit.

Soit V un voisinage fermé de X � ½1;y½ dans E � ½1;y½ contenu dans W . Pour

nb 1, l’ensemble On des points ðx; sÞ A X � ½1;y½ tels que fxg � ½0; 1=n� � fsg
soit contenu dans l’intérieur de V (relativement à E � ½1;y½) est ouvert dans

X � ½1;y½, et nous avons X � ½1;y½ ¼ 6y
n¼1

On. Soit ðlnÞ une partition loca-

lement finie de l’unité sur X � ½1;y½ subordonnée au recouvrement ouvert fOng.
Alors la fonction j : X � ½1;y½ ! �0; 1� définie par

jðx; sÞ ¼
Xy
n¼1

1

n
lnðx; sÞ

est continue et telle que fxg � ½0; jðx; sÞ� � fsgHV pour tout ðx; sÞ A X � ½1;y½
puisque si lnðx; 0Þ0 0, alors fxg � ½0; 1=n� � fsgHV . Définissons une fonction

g : X � ½1;y� ! X par

gðx; sÞ ¼ x si s ¼ y

f ðx; jðx; sÞ; sÞ si s < y

�

La continuité des fonctions f et j et la condition a) entraı̂nent que

g est continue. Puisque ðPnQÞ � ½1;y½ est localement compact, le lemme 1 nous

permet de trouver une fonction continue F : ðPnQÞ � ½1;y½ ! X telle que

F jV V ððPnQÞ � ½1;y½Þ ¼ f jV V ððPnQÞ � ½1;y½Þ. Puisque X est fermé dans

E, il existe une fonction continue c : E � ½1;y½ ! �0; 1� telle que cjX � ½1;y½
¼ j.

Puisque X HQ ¼ Q� f0gHP, nous avons, par définition de F, ðx; jðx; sÞÞ
¼ Fðx; jðx; sÞÞ, donc gðx; sÞ ¼ f ðFðx; jðx; sÞÞ; sÞ pour x A X et s < y. Pour

ðx; sÞ A X � ½1;y½, nous avons cðx; sÞ ¼ jðx; sÞ, et le point ðFðx;cðx; sÞÞ; sÞ
appartient à V , d’où F ðFðx;cðx; sÞÞ; sÞ ¼ f ðFðx; jðx; sÞÞ; sÞ.
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Posons hðx; sÞ ¼ gðx; sÞ si ðx; sÞ A X � ½1;y�, hðy; 1Þ ¼ F ðFðy;cðy; 1ÞÞ; 1Þ
si y A E. D’après ce qui précède, ces définitions coı̈ncident sur l’ensemble

X � f1g, et nous obtenons ainsi une fonction continue h : ðE � f1gÞU
ðX � ½1;y�Þ ! X .

Pour ðy; sÞ A E � ½1;y½, Fðy;cðy; sÞÞ appartient à PnQ; posant Hðy; sÞ ¼
F ðFðy;cðy; sÞÞ; sÞ pour ðy; sÞ A E � ½1;y½, nous obtenons une fonction continue

H : E � ½1;y½ ! X prolongeant h j ðE � f1gÞU ðX � ½1;y½Þ. La fonction h vérifie

donc les hypothèses du lemme 2, donc admet un prolongement continu

k : E � ½1;y� ! X . Alors la fonction rðyÞ ¼ kðy;yÞ est une rétraction de E sur

X , d’où le théorème.

Démonstration du lemme 4. Ecrivons X ¼ 6y
n¼1

Xn, où fXng est une suite

croissante de compacts. Pour nb 1, soit Cn l’ensemble des couples ðU ; eÞ où U est

un voisinage ouvert de Xn dans Q et e A �0; 1�. Soit C ¼ 6y
n¼1

Cn. Pour tout

intervalle fermé borné J (éventuellement réduit à un point) de ½1;y½ et tout

h > 0, considérons la propriété suivante, que peut ou non vérifier un élément

ðU ; eÞ de C.

PðJ; hÞ: Si A est un fermé de U � ½0; e� � JHP� ½1;y½, et si g : A ! X est

une fonction continue telle que dðgðx; t; sÞ; xÞ < e pour tout point ðx; t; sÞ de

A, il existe une fonction continue g 0 : U � ½0; e� � J ! X prolongeant g et

telle que dðg 0ðx; t; sÞ; xÞ < h pour tout point ðx; t; sÞ de U � ½0; e� � J.

Evidemment, si ðU 0; e 0Þ et ðU ; eÞ sont deux éléments de Cn tels que U 0 HU et

e 0 a e et si ðU ; eÞ a la propriété PðJ; hÞ, il en est de même de ðU 0; e 0Þ. Nous avons

besoin du fait suivant.

Lemme 5. Quels que soient nb 1, l’intervalle fermé borné J de ½1;y½ et

h > 0, il existe un élément ðU ; eÞ de Cn ayant la propriété PðJ; hÞ.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit fUkgyk¼1 une suite d’ouverts

de Q telle que Xn ¼ 7y
k¼1

Uk ¼ 7y
k¼1

Uk. Puisque ðUk; 1=kÞ n’a pas la propriété

PðJ; hÞ, il existe un sous-ensemble fermé, donc compact, Ak de Uk � ½0; 1=k� � J

et une fonction continue gk : Ak ! X telle que dðgkðx; t; sÞ; xÞ < 1=k pour tout

point ðx; t; sÞ de Ak, mais qu’il n’existe aucune fonction g 0
k : Uk � ½0; 1=k� � J !

X prolongeant gk et vérifiant dðg 0
kðx; t; sÞ; xÞ < h pour tout point ðx; t; sÞ de

Uk � ½0; 1=k� � J.

Soit S ¼ f0gU f1=k j kb 1gHR. Définissons des sous-ensembles Y HZ de

S � P� J par
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Z ¼ ðf0g � Xn � JÞU 6
y

k¼1

1

k

� �
�Uk � 0;

1

k

� �
� J

Y ¼ ðf0g � Xn � JÞU 6
y

k¼1

1

k

� �
� Ak

Ces deux ensembles sont compacts. Définissons une fonction g : Y ! X par

gð0; x; sÞ ¼ x pour ðx; sÞ A Xn � J et gð1=k; yÞ ¼ gkðyÞ pour y A Ak. L’hypothèse

dðgkðx; t; sÞ; xÞ < 1=k pour ðx; t; sÞ A Ak garantit que g est continue. Puisque X

a la propriété d’extension pour les compacts, il existe une fonction continue

g 0 : Z ! X prolongeant g. Soit p la projection de S � P� J ¼ S �Q� I � J

sur Q. Pour ðx; sÞ A Xn � J, nous avons g 0ð0; x; sÞ ¼ pð0; x; sÞ. L’ensemble O des

z A Z tels que dðg 0ðzÞ; pðzÞÞ < h est un voisinage de f0g � Xn � J dans Z. Puisque

7y
k¼1

Uk � ½0; 1=k� � J ¼ Xn � J, il existe un entier k tel que f1=kg �Uk �
½0; 1=k� � JHO. Définissons une fonction continue g 0

k : Uk � ½0; 1=k� � J ! X

par g 0
kðzÞ ¼ g 0ð1=k; zÞ. Si z appartient à Ak, alors g 0ð1=k; zÞ ¼ gð1=k; zÞ ¼ gkðzÞ,

donc g 0
k prolonge gk. Pour ðx; t; sÞ A Uk � ½0; 1=k� � J, nous avons

dðg 0
kðx; t; sÞ; xÞ ¼ d g 0 1

k
; x; t; s

� �
; p

1

k
; x; t; s

� �� �
< h;

ce qui contredit le choix de Ak et gk. r

Pour tout entier mb 1, soit Jm ¼ ½m;mþ 1�. Le lemme 5 nous permet de

construire inductivement un élément ðU n
m;1; e

n
m;1Þ de Cn de façon que les condi-

tions suivantes soient vérifiées.

(1) 1=m ¼ e0m;1 > e1m;1 > � � � > enm;1 > � � � :
(2) Pour nb 1, ðU n

m;1; e
n
m;1Þ a la propriété PðJm; en�1

m;1 Þ.

Par récurrence sur n, construisons un élément ðU n
m;2; e

n
m;2Þ de Cn vérifiant

(3) U n
m;2 HU n

m;1.

(4) enm;2 < enm;1 et enm;2 < en�1
m;2 (e0m;2 ¼ 1=m).

(5) ðU n
m;2; e

n
m;2Þ a la propriété PðJm;minðenm;1; e

n�1
m;2 ÞÞ.

Choisissons inductivement des éléments ðV n
m;1; d

n
m;1Þ de Cn vérifiant les con-

ditions suivantes (dans lesquelles on convient que U n
0;2 ¼ Q et en0;2 ¼ 1).

(6) V n
m;1 HU n

m;2 VU n
m�1;2.

(7) dnm;1 < minðenm;2; e
n
m�1;2Þ et dnm;1 < dn�1

m;1 (d0m;1 ¼ 1=m).

(8) ðV n
m;1; e

n
m;1Þ a la propriété Pðfmg;minðdn�1

m;1 ; e
n
m;2; e

n
m�1;2ÞÞ.
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Choisissons enfin inductivement des éléments ðV n
m;2; e

n
m;2Þ de Cn vérifiant

(9) V n
m;2 HV n

m;1.

(10) dnm;2 < dnm;1 et dnm;2 < dn�1
m;2 (d0m;2 ¼ 1=m).

(11) ðV n
m;2; d

n
m;2Þ a la propriété Pðfmg;minðdnm;1; d

n�1
m;2 ÞÞ.

L’ensemble Vm ¼ 6y
n¼1

V n
m;2 est un voisinage ouvert de X dans Q.

L’ensemble

Um ¼ 6
y

n¼1

U n
m;2 � Jm

 !
nððQnVmÞ � fmgU ðQnVmþ1Þ � fmþ 1gÞ

est un voisinage ouvert de X � Jm dans Q� Jm tel que Um V ðQ� fmgÞ ¼
Vm � fmg et Um V ðQ� fmþ 1gÞ ¼ Vmþ1 � fmþ 1g.

Recouvrons Vm par une famille Gm ¼ fGa j a A Amg, localement finie dans

Vm, d’ouverts de Q telle que, pour tout a A Am, Ga soit contenu dans l’un des

ensembles V n
m;2. Nous supposons les ensembles d’indices Am, mb 1, deux à deux

disjoints. Pour tout a A Am, fixons un entier nðaÞ tel que Ga HV
nðaÞ
m;2 .

A tout a A Am, associons un nombre aa A �m;mþ 1=2½, et posons Hm
a ¼

½m; aa½. Puisque la famille Gm est localement finie dans Vm, l’ensemble des indices

Am est dénombrable, ce qui nous permet de choisir les aa de façon que, pour

tout h > m, il n’y ait qu’un nombre fini d’indices a A Am tels que aa b h. Cela

garantit que la famille des ensembles Ga �Hm
a , a A Am, est localement finie

dans Um (tout ouvert de la forme Q� �h;mþ 1� avec h > m ne rencontre qu’un

nombre fini de ces ensembles et, pour tout ðx;mÞ A Um V ðQ� fmgÞ ¼ Vm, il y

a un voisinage de x dans Q ne rencontrant qu’un nombre fini des Ga avec

a A Am). En outre, ces ensembles Ga �Hm
a sont ouverts dans Um et recouvrent

Um V ðQ� fmgÞ.
A tout a A Amþ1, associons un nombre ba A �mþ 1=2;mþ 1½, et posons

Hm
a ¼ �ba;mþ 1�. Nous pouvons choisir ces nombres de façon que, pour tout

h < mþ 1, il n’y ait qu’un nombre fini d’indices a A Amþ1 tels que ba a h, et cela

garantit que la famille des ensembles Ga �Hm
a , a A Amþ1, est localement finie

dans Um. En outre, ces ensembles Ga �Hm
a , a A Amþ1, sont ouverts dans Um et

recouvrent Um V ðQ� fmþ 1gÞ.
L’ensemble

Fm ¼ Um

�
6

a AAmUAmþ1

Ga �Hm
a

est fermé dans Um et disjoint de Q� fm;mþ 1g. Les ensembles U n
m;2 � Jm, nb 1,

sont ouverts dans Q� Jm et recouvrent Um. Nous pouvons donc recouvrir le
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fermé Fm par une famille fGa �Hm
a j a A Bmg localement finie dans Um où, pour

tout a A Bm, Ga est un ouvert de Q tel que Ga soit contenu dans l’un des

ensembles U n
m;2 et Hm

a ¼ �ca; da½ avec m < ca < da < mþ 1. Nous supposons Bm

disjoint de Am UAmþ1, et posons Gm ¼ Am UAmþ1 UBm. Pour tout a A Bm, fixons

un entier nðaÞ tel que Ga HU
nðaÞ
m;2 . La définition des entiers nðaÞ et les conditions

(9) et (6) garantissent que Ga HU
nðaÞ
m;2 pour tout a A Gm.

Pour a A Am, posons ha ¼ d
nðaÞ
m;2 , et pour a A Bm, posons ha ¼ e

nðaÞ
m;2 . Pour

a A Gm, soit Wm
a ¼ Ga � ½0; ha� �Hm

a HP� Jm. Posons

W ¼ 6
y

m¼1

6
a AGm

W m
a :

W est un voisinage de X � ½1;y½ dans P� ½1;y½. En e¤et, soit x A X . Si

m < s < mþ 1, alors ðx; sÞ appartient à Um et il existe a A Gm tel que ðx; sÞ A
Ga �Hm

a ; l’ensemble Ga � ½0; ha� �Hm
a est un voisinage de ðx; sÞ dans P� ½1;y½

contenu dans Wm
a HW . Pour mb 1, il existe a A Am tel que x A Ga. Si m > 1,

alors Ga � ½0; ha� � ðHm
a UHm�1

a Þ est un voisinage de ðx;mÞ dans P� ½1;y½
contenu dans Wm

a UWm�1
a HW ; le cas m ¼ 1 est analogue.

La définition des ensembles Wm
a garantit que Wm

a V ðP� fmgÞ ¼ Wm�1
a V

ðP� fmgÞ pour tout a A Am si m > 1, et que les ensembles Wm
a avec a A Am

recouvrent W V ðP� fmgÞ pout tout m.

Ecrivons Vm ¼ 6y
p¼1

Kp
m où, pour tout p, Kp

m est ouvert dans Q et Kp
m est

compact et contenu dans Kpþ1
m . Soit Lp

m ¼ Kp
mnKp

m; convenons que K 0
m ¼ L0

m ¼ q.

Ecrivons Um ¼ 6y
q¼1

Mq
m où, pour tout q, Mq

m est ouvert dans Q� Jm et Mq
m

est compact et contenu dans Mqþ1
m . Soit Nq

m ¼ Mq
mnMq

m; convenons que M 0
m ¼

N 0
m ¼ q.

La fonction f : W ! X sera construite en quatre étapes.

Première étape. Pour m; pb 1, construisons la restriction de f à L̂Lp
m ¼

ðLp
m � I � fmgÞVW de façon qu’elle vérifie la condition suivante:

b1) si ðx; t;mÞ A Wm
a , a A Am et nðaÞ ¼ n, alors dð f ðx; t;mÞ; xÞ <

minðdnm;1; d
n�1
m;2 Þ.

Pour nb 1, soit

RmðnÞ ¼ 6
a AAm

nðaÞ¼n

W m
a V ðP� fmgÞ ¼ 6

a AAm

nðaÞ¼n

Ga � ½0; ha� � fmg;

et soit R̂RmðnÞ ¼ 6y
j¼n

Rmð jÞ, de sorte que R̂Rmð1Þ ¼ W V ðP� fmgÞ. Par définition

de nðaÞ, Ga est contenu dans V
nðaÞ
m;2 , et comme ha ¼ d

nðaÞ
m;2 pour a A Am, RmðnÞ est
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contenu dans V n
m;2 � ½0; dnm;2� � fmg. Puisque la famille Gm ¼ fGa j a A Amg est

localement finie dans Vm, il n’y a qu’un nombre fini d’indices a A Am tels que Ga

rencontre le compact Lp
m, donc les ensembles L̂Lp

m V R̂RmðnÞ sont compacts, et vides

pour n assez grand. Comme R̂Rmð1ÞV L̂L p
m ¼ L̂Lp

m, il su‰t de construire la restriction

de f aux ensembles R̂RmðnÞV L̂Lp
m par récurrence descendante sur n, en partant d’un

entier n assez grand pour que cette intersection soit vide. Soit n un entier tel que

la restriction de f à R̂Rmðnþ 1ÞV L̂Lp
m soit définie. Si ðx; t;mÞ est un point de

~LLp
mðnÞ ¼ RmðnÞV R̂Rmðnþ 1ÞV L̂L p

m, il appartient à un ensemble Wm
a avec nðaÞ ¼

n 0 > n, donc, par récurrence, d’après b1) et (10), dð f ðx; t;mÞ; xÞ < dn
0�1

m;2 a dnm;2.

Puisque ~LLp
mðnÞ est un sous-ensemble compact de V n

m;2 � ½0; dnm;2� � fmg, (11) nous
fournit une fonction continue g2n : V n

m;2 � ½0; dnm;2� � fmg prolongeant f j ~LLp
mðnÞ et

telle que dðg2nðx; t;mÞ; xÞ < minðdnm;1; d
n�1
m;2 Þ. Nous prolongeons f à R̂RmðnÞV L̂Lp

m en

posant f ðyÞ ¼ g2nðyÞ pour y A RmðnÞV L̂L p
m.

Deuxième étape. Pour mb 1, construisons la restriction de f à ðP� fmgÞV
W de façon qu’elle vérifie la condition suivante:

b2) si ðx; t;mÞ A Wm
a , a A Am et nðaÞ ¼ n, alors dð f ðx; t;mÞ; xÞ <

minðdn�1
m;1 ; e

n
m;2; e

n
m�1;2Þ.

Pour tout a A Am, Ga est contenu dans Vm, donc W V ðP� fmgÞ est contenu

dans Vm � I � fmg. Vm est la réunion de la suite croissante d’ouverts fKp
mg avec

Kp
m HKpþ1

m , donc W V ðP� fmgÞ est la réunion de la suite croissante d’ensembles

relativements ouverts fW V ðKp
m � I � fmgÞg, et il su‰t de prolonger continûment

f à chacun des ensembles K̂K p
m ¼ W V ððKp

mnKp�1
m Þ � I � fmgÞ. Notons que L̂Lp 0

m est

contenu dans K̂K p
m si p 0 ¼ p; p� 1, et en est disjoint si p0 p 0 0 p� 1.

Il n’y a qu’un nombre fini d’indices a A Am tels que Ga rencontre le compact

Kp
m, donc les ensembles R̂RmðnÞV K̂K p

m sont compacts, et vides si n est assez

grand. Puisque R̂Rmð1ÞV K̂K p
m ¼ K̂K p

m, il su‰t de construire le prolongement de f à

L̂L p
m U L̂L p�1

m U ðR̂RmðnÞV K̂K p
mÞ par récurrence descendante sur n, en partant d’un n

assez grand pour que R̂RmðnÞV K̂K p
m ¼ q.

Soit n tel que la restriction de f à R̂Rmðnþ 1ÞV K̂K p
m soit définie, et soit

ðx; t;mÞ A ~KK p
mðnÞ ¼ RmðnÞV ðL̂Lp

m U L̂L p�1
m U ðR̂Rmðnþ 1ÞV K̂K p

mÞÞ. Il existe a A Am avec

nðaÞ ¼ n tel que ðx; t;mÞ A Wm
a , donc si ðx; t;mÞ appartient à L̂L p

m U L̂L p�1
m , alors

dð f ðx; t;mÞ; xÞ < dnm;1 d’après b1). Si ðx; t;mÞ appartient à R̂Rmðnþ 1Þ, il appartient
à un ensemble Wm

a 0 avec nða 0Þ ¼ n 0 > n, donc dð f ðx; t;mÞ; xÞ < dn
0�1

m;1 a dnm;1 par

récurrence et (7). Puisque RmðnÞ est contenu dans V n
m;2 � ½0; dnm;2� � fmg, il est

aussi contenu dans V n
m;1 � ½0; dnm;1� � fmg d’après (9) et (10). Puisque ~KKp

m est

un sous-ensemble compact de V n
m;1 � ½0; dnm;1� � fmg, (8) nous fournit une fonc-

tion continue g1n : V n
m;1 � ½0; dnm;1� � fmg ! X prolongeant f j ~KKp

mðnÞ et telle que
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dð f ðx; t;mÞ; xÞ < minðdn�1
m;1 ; e

n
m;2; e

n
m�1;2Þ. Nous prolongeons f à R̂RmðnÞ en posant

f ðyÞ ¼ g1nðyÞ pour y A RmðnÞV K̂K p
m.

Troisième étape. Notant t l’homéomorphisme de Q� ½1;y½ � I sur Q� I �
½1;y½ ¼ P� ½1;y½ défini par tðx; s; tÞ ¼ ðx; t; sÞ, construisons, pour m; qb 1, la

restriction de f aux ensembles N̂N q
m ¼ W V tðNq

m � IÞ de façon que la condition

suivante soit vérifiée:

b3) si ðx; t; sÞ A Wm
a , a A Gm et nðaÞ ¼ n, alors dð f ðx; t; sÞ; xÞ < minðenm;1; e

n�1
m;2 Þ.

Pour nb 1, soit

TmðnÞ ¼ 6
a AGm

nðaÞ¼n

W m
a ¼ 6

a AGm

nðaÞ¼n

Ga � ½0; ha� �Ha:

Si a A Am (resp. Amþ1Þ, alors ha ¼ d
nðaÞ
m;2 (resp. d

nðaÞ
mþ1;2Þa e

nðaÞ
m;2 d’après (10) et

(7), et si a A Bm, alors ha ¼ e
nðaÞ
m;2 . Puisque Ga est contenu dans U

nðaÞ
m;2 pour tout

a A Gm, TmðnÞ est contenu dans U n
m;2 � ½0; enm;2� � Jm. Posons ~TTmðnÞ ¼ 6y

j¼n
Tmð jÞ;

alors T̂Tmð1Þ ¼ W V ðP� JmÞ. Puisque la famille des ensembles Ga �Ha avec

a A Gm est localement finie dans Um, il n’y a qu’un nombre fini d’indices a A Gm

tels que Wm
a V tðNq

m � IÞ0q, donc les ensembles T̂TmðnÞV N̂N q
m sont compacts,

et sont vides pour n assez grand. La fonction f est déjà définie sur N̂N q
m V

ðP� fm;mþ 1gÞ, et nous construirons sa restriction aux ensembles N̂N q
m V ðT̂TmðnÞU

ðP� fm;mþ 1gÞ par récurrence descendante sur n, la récurrence démarant tri-

vialement pour n assez grand.

Supposons f définie sur N̂N q
m V T̂Tmðnþ 1Þ. L’ensemble ~NNq

mðnÞ ¼ N̂N q
m VTmðnÞV

ðT̂Tmðnþ 1ÞU ðP� fm;mþ 1gÞÞ est un sous-ensemble compact de U n
m;2 � ½0; enm;2�

� Jm. Soit ðx; t; sÞ A ~NNq
mðnÞ. Il existe a A Gm tel que nðaÞ ¼ n et que ðx; t; sÞ A Wm

a .

Si s ¼ m (resp. mþ 1Þ, alors a A Am (resp. Amþ1Þ et dð f ðx; t; sÞ; xÞ < enm;2 d’après

b2); si ðx; t; sÞ A T̂Tmðnþ 1Þ, alors, pour un certain n 0 > n, dð f ðx; t; sÞ; xÞ < en
0�1

m;2

a enm;2 d’après (4). La condition (5) nous fournit une fonction continue

h2n : U n
m;2 � ½0; enm;2� � Jm ! X prolongeant f j ~NNq

mðnÞ et telle que dðh2nðx; t; sÞ; xÞ <
minðenm;1; e

n�1
m;2 Þ. Nous prolongeons f à N̂N q

m V T̂TmðnÞ en posant f ðyÞ ¼ h2nðyÞ pour

y A TmðnÞV N̂N q
m.

Quatrième étape. Pour mb 1, nous construisons la restriction de f à

W V ðP� JmÞ de façon qu’elle vérifie la condition suivante :

b4) si ðx; t; sÞ A Wm
a , a A Gm et nðaÞ ¼ n, alors dð f ðx; t; sÞ; xÞ < en�1

m;1 .

Comme dans la deuxième étape, il su‰t de construire la restriction de f aux

ensembles M̂Mq
m ¼ W V tððMq

mnMq�1
m Þ � IÞ. Ici encore, il n’y a qu’un nombre fini

d’indices a A Gm tels que Wm
a V tðMq

m � IÞ0q, donc les ensembles M̂Mq
m V T̂TmðnÞ
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sont compacts et sont vides quand n est assez grand. Nous construisons encore la

restriction de f aux ensembles M̂Mq
m V T̂TmðnÞ par récurrence descendante sur n.

Soit n tel que la restriction de f à M̂Mq
m V T̂Tmðnþ 1Þ soit définie. La fonction f

est donc déjà définie sur le sous-ensemble compact

~MMq
mðnÞ ¼ TmðnÞV ðN̂N q

m U N̂N q�1
m U ðM̂Mq

m V ðT̂Tmðnþ 1ÞU ðP� fm;mþ 1gÞÞÞÞ

de TmðnÞV M̂Mq
m. Soit ðx; t; sÞ un point de ~MMq

mðnÞ. Il existe a A Gm tel que nðaÞ ¼ n

et ðx; t; sÞ A Wm
a . Si ðx; t; sÞ A N̂N q

m U N̂N q�1
m , alors dð f ðx; t; sÞ; xÞ < enm;1 d’après b3).

Si ðx; t; sÞ A P� fm;mþ 1g, alors dð f ðx; t; sÞ; xÞ < enm;2 < enm;1 d’après b2) et (4).

Enfin, si ðx; t; sÞ A T̂Tmðnþ 1Þ, alors, pour un certain n 0 > n, dð f ðx; t; sÞ; xÞ < en
0�1

m;1

a enm;1 par récurrence et (1). Puisque TmðnÞ est contenu dans U n
m;2 � ½0; enm;2� � Jm,

il est aussi contenu dans U n
m;1 � ½0; enm;1� � Jm d’après (3) et (4). La condition (2)

nous fournit une fonction continue h1n : U n
m;1 � ½0; enm;1� � Jm ! X prolongeant

f j ~MMq
mðnÞ et telle que dðh1nðx; t; sÞ; xÞ < en�1

m;1 . Nous prolongeons f à M̂Mq
m V T̂TmðnÞ

en posant f ðyÞ ¼ h1nðyÞ pour y A TmðnÞV M̂Mq
m.

Les conditions b4) et (1) entraı̂nent a). r
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Université Paris 6
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