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PROPRIETE D’EXTENSION POUR LES COMPACTS ET
RETRACTES ABSOLUS

By

Robert Cauty

Abstract. We prove that a o-compact metric space having the
compact extension property is an AR. This solves the problem ANR
13 of West’s list [5].

1. Introduction

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métrisables et
séparables

Un espace X a la propriété d’extension (locale) pour les compacts si, pour
tout compact K et tout fermé A de K, toute fonction continue f: A4 — X se
prolonge en une fonction continue de K (d’un voisinage de 4) dans X'. Evi-
demment, tout rétracte absolu (de voisinage) a la propriété d’extension (locale)
pour les compacts, mais la réciproque est fausse (voir [4], [2] et le théoreme 3.8 de
[1]). Le probleme ANR 13 de [5] demande si la réciproque est vraie lorsque X est
g-compact. Le théoréme suivant résout ce probléme.

THEOREME. Soit X un espace a-compact. Si X a la propriété d’extension
(locale) pour les compacts, c’est un rétracte absolu (de voisinage).

La démonstration sera donnée a la section 4. La section 2 rappelle les
ingrédients nécéssaires pour cette démonstration. Dans la section 3, nous
montrons que tout espace (g-compact) ayant la propriété d’extension locale pour
les compacts est un rétracte de voisinage d’un espace (¢o-compact) ayant la
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propriété d’extension pour les compacts, ce qui réduit la démonstration du
théoréme au cas de la propriété d’extension globale.

2. Préliminaires

Nous notons I Tintervalle [0, 1].
Le résultat élémentaire suivant jouera un role important.

LemMmE 1. Soient Z un espace localement compact et Y un fermé de Z. Si X
a la propriété d'extension (locale) pour les compacts, alors toute fonction continue
de Y dans X se prolonge en une fonction continue de Z (d'un voisinage de Y dans
Z) dans X.

DEMONSTRATION. Soit g : ¥ — X une fonction continue. Représentons Z
sous la forme Z = U::l Z,, ou Z, est compact et contenu dans l'intérieur de
Zy1. Soit Y, =YNZ,.

Supposons d’abord que X a la propriété d’extension locale pour les compacts.
Nous pouvons trouver un sous-ensemble compact O; de Z;, qui est un voisinage
de Y dans Z;, et une fonction continue /; : O — X prolongeant g|Y;. Sup-
posons avoir construit un voisinage compact O, de Y, dans Z, et une fonction
continue £, : O, — X prolongeant g|Y,U O, (Oy = ). Définissons une fonc-
tion continue §,,; : Y, 1 U0, — X par g, 1| Y1 = 9| Yur1 €t Gop1|On =hy. 1
existe alors un voisinage compact O, de Y, UO, dans Z,,; et une fonction
continue 7,41 : Oy — X prolongeant g, ;.

Soit O = Uf:l 0,. Nous définissons une fonction /#: O — X en posant
h|O, = h, pour tout n. Puique Z, est contenu dans I'intérieur de Z,; et que O,y
est un voisinage de O, < Z, dans Z, |, l'intérieur de O, relativement a Z
contient O,, donc O est ouvert dans Z. Puisque les intérieurs des O, recouvrent O
et que h|O, = h, est continue, / est continue. Evidemment, /4 est un prolongement
de g a l'ouvert O.

Si X a la propriété d’extension pour les compacts, nous pouvons supposer
que O, = Z, pour tout n dans I’argument précédent. Alors O = Z, et h est un
prolongement continu de g a Z. O

Le lemme suivant est un cas particulier d’'un théoreme de C. H. Dowker ([3],
théoréme 1)

LemMme 2. Soient X, Y deux espaces métrisables, A un fermé de Y et
[ (Y x{0})U(A4 xI)— X une fonction continue. Si la restriction de f a
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(Y x {0})U (A4 x [0,1]) peut se prolonger continiiment a un ensemble de la forme
(Y x{0})UV, ou V est un voisinage de A x [0,1] dans Y x [0,1], alors f a un
prolongement continu F:Y x I — X.

3. Cone Métrisable et Propriété D’extension

Pour tout espace X, soit C(X)=X xI/X x {l}. Nous notons 7 la pro-
jection de X x I sur C(X), v le point (X x {1}), et posons [x,7] = n(x,?). La
projection de X x I sur X induit une fonction r : C(X)\{v} — X, et la projection
de X x I sur I induit une fonction 3 : C(X) — I. Nous définissons une topologie
sur C(X) en convenant que la restriction de 7 & X x [0, 1] est un homéomor-
phisme de X x [0, 1[ sur C(X)\{v} et que les ensembles de la forme 9 '(Je, 1])
avec 0 < ¢ <1 forment une base de voisinages de v. Les fonctions r et 3 sont
continues pour cette topologie. Il est facile de vérifier que C(X) est régulier et a
base dénombrable, donc métrisable.

PROPOSITION.  Si X a la propriété d'extension locale pour les compacts, alors
C(X) a la propriété d'extension pour les compacts.

DEMONSTRATION.  Soient K un compact, 4 un fermé de K et f: 4 — C(X)
une fonction continue. La fonction o = 3o f : 4 — I est continue. Soit f: K — [
un prolongement continu de o. Soient Z = 7'([0,1]) et ¥ =ZNA = A\f ' (v).
L’ensemble Z est ouvert dans K, donc localement compact, et Y est fermé dans
Z. La fonction g =ro f: Y — X est continue. D’aprés le lemme 1, il existe donc
un voisinage ouvert O de Y dans Z et une fonction continue 4: O — X qui
prolonge g. Soit y : Z — I une fonction continue telle que y~'(0) = Y et y7'(1) =
Z\ 0. Définissons une fonction F: K — C(X) par

[h(x),min(1, f(x) + y(x))] si xe O

F<x>:{v six¢ O

Il est clair que F est continue en tout point de 'ouvert O. Pour prouver
la continuité de F en un point x de K\O, il suffit de montrer que, pour tout
¢ > 0, il existe un voisinage ¥ de x dans K tel que F(V) < 3 '(Je, 1]), ce qui sera
le cas si f(y) +y(y) > ¢ pour tout ye VNO. Si x¢ Z, alors f(x) =1, et x a un
voisinage V tel que B(y) > ¢ pour tout y e V, d’ou B(y) +y(») = B(») > ¢ pour
y € VNO. Si x appartient a Z\O, alors y(x) =1, et x a un voisinage ¥ contenu
dans Z et tel que y(y) >¢ pour tout ye V, dou B(y)+ y(y) = y(y) > ¢ pour
yeVlV.
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Si xe Y, alors A(x) =g(x) =ro f(x), f(x) =a(x) =380 f(x) et y(x) =0,
d’ou F(x)=[ro f(x),90 f(x)] = f(x), et si xeA\Y, alors F(x)=v= f(x),
donc F prolonge f. Ll

Identifiant X a n(X x {0}) = C(X), r devient une rétraction de l'ouvert
C(X)\{v} sur X. Si X est o-compact, il en est de méme de X x I et de C(X).
Nous obtenons donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Tout espace (o-compact) ayant la propriété d’extension locale
pour les compacts est un rétracte de voisinage d'un espace (o-compact) ayant la
propriété d’extension pour les compacts.

4. Démonstration Du Théoréme

Puisqu’un rétracte de voisinage d’un rétracte absolu est un rétracte absolu de
voisinage, le corollaire de la derniére section entraine qu’il suffit de démontrer le
théoréme dans le cas ou ’espace g-compact X a la propriété d’extension pour les
compacts, ce que nous supposons désormais.

Soient Q le cube de Hilbert et P = Q x I. Nous identifions Q au sous-espace
QO x {0} de P. Fixons une distance d définissant la topologie de Q. Définissons
une fonction continue @ : P x I — P par

D((x,1),s) = (x,max(t,s)).

Cette fonction vérifie ®(y,0) = y pour tout ye P et ®(P x]0,1]) = P\Q.
Nous pouvons supposer que X est un sous-ensemble de Q. Soit E =

(P\Q)UX.

LEMME 3. FE est un rétracte absolu.

DEMONSTRATION.  Soient Y un espace métrisable, 4 un fermé de Y et
f:A— E une fonction continue. Puisque P est un rétracte absolu, il existe
une fonction continue g: Y — P telle que g(x) = f(x) pour tout x e 4. Soit
w:Y — I une fonction continue telle que o~!(0)=A4. Alors la fonction
F : Y — E définie par

est un prolongement continu de f a Y. O
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Pour prouver que X est un rétracte absolu, il suffit de montrer que c’est
un rétracte de E, ce que nous ferons a l'aide du lemme suivant. Dans ce
lemme, (x,¢,s) représentent les coordonnées d’un point de P x [1,00[ = Q x I x
[1, cof.

LemME 4. I existe un voisinage W de X x [l,0[ dans P x [1,00[ et une
fonction continue f: W — X vérifiant

a) pour tout entier m>1, d(f(x,t,5),x) <1/m pour tout (x,t,s)e WnN
(P x [mym+1)).

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment le théoréme s’en déduit.
Soit ¥ un voisinage fermé de X x [1, co[ dans E x [1, co[ contenu dans W. Pour
n>1, 'ensemble O, des points (x,s) € X x [1, o[ tels que {x} x [0,1/n] x {s}
soit contenu dans l'intérieur de V7 (relativement a E x [1,00[) est ouvert dans
X x [1, 0], et nous avons X x [l, 0] = U;il O,. Soit (4,) une partition loca-
lement finie de I'unité sur X x [1, oo[ subordonnée au recouvrement ouvert {O,}.
Alors la fonction ¢ : X x [1, 0] — |0, 1] définie par

est continue et telle que {x} x [0, ¢p(x,s)] X {s} = V pour tout (x,s) € X x [1, 0]
puisque si 4,(x,0) # 0, alors {x} x [0,1/n] x {s} = V. Définissons une fonction
g:X x[l,0] - X par

x sl s =00
S(x,0(x,s),s) si s< o0

g(x,s) = {

La continuité¢ des fonctions f et ¢ et la condition a) entrainent que
g est continue. Puisque (P\Q) x [1, oo[ est localement compact, le lemme 1 nous
permet de trouver une fonction continue F : (P\Q) x [l,00] — X telle que
FIVN((P\Q) x [1,0]) = fIVN((P\Q) x [1,0]). Puisque X est fermé dans
E, il existe une fonction continue y : E x [1,00[ —]0,1] telle que y|X x [, o0
= ¢.

Puisque X = Q = Q x {0} = P, nous avons, par définition de @, (x,¢(x,s))
= O(x,¢(x,s)), donc g(x,s) = f(DP(x,¢p(x,s)),s) pour xe X et s< oo. Pour
(x,5) € X x [1,00[, nous avons y(x,s)=g(x,s), et le point (®(x,¥(x,s)),s)
appartient a V, d’ou F(D(x,¥(x,s)),s) = f(P(x, ¢(x,s)),s).
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Posons /i(x,s) = g(x,s) si (x,5) e X x [l, 0], A(y,1)=F(®(y,¥(y,1)),1)
si ye E. D’aprés ce qui précede, ces définitions coincident sur I’ensemble
X x {1}, et nous obtenons ainsi une fonction continue /: (E x {1})U
(X x [1,0]) = X.

Pour (y,s) € E x [1,00[, ®(y,¥(y,s)) appartient a P\Q; posant H(y,s) =
F(®(y,y(»,5)),s) pour (y,s) € E x [1,00[, nous obtenons une fonction continue
H:E x[l,00] — X prolongeant & | (E x {1}) U (X x [, o[). La fonction h vérifie
donc les hypothéses du lemme 2, donc admet un prolongement continu
k:Ex|[l,o0] = X. Alors la fonction r(y) = k(y, o0) est une rétraction de E sur
X, d’ou le théoréme.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.  Ecrivons X = ()| X,, ou {X,} est une suite
croissante de compacts. Pour n > 1, soit 4, I’ensemble des couples (U,¢) ou U est
un voisinage ouvert de X, dans Q et ¢€]0,1]. Soit € = U;C:] %,. Pour tout
intervalle fermé borné J (éventuellement réduit a un point) de [1, 0] et tout
n > 0, considérons la propriété suivante, que peut ou non vérifier un €lément
(U,e) de @.

P(J,n): Si A est un fermé de U x [0,¢] x J = P x [1,0[, et si g: 4 — X est
une fonction continue telle que d(g(x,?,s),x) < & pour tout point (x,¢,s) de
A, il existe une fonction continue ¢g': U x [0,¢] x J — X prolongeant g et
telle que d(g’(x,1,s),x) <5 pour tout point (x,t,5) de U x [0,¢] x J.

Evidemment, si (U',¢’) et (U,¢) sont deux ¢éléments de %), tels que U’ < U et
g <eetsi (U,e) ala propriété 2(J,n), il en est de méme de (U’,¢’). Nous avons
besoin du fait suivant.

LEMME 5. Quels que soient n > 1, lintervalle fermé borné J de [1, 0| et
n >0, il existe un élément (U,¢) de €, ayant la propriétée P(J,n).

DEMONSTRATION.  Supposons le contraire. Soit {U},—, une suite d’ouverts
de O telle que X, = (), Ux = (),—, U. Puisque (U, 1/k) n’a pas la propriété
2(J,n), il existe un sous-ensemble fermé, donc compact, Ay de Uy x [0,1/k] x J
et une fonction continue gx : Ay — X telle que d(gr(x,t,s),x) < 1/k pour tout
point (x,7,s) de Ay, mais qu’il n’existe aucune fonction g : Uy x [0,1/k] x J —
X prolongeant g, et vérifiant d(g;(x,t,5),x) <# pour tout point (x,t,s) de
U x [0,1/k] x J.

Soit S ={0}U{1/k|k =1} = R. Définissons des sous-ensembles ¥ < Z de
S x PxJ par
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> (1 — 1
Z=({0}x X, xJ)U | Jq-px U x|0,-| xJ
o1 Lk k

“ (1
= ({0} x X,, x J)U kk_jl{k} X Ay

Ces deux ensembles sont compacts. Définissons une fonction ¢g: ¥ — X par
g(0,x,s) = x pour (x,s) € X, xJ et g(1/k,y) = gi(y) pour y e A;r. L’hypothése
d(gi(x,t,5),x) < 1/k pour (x,1,5) € Ax garantit que g est continue. Puisque X
a la propriété d’extension pour les compacts, il existe une fonction continue
g’ : Z — X prolongeant g. Soit 7 la projection de SXx PxJ=Sx QOxIxJ
sur Q. Pour (x,s) € X, x J, nous avons ¢'(0, x,s) = 7(0, x,s). L’ensemble O des
ze Z tels que d(g'(z),n(z)) < n est un voisinage de {0} x X, x J dans Z. Puisque
Ny Uk x [0,1/k] x J = X, x J, il existe un entier k tel que {1/k} x Uy x
[0,1/k] x J = O. Définissons une fonction continue gj : Uy x [0,1/k] x J — X
par g;(z) =¢'(1/k,z). Si z appartient a Ay, alors g'(1/k,z) = g(1/k,z) = gr(z),
donc g; prolonge gi. Pour (x,7,s) € Uy x [0,1/k] x J, nous avons

d(g;(x,t,5),x) = d(g'(i,x, Ls),n(%,x,t,s)) <,

ce qui contredit le choix de Aj et g. O

Pour tout entier m > 1, soit J, = [m,m+ 1]. Le lemme 5 nous permet de
construire inductivement un €lément (U,; |, ¢, ) de 6, de fagon que les condi-

tions suivantes soient vérifiées.

()l/m—em1>s 1> >8;ZL1>~--
(2) Pour n>1, (U2 ¢! ) a la propriété 2(J,,en ).

ml’

Par récurrence sur n, construisons un €lément (U, 5, ,

) de %, vérifiant

(3) U,Z <Up,
(4) m2 <8m1 et 8}712 <'omZ (8212: l/m)
(5) (Up28m,) a la propriéte 2(J,, min(e,, e"=).

m, 17 “m,2

Choisissons inductivement des €léments (V) |,d,, ;) de €, vérifiant les con-

ditions suivantes (dans lesquelles on convient que Uy, = Q et ¢, = 1).

(6) VercUm2mUm12 | 0
(7) 5n ,1 < mln( m 2 m71.2) et 5:;[7,1 < 51?1 1 (5;71 1 l/m)
(8) (V1) a la propriéte 2({m}, min(0% el 5. 1 5))-
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Choisissons enfin inductivement des ¢éléments (V) ,, ¢! ,) de %, vérifiant

m
©) Vi< Vo
(10) 6::1,2 < 5:1111 et 51};11,2 < 5:111721 (521.2 = l/m)
(11) (V5,00 ) a la propriété ,@({m},min(ézﬁl,é;’;zl)).

L'ensemble ¥, =|J~, V7, est un voisinage ouvert de X dans Q.
L’ensemble

Un = (@ Ups > Jm)\((Q\Vm) X U@\ Vins) x fm+1})

est un voisinage ouvert de X x J, dans Q xJ, tel que U,N(Q x {m}) =
Vi x {m} et U, N(Q x {m+1}) = Vg x {m + 1}.

Recouvrons V,, par une famille %,, = {G,|o € 4,,}, localement finie dans
V., d’ouverts de Q telle que, pour tout « € 4,,, G, soit contenu dans I'un des
ensembles Vo o Nous supposons les ensembles d’indices 4,,, m > 1, deux a deux
disjoints. Pour tout o € 4,,, fixons un entier n(a) tel que G, an,(?

A tout o€ A,, associons un nombre a, € |m,m+1/2[, et posons H]" =
[m, a,[. Puisque la famille %, est localement finie dans 7, 'ensemble des indices
A,, est dénombrable, ce qui nous permet de choisir les a, de fagon que, pour
tout # > m, il n’y ait qu'un nombre fini d’indices o € 4,, tels que a, > 7. Cela
garantit que la famille des ensembles G, x H)', o€ A4,, est localement finie
dans U, (tout ouvert de la forme Q X |p,m + 1] avec # > m ne rencontre quun
nombre fini de ces ensembles et, pour tout (x,m)e U, N(Q x {m})="V,, iy
a un voisinage de x dans Q ne rencontrant qu'un nombre fini des G, avec
o€ A4,,). En outre, ces ensembles G, x H)" sont ouverts dans U, et recouvrent
UnN(Q x {m}).

A tout «€ Ay, associons un nombre b, €lm+1/2,m+ 1], et posons
H" =1b,,m+ 1]. Nous pouvons choisir ces nombres de fagon que, pour tout
n<m+41, il n’y ait qu'un nombre fini d’indices o € 4,,.1 tels que b, < #, et cela
garantit que la famille des ensembles G, x H)", a € A1, est localement finie
dans U,. En outre, ces ensembles G, x H)", o € A,+1, sont ouverts dans U, et
recouvrent U, N(Q x {m+ 1}).

L’ensemble

F, = Um\ U G, xH
€ AU Ayt
est fermé dans U, et disjoint de O x {m,m + 1}. Les ensembles U, , x Jy,, n > 1,
sont ouverts dans Q x J, et recouvrent U,. Nous pouvons donc recouvrir le
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fermé F,, par une famille {G, x H" |0 € By} localement finie dans U, ou, pour
tout o€ B,,, G, est un ouvert de Q tel que G, soit contenu dans I'un des
ensembles Un'i,z et H" = ¢y, d,[ avec m < ¢, < d, <m+ 1. Nous supposons By,
disjoint de 4,,U A4,,,, et posons [, = 4,,UA4,,.1UB,,. Pour tout « € B,,, fixons
un entier n(x) tel que G, < U, ”(y) La définition des entiers n(a) et les conditions
(9) et (6) garantissent que G“ c " pour tout o e [,.

m,2
Pour o€ A, posons 1, =30, “2), et pour o€ B, posons 1, = sfn(“z) Pour

wel,, soit W"=G,x[0,n,]x H" = P x J,. Posons

o0

w=0 U wp

m=1ael,,

W est un voisinage de X x [1, co[ dans P x [1,o0[. En effet, soit xe X. Si
m<s<m+1, alors (x,s) appartient a U, et il existe a €', tel que (x,s) €
G, x H'; I'ensemble G, x [0,,] x H]" est un voisinage de (x,s) dans P x [1, 0]
contenu dans W," < W. Pour m > 1, il existe « € 4,, tel que xe G,. Si m > 1,
alors G, x [0,5,] x (H"UH" ') est un voisinage de (x,m) dans P x [l, 0]
contenu dans WU W' < W; le cas m =1 est analogue.

La définition des ensembles W/ garantit que W/ N (P x {m}) = Wwr-In
(P x {m}) pour tout a€ A4, si m>1, et que les ensembles W, avec o€ A4,
recouvrent W N (P x {m}) pout tout m.

Ecrivons V,, = U;i] K? ou, pour tout p, K? est ouvert dans Q et K7 est
compact et contenu dans K2*!. Soit L? = K?\K?; convenons que K2 = L} = .

m

Ecrivons U, = UoC M1 ou, pour tout g, M est ouvert dans Q x J,, et M?

m m m

est compact et contenu dans M7, Soit N¢ = M4\ MJ; convenons que M) =

N° = 5.

La fonction f: W — X sera construite en quatre étapes.

m

Premiere étape. Pour m,p > 1, construisons la restriction de f a Lm =
(L2 x I x {m})N W de facon qu’elle vérifie la condition suivante:

bi) st (x,t,m)e W), oed, et n(a)=n alors d(f(x,t,m),x)<
min(3y, 1, 9;,5)-

Pour n > 1, soit

Riy(n) = U W0 (P x {m}) = U Gy x [0,7,] x {m},

aeAp o€ Ap
n(o)=n n(a)=n
et soit R, U/ _, Ru(J), de sorte que R,(1) = Wﬂ (P x {m}). Par définition

de n(a), G est contenu dans Vv (2), et comme 7, =" pour o € Ay, Ry(n) est

mZ
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»Ym,2

contenu dans V), x [0,d,, 5] x {m}. Puisque la famille %, = {G,|x€ A} est
localement finie dans V,,, il n’y a qu’un nombre fini d’indices o € 4,, tels que G,

rencontre le compact L2 donc les ensembles ];,5’1 NR,, (n) sont compacts, et vides

pour n assez grand. Comme R,,(1) L2 = L2, il suffit de construire la restriction

de f aux ensembles R,,(n) N L? par récurrence descendante sur n, en partant d’un

entier n assez grand pour que cette intersection soit vide. Soit # un entier tel que
la restriction de f a R, (n+1)NL? soit définie. Si (x,#,m) est un point de
L?(n) = Ru(n) N R, (n+ 1)NLE, il appartient a un ensemble W avec n(x) =
b<op
Puisque L? (n) est un sous-ensemble compact de V2 % [0,6,, 5] x {m}, (11) nous
fournit une fonction continue g : Vra % (0,6, 5] x {m} prolongeant f | L? (n) et
telle que d(g2(x,t,m),x) < min(él’:z‘],é,';jzl). Nous prolongeons f & R, (n)NLZ en
posant f(y) = g2(y) pour ye R,(n)NL:.
Deuxiéme étape. Pour m > 1, construisons la restriction de f a (P x {m})N

n’ > n, donc, par récurrence, d’aprés by) et (10), d(f(x,t,m),x) <6;’1:2

W de facon qu’elle vérifie la condition suivante:

by) si (x,t,m)e W), ae€d, et n(e)=mn alors d(f(x,t,m),x)<
. -1
min(d,, 178;77,2783771.2)

m7

Pour tout « € 4,,, G, est contenu dans V,,, donc W N (P x {m}) est contenu
dans V,, x I x {m}. V,, est la réunion de la suite croissante d’ouverts {K2} avec
K? < Kp*l donc W N (P x {m}) est la réunion de la suite croissante d’ensembles
relativements ouverts { W N (K2 x I x {m})}, et il suffit de prolonger continiment
f a chacun des ensembles K? = W N ((K2\K?~") x I x {m}). Notons que L7 est
contenu dans K? si p’ = p,p—1, et en est disjoint si p# p’ # p— 1.

Il n’y a quun nombre fini d’indices « € 4,, tels que G, rencontre le compact
I?{jw donc les ensembles 1§,71(n) ﬂK’{; sont compacts, et vides si n est assez
grand. Puisque fim(l) ﬂf({; = IA{Q, il suffit de construire le prolongement de f a

LrULP"U(Rnu(n)NK?) par récurrence descendante sur 7, en partant d’un n

assez grand pour que R, (n)NK?2 = .

Soit n tel que la restriction de f a f(m(nJrl)ﬂIA({; soit définie, et soit
(x,t,m) € K2 (n) = Ry(n) N (LEULP~'U (Ryu(n+ 1)NKPE)). Tl existe o € 4, avec
n(a) =n tel que (x,z,m)e W), donc si (x,t,m) appartient a Ly Uﬁ,ﬁ’fl, alors

m

d(f(x,t,m),x) <o | d’aprés by). Si (x,¢,m) appartient a R,,(n + 1), il appartient

m, 1
a un ensemble W' avec n(a') =n' > n, donc d(f(x,t,m),x) < (5,’,’,_’_11 <9, par
récurrence et (7). Puisque R, (n) est contenu dans V) x [0,d,, ,] x {m}, il est

aussi contenu dans V) x [0,0,,,] x {m} d’aprés (9) et (10). Puisque K7 est

1Ym, 1

un sous-ensemble compact de V| x [0,d,, 1] x {m}, (8) nous fournit une fonc-

tion continue g : Vo1 x[0,6,, 1] x {m} — X prolongeant f1K2(n) et telle que

' Ym, 1
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m,1> mZ’

f(») =9gi(y) pour ye Ry (n)NKD.
Troisiéme étape. Notant 7 ’homéomorphisme de Q x [1,00[ x I sur Q x I x

d(f(x,t,m),x) < min(0" ', &" m 1.2)- Nous prolongeons f* a R,,(n) en posant

[1,00[ =P x [1, o[ défini par 7(x,s,t) = (x,t,s), construisons, pour m,q > 1, la
restriction de f aux ensembles N¢ = W Nt(NZ x I) de fagon que la condition
suivante soit vérifiée:

b;) si (x,1,5) € W, o€, et n(a) = n, alors d(f(x,1,s),x) < min(e" |, &" ).

m, 17 “m,2

Pour n > 1, soit

Tun)= ) W)= U G, x [0,1,] x H,.
ael’, oael),
n(a)=n n(a)=n

Si €A, (resp. A1), alors 7, 75"(%
m(2 Pu1sque Gx est contenu dans U ; pour tout
ael,,, T,(n) est contenu dans Upna X [O,Em 5] x Jy. Posons T, (n U/ 2 In(j

alors T,,(1) = WN (P x J,). Puisque la famille des ensembles G, x H, avec

(resp. 5,':1(?1 ,) < 6,'1[(“2) d apres (10) et

(7), et si o€ By, alors , =¢

o eI, est localement finie dans U, il n’y a qu'un nombre fini d’indices o €T,
tels que W' Nt(N4 x I)# &, donc les ensembles 7,,(n) N N¢ sont compacts,
et sont vides pour n assez grand. La fonction f est déja définie sur 1\7,‘{10
(P x {m,m+ 1}), et nous construirons sa restriction aux ensembles N¢ N (7}, (n) U
(P x {m,m+ 1}) par récurrence descendante sur n, la récurrence démarant tri-
vialement pour n assez grand.

Supposons f définie sur N¢ N T,,(n+ 1). L’ensemble N¢(n) = N‘? NT,n)N
(Tou(n+ 1)U (P x {m,m+ 1})) est un sous-ensemble compact de U x [0,¢), 5]
X Jp. Soit (x,t,5) € N4 (n). 1l existe « € T, tel que n(x) = n et que (x t s) e W
Si s =m (resp. m+ 1), alors o € 4,, (resp. A1) et d(f(x,1,5),x) <¢, , d’apres
by); si (x,1,5) € Tu(n+ 1), alors, pour un certain n’ > n, d(f(x,t,s),x) < e,’,g_gl

<¢,, dapres (4). La condition (5) nous fournit une fonction continue

hZ: Uk x (0,0 5] X Jy — X prolongeant /| N (n) et telle que d(h2(x,1,s),x) <
min(ey, |, &} ). Nous prolongeons f & N4 NT,(n) en posant f(y)=h2(y) pour
yeTy ( n) NN,

Quatrieme étape. Pour m > 1, nous construisons la restriction de f a
WN(PxJy,) de fagon qu'elle vérifie la condition suivante :

by) si (x,t,5) € WM

o

ael,, et n(a) =n, alors d(f(x,1,5),x) < é&"

m, 1

Comme dans la deuxieme étape, il suffit de construire la restriction de f aux
ensembles M4 = WNt((MI\MI") x I). Ici encore, il n’y a qu'un nombre fini
d’indices o € T, tels que W Nt(MY x I) # &, donc les ensembles M4 N T,,,(n)
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sont compacts et sont vides quand » est assez grand. Nous construisons encore la
restriction de f aux ensembles M¢ N T,,(n) par récurrence descendante sur 7.
Soit n tel que la restriction de f & M4 N T, (n + 1) soit définie. La fonction f

m
est donc déja définie sur le sous-ensemble compact

M4 (n) = T, (n) N(NLUNSTU(MEN(Tu(n+ 1)U (P x {mm+ 1}))))

m

de T,,(n)N M. Soit (x,t,s) un point de MY (n). 1l existe a € T, tel que n(a) =n
et (x,2,8) € W) Si (x,t,5) ENZ1UNZ1_1, alors d(f(x,1,s),x) < &y d’apres bs).
Si (x,t,5) € P x {m,m+ 1}, alors d(f(x,1,5),x) <e, , <é&, d’aprés by) et (4).

Enfin, si (x,t,s) € Tm(n + 1), alors, pour un certain n’ > n, d(f(x,1,s),x) < 8,':1:_11

< ¢/ | par récurrence et (1). Puisque 7,,(n) est contenu dans U , x [0,¢&! ,] X Jp,

il est aussi contenu dans U, | x [0,¢) 1] x J,, d’aprés (3) et (4). La condition (2)

nous fournit une fonction continue %, : U, x [0,¢" ] x J,, — X prolongeant

1 %m, 1

| M4(n) et telle que d(h!(x,1,5),x) < &' L. Nous prolongeons f a M N T, (n)

m,1*

en posant f(y) =h!(y) pour ye T, (n)N MJ

m*

Les conditions by) et (1) entrainent a). ]
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