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Introduction

Nous traiterons dans cet article le syst\‘eme diff\’erentiel lin\’eaire

(0.1) $(x-\Lambda)\cdot dy/dx=Ay$ ,

o\‘u

$\Lambda=dIag[\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}]$ ,

$y=\left\{\begin{array}{l}y_{1}\\\vdots\\ y_{n}\end{array}\right\}$ , $A=\left\{\begin{array}{lll}a_{11} & \cdots & a_{1n}\\\cdots & \cdots & \cdots\\ a_{n1} & \cdots & a_{nn}\end{array}\right\}$ ,

les $\lambda_{k}$ et les $a_{jk}(j, k=1, \cdots, n)$ \’etant des constantes. C’est ce que K.
Okubo a appel\’e \’equation $du$ type hypergeom\’etrique. Les $\lambda_{k}$ sont des
points singuliers r\’eguliers de l’\’equation (0.1). Nous les supposons distincts
les uns des autres. Nous supposons de plus que les el\’ements diagonaux
$a_{kk}$ de $A$ sont diff\’erents des entiers.

K. Okubo a trait\’e en m\^eme temps l’\’equation

(0.1) $(x-\Lambda)\cdot dz/dx=(A+\rho)z$ ,

qui est la transform\’ee d’Euler de l’\’equation (0.1).

D\’esignons par $e_{k}$ le $k^{1\grave{e}me}$ vecteur unit\’e (i.e. le vecteur dont les $com$.
posants sont nuls sauf le $k^{1\grave{e}me}$ qui est \’egal \‘a 1). L’\’equation (0.1), admet
une solution $y=\varphi_{k}(x, \rho)$ , qui se d\’eveloppe en une s\’erie de puissances avec
le premier coefficient $c_{k0}(\rho)=e_{k}$ :
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(0.2) $\varphi_{k}(x, \rho)=(x-\lambda_{k})^{a_{kk}}\sum_{\nu=0}^{\infty}(x-x_{k})^{\nu}c_{k\nu}(\rho)$ .
Cette s\’erie est convergente \‘a l’int\’erieur d’un cercle ne contenant aucuI
des points singuliers $\lambda_{j}(\neq\lambda_{k})$ . Nous l’appellerons solution principale en
$\lambda_{k}$ .

D\’esignons par $\Phi(x, \rho)$ la matrice form\’ee des $n$ solutions principales;
(0.3) $\Phi(x, \rho)=[\varphi_{1}(x, \rho), \cdots, \varphi_{n}(x, \rho)]$ .
Les solutions $\varphi_{k}(x, 0)$ et la matrice $\Phi(x, 0)$ seront d\’esign\’ees par $\varphi_{k}(x)$ el
$\Phi(x)$ , et les valeurs propres de la matrice $A$ par $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{n}$ .

K. Okubo $[1, 2]$ a \’etabli la formule

(0.4) det $\Phi(x)=\prod_{k=1}^{n}(x-\lambda_{k})^{a_{kk}}\frac{\Gamma(a_{kk}+1)}{\Gamma(\alpha_{k}+1)}$

sous l’hypoth\‘ese qu’il appelle ”pentagonal condition”. Celle-ci est \’equi.
valente \‘a dire que les cercles de convergence des $n$ s\’eries $(0.2)_{\rho}$ ont une
partie commune non vide. Cette condition exige que le nombre des
points singuliers ne surpasse pas 5.

Sa d\’emonstration de la formule (0.4) s’appuie sur ce que la s\’erie
(0.2) repr\’esente asymptotiquement la solution $\varphi_{k}(x, \rho)$ \‘a l’int\’erIeur du
cercle de convergence lorsque ${\rm Re}\rho\rightarrow+\infty$ . Nous montrerons dans la suite
que le d\’eveloppement asymptotique est valable dans une partie compacte
quelconque de l’ensemble

(0.5)
$D_{k}=\{x;|\arg\frac{x-\lambda_{\dot{f}}}{\lambda_{k}-\lambda_{j}}|<\frac{\pi}{2}$ $(j\neq k)\}$

Celui-ci est plus large que le cercle de convergence de la s\’erie $(1.2)_{\rho}$ .
Si les $n$ points $\lambda_{k}$ se trouvent sur une circonf\’erence d’un cercle, il contient
le centre du cercle, de sorte que

(0.6) $D=\cap\{D_{k};k=1, \cdots, n\}$

n’est pas vide. Alors le raisonnement d’Okubo permet d’\’etablir la formule
(0.4). Cette conclusion subsiste aussi dans le cas o\‘u les $n$ points $\lambda_{k}$ se
trouvent sur une droite. D’apr\‘es l’analyticit\’e des solutions principales
par rapport \‘a $x$ et aux $\lambda_{k}$ , la formule (0.4) reste valable sans aucune
condition restrictive.

\S 1. Les coefficients des d\’eveloppements des solutions principales.

Pour \’eviter la complication des notations, nous traiterons exclusive-
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ment la solution $\varphi_{1}(x, \rho)$ et supprimerons l’indice 1, de sorte que nous
\’ecrirons $a,$ $c_{\nu}(\rho)$ au lieu de $a_{11},$ $c_{1\nu}(\rho)$ .

En portant la s\’erie

(1.1) $z=(x-x_{1})^{a+\rho}\sum_{\nu=0}^{\infty}(x-x_{1})^{\nu}c_{\nu}(\rho)$

dans l’\’equation $(0.1)_{\rho}$ , on obtient

(1.2) $(a+\rho+\nu+1)(x_{1}-\Lambda)c_{\nu+1}(\rho)=(A-a-\nu)c_{\nu}(\rho)$ .
Suivant la technique d’Okubo, nous posons

(1.3) $c_{\nu}(\rho)=d_{\nu}/(a+\rho+1)_{\nu}$ ,

o\‘u la notation $(w)_{\nu}$ signifie

$(w)_{\nu}=w(w+1)\cdots(w+\nu-1)$ .
Nous aurons alors pour d\’eterminer les $d_{\nu}$ la formule de r\’ecurrence ind\’e-
pendante de $\rho$ :

(1.4) $(\lambda_{1}-\Lambda)d_{\nu}=(A-a-\nu+1)d_{\nu-1}$ .
Si l’on pose $d_{-1}=0,$ $d_{0}=e_{1}$ , cette relation est v\’erifi\’ee pour $\nu=0$ . Nous
d\’esignons par $d_{j\nu}$ le $j^{1\grave{e}me}$ composant du vecteur $d_{\nu}$ . Si $d_{\nu-1}$ est connu, la

relation (1.4) d\’etermine les valeurs $d_{j\nu}(j=2, \cdots, n)$ . Puis la relation (1.4),

o\‘u $\nu$ est remplac\’ee par $\nu+1$ , donne la valeur $d_{1\nu}$ \‘a l’aide des valeurs
d\’ej\‘a calcul\’ees $d_{j\nu}(j=2, \cdots, n)$ .

Par cons\’equent, les quantit\’es $d_{\nu}$ se d\’eterminent de proche en proche
d’une mani\‘ere unique et sont ind\’ependantes de $\rho$ . D’apr\‘es la th\’eorie
classique, la s\’erie formelle ainsi calcul\’ee (1.1) converge \‘a l’int\’erieur d’un
cercle de centre $\lambda_{1}$ ne contenant aucun des points $\lambda_{j}(j=2, \cdots, n)$ et
repr\’esente la solution principale $\varphi_{1}(x, \rho)$ de l’\’equation (0.1).

\S 2. Transformation pr\’eliminaire.

Posons

(2.1) $P_{N}(x, \rho)=(x-\lambda_{1})^{a+\rho}\sum_{\nu=0}^{N}(x-\lambda_{1})^{\nu}c_{\nu}(\rho)$

et puis

(2.2) $z=u+P_{N}(x, \rho)$ .
L’\’equation en $u$ s’\’ecrit
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(2.3) $(x-A)u^{\prime}=(A+\rho)u+f_{\pi}(x, \rho)$ .
On a

$f_{N}(x, \rho)=(A+\rho)P_{N}(x, \rho)-(x-\Lambda)P_{N}^{\prime}(x, \rho)$ ,
$P_{N}^{\prime}(x, \rho)$ d\’esignant la d\’eriv\’ee de $P_{N}(x, \rho)$ par rapport \‘a $x$. Puisqu’on a
les relations (1.2), on voit sans peine que l’on a

(2.4)
$f_{N}(x, \rho)=\frac{(x-\lambda_{1})^{a+\rho+N}}{(a+\rho+1)_{N}}(x_{1}-\Lambda)d_{N+1}$ .

D\’esignons par $||u||$ la norme maximum du vecteur $u$ et par $||A||$ la
norme de la matrice $A$ :

(2.5) $\Vert A\Vert=\max${ $\Vert$ Au11; $\Vert u\Vert\leqq 1$ }.

\S 3. Application $d$ un $th6or6med$ existence de points fixes.
L’ensemble $D_{k}$ d\’efini par (0.5) est un domaine convexe. Soit $\xi$ un

point quelconque de $D_{1}$ et puis prenons un point quelconque $x$ sur le
segment de droite $\overline{\lambda_{1},\xi}$ joignant $\lambda_{1}$ et $\xi$ . Le point

(3.1) $t=\lambda_{1}+s(x-\lambda_{1})$

d\’ecrit le segment de droite $\overline{\lambda_{1},x}$ lorsque la variable r\’eelle $s$ varie de $0$

\‘a 1. On voit imm\’ediatement que

(3.2)
$|\frac{t-\lambda_{1}}{t-\lambda_{i}}|=_{\frac{\sin\theta}{\sin\omega}}$

est une fonction croissante de $se[0,1]$ . Car l’angle $\theta=\arg(t-\lambda_{i})/(\lambda_{1}-\lambda_{j})$

est une fonction croissante de $s$ , tandis que l’angle $\omega=\arg(\lambda_{j}-\lambda_{1})/(t-\lambda_{\dot{f}})$

reste constant.

Soit $\mathcal{G}$ la famille des fonctions \‘a valeurs vectorielles $g(x, \rho)$ satisfaisant
aux conditions suivantes:
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(i) $g(x, \rho)$ est une fonction continue de $(x, \rho)$ pour
(3.3) $xe\overline{\lambda_{1},\xi}$ , $\rho^{\prime}>\max\{-1, -a’\}$ , $|{\rm Im}\rho|<\beta$ ,

et holomorphe par rapport \‘a $\rho$ , o\‘u $a^{\prime}={\rm Re} a,$ $\rho’={\rm Re}\rho$ et $\beta$ est un nombre
positif quelconque;

(ii) On a
(3.4) $\Vert g(x, \rho)\Vert\leqq M(\rho)|(x-\lambda_{1})^{a+\rho+N}|$

pour (3.3), $M(\rho)$ d\’esignant une certaine fonction continue de $\rho$ pour

(3.5) $\rho^{\prime}>\max\{-1, -a^{\prime}\}$ , $|{\rm Im}\rho|<\beta$ .
Posons

(3.6) $\tilde{g}(x, \rho)=(x-\Lambda)^{\rho}\int_{0}^{\alpha}(t-\Lambda)^{-\rho-1}\{Ag(t, \rho)+f_{N}(t, \rho)\}dt$ .
Nous appliquons un th\’eor\‘eme d’existence de points fixes \‘a la trans-
formation $T$ qui applique $g\in \mathcal{G}$ \‘a la fonction $\tilde{g}$ d\’efinie tout \‘a l’heure.

La fonction $\tilde{g}(x, \rho)$ est continue par rapport \‘a $(x, \rho)$ et holomorphe
par rapport \‘a $\rho$ . La continuit\’e de la transformation $T$ et l’\’egale continuit\’e
de l’image $\tilde{\mathcal{G}}=T\mathcal{G}$ de $\mathcal{G}$ par $T$ sont \’evidentes. Il nous reste \‘a \’evaluer
$\Vert\tilde{g}(x, \rho)||$ .

En remarquant que l’expression (3.2) est une fonction croissante de
$s\in[0,1]$ , on a

(3.7) $|(\frac{t-\lambda_{1}}{t-\lambda_{j}})^{\rho+1}|\leqq e^{\pi\beta}|(\frac{x-x_{1}}{x-x_{j}})^{\rho+1}|$

On a de plus

(3.8) $|(t-\lambda_{1})^{a}|=s^{a^{\prime}}|(x-\lambda_{1})^{a}|$ .
Le $j^{1\grave{e}me}$ composant du vecteur

$(t-\Lambda)^{-\rho-1}\{Ag(t, \rho)+f_{N}(t, \rho)\}$

ne surpasse pas en module

$e^{\pi\beta}|(\frac{x-\lambda_{1}}{x-\lambda_{j}})^{\rho+1}||(x-\lambda_{1})^{a+N-1}|s^{a^{\prime}+N-1}\dagger\Vert A\Vert M(\rho)+\frac{\Vert(\lambda_{1}-\lambda_{j})d_{N+1}||}{|(a+\rho+1)_{N}|}\}$ ,

en tenant compte de (3.7), (3.8). Par suite le $j^{1\grave{e}me}$ composant du vecteur
$\tilde{g}(x, \rho)$ ne surpasse pas en module

(3.9) $e^{\pi\beta}|\frac{x-\lambda_{1}}{x-\lambda_{\dot{f}}}|\frac{|(x-\lambda_{1})^{a+\rho+N}|}{a^{\prime}+N}\{\Vert A\Vert M(\rho)+\frac{\Vert(\lambda_{1}-\lambda_{j})d_{N+1}\Vert}{|(a+\rho+1)_{N}|}\}$
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Donc, pour que $\tilde{g}$ appartienne \‘a $\mathcal{G}$, il suffit que cette valeur soit au
plus \’egale au second membre de (3.4) pour $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ .

Soit $E_{1}$ une partie compacte de $D_{1}$ . On peut prendre $N$ assez grand
de mani\‘ere que $e^{-n\beta}(a^{\prime}+N)/||A||$ soit plus grand que

(3.10) $H_{1}=\max\{|\frac{\xi-\lambda_{1}}{\xi-\lambda_{j}}|;\xi eE_{1},$ $j=2,$ $\cdots,$ $n\}$

Puis on d\’efinit $M(\rho)$ par l’\’egalit\’e

(3.11) $(1-e^{\pi\beta}\frac{H_{1}||A\Vert}{a’+N})M(\rho)=e^{\pi\beta}\frac{H_{1}\Vert\lambda_{1}-\Lambda||\Vert d_{N+1}\Vert}{(a^{\prime}+N)|(a+\rho+1)_{N}|}$ .

Il est facile de voir que l’\’equation (2.3) n’admet qu’une solution
telle que

$u=O((x-\lambda_{1})^{a+\rho+N})$ $(x\rightarrow\lambda_{1})$ .
On a donc

(3.12) $\Vert\varphi_{1}(x, \rho)-P_{N}(x, \rho)\Vert\leqq M(\rho)|(x-\lambda_{1})^{a+\rho+N}|$

pour

(3.13) $x\in E_{1}$ , ${\rm Re}\rho>\max\{-1, -a^{\prime}\}$ , $|{\rm Im}\rho|<\beta$ ,

et $\varphi_{1}(x, p)$ est holomorphe par rapport \‘a $\rho$ .

\S 4. Conclusions.

Le raisonnement pr\’ec\’edent s’applique naturellement aux autres
solutions $\varphi_{k}(x, \rho)(k>1)$ . Nous pouvons donc \’enoncer le

TH\’EOR\‘EME 1. Soit $P_{kN}(x, \rho)$ la somme des $N+1$ premiers termes $du$

d\’eveloppement $(0.2)_{\rho}$ . Si $E_{k}$ est une partie compacte $du$ domaine $D_{k}$ , on a

(4.1) $\Vert\varphi_{k}(x, \rho)-P_{kN}(x, \rho)||\leqq M_{k}(\rho)|(x-\lambda_{k})^{0}kk+\rho+N|$

pour

(4.2) $xeE_{k}$ , ${\rm Re}\rho>\max\{-1_{f}a_{kk}^{\prime}\}$ , $|{\rm Im}\rho|<\beta_{k}$ ,

$0\theta a_{kk}^{\prime}={\rm Re} a_{kk}$ et $\beta_{k}$ est un nombre positif quelconque. Quant \‘a $M_{k}(\rho)$

on a

(4.3) $M_{k}(\rho)=O(\rho^{-N})$
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pour $|{\rm Im}\rho|<\beta,$ ${\rm Re} p\rightarrow+\infty$ uniform\’ement par rapport \‘a $xeE_{k}$ .
On peut supposer $\beta_{k}$ aussi grand que l’on veut. $E_{k}$ \’etant une partie

compacte quelconque de $D_{k}$ , on peut \’enoncer le

TH\’EOREME 2. La solution $\varphi_{k}(x, \rho)$ est une fonction holomorphe de $x$

pour

(4.4) $x\in D_{k}$ , ${\rm Re}\rho>\max\{-1, -a_{kk}^{\prime}\}$ .
On v\’erifie sans peine la relation

(4.5) $\Phi^{\prime}(x, \rho)=\Phi(x, \rho-1)(\mathscr{A}+\rho)$

avec
$\mathscr{A}=diag[a_{11}, \cdots, a_{nn}]$ .

On a par suite

(4.6) $\Phi(x, \rho-1)=(x-\Lambda)^{-1}(A+\rho)\Phi(x, \rho)(\ovalbox{\tt\small REJECT}+\rho)^{-1}$

Donnons \‘a $x$ une valeur quelconque mais fixe dans D. $\Phi(x, \rho)$ est
alors holomorphe dans le domaine

(4.7) ${\rm Re}\rho>\max\{-1, -a_{11}^{\prime}, \cdots, a_{nn}^{\prime}\}$ .
Le second membre de l’\’egalit\’e (4.6) est aussi holomorphe dans le m\^eme

domaine. L’\’egalit\’e montre ensuite que $\Phi(x, \rho)$ est une fonction m\’ero-
morphe de $p$ dans le domaine

${\rm Re}\rho+1>\max\{-1, -a_{11}^{\prime}, \cdots, -a_{nn}^{\prime}\}$ ,

n’admettant que des poles simples $-a_{kk}-1$ qui se trouvent dans ce
domaine.

D’une mani\‘ere g\’en\’erale, si $\Phi(x, \rho)$ est m\’eromorphe dans le domaine

${\rm Re}\rho+m>\max\{-1, -a_{11}^{\prime}, \cdots, a_{nn}\}$

et n’admet que des poles simples

$-a_{kk}-\nu$ $(k=1, \cdots, n;\nu=1, \cdots, m)$ ,

l’\’egalit\’e (4.6) montre ensuite que $\Phi(x, \rho)$ est m\’eromorphe dans le
domaine

${\rm Re}\rho+m+1>\max\{-1, -a_{11}^{\prime}, \cdots, -a_{nn}^{\prime}\}$
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et n’admet que de8 poles simples

$-a_{kk}-\nu$ $(k=1, \cdots, n;\nu=1, \cdots, m+1)$ .
Par cons\’equent, on a le

TH\’EORmE 8. Si la partie commune $D$ ddfinie par (0.5) et (0.6) n’est
pas vide, les solutions $\varphi_{k}(x, \rho)$ sont pour $xeD$ des fonctions m\’eromorphes
de $\rho$ n’admettant que des poles $simples-a_{kb}-m(k=1, \cdots,n;m=0,1,2, \cdots)$ .

\S 5. D\’eterminant du syst\‘eme des solutions principales.

Expliquons bri\‘evement comment on peut d\’eduire du th\’eor\‘eme 1 la
formule (0.4).

D\’esignons par $W(x, \rho)$ le d\’eterminant de la matrice $\Phi(x, \rho)$ :

(5.1) $W(x, \rho)=\det\Phi(x, \rho)$ .
L’\’egalit\’e (4.6) entraine

$W(x, \rho)=W(x, p-1)\prod_{k=1}^{n}\frac{(x-\lambda_{k})(a_{kk}+\rho)}{\alpha_{k}+p}$ .

$\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{n}$ \’etant les valeurs propres de la matrice $A$ . Si donc $m$ est un
entier positif,

$W(x, m)=W(x, 0)\prod_{k\sim 1}^{n}\frac{(x-\lambda_{k})^{n}(a_{kk}+1)_{n}}{(\alpha_{k}+1)}$

$=W(x, 0)\prod_{k=1}^{n}\{(x-\lambda_{k})^{n}\frac{\Gamma(\alpha_{k}+1)\Gamma(a_{kk}+m+1)}{\Gamma(a_{kk}+1)\Gamma(\alpha_{k}+m+1)}\}$ .
D’apr\‘es la formule de Stirling et la relation de Fuchs:

$\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n}=a_{11}+\cdots+a_{r\iota}$ ,

on voit sans peine que l’on a

$\prod_{k=1}^{n}\frac{\Gamma(a_{kk}+m+1)}{\Gamma(\alpha_{k}+m+1)}\rightarrow 1$ $(m\rightarrow\infty)$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1, si $D$ n’est pas vide, on a

$\varphi_{k}(x, m)(x-\lambda_{k})^{-a_{kk^{-n*}}}\leftrightarrow e_{k}$ $(m\rightarrow\infty)$

pour $x\in D$ . On a par suite

$W(x, m)=(1+o(1))\prod_{k=1}^{n}(x-\lambda_{k})^{a_{kk+\#}}$ $(m\rightarrow\infty)$ .
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Les relations obtenues ci-dessus entrainent donc la formule (0.4).

Soient $\overline{\lambda}_{1},$

$\cdots,$
$\overline{\lambda}_{n}$ des points situ\’es sur une circonf\’erence d’un cercle.

L’ensemble $D$ d\’efini par (0.6) contient $0$ \‘a son int\’erieur pour $\lambda_{1}=\overline{\lambda}_{1},$ $\cdots$ ,
$x_{n}=\overline{x}_{n}$ . Par suite, il n’est pas vide non plus pour $\lambda_{1},$ $\cdots,$ $N_{n}$ assez voisins
de $\lambda_{1},$ $\cdots,$

$\lambda_{n}$ respectivement. La formule (0.4) est donc valable pour ces
valeurs $\lambda_{k}$ et $xeD$ .

Or les solutions principales sont des fonctions holomorphes en $x,$ $\lambda_{1},$ $\cdots$ ,
$\lambda_{n}$ \‘a moins que quelques-unes de ces $n+1$ points ne coincident. Par suite,

la formule (0.4) reste vraie dans le domaine d’existence des solutions
principales. On arrive ainsi au

TH\’EOREME 4. La formule (0.4) est valable dans le domaine des var-
iables $x,$ $\lambda_{1},$ $\cdots,$

$\lambda_{n}$ pourvu que les valeurs $x,$ $\lambda_{1},$ $\cdots,$
$\lambda_{n}$ soient distinctes

les unes des autres.
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