Tokyo J. MATH.
Vor. 5, No. 2, 1982

Développements Asymptotiques des Solutions Principales
d’un Systeme Différentiel Linéaire
du Type Hypergéométrique

Masuo HUKUHARA

Collége de Tsuda
(Présentée par M. Mori)

Introduction

Nous traiterons dans cet article le systéme différentiel linéaire

(0.1) (x—A)-dy/dx=Ay ,

Y

ou

A=diag[xy -+, Ml »

Y "Gy O
y: E ’ =] e e e aace ’
yn a’nl' ¢ .ann
les ), et les a,(j, k=1, ---, n) étant des constantes. C’est ce que K.

Okubo a appelé équation du type hypergéométrique. Les \, sont des
points singuliers réguliers de 1’équation (0.1). Nous les supposons distincts
les uns des autres. Nous supposons de plus que les éléments diagonaux
a,, de A sont différents des entiers.

K. Okubo a traité en méme temps "équation

(0.1), (x—A)-dz/dx=(A+p0)z,

qui est la transformée d’Euler de l’équation (0.1).

Désignons par e, le k%™ vecteur unité (i.e. le vecteur dont les com-
posants sont nuls sauf le %&°=° qui est égal 3 1). L’équation (0.1), admet
une solution y=q,(z, p), qui se développe en une série de puissances avec
le premier coefficient c¢,(0)=-e;:
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(0.2), Pult, 0)=(@—N) 33 (3 —Ne) 0 (0) -

Cette série est convergente a I'intérieur d’un cercle ne contenant aucun
des points singuliers \;(),). Nous I'appellerons solution principale en
N

Désignons par &(z, p) la matrice formée des n solutions principales;

(03) Q(xy p)=[¢1(x’ p)) %y q)n(x) JO)] .

Les solutions ¢,(x, 0) et la matrice O(z, 0) seront désignées par @,(x) et
O(x), et les valeurs propres de la matrice A par a, -, A,.
K. Okubo [1, 2] a établi la formule

=TT (. — N, )k (@ +1)
0.4) det(D(x)—kl:I_l(x M) kl"(ak,,+1)

sous I’hypothése qu’il appelle “pentagonal condition”. Celle-ci est équi-
valente a dire que les cercles de convergence des n séries (0.2), ont une
partie commune non vide. Cette condition exige que le nombre des
points singuliers ne surpasse pas 5.

Sa démonstration de la formule (0.4) s’appuie sur ce que la série
(0.2), représente asymptotiquement la solution @ (x, o) & l'intérieur du
cercle de convergence lorsque Re p— + . Nous montrerons dans la suite
que le développement asymptotique est valable dans une partie compacte
quelconque de 1’ensemble

N . T—N;j
(0.5) D,,—{a:,]arg)v-———k_xj

T o
Z G=h}.
<3 (7#k)
Celui-ci est plus large que le cercle de convergence de la série (1.2),.

Si les » points A, se trouvent sur une circonférence d’un cercle, il contient
le centre du cercle, de sorte que

0.6) D=n{Dy; k=1, ---, n)

n’est pas vide. Alors le raisonnement d’Okubo permet d’établir la formule
(0.4). Cette conclusion subsiste aussi dans le cas ol les n points A, se
trouvent sur une droite. D’aprés ’analyticité des solutions principales
par rapport 4 x et aux \,, la formule (0.4) reste valable sans aucune
condition restrictive.

§1. Les coeflicients des développements des solutions principales.

Pour éviter la complication des notations, nous traiterons exclusive-
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ment la solution @,(x, o) et supprimerons ’indice 1, de sorte que nous
écrirons a, c,(0) au lieu de ay, ¢.(0).
En portant la série

(LD C a=Ewr S @)

dans I’équation (0.1),, on obtient
1.2) (@+p+v+ 1)\ —A)e,(0)=(A—a—)e(0) .
Suivant la technique d’Okubo, nous posons
(1.3) c(0)=d,/(@+p+1).,
ou la notation (w), signifie
(w),=w(w+1)--(w+r—1).

Nous aurons alors pour déterminer les d, la formule de récurrence indé-
pendante de p:

1.4) nm—A)d,=(A—a—y+1)d,_, .

Si 'on pose d_,=0, d;=e,, cette relation est vérifiée pour v=0. Nous
désignons par d,, le j™° composant du vecteur d,. Si d,_, est connu, la
relation (1.4) détermine les valeurs d,,(j=2, - -+, #). Puis la relation (1.4),
oll v est remplacée par v+1, donne la valeur d, a l'aide des valeurs
déja calculées d,;(j=2, -+, n).

Par conséquent, les quantités d, se déterminent de proche en proche
d’une maniére unique et sont indépendantes de p. D’aprés la théorie
classique, la série formelle ainsi calculée (1.1) converge a P’intérieur d’un
cercle de centre ), ne contenant aucun des points \; (j=2, ..., m) et
représente la solution principale @,(x, o) de ’équation (0.1).

§2. Transformation préliminaire.

Posons
N
(2.1) Py(z, 0)=(x—N,)*"* % (x—Ny) e, (0)
et puis
(2.2) z2=u-+ Pylz, 0) .

L’équation en u s’écrit
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(2.3) (x—Du'=(A+p)u+fx(z, p) .
On a
Su(®, 0)=(A+ P)Py(x, p)—(x—A) Py (z, ) ,
Py(x, o) désignant la dérivée de Py(x, o) par rapport i . Puisqu’on a

les relations (1.2), on voit sans peine que 1’on a

(x__x )a+p+N
24 ¥&, 0)="—"2e—(\, — N+1 e
(2.4) Su(, 0) @toiD, M —A)d

Désignons par ||u|| la norme maximum du vecteur % et par ||A] la
norme de la matrice A:

(2.5) |A|l=max{]|Aul); [ul|<1} .

§3. Application d’un théoréme d’existence de points fixes.

L’ensemble D, défini par (0.5) est un domaine convexe. Soit £ un
point quelconque de D, et puis prenons un point quelconque 2 sur le
segment de droite \,, & joignant ), et £&. Le point

(8.1) t=N+38(x—X,)

décrit le segment de droite A, « lorsque la variable réelle s varie de 0
a 1. On voit immédiatement que

t—N; sin @

est une fonction croissante de s [0, 1]. Car I’angle §=arg E—=N)/ (0 —N;)
est une fonction croissante de s, tandis que I’angle @=arg(n;—\,)/(t—x;)
reste constant.

Soit & la famille des fonctions & valeurs vectorielles g(z, o) satisfaisant
aux conditions suivantes:
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(i) g(x, p) est une fonction continue de (x, p) pour
(3.3) ZXEN, &, p'>max{-1, —a'}, |Imp|<g,

et holomorphe par rapport & p, oi a’=Rea, p’=Rep et 8 est un nombre
positif quelconque;

(ii) On a
(3.4) l9(z, 0)|| < M(p)|(x—r)*+*7]
pour (3.3), M(p) désignant une certaine fonction continue de p pour
(3.5) o' >max{—1, —a'}, |[Imp|<B.
Posons
(3.6) 9@, 0=~y | ¢~ 1){Ag(t, 0)+£r(t, Pt .

Nous appliquons un théoréme d’existence de points fixes 4 la trans-
formation T qui applique ge & a la fonction § définie tout a I’heure.

La fonction §(x, p) est continue par rapport a (x, o) et holomorphe
par rapport 3 p. La continuité de la transformation T et I’égale continuité
de I'image £=T% de & par T sont évidentes. Il nous reste i évaluer
19 (=, o)l

En remarquant que ’expression (8.2) est une fonction croissante de
8c€[0,1], on a

t_hl p+1 28 w_xl o+1
®.7) ’(t—y\,j) =e (m—),,-)
On a de plus
(3.8) [(E—n)% =8 |(x—Ny)% «

Le j®=e composant du vecteur

E—A)~""H{Ag(@, ©)+1x(, 0)}

ne surpasse pas en module

e?

(222 mrarr s i Kol

en tenant compte de (8.7), (8.8). Par suite le j°"° composant du vecteur
g(x, o) ne surpasse pas en module

@) [0 =)
Al + [ Radaly

x—)&l
x“')\:,‘

3.9) e’
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Done, pour que § appartienne a &, il suffit que cette valeur soit au
plus égale au second membre de (8.4) pour j=1, 2, ---, n.

Soit E, une partie compacte de D,. On peut prendre N assez grand
de maniére que ¢ **(a’+ N)/||A|| soit plus grand que

(3.10) H1=max«u 3 ‘;tl

J

;ée B, =2, ,n} .

Puis on définit M(o) par I’égalité

+H, || 4| — ap_HilIN—A]] || da il
3.11 1 — e Hill A 210y = o2 .
@.11) (1-e a'+N>' )= N)lta+p+ 1))

I1 est facile de voir que 1’équation (2.8) n’admet qu’une solution
telle que

u=0((x—N)*"**Y) (x—Ny) .

On a done

(3.12) @i, 0)— Py(z, 0)I| < M(0)I(2—N) e+
pour

(3.13) € E,, Rep>max{—1, —a'}, |[Imp|<g,

et @,(x, p) est holomorphe par rapport a p.

§4. Conclusions.

Le raisonnement précédent s’applique naturellement aux autres
solutions @,(x, o) (k>1). Nous pouvons donc énoncer le

THEOREME 1. Soit P,y(x, 0) la somme des N+1 premiers termes du
développement (0.2),. St E, est une partie compacte du domaine D,, on a

(4.1) l|¢,,(a:, p)—PkN(x; ‘O)” éMk(P)l(w—N,,)""‘+P+N|
pour
(4.2) xe€FE,, Rep>max{-1, aw} » |Im 01 < B

ol a,=Rea,, et B, est un mombre positif quelconque. Quant a M,(0)
on a

(4.3) M.(0)=0(0™)
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pour |Im p|<B, Re p— + o uniformément par rapport @ x€ K.

On peut supposer 3, aussi grand que 1’on veut. FE, étant une partie
compacte quelconque de D,, on peut énoncer le

THEOREME 2. La solution @.(x, p) est une fonction holomorphe de x
pour

(4.4) ‘xeD,, Rep>max{—1, —a}}.
On vérifie sans peine la relation

(4.5) o'(2, 0)=0(z, o—1)( +0)

avec

-Q/:diag[au; Tty a'rm] .
On a par suite
(4.6) P(z, o—1)=(z— D" (A+0)P(x, ON(¥ +0)7" .

Donnons i x une valeur quelconque mais fixe dans D. ®&(x, p) est
alors holomorphe dans le domaine

(4.7) Re p>max{—1, —ay, ***, G} -

Le second membre de 1’égalité (4.6) est aussi holomorphe dans le méme
domaine. L’égalité montre ensuite que @(x, o) est une fonction méro-
morphe de p dans le domaine

" Rep+1>max{—1, —aj, - -+, —an},

n’admettant que des poles simples —a,,—1 qui se trouvent dans ce
domaine. :

D’une maniére générale, si ®(x, p) est méromorphe dans le domaine
Re p+m>max{—1, —ay, -+, Gn.}
et n’admet que des poles simples
—ay—y k=1, -, n;v=1, ..., m),

1’égalité (4.6) montre ensuite que @(x, p) est méromorphe dans le
domaine

Re p+m+1>max{—1, —aj, -+, — @}
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et n’admet que des poles simples
“akk—‘” (k=1' Ct 0y n; ”-:1, c m+1)-
Par conséquent, on a le

THEOREME 3. Si la partie commune D définie par (0.5) et (0.8) n’est
pasg vide, les solutions @ (x, p) sont pour x € D des fonctions méromorphes
de p n’admettant que des poles simples —a,,—m(k=1,---,m;m=0,1,2, ---).

§5. Déterminant du systéme des solutions principales.

Expliquons briévement comment on peut déduire du théoréme 1 la
formule (0.4).
Désignons par W(x, p) le déterminant de la matrice &(x, p):

(5.1) W(z, p)=det d(z, o) .
L’égalité (4.6) entraine

Wz, p)= W(x, p—1) H (x— x'lc)(‘:"kk'l’P)
a,+p

a, -+, a, étant les valeurs propres de la matrice A. Si donec m est un
entier positif,

— @—=2)™ (@ + 1)
Wz, m)= W(x, 0)1'[ 1)

(o +1) (@ +m+1)
= W(z, O)H {(“’ M) T'(a kk+1)l‘(ak+m+1)}

D’aprés la formule de Stirling et la relation de Fuchs:
a+---t+a,=a, 4+ +a,,,
on voit sans peine que l’'on a

5 F(akk+m+1)
=1, +m+1)

—1 (m—>o0).

D’aprés le théoréme 1, si D n’est pas vide, on a
Pu(, M)(X—Np) T —— e, (M — )
pour x€ D. On a par suite

Wz, m)=(1+0o(1) [T (5—M)+"  (m— o).
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Les relations obtenues ci-dessus entrainent donc la formule (0.4).

Soient X,, - --, ., des points situés sur une circonférence d’un cercle.
L’ensemble D défini par (0.6) contient 0 4 son intérieur pour An,=Xx,, ---,
A,=X,. Par suite, il n’est pas vide non plus pour ), - -+, A, assez voisins
de A, - -, N, respectivement. La formule (0.4) est donc valable pour ces
valeurs A, et x€ D.

Or les solutions principales sont des fonctions holomorphes en z, Ay, - -+,
N, & moins que quelques-unes de ces n+1 points ne coincident. Par suite,
la formule (0.4) reste vraie dans le domaine d’existence des solutions
principales. On arrive ainsi au

THEORRME 4. La formule (0.4) est valable dans le domaine des var-
iables T, Ay, **+, N, DOUTVU que les valeurs x, N, -+, N, 8o0ient distinctes
les unes des autres.
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