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Introduction

Dans cette article, comme dans la précédente [11], nous envisageons
I’analyse cohomologique des valeurs au bord des formes holomorphes ou,
plus généralement, d’un faisceau cohérent sur la frontiére d’un ouvert
fortement pseudoconvexe. Nous avons fait dans [11] une recherche sur
la cohomologie de De Rham & la frontiére, nous développerons ici une
contrepartie du théoréme de dualité de Serre, et puis, du théoréme de
dualité de Poincaré-Lefschetz, a la frontiére.

Il est longtemps que M. Serre a présenté son théoréme de dualité;
sur une variété compacte ou de Stein il existe une dualité entre la
cohomologie d’un faisceau cohérent H'(M, F') et ’Ext a support compact
Ext*~M; F, 2"), ainsi que la cohomologie a support compact H!(M, F')
est en dualité avee I’Ext groupe Ext*Y(M; F', 2%), ou n est la dimension
de la variété M et 27 est le faisceau des p-formes holomorphes sur M.
On obtient les mémes théorémes sur un domaine fortement pseudoconvexe
D dans une variété, parceque la on a le théoréme de finitude ou des
séparations, [1, 2, 14, 15, 17]. On a les homomorphismes canoniques;
H{D, F)— HYD, F) et Extr~%D; F, Q") —Ext"4(D; F, 2*). Alors, il est
naturel de demander comment la dualité entre les cylindres de ces
homomorphismes. On peut imaginer que chacun des cylindres des appli-
cations ci-dessus serait une quantité cohomologique ne dépendant que la
frontiére B de D. Or il existe des suites spectraux;

Ep=HYD, 9*)— H'(D, C) ,
J=H}D, 2?)— H, (D, C) .

Le cylindre de I’application ,E??— E?* va donner comme l’aboutissement
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le cylindre de ’application H,(D,C)— H'(D,C), que l’on trouve égal a
H'(B, C). On est donc suggéré que le cylindre de I’application H!(D, 27) —
HY(D, 27) est la cohomologie du faisceau des p-formes “holomorphes sur
le bord B”, dont I’hypercohomologie se réduit & H'(B, C). D’aprés ’argu-
ment heuristique ci-dessus nous sommes convaincus de la nécessité
d’introduire le faisceau de valeurs au bord d’un faisceau cohérent. Sur
la frontiére fortement pseudoconvexe c’est la premiére cohomologie
locale au bord HLF que nous voulons introduire comme le faisceau de
valeurs au bord d’un faisceau cohérent. Quant 4 les cylindres des ap-
plications que ’on a voulu chercher, ce sont respectivement H*(B, HLF')
et Ext*"'(B; H:F', H.2"), voir le paragraphe 3.3.

On montrera les deux théorémes de dualités suivantes dans la section
3.

THEOREME 3.2.1. Soit F' un faisceau cohérent dans un voisinage de
B tel que codh F=3. Pour tout p<codh F—2, le groupe H?(B, HLF') est
munt d’une structure d’espace F'S, ainst le groupe Ext**~(B; HLF, HL.2")
d’une structure d’espace DFS. Le dual topologique de H*(B, HLF') est
isomorphe d Ext**~(B; HLF', Hp2").

THEOREME 3.2.2. Soit F' un faisceau cohéremt sur un wvoisinage de
B tel que k=codh F=dim F'=2. Pour tout r=1, il existe sur H (B, HLF)
une structure d’espace DFS et sur Ext*(B; H.F, H.2") une structure
d’espace FS telles que le dual de H"(B, Hy,F') est 1isomorphe d
Ext*"(B; HiF, H:2").

Comme un corollaire on a I’isomorphisme (HYB, H.Q%) =
H"~¢(B, HLQ2"?), pour tous p et g, ou I’accent signifie le dual topologique.

Il existe une suite spectrale de I’hypercohomologie du complexe
H3Q2°, dont le terme initial est HYB, H.2?). On a montré [11] d’autre
part le lemme de Poincaré au bord:

0—C—H; Q" — H3Q— - - — H30"——0 .

Il en résulte que H (B, H;2)=H (B, C). On va étudier aussi un complexe
de précofaisceaux qui est dual au celui ci-dessus et dont I’hyperhomologie
donne I’homologie de B:

H(Z,'w)=H(B,C), ol ‘w = (H2").

On verra alors que l’isomorphisme dual dit plus haut donne comme
I’aboutissement 1’isomorphisme dual;

HYB,C)=H/(B,C) pour tout 7.
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Nous envisageons dans la section 4 des diverses relations dualistes
entre I’homologie et la cohomologie de ’accouplement (D, B), par example,
le théoréme de dualité de Poincaré-Lefschetz; H,(D, C)=H™ 4D, B;C)
pour tout i, et H,(B, C)=H*™ "B, C) pour i=n—2 ou i=n+1. Ce qui
est intéressant c’est qu’on les montre usant les théorémes de dualités.
Je remercie vivement Monsieur I’examinateur qui a bien voulu sousligner

certaines erreurs, en particulier, dans la démonstration de la Proposition
2.1.73).

§1. Cohomologie et Ext* a support (Rappels).

1.1. Soit (X, ) un espace annelé. Soient F et G des .w-Modules.
On désigne par Ext. (U; F, @), pour toute partie U de X, le i-€me
foncteur dérivé du foncteur G—Hom (U; F,G). On a des homomor-
phismes canoniques

Exti(U; F, G)—Ext (V; F, G) , vcUuU,

et le systéme des Ext: (U; F, G) pour U ouvert, donne un préfaisceau
sur X, qu’on note ext: (F,G). Le faisceau associé est aussi le i-éme
foncteur dérivé du foncteur G— Hom, (F, G), on le note ext: (F, G).
Celui-ci est un .27-Module. |

Soit % un recouvrement ouvert de X. Alors il existe une suite
spectrale aboutissante au groupe gradué Ext, (X; F, @), et dont le terme
initial est ’

Epi=Cn(Z, exty, (F, @) ,

ol on a désigné C' (%, L), pour un préfaisceau L, le complexe des
cochaines alternés de % 4 valeur dans L.

On suppose dans la suite que X est un espace séparé et localement
compact. Soient F' et G deux .-Modules. On désigne par Ext’, (U; F, G),
pour un ouvert U, le i-éme foncteur dérivé du foncteur de groupe des
S7-homomorphismes & support compact dans U; Hom, (U; F, G). Les
Ext:, ,(U; F,G) pour U ouvert variable sont reliés par les fléches
d’agrandissement évidentes et définissent un précofaisceau sur X, que
I’on note exti, (F,G). Pour un recouvrement ouvert % de X et pour
un précofaisceau M, on désigne par C (%, M) le complexe des chaines
alternés de % a valeur dans M.

Il existe une suite spectrale aboutissante a Ext, (X; F, G), et dont
le terme initial est donné par

JLr=C_ (7, extsy, (F, G)) .
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Soit (X, o) un espace annelé, oi A est une Algébre commutative
avec unité, qui est localement compact et séparé. Soient F, G et H des
-Modules. On a le produit de composition des fonecteurs Ext., et
Ext, .;

Exts (U; F, G)QExtS (U; G, H) — Ext%4(U; F, H),

ce qui entraine 1’accouplement

extl (F, ¢)Qexty, (G, H)—ext?Y(F, H) .

Il existe alors un accouplement des suites spectraux EQRQ.E—,E qui
s’accorde avec le produit de composition des aboutissements

Ext (X F, G)QExt., . (X; G, H)— Ext;, .(X; F, H)
tel que I'accouplement entre les termes initiaux

Cr(z'; exty(F, G)QC_,(Z; ext? (G, H))
(Z; extite(F, H))

C—Pl-—?z

est le produit des chaines et cochaines, [17].
On pose, pour un .-Module F,

FH(F)=extl (] F),
c’est le préfaisceau
V— H(V, F).
De méme le précofaisceau
GE(F)=exty, (7, F)
est celui défini par
V— HXV, F).

Pour un complexe différentiel (C", §), on désigne par h*(C’) sa p-éme
cohomologie;

¥ 018N +1
hp(Co)=kel‘ 5.851’_1 C? ‘

1.2. Soient X un espace topologique et Z une partie localement
fermée. Soit j: Z— X V'inclusion naturelle. L’image directe par j d’un
faisceau G sur Z est notée j,G. L’image directe propre (ou prolonge-
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ment par zéro), notée j5,G, est définie par

I'(U, 5,G)=sous groupe de I'(UN Z, G) formé des sections & support
fermé dans U.

Si Z est ouvert on a une suite exacte bien conue;

0— j\(F| Z)— F—i,(F| X—2Z)—0,,

pour tout faisceau abélien F sur X, ou i: X—Z— X est l’inclusion.
Soient @ une famille de supports de X et Z une partie localement
fermée. ®@|Z désigne la famille de supports de Z formée des A€ ® qui
sont contenus dans Z, tandis que &#N Z désigne la famille de supports de
Z formée des parties ANZ avec Aec®. Ona P Z=0NZsi Z est fermée.
Si @ est paracompactifiante alors @|Z est aussi paracompactifiante.
Quel que soit une famille de supports @, on a

I'e2(Z, G)=T (X, 5,G)

pour tout faisceau abélien G sur Z, ou j: Z— X est l'inclusion. D’autre
part on peut vérifier aussitéot la formule

Fwnz(Z; G)=F¢(X, J*G) .
Soit F un faisceau abélien sur X. L’homomorphisme canonique
H},(Z, F)— H}(X, j(F|Z))

est un isomorphisme dans chacun des deux cas suivants:

1. Z est fermé,

2. @ est paracompactifiante et Z est ouvert. [7].

Pour une famille de supports @ de X, il existe une suite spectrale
aboutissante & H;,,(Z, F'|Z) dont le terme initial est

Epi=HiX, R (F|Z)) .
En particulier, si F'|Z est j,.-acyclique on a
H}\(Z, F|Z)=H(X, 7,.(F\Z)) .

On suppose maintenant que @ est paracompactifiante et Z ouvert ou
que Z est fermé. Alors la suite suivante est exacte;

— H} (X, F)— H}(X, F)
—Hf x 2(X—2Z, FIX"'Z)_“"’H&?(X» F)
[1, 6].
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Soit U un ouvert de X. On dénote désormais @=@(U) (resp.
¢=¢(U)) 'ensemble de toutes les parties fermées (resp. compactes) de U.

Il est montré dans [7] que, si @ est une famille paracompactifiante,
on a

H}(X, F)=lim H?,,(U, F) ,

la limite inductive étant prise suivant 1’ordonné filtrant des ouverts U

dont ’adhérence est dans 9.
1.3. Soit (X, %) un espace annelé localement compact et séparé.
Soient D un ouvert relativement compact dans X et B la frontiére de D.

i:B— X, j:D—X

dénotent des injections canoniques. L’espace annelé (D, .o |D) est noté
par abréviation (D, &). Ainsi que (B, ). On voit aussitot I’exactitude
de la suite pour tout .o~Module F"

1.3.1) 0—4i(F|D) — j(F|D)— (3 (F|D)|B)—0 .

Utilisant cette suite exacte on a montré dans [12] la proposition
suivante.

PROPOSITION 1.8.2. Soient F' un -Module de présentation finie et
G un ~-Module tel que G|D soit j,-acyclique; R'j, (G|D)=0 pour q=1.
On a alors la suite exacte suivante:

—> Extf o0 10(D; F, G)— Ext%.(D; F, G)—
Ext3(B; j«(F|D)|B, j(G|D)|B)— Ext%!%, x,(D; F, G)— .

PROPOSITION 1.3.3 (Corollaire 1.2.5 dans [12]). Soit G un -Module
tel que G|D soit j.-acyclique. On a alors

Ext% (B; 1.(|D), j(GID))=H?*(B, j,(G|D)) .

§2. Dualité locale des cohomologies locales au bord de faisceaux
cohérents.

2.1. Soit (X, &) un espace analytique réduit de dimension n>=2, ~
étant le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X. Soient D
un ouvert relativement compact dans X et B sa frontiére. Nous sup-
poserons que;

B est fortement pseudoconvexe, [2]. v

On désigne par i: B— X et j: D— X des inclusions naturelles.
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On désigne par H% le p-éme foncteur dérivé du foncteur Iy, LzF
pour un faisceau abélien F sur X est le faisceau défini par

V—>I'y0s(V, FIV) .

On sait d’aprés Andreotti-Grauert [2] les énoncés suivants.

Soit £€ B. Il existe alors um voisinage de Stein V' du point & tel
que pour tout voisinage de Stein V de & Vc V', qui s0it de Runge dans
V', et tout faisceau cohérent F' sur V, on ait;

2.1.1) H*(VND, F)=0 pour p=1,

(2.1.2) H»(VND, F)=0 pour p<prof.F—1,
(2.1.3) H»(V—D, F)=0 pour l=p=<prof,F—2,
et

IV, F)—I(V—D,F) si prof.F=2.

On appellera bon wvoisinage un tel voisinage V qui satisfait aux
propriétés ci-dessus.

On sait d’autre part, d’aprés un théoréme de Malgrange étendu par
Siu pour des espaces analytiques, que

(2.1.4) HXVNnD, F)=0 pour p=dim,F+1,
et
H?(V—D, F)=0 pour p=dim,F.

Il en résulte que; pour tout faisceau cohérent F dans un bon
voisinage de £€ B, '

(2.1.5) R (F|D)=0, pour p=1,

HiF=0, p#1l, p<prof,F ou p>dim,F,
et

1,(J1(F|\D)By=H3F st prof, F=2.
Voir [11, Proposition 2.1.5] pour la vérification.

PROPOSITION 2.1.6. Soient F,, 1=1, 2, 3, des faisceaux cohérents tels
que prof F', =2 pour tout 7. Si la suite 0—-F,—»F,— F;—0 est exacte
alors la suite

0— H3F,— Hy F,— H3 F,—— 0
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est aussi exacte.

En effet, R*j,(F|D) étant nulle pour tout faisceau cohdrent et tout
p=1, le foncteur j,(-|D) transforme une suite exacte de faisceaux
cohérents en une suite exacte. D’oi la proposition si ’on note le fait
que

1.(J.(F|D)B)y=H4F s8i prof F’=2.

L’évanouissement des cohomologies suivantes est une clef de vofite
dans notre théorie.

PROPOSITION 2.1.7. Soit V un bon voisinage de geB.

(i) H*V, IWF|D)=H3 ) pnr(DN V, F)=0, pour p=prof, F—1 ou
p=dim, F+1.

(ii) HX(V, j.(F|D))=Hzy npnr(DN V, F)=0, pour p+0.

DEMONSTRATION. (i) Soit p une fonction fortement plurisoushar-
monique dans un voisinage N de B telle que DO N ={0<0}. On pose

W.={ze V; plx)< —¢}, e>0.
D’aprés (2.1.2) et (2.1.4), H?(W, F)=0 pour p<prof, F' ou p>dim, F

PMIDNV, oi @(V) est ’ensemble des parties fermées dans V, étant
paracompactifiante, on a

H’( V, jl(FlD))':H;(V)IDnV(Dn V, F)
=lim H?(U, F)

ou la limite est prise suivant ’ordonné filtrant croissant des ouverts U
dans V tels que Uep(V)IDNV. Si I'on désigne le systéme inductif
(H2(U, F), gy.v, UCU"), alors ’application g,., n’est autre que I’extension
par 0 hors de support. Soient U un tel ouvert et ac H (U, F). 1l
existe un ¢>0 tel que UN W,DSuppa. On peut trouver un o’ ¢ HX(W,, F)
tel que alUN W,=a'|{UNW,. On choisit un U'c U’ ep(V)DNV de tel
facon que UDUU W, et on a gvv(@)=gyw,(a’). Cela étant ainsi 1’applica-
tion canonique

Hx(U, F)-———’li_r_g HXU, F)
se factorise par h_m; H}(W,, F). Celle-ci s’annule pour p<prof, I ou
p>dim, F. 1l en r:ésulte que
&n} H:(U, F)=0 pour p<prof.F ou p>dim, F.
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(ii) Soit U un ouvert de Stein dans C™, m=2, et soit @ une fone-
tion fortement pseudoconvexe sur U. On pose W={ze U; @(2)>p(&)},
&€ U. D’apreés [14] on sait que 1’espace H?(W, 2™) est séparé pour p=
m—1, ainsi que l’espace H?(W, <) pour p=2, donc que le dual fort
d’espace H?(W, 2™) est isomorphe & H™*(W, &) pour p<m—2. D’autre
part H?(W, 2™) est isomorphe au H?(U, 2™) pour p<m—2, (2.1.8). Donec
il y a des isomorphismes H?(W, &)— H?(U, £°) pour p=2.

Soient maintenant V'’ un bon voisinage du point £e B, et F un
faisceau cohérent avec prof, F=2. En vertu des isomorphismes ci-dessus
et du “lemme des cinq”, usant la résolution de F' par des faisceaux libres,
on peut montrer que I’homomorphisme H?(V'—D, F)— H?(V', F') est
bijectif pour p=2. (L’argument ci-dessus est le méme que celui dans
[2] pour démontrer les Théorémes 5 et 10 1a-bas.) Soit V un bon voisinage.
¢(V)|V—D étant paracompactifiante, on a, pour tout p=2,

H?yyy_p(V, F)=lim H(V'—D, F)
=lim HX(V', F)=H?(V, F) ,

la limite étant prise suivant 1’ordonné filtrant croissant des bons voisinages
V'eV. De la suite exacte

_— &V)IV_D(V, F)'—_)H:(V’ F)—')H:(V)nD(VnD’ F)
— HG v o(V, F)— H!*(V, F)—,
on déduit que

H:(V, j(F|D))=HZvn(VND, F)=0, pour p=l.
2.2, D’aprés (1.8.1) et (2.1.5) on obtient la suite exacte
2.2.1) 0—— §\(F'| D) —> j ,(F|D) — HyF—0

pour tout faisceau cohérent F' tel que prof FF’=2. Il en résulte la longue
suite exacte de cohomologies:

— H*(V, 5\(F|D)) — H*(V, 3, (F|D))— H*(V, H:F)
— H*™(V, j(F|D))— .

D’autre part, puisque Rj, (F|D)=0 pour ¢g=1, on a
H*(V, j(F|D)=H*(VND, F)=0, pour pz=l.
D’ou et de la Proposition 2.1.7(i) on conclut que

H*(VNB, HyF)=0, pour O0<p<prof, F—1 ou p=dim,F,
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et que I'(VND, F)=I'(VNB, Hy;F'). On a montré la

PROPOSITION 2.2.2. Soit V un bon wvoisinage de ¢€ B. Soit F' un
faisceau cohérent sur V tel que prof F.=2. On a;

I(VAB, HyF)=I(VnD, F)
H*(VNB, H:F)=0, pour 0<p<prof, F—1 ou p=dim F.

PRrROPOSITION 2.2.3. V étant le méme que ci-dessus. Soit F un
faisceaw cohérent sur V tel que prof FF’=2 sur V. Alors on a

H-2VNB, HyF)=0, pour O0<p<prof F—1 ou p=dimF,
ou ¢’=c¢(V)| BNV est l’ensemble des parties compactes dans BN V.

DEMONSTRATION. De la suite exacte (2.2.1) découle la longue suite
exacte de cohomologies 4 support compact dans V:

—> HX(V, §(F|D))— H2(V, j,(F|D))— HX(V, H3F)—> .
On a d’ailleurs
H?(V, 5(F|D)=H?(VND, F)=0, pour p<prof F ou p>dimF,
(2.1.2). D’ou et d’aprés la Proposition 2.1.7 (ii) on entraine que
H:VNB, HiF)=0, pour 0<p<prof F—1 ou p=dimF'.

COROLLAIRE 2.2.4. Soit F' un faisceau de Cohen-Macaulay sur un
bon voisinage V. Soit k=prof F=dim F'=2 sur V. On a alors;
(i) H*(VNB, HyF)=0, pour p+0, k—1, ' '
r'(vnB, HyF)=I'(VND, F),
H"_I(VOB, EIBF)EH;(V)ID(VnDr F)’
(ii) HX(VNB, HyF)=0, pour p=+0, k—1,
HX(VNB, HysF)=H}yno(VN D, F),
H:EY(VNB, HsF)=HXVND, F).

2.3. Soit F' un faisceau cohérent sur un ouvert de Stein V de X.
L’espace I'(V, F') est muni de fagon naturelle d’une structure d’espace
FS[3]. Si V est formé des points lisses et F est le faisceau de germes
des fonctions holomorphes <7, cette topologie sur I'(V, &) coincide avec
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact dans V. Dans
ce cas il existe sur H?(V, 2% une unique structure d’espace DFS et le
dual d’espace FS I'(V, ) est H*(V, 2%, ou 27 est le faisceau de p-
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formes holomorphes, (Dualité de Serre). En général le dual de I'(V, F)
est isomorphe a Ext?(V; F, 2%), celui-ci est muni canoniquement d’une
structure d’espace DFS, (Dualité de Malgrange-Suominen).

On suppose désormais que n=dim X=3.

Soit maintenant D un ouvert relativement compact dans X dont la
frontiére B est fortement pseudoconvexe. On suppose que;

B est une sous-variété différentiable de codimension 1 dans la partie
réguliere de X.
Il existe done un voisinage N de B qui est une variété complexe de
dimension n=dim X. Soit VCN un bon voisinage d’un point sur B. On
muni ’espace I'(VNB, H3F) d’une structure d’espace FS par l’isomor-
phisme

r\vnD, F)-——Tr(VNB, HyF) .

De la méme maniére, pour tout faisceau libre de #~Module F, 1’isomor-
phisme ’

»(VNB, HyF)— HXVND, F)

fournit une structure d’espace DFS a H> (VNB, HiF). La dualité de
Serre ci-dessus donne la nouvelle dualité:

(I'(VN B, Hy2*)) =H: (VN B, Hx2"?) .

PROPOSITION 2.38.1. Soit F' un faisceau cohérent sur un bon wvoisinage
V tel que prof F’=k, constante=38, sur V. Alors

Extz(BNV; HyF, HyQM=0, pour n—k+1l=p=n—2, ou p=n,

et Ext;7 (BN V; HyF, Hy2") est muni d’une structure d’espace DFS
canonique de telle sorte qu’il soit dual auw I'(BNV, HLF).

La démonstration se fait par récurrence sur k& en vertu des Propo-
sitions 1.8.3, 2.1.6 et Corollaire 2.2.4 et de la dualité pour le cas ou
F=¢#. On montre en chemin I’isomorphisme

Exti (BN V; HpF, Hyp2")=ExtX( DN V; F, 27,

qui nous permet de munir d’une structure d’espace DFS au groupe a
gauche.
Nous allons chercher la deuxiéme relation de dualité locale.

LEMME 2.8.2. V, F et k étant les mimes que dans la Proposition
2.3.1. On a



310 TOSIAKI KORI
Ext? (VN B; HyF, HxQ2")=Ext* (VN D; F, 2%
pour p=n—2.
DEMONSTRATION. D’abord on va montrer que
(2.3.3) Ext}w,», (VND; F, 2%)=0, pour p=n-—1.

En effet, ceci est vraie pour F'=¢” d’aprés la Proposition 2.1.7, ensuite
pour tout F' en question par récurrence sur k. Or, d’aprés la Proposi-
tion 1.3.2 et (2.1.5), la suite suivante est exacte:

—Ext2,, (VN D; F, 9 —Ext? (V0 D, F, 9%
— Ext?* (VN B; HyF, Hy2")— Ext}#,, (VN D; F, 2" —> .

Il en résulte que
Ext? (VN D; F, 2*)=Ext? (VN B; HyF, H Q") ,
pour tout p=n—2.

ProPOSITION 2.3.4. Soit F' un faisceau de Cohen-Macaulay sur un
bon voisinage V dont le profondeur est ume constante k=2. Alors,

Ext* (VN B; H3F, Hz2")=0, pour p<n—1, p#n—=Fk,
et

Ext** (VN B; HyF, Hy2") est muni d’ume structure d’espace FS
canonique, et cet espace est le dual de H: (VN B, HLF).

DEMONSTRATION. D’apres le deuxiéme théoréme de dualité [3, 14],
on sait qu’il existe une structure d’espace. FS sur Ext* (VN D; F, 2" et
celle d’espace DFS sur H?(VND,F) de telle sorte que le dual de
H»(VND, F) soit Ext**(VND; F, 2"), ol on a compté sur le fait que
VND est de Stein. Puisque

H(VnD, F)y=0, pour p+k,
on a, pour g#n—=~k,
Ext*(VND, F, 2“)=0.
D’aprés le lemme,
Ext? (VN B; HpF, Hy2") =0, pour p<n-—1, p*n—k.

On sait d’ailleurs
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H5YVNB, HsF)=HXVND, F), Corollaire 2.2.4 .

Donc le groupe H: (VN B, HyF') est muni d’une structure d’espace DF'S,
par laquelle le dual devient isomorphe 3

Ext**(VND; F, 2 =Ext** (VN B; HyF, HyQ") .

2.4. On étude ici la suite spectrale de Leray (théorie locale-globale)
a cohomologie (resp. homologie) de faisceau HLF d’un recouvrement du
bord B.

Soit Z# un recouvrement d’un voisinage N de B par des bons
voisinages V; Z={V.,}, N=U., V.. Soit F un faisceau cohérent sur N.
On pose )

codh F'=inf prof, F', dim F'=sup dim, F .

zeN zeN

Il existe une suite spectrale
Ept=H"Z (B, 5 (H3F))— H'(B, H}F) .
On a d’aprés 2.2.2,
EP?=0 pour 0<g<codh F—1.,
E*=H*(Z ND, F)=H*(NNnD, F),

ou la deuxiéme égalité découle du théoréme de Leray pour le recouvre-
ment Z2 N D, Z2 N D étant F-acyclique d’aprés (2.1.1). Il en résulte

(2.4.1) H*(B, HyF)=H*(Z N B, HyF)=H*(NND, F) ,

pour p<=codh F —2,
Soit F' un faisceau cohérent sur N tel que

k=codh F=dim F=2 .
Dans ce cas on aura de plus les propriétés suivantes. On a;
E}*=0 pour q#0, k-1,

E*=H?*(NND, F)=0 pour p=k, (Malgrange-Siu),
et

Ep*t=H*%, 2*(§\F))=Hy#oox(DN N, F)=0, pour p=1.
Faisant un calcul d’aboutissement de la suite spectrale on a;

(2.4.2) H*(B, HyF)=0 pour p=k,
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et la suite

0— H* (7 N B, HxF)— H*(B, HF)
— H(ZZ N B, 5Z* ' (H3F))—0
est exacte.

PROPOSITION 2.4.8. Soit F un faisceau cohérent sur N tel que k=
codh FF’=dim FF’=2. On a;

H*(B, HyF)=H,_,_(Z N B, 3£ (HLF))
=H, .,z ND, £ F)=H*(NND, F)
pour r=1.

En effet, utilisant la suite spectrale
L =H_,(Z¢ N B, 2¢;(H3F))=—— H'(B, H}F) ,

on peut montrer la proposition d’aprés le Corollaire 2.2.4. La deuxiéme
assertion est montrée par la méme maniére.

COROLLAIRE 2.4.4 [12].
H*(NND, F)=zH!*'(NND, F) pour 1=p=k—2.
On va étendre les résultats aux groupes Ext’ et Ext..
PROPOSITION 2.4.5.. Soit F un faisceau cohérent sur N. On a alors
Ext" (B; H3F, HyQ")=H,_,_(Z N B, ext;7(HF, HpQ2")) ,
pour r=n—codh F+1, si codh F'=3.

Ceci résulte de la Proposition 2.8.1 par un calcul de la suite spectrale.
On démontre dela méme maniére la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4.6. Soit F' un faisceau cohérent sur N tel que k=
codh F’=dim FF’=2. On a;

Ext" (B; HyF, HxQ")V=H*"'"(7Z/ N B, ext" *(H}F, H:2") ,
pour r<n—1, en particulier,

Ext’ (B; HyF, Hy2")=0 pour r<n—Fk.

§3. Dualité de cohomologies locales au bord des faisceaux cohérents.

Soit D un ouvert relativement compact dans un espace analytique
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réduit de dimension #=>8 dont la frontiére B est fortement pseudoconvexe.

On suppose qu’
il existe une sous-variété ouverte N de X dans laquelle B est umne
sous-variété différentiable de codimension 1.

8.1. Trace. On désigne par 27 le faisceau de germes des p-formes
holomorphes; 2°=¢”. Le lemme de Poincaré est valable sur N;

0 »C—— 2° > > Q" >0

est exacte.
On a montré dans [11] un analogue sur le bord B du lemme de
Poincaré, c’est 4 dire que la suite

(3.1.1) 0—Cp— Hy*— HyQ'—— - - — H30"—0

est exacte, ol C, est le faisceau de constante sur B prolongé par zéro
hors de B.
On a la suite spectrale d’hypercohomologie:

Eri=HYB, Hy2")— H'(B, Hx2') .

Grace 3 (3.1.1),
H'B, H Q2 )=HB,C) .
On a d’autre part |

Er*=0, pour p=n+1l ou g=n.
D’ou découle la relation;
Eprt=p"H (B, HyQ2)=H*"(B, C)=C.
On a obtenu la suite exacte
(3.1.2) H*\(B, HyQ2"")— H* (B, H32")—C—0.
L’application linéaire

T: H*(B, Hy2")——C
est appelée trace.

PROPOSITION 3.1.3. Soit V un bon voisinage contractible d’un point
de B. Les deux suites suivantes sont exactes;
0— HYX(VN B, Hy2)— HX(V N B, H:2")—
- .— HXNVNB, EIBQ")-—-)O ,



314 TOSIAKI KORI
0— H(VNB, H3?)— H2 (VN B, Hy?")—
<o — HZ(VNB, Hy2") —C—0 .
DEMONSTRATION. On vérifie aussitot
RHXVND,2)=C si p=n, et=0 si p%*n,
si 'on considére la suite spectrale dégénérée

=0, p#*n,
=C, p=n.

Epr=HXNVND, 2)— H*(VND,C) {

D’ou et de la relation
Y (VNB, HpR*)=HYVND, 2°) ,

on déduit la deuxiéme suite exacte. Pour obtenir la premiére suite, on
verra la suite spectrale d’hypercohomologie

Ep'=HY{VN B, Hy2") — HVNB, H52) .
Grace 3 (8.1.1) on a

0, 1#2n-1,

H:(VNB, Hy2)=H:(VNB,C)= ]
(VN B, Ha?) (vn ) {C, 1=2n—1.

Puisque E?*=0 pour ¢+#0, n—1, on aura Ej°=E;=*"! pour 1=m, ce qui
implique

RH BNV, Hy2)=h*"H:2(BNV, Hy2)=0,
pour 1=n.

COROLLAIRE. Les suites suivantes des précofaisceaux sont exactes
sur N:

0— SENHID) — SEYHLD) — -
— SN H2™) — 0,
00— F 0 (HB ) — s (H ) — - - -
— S (Hp ) — C—0

Soit Z un recouvrement de B par des bons voisinages. Il existe
une suite spectrale

Ept=C_J#%, 223 (H39") — H'(B, H;2") .
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D’aprés le corollaire ci-dessus on a l’application linéaire

Ty C %, St (H2")—C
qui est définie comme la somme des

s (VNB, HzyQ)—C, VeZ .
Pour g#n—1, on définit

Tv: Oz, S23(HpR")—C
comme ’application nulle: T%?=0, ce qui s’accorde avec le fait que
S H2)=0 pour ¢#0, n—1,

et, lorsque ¢=0, avec ’exactitude de la premiére suite du corollaire.
On regarde C comme une suite spectrale dégénérée dont le seul terme
non-nul est :

Eyt=C, rzl,

on étend puis les applications 79? & un homomorphisme de suites
spectraux dont I’homomorphisme du premier terme est T7?. L’homomor-
phisme d’aboutissements est la trace expliquée plus haut:

T: H (B, HyQ")—C.
Rappelons-nous de montrer 1’isomorphisme
H*(B, HyQ"=H(Z N B, 2 (H2") , (2.4) .

Désormais nous entendrons la trace par l’homomorphisme de suites
spectraux introduit ci-dessus;

Tpe: BEps=H_(2 0 B, 5£3(H2"))—C .

3.2. Soit 2 un recouvrement fini de B par des bons voisinages. Soit
F un faisceau cohérent sur N=U{V; Ve %}. L’ensemble des sections
de HLF sur chaque nerf étant muni d’une structure d’espace FS, 1’espace
C?(Z N B, H3F') des p-émes cochaines en est aussi muni. De méme I’espace
C?(z N B, HyF) des cochaines alternées, comme un sous-espace fermé du
précédent, est aussi un espace FIS. Si V'C V sont des bons voisinages,
I’application de réstriction I'(V, F)—I'(V', F) est continue, donc I’appli-
cation cobord

o*: C*(#, F)— C** (%, F)
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I'est aussi. Il en résulte, grace a la relation I'(VN B, HyF)=I(VvnD, F),
que ’application cobord

8: C*(2/ N B, HsF)—— C**(27 ( B, HyF)

est continue.

Dans notre article précédente nous avons montré le théoréme de
finitude pour la cohomologie H?(% N B, HLF');

THEOREME. [12]
dim H*(Z N B, HyF)<o , pour tout p=1,
donce
dim H*(B, HyF)< >~ pour 1<p=<codh F—-2.
Par une méme considération, on met le chaine
C_,(Z N\ B, ext;'(H:F, Hp2"))
d’une structure d’espace DFS. L’application bord
6_,: C_o(Z N B, ext™(H3F, Hp2")—— C_,_(Z/ N B, ext:(HLF', H:2"))

est continue. 6@_, est I’application dual de ? par rapport au produit de
cochaines et chaines.

Nous allons commencer & montrer que le dual de H?(B, HyF') pour
p<codh F'—2 est isomorphe a Ext*?-}(B; HLF, HLQ".
Il existe un accouplement des suites spectrales ER.E— F, ou

Ept=C"z N B, 5 (HLF))— H'(B, H}F) ,
J'=C_,(Z N B, ext! (H3F, Hp2")) — Ext’ (B, H:F, H:2") ,
et
Fr»'=C_ (2 N B, 55,4 H2")) — H'(B, H32") .

Cet accouplement pour les premiers termes initiaux est le produit de
cochaines et chaines;

C*(Zx N B, 2#"(H3F)) xC(Z N B, exty(HLF, HyQ2"))
— Co_o(Z N B, &, (H2)) .

La trace T: F—C a comme le terme initial I’application linéaire

1" C_(Z N B, S£.°(Hp2™)—C
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entre eux le seul pour v=%—1 n’est pas banal et celui-ci est continue.
La trace précédée par l’accouplement ci-dessus fournit un aeccouple-
ment EQ.E—C. Nous en obtenons une forme bilinéaire;

C*(zz N B, 37 (HLF)) xC_,(Z N B, ext: " {(H}F, HyQ")—C .

On voit d’aprés la Proposition 2.8.1 que cette forme bilinéaire définit un
isomorphisme de B ?"'=C,(Z N B, ext:'(H3F, H;2")) sur le dual topo-
logique de E?*=C*(Z N B, H3F).

En vertu du théoréme de finitude et le lemme bien connu de Serre-
Schwartz on a l’isomorphisme de E;?"'=H,/(Z N B, ext;(H:F, H32"))
sur le dual de H?(Zx N B, HyF'). D’apres (2.4.1) et la Proposition 2.4.5,
on a le théoréme de dualité suivant.

THEOREME 3.2.1. Soit F un faisceau cohéremt dams un voisinage de
B tel que codh FF’=3. Pour tout p=codh F—2, le groupe H*(B, H;F') est
muni d’une structure d’espace FS, ainsi le groupe Ext*?7(B; H3F, Hp2")
d’une structure d’espace DFS. Le dual fort de H?(B, H3F') est isomorphe
a Ext*(B; HyF, HL2").

- COROLLAIRE. Pour tout p, H,(ZZ N B, ext; ' (H3F, H32")) est isomor-
phe auw dual de H?(Zz N B, HRF').

Nous donnerons puis le deuxiéme théoréme de dualité.

THEOREME 3.2.2. Soit F un faisceau cohérent sur un voisinage de
B tel que k=codh F=dim F'=2. Pour tout r=1, il exviste sur H'(B, HyF')
une structure d’espace DFS, et sur Ext'"Y(B; HF, H32") wune
structure d’espace FS telles que le dual de H"(B, H:F') est isomorphe d
Ext*(B; H:F, H2").

Pour montrer le théoréme on prépare d’abord un lemme.

LemMmE. H,(Z N D, S£4F')) et H*(Z N D, ext"*(F, 2)) sont munis
des structures d’espaces DFS et FS respectivement, et le dual fort de
Vespace H,(Z N D, SZ4(F)) est isomorphe au H?(Z7 N D, ext** (F, 2)).

En effet, d’aprés la dualité de Serre-Suominen, il y a un isomorphisme
de I’espace FS C*(z ND, ext™*F, ) sur le dual de l’espace DFS
C,(z ND, 7% F)). On montrera que la dimension de H?*(Z ND,
ext"* (F, @) est finie pour p=1. Alors ’espace H,(Z N D, 2£*(F)) est
séparé pour p=0, donc il est DFS. Ainsi la dualité ci-dessus entre les
chaines et cochalnes entraine la dualité entre leurs homologies et coho-
mologies; ’espace FS H?(Z N D, ext* *(F, 2")) est isomorphe au dual de
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V’espace DFS H,(7Zz N D, 5#*(F')). A propos de la finitude, on a vu dans
[12] que

dim H*(NND, F)< o ,
pour tout faisceau cohérent F' et tout p=1, celle-ci a été obtenue comme

un lemme pour montrer notre théoréme de finitude énoncé plus haut.
Par récurence sur la dimension homologique on a la finitude:

dim Ext"~*** (NN D; F, 2" < oo ,
pour p=1l. D’autre part ext’(F, 2") s’annulant pour i##n—k, on a
I’isomorphisme
H*(Z N\ D, ext"* (F, 2*))=Ext~** (NN D; F, Q") .
D’ou résulte la finitude de ’homologie a& gauche.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.2. Pour un faisceau cohérent F'
de k=codh F'’=2, on a les isomorphismes

C,(Zz N B, S (HF))=C,(Z N D, S£*F)) ,
et
C*(Zz N B, ext* *(HLF, Hx2"))=C?*(Z N D, ext**(F, 2")) .

Ces isomorphismes fournissent aux chaine et cochaine aux cotés gauches
les structures d’espaces DFS et FS respectivement.
Considérons maintenant ’accouplement

C(Zz N B, 2L HLF)QC*(Z N B, ext* " HLF, H;2")

——C# N B, 27 Hy@) € -

Pour ¢=k—1, il y a un isomorphisme de C?(Z N B, ext* *(HLF, H;2"))
sur le dual de C,(Z N B, S£.* (H3F')). D’apreés le lemme et les isomor-
phismes en haut on voit que I’homomorphisme de bord

05412 Cpri(Z7 N B, 267 (HF))— C)(Z N B, £ (H:F))
est 4 I’image fermée. On obtient ainsi I’isomorphisme de
H*(7Z2 N\ B, ext" *(H3F, H;Q™))

sur le dual de H,(z N B, S (HF')). D’ou et d’aprés les Propositions
2.4.3 et 2.4.6 on a le théoréme.‘

COROLLAIRE 3.2.3. Le dual d’espace H(B, Hs2%) (comme un espace
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FS ou DFS) est isomorphe a H" (B, H32""*) pour tous p et q.

3.3. Dans ce paragraphe on suppose que X soit une wvariété complexe
de dimension n=8. DcX et B=0oD soient les mémes qu’avant. Le
premier et le deuxiéme théorémes de dualités s’expliquent comme suit.

Pour tout faisceau cohérent F' sur X et pour tout p,

(1) <l existe une structure d’espace QFS (le quotient de FS) sur
H?*(D, F) et celle d’espace QDFS (le quotient de DFS) sur Ext;? (D; F, Q)
telles que la trace; HMD, 2™)—C, induit entre eux un accouplement qui
fait du séparé associé de Extr—?; (D; F, Q™) le dual fort du séparé associé
de H*(D, F). H?(D, F') est séparé st et seulement si Ext; #+' (D; F', 2")
est séparé,

(ii) 4l existe ume structure d’espace QDFS sur HFP(D, F') et celle
d’espace QFS sur Ext 7 (D; F', 27) telles que la trace induit un accouple-
ment entre ces espaces qui fait du séparé associé de Ext~—? (D; F, 2*) le
dual fort du séparé associé de H?(D, F'). La séparation de H?(D, F') est
équivalente d celle de Ext —**' (D; F', Q).

Dans notre cas, le domaine D étant fortement pseudoconvexe, les
espaces H?(D, F') sont séparés pour tout p et les espaces H?(D, F') sont
séparés pour p<codh F. On a donc les isomorphismes;

(H*(D, F))=Ext:? (D; F, 2*), pour tout p,
et
(H?(D, F))=Ext*?(D; F, 2*) pour p=codh F'.
De ces dualités avec nos dualités précédentes et des Propositions

1.8.2, 2.4.6 et (2.4.2), on déduit la relation entre H?(D, F'), H¥(D, F),
H?(B, HyF) et ces duaux:

THEOREME 38.3.1. Soit F un faisceau cohérent sur X tel que k=
codh F=dim FF’=3. On a les deux suites exactes suivantes dont chaque
terme dans la deuxieme est le dual topologique du terme correspondant
dans la premiére:

i) 0—I'(D, F)— I'(B, HyF)— H:(D, F/)—- - -

coo— H¥*Y(D, F)— H* YD, F)— H* (B, HF")
— H!D, F)—0,

ii) 0 ——Ext? (D; F, %) ——Ext ™ (B; H:F, H:2")
«—Ext(D; F, ") e—- . - —Ext"** (D; F, 2")
——Extr—*+ (D; F, Q") —Ext"* (B; H3F', H32")
—Ext** (D; F, 2")«—0.
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Nous posons;

(@)= "3, (—1)* dim H(D, @),
X(p)=%, (—1)* dim HX(D, 2) ,

1) =3, (~1)* dim H*B, H32") .

D’aprés le théoréme de dualité et du Corollaire 3.2.8, on voit que,
X(p)=(—1)"X(n—p) ,
Xy(p)=(—1)""Xy(n—p) .

De la longue suite exacte ci-dessus, on a

Xo(p)+X(p)=X(p) -

D’ou la relation suivante.
PRrRoOPOSITION 3.3.2.
L)+ (—1)*"X(n—p)=2Ay(p) .

S. S-T. Yau a donné une condition ou la gauche s’annule. Il sera
intéressant de chercher le lien de notre théorie avec les résultats
donnés dans [19]. En faisant on pourrais espérer le théoréme de Riemann-
Roch sur des variétés fortement pseudoconvexes. On a les relations
suivantes.

ProPOSITION 3.3.3.
L(@)=(—1)""A(n—p),

>, (—1)Xi(p)=0.

§4. Dualité de Poincaré-Lefschetz et de Hodge.

Soient X une variété complexe de dimension =8 et D un ouvert
relativement compact et fortement pseudoconvexe dans X, soit B la
frontiére de D. 2" est le complexe de faisceaux des formes holomorphes
sur X.

Pour un recouvrement ouvert % d’une partie E, et pour tout com-
plexe de préfaisceaux K sur E, on désigne par H'(%, K') I’hyper-
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cohomologie de recouvrement 77 i coefficients dans K' ([9], p. 63). Lorsque
K’ est un complexe de faisceaux, il existe une suite spectrale aboutissante
i I’hypercohomologie H'(E, K°);

(4.0.1) Er=H (z, 5/ (K))— H (E, K") ,

ou 57 YK') désigne le complexe de préfaisceaux V— HY(V, K°).

Soit maintenant L. un complexe de précofaisceaux. L’hyperhomologie
du recouvrement % a coefficients dans L. est 1’homologie du bicomplexe
C.(%, L.), dont le composant d’indices (¢, j) est C(%, L;), groupe des
i-chalnes alternées du nerf de Z/ a valeurs dans L;. Nous la noterons
H.(Z, L.).

4.1. Soit % ={V,} un recouvrement de D par des ouverts de Stein
tel que V, soit un bon voisinage si V,NB#=@. On pose

72'={V; V.NB+Q}.

On a vu dans la section 2 que; pour tout faisceau localement libre F,
(i) 27§ (F|D))=0 pour ¢>0 sur tout nerf de Z,
(ii) 275 (F|D))=0 pour ¢>0 sur tout nerf de Z qui est contenu
dans D,
(iii) 2#5,(F|D))=0 pour ¢g+#mn sur tout nerf de Z//,
(iv) S#Y(H3F)=0 pour ¢+#0, n—1, sur tout nerf de #Z'.

LEMME 4.1.1. Les suites suivantes des complexes des préfaisceaus
sur les merfs de Z’' sont exactes:
0— 22"(§.2°)—> 2" (5,8) — o —
e (52" —0,
0 ) %n—l(EIBQO) , %n—-l(ﬂ}ggl) >eoo
— S HL2) —0 .
L’exactitude de la deuxiéme suite découle, par un argument de la
suite spectrale, de la suite exacte (3.1.1) et de (iv) ci-dessus (Lemme
2.8.2 dans [12]). D’ou l’exactitude de la premiére suite si l’on note,

d’aprés le Corollaire 2.2.4, que SF"(5,2°) =S¢ *(H32*) sur les nerfs de
Z'.

PROPOSITION 4.1.2.
H (%, j,2)=H (X, j,2)=HD, )
=H(D,C) .
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En effet, on a, d’aprés (4.0.1) et (i) ci-dessus,
H (7, j.2)=H (X, j, 2 .

Puisque R‘j,(2'|D)=0 pour ¢>0, on a HYX, j,(2?|D))=H%D, 2*), par
suite,

H (X, j,2)=H D, 2) .

D’aprés le lemme de Poincaré la derniére est isomorphe a H ‘D, C)=
H'(D, C).

PROPOSITION 4.1.3.
H(z, j92)=H (X, 72")=H,(D, 2°)
=H'(D, B;C) .

DEMONSTRATION. D’apreés les enoncés (ii) et (iii) ci-dessus et le fait
que 2#"(3.2°) est quasi-isomorphe au complexe 0, on a

H (7, 2#(5,2))=0 pour tout ¢>0.
Il en résulte que
H(Z, 9)=H (X, j2)=H,(D, 2) .
On a d’autre part, pour tout faisceau localement libre F,

T(Uy...ty SFID) =T pigyeppivy iyl Usgns, 0 D, F)
_ {O si U,o...fpﬂB#-‘@ ’
I’(U‘o...,p, F) si U,o...,pcD ,

donc on a
C*(z, (F\ID)=C"(z,#z"; F) ,

ou C*(%, Z'; F') est le p-éme cochaine relative de (%, %’). Le foncteur
7:(.|D) étant exact, il en découle 1’isomorphisme:

H(Z, §.9)=H (%, 2", ) .
En vertu du lemme de Poincaré, celle-ci est isomorphe a
H(z,2';C)=H (D, B;C) .
PROPOSITION 4.1.4.
H (7, Hs9)=H'(B, Hy2)=H'(B, C) .
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D’abord on rappelle que le support de HLF est B. D’aprés (iv) ci-
dessus et le fait que le complexe S# " '(H:2') est quasi-isomorphe a 0,
appliquant la suite spectrale (4.0.1), on a l’isomorphisme:

H(Z, H2)=H (B, H32') .
On a, d’aprés (2.1.1), l’isombrphisme:
H'(B, Hy2)=H'(B, C) .
Considérons la suite exacte

0— 5. ('|D)— j (2'|D) —> H32"—0 .
On en déduit la suite d’hypercohomologie:

— H'(B, Hp2)— H(D, 2)

— HYD, 2")— H'(B, H32")— .

D’ou et d’aprés les Propositions ci-dessus on obtient la suite exacte de
cohomologie de la couple (D, B):

— H*%B, C)— H*\D, B; C)— H'D, C)
— HYB,C)—> .

4.2. On passe maintenant au calcul des homologies. On a vu dans
2.1 et 2.2 que; pour tout faisceau localement libre F,
(v) SZU3(F|D))=0 pour g#n sur tout nerf de Z qui est contenu
dans D, et
(7 (F|D))=0 pour ¢+0 sur tout nerf de %/,
(vi) 2Z(J3(F|D))=0 pour g#mn sur tout nerf de %,
(vii) SZI(HLF)=0 pour ¢#0, n—1, sur tout nerf de &/, et
SN HF) =273 (F|\D)), &7 (HF)=2¢,"(3.(F|D)).

On a vu aussi dans le Corollaire de la Proposition 3.1.8 que le
complexe SZ(H32') est quasi-isomorphe au complexe 0. De la relation
(vii) ci-dessus on voit aussitot que 5£5°(5,2°) est quasi-isomorphe a 0.
Il en découle la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2.1.
H(Z, 22;°(§«2)=0 pour q#mn,
H(z, 2£7(3.2))=0 pour q#mn,
H (7, 2,4(H2))=0 pour g+#n-—1.
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Nous posons;
‘W, =332 |D)) ,

w, =27 (5:(2*'|D)) ,
0, =S (H2 ) .

Chacun est un complexe de précofaisceaux dont ’opération de dériva-
tion est de degré —1;

oO—w,—w, ,— - —w,—0,

respectivement pour ‘w, et *w. On peut vérifier d’aprés la Proposition
2.4.3 que *w, est actuellement un cofaisceau, ainsi que w, et ‘w,.

PROPOSITION 4.2.2.
H(z, w)=H(D,C),
H(Z, ‘w)=H(D, B;C),
H(z,*w)=H(B,C) .

DEMONSTRATION. On note que °w, s’annule sur les nerfs de %,
tandis que ‘w, s’annule sur les nerfs de % qui sont contenus dans D.
Sur tout nerf de 2 contenu dans D le complexe ‘w. est quasi-isomorphe
a C. En vertu des Corollaires 3.1.8 et 2.2.4 (ii), on voit que les complexes
®, et *w, sont aussi quasi-isomorphes & C. On en conclut d’abord que

C_(#, w_)=C_JZ, %;°w_,) ,
| C_o(Z, '0_))=C_J(Z', '0_,) ,
ensuite on obtient les isomorphismes suivants des hyperhomologies;
H(Z, ‘0 )=H(Z, Z'"; ‘0w )=H(Z, Z";C) ,
H(Z, w)=H(%, C) ,
H(Z,'w)=H(Z",'w)=H(Z", C) .

La proposition est montrée en vertu du théoréme de Leray.
Si I’on tien compte des (vi) et (vii) plus hauts, on trouve que la
suite suivante est exacte;

5 0 3 5 5
0—'w,— w,— °w,—0 .

D’od découle la suite d’hyperhomologies correspondante, et puis on a la
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suite exacte d’homologies de la couple (D, B);
— H,(B,C)— H(D, C)— H/(D, B; C)
—H, (B, C)— .

4.3. Nous allons déduire la dualité de Lefschetz-Poincaré un peu
restreinte de nos representations analytiques dans 4.2 des cohomologies
et homologies. Bien entendu cette dualité est vraie pour toute variété
différentiable avec la frontiére [18].

PrOPOSITION 4.3.1.
H(D,C)=H"*D, B;C), pour tout 1,
H,D, B;C)=H"%D,C), pour i<nmn—1,
H,(B,C)=H"™"'B,C), pour i=n—2.

DEMONSTRATION. D’abord on note que, pour un faisceau cohérent
F, on a

H, (%, 27\ F)=H!D, F),
et
H, (7, 5.5 F)=H{(D, F) pour j=zl.

Ceci est montré par la suite spectrale des homologies de précofaisceaux
qu’'on a vue dans la section 1, et d’aprés la Proposition 2.1.7. De ces
relations on a;

H_, (7, w_p=H**(D, 2**) ,
et
H_(Z, ‘w_)=H"*D, 2**%, pour p=—n+1l.

D’autre part, d’aprés les propositions dans 4.1 et 4.2, on a les suites
spectraux pour homologies;

-ELP'q=H—p(?/, ®_g) — H(Ij' C),
et
:E1p'q=H—p(7/; cw—q) =’H.(D, B; C) ’
et celles pour cohomologies;

*Er*=H](D, £2°) —H'(D, B;C) ,
et



326 TOSIAKI KORI
'Er*=H"(D, 2*)=— H'(D, C) .
Il en résulte que
H/(D, C)=H"*D, B;C) ,

et |

H,D, B; C)=H*D,C), pour j=<n-—1.
Par le méme argument que ci-dessus, usant la Proposition 2.4.3, on a
I’isomorphisme:

H(B, C)=H""*B,C), pour i<n—2.

On veut remarquer qu’on n’a pas ci-dessus usé aucun théoréme de
dualité qu’on a traité dans la section précédente. Nous allons voir plus
de la relation dualiste des homologies et cohomologies en vertu du

théoréme de dualité.
Rappelons qu’on a montré le théoréme de finitude

dim H?*(zz N B, HyF)< o ,
et le théoréme de dualité;
(H*(Zz N B, HF)) =H,(Z/ N B, ext* (HLF, H:2") ,

pour tout p et tout faisceau cohérent F tel que codh FF=3, voir le
corollaire du Théoréme 3.2.1. En particulier, le dual de H?(%, H:2%
est H,(Z, *»,), et ces espaces sont de dimension finite. Cela étant ainsi,
les aboutissements héritent la relation dualiste des termes initiaux dans
les suites spectraux suivantes;

Epe=H-»2, Hy2") — H'(B, C),
'EP'=H_J(%,'w_)— H,(B,C), 1=—(p+q).
On a donc ’isomorphisme de dualité;
H(B,C)=H%B,C), pour tout 1.

PROPOSITION 4.3.2.

(i) H(B,C)=H!B,C) pour tout 1,

(ii) soit 1=n—2, soit i=n+1,
H(B, C)=H™"'"B, C),

(iii) soit 1=n—1, soit 1=n+2,
H(D, B; C)=H"4D, C).
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En effet, le troisiéme isomorphisme est une conséquence des suites
exactes des cohomologies et homologies du couple (D, B) et de la Propo-
sition 4.3.1.

REMARQUE IMPORTANTE. Pour les isomorphismes (i) et (ii) ci-dessus
il ne faut supposer que les points dans un voisinage N de B sont réguliers
comme dans la section 8, D— N admet n’importe quelle singularité.
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