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publications, being very restricted, we wish to present it to worldwide au-
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Abstract. The aim of this paper is to prove the following theorem.

THeEOREM 34. Let X be a locally Hausdor{f compact space, 1 a Radon
Nykodymon X and (f,,) be a sequence of measurable functions (with respect
to i) belonging to L7 (X, u) which converges in measure to a measurable func-
tion. Let g stand for the equivalence class of a measurable function g with
the equivalence relation R induced by the v-a.e equality and L?(X, 1) be the
quotient by R. Then the following conditions are equivalent.

(1) The function f belongs to LP and (f),>o weakly converges to f inL”.

(2) The sequence (f),>o weakly converges in L?.

(3) The sequence is (f),>o is bounded ILP.

1. Introduction.

Soient X un espace localement compact et ¢ une mesure positive sur X.
On désigne par LP (pour tout nombre réel p > 1), I'espace vectoriel des
fonctions p-mesurables f telles que |f|? soit p-intégrable (nous dirons
simplement mesurable au lieu de p-mesurable et intégrable au lieu de
p-intégrable). Si A désigne le sous-espace vectoriel des fonctions nulles
presque partout, alors L? = £L? /N est un espace de Banach pour la norme

151l = 50 = ( [ 1917 an) "

en vertu du théoréme de Fischer-Riesz, ou f désigne la classe d’équivalence
telle que décrite. On dira qu'une suite de fonctions mesurables (f,) con-
verge en mesure vers une fonction mesurable f si pour tout compact K
de X et pour tout nombre réel n > 0,

(o € K. 1) = (o)l > 0} ) =0

Si A est un ensemble intégrale de X, alors pour tout nombre réel ¢ > 0,
il existe un compact K de X contenu dans A tel que p(A— K) <e/2 et
comme

{reAlf(@) = fal@)| >0} C (A= K)U{z € K, |f(2) — falz)| > n}.
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Donc pour tout n suffisamment grand,

p{z € A [f(2) = fulz)l > n}) <e,
et par conséquent
(o € A,17) = £u(o)] > 0} =0,

Donc on peut montrer quil existe une suite (f/) extraite de (f,) qui con-
verge presque partout vers f. Nous montrerons que pour tout compact K
de X, il existe une suite (f/) extraite de (f,) qui converge presque partout
vers f sur K et c'est cette propriété que nous utiliserons dans cet arti-
cle. D’apres le théoreme d’Egoroff, toute suite de fonctions mesurables qui
converge presque partout, converge en mesure et sa limite est une fonctino
mesurable.Notre principal résultat est le suivant.

2. Nptre principal résultat.

THEOREM 35. Soit (f,) une suite de fonctions appartenant a
LP (1 < p < o0) quiconverge en mesure vers une fonction mesurable f. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction f appartient a LP et la suite ( fn) converge faiblement vers
f dans L».

(2) La suite f converge faiblement dans 1L”.

(3) La suite (f,) est bornée dans L”.
Nous aurons besoin de cette forme du lemme de Pierre.

LEmMA 18. Soit (f,).>1 une suite de fonctions appartenant a £P (1 < p <
o0) et soit f une fonction mesurable. On suppose vérifiées les deux condi-
tions suivantes :

(1) La suite (f,,),>1 converge en mesure vers f.

(2) La suite (f,),>1 est bornée dans 1*.
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Alors la fonction f appartient a LP et N,(f) < supN,(f,).

neN

Preuve du lemme 18. Soit K un compact de X. Pour tout m et n € N.
Posons

Xmn = {x e K, |f(z) = fulz)| > 2_”‘}.

Comme la suite (f,,) converge en mesure vers f, quel que soit m € N, on
a lim p(X,,,) = 0. Par conséquent pour tout m € N, il existe un entier
n—oo

n, tel que p(X,,) <27™ si n > ny,.

Soit g, = fn,,, pour tout m € N. Alors pour tout z € K et
T ¢ X = U Xm’,nm/+1 ona: ’f(ZL’) - gm’| < 2_m/ pour tout m’ > m.

m/>m
Comme la suite (X,,) est décroissante, si z ¢ NX,,, il existe m, € N tel
que z € X,, quel que soit m > m,, donc |f(z) — gn(x)| <27 si m > m,.
Par conséquent, pour tout z € K et =z ¢ N U Xm, la suite g,,(z) converge

meN
vers f(z). D’autre part

X)) € il Xowy,) <Y 27 =27
m>m’ m>m/
Par conséquent /“‘(U X,) < inf 27™1)0. Autrement dit la restriction a K

meN
neN

de la suite (g,) converge presque partout vers la restriction a K de la
fonction f. On en conclut d’apres le lemme de FATOU que la restriction a
K de f appartienta LP(K, ug) et

/ [fIP dp < sup(/ |G| du) < MP,
K K

ou M = sup N,(f,). Donc lintégrale supérieur p*(|f|?) est inférieur ou
égale a M? (Riesz and Nagy (1955), Chap. IV, Définition), et comme f est
mesurable on en conclut d’aprés Riesz and Nagy (1955) (Voir Chap. IV, g
5, Théoreeme 5) que f appartienta LP et

No(f) = u(lfIP)'P < M = sup Ny(fa).

neN

SPAS EDITIONS (SPAS-EDS). www.statpas.org/spaseds/. In Euclid
(www.projecteuclid.org). Page - 250




A Collection of Papers in Mathematics and Related Sciences, a festschrift in honour of
the late Galaye Dia. Seydi, H.(2018). Sur la convergence faible dans les espaces L?.
Pages 247 — 255.

Démonstration du Théoréeme 35.

Limplication i) = i) est triviale et I'implication i) = i) découle du
théoreme de Banach-Steinhaus. Il ne nous reste donc qu’a montrer que
ii) = i). Comme par hypothése la suite (f,) est bornée dans L7, la fonc-
tion f appartienta £P d’apreés le lemme précédent.

Soit ¢ une fonction continue de support compact K. Soit ¢ un nombre
réel positif et soit ¢/ un nombre réel positif tel que

2C M (Y14 ¢ C u(K) <,
ou
C= su);g\qb(w)] et M = sup N,(fn),
ze n

1
et ¢ est le nombre réel conjugué de p, i.e. +—=1 (untel ¢ existe
q

e~

toujours quel que soit ¢ > 0). Soit

;m:{xeKJﬂ@—ﬁ@N>5}

Comme la suite (f,) converge en mesure vers f, ona lim u(X,) =0 ;
n—oo

il existe donc un entier n. tel que si n > n.. On en conclut donc que
w(X,) <e si n>¢, ona:

- Jn d -~ — Jn d - Jn d

[ f)@bu’ < ‘/n(f f)¢u+’/K_Xn(f f)¢u'
< CN(f = fa)eVi4+€ C u(K - X,)
< 20 M Y14 & C uK) <e,

puisque

(K = Xo) < p(K) et No(f = fu) < No(f) + Np(fn) < 2M,
d’apres le lemme précédent, et par conséquent

/X Fodu = lim ( /X fnsbdu)

Soit maintenant g une fonction appartenant a £9 (ou f, ¢du désigne le
1 1

nombre réel conjugué de ,p i.e. —+ — =1). Soit ¢ un nombre réel positif
P q
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et soit & =

] +€2 i ou M = sup N,(f,), donc d’apres le lemme précédent
N,(f) < M. Alors il existe une fonction continue ¢ de support compact
telle que N,(g —¢) <¢€'.

Pour cette fonction ¢, on peut trouver un entier n tel que si n > n., on a

\ [~ o <=
X

d’apres ce que nous venons de prouver, et donc pour n > n., on a

/ (f—fn)ng’ < ‘ / (f—fn)(g—¢)du'+‘ / <f—fn><z>du]

< N(f - fo) Nq(g—qﬁ)%—‘/x(f—fn)ébdﬂ'

< 2Me <e.
Par conséquent, nous avons

/X fgdp = lim ( /X fngdu)

Comme conséquence de ces résultats dont les démonstrations paraitront
plus tard, nous obtenons les corollaires suivants.

D’ou la conclusion.
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3. Corrollaires.

CoROLLARY 8. Soit (f,) une suite de fonctions appartenant a £P, (1 <
p < 00) quiconverge presque partout vers une fonction f. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction f appartient a LP et la suite ( fn) converge faiblement vers
f dans LP,

(2) La suite (f,) converge faiblement dans IL”.

(3) La suite (f,) est bornée dans L”.

CoroLLARY 9. Soit (f,) une suite de fonctions appartenant a L7,
(1 < p< o) etsoit f une fonction mesurable. On suppose vérifiées les
conditions suivantes :
(1) La suite (f,) converge en mesure vers f.

(2) La suite (f,) converge faiblement dans L*.

Alors les suites (| fﬁ ), ( ]ij ) et (f;) convergent faiblement dans 1L” respec-
tivement vers |f|, f, et f .

CoroLLARY 10. Soit (f,) une suite de fonctions appartenant a L7,
(1 < p < o) et soit f une fonction appartenant a LP. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) La suite (f,) converge fortement vers [ dans L”.

(2) La suite (f,) converge en mesure vers [ et
Ny(f) = T}I_{EO Np(fn)-

CoroLLARY 11. Soit (f,) une suite de fonctions appartenanta £, (1 <
p < 00) et soit f une fonction mesurable appartenant a LP et soit [ et g
deux autres fonctions. On suppose vérifiées les deux conditions suivantes :
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(1) La fonction f est mesurable et la suite (f,) converge en mesure vers f.
(2) La fonction g appartienta L£P et |f,| < g quel que soit n € N.

Alors la suite ( f ) converge fortement vers f dans L?.

CoroLLARY 12. Soit (f,,) une suite de fonctions appartenant a LP, (1 <
p < o0) qui converge en mesure vers une fonction f. On suppose vérifiées
les deux conditions suivantes :
(1) La mesure p est bornée.

(2) La suite (f,) est bornée dans L*.

Alors pour tout réel p' tel que 1 < p' < p, la suite ( fn) converge fortement vers
f dans L*.
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