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1 - Enoncé du Théorème Inverse de Galois.

Le ésultat principal de cet article est le thórème suivant,

Theorem 4. Soient K un corps hilbertien et G un groupe fini. Alors il
existe une extension galoisienne L de K telle que Gal(L/K) soit isomorphe
à G.

qui est le théorème inverse de Galois.

2 - Démonstration.

La démonstration de ce résultat s’appuie sur le théorème suivant :

Theorem 5. Soient K un corps et G un groupe fini. Alors il existe une
extension transcendante pure L = K(y1, · · · , yn+1) de K de degré n + 1 où
n est l’ordre de G, telle que G soit isomorphe au groupe de Galois sur L
d’une extension galoisienne finie F de L.

Nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemma 2. Soient K un corps, F une extension galoisienne de K, G =
Gal(F/K), f ∈ K[T ] un polynôme non nul à coefficients dans K et Z
l’ensemble des zéros de f dans K. On suppose que Z est non vide.

Alors :

1) Les actions des éléments de G sur F permutent les éléments de Z.

2) Si les éléments de Z engendrent F sur K, alors G est isomorphe à un
sous - groupe du groupe

∑
(Z) des permutations de Z.

3) Si f est un polynôme irréductible et si F est le corps de décomposiiton
sur K d’un polynôme g à coefficients dans K, alors G opère transitivement
sur Z.

Preuve du lemme 5: 1) Pour tout α ∈ F et tout σ ∈ G, on a f(σ(α)) =
σ(f(α)) puisque σ laisse invariants les éléments de K. Par conséquent
pour tout σ ∈ Z, on a

f(σ(α)) = σ(f(α)) = σ(0) = 0,
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donc σ(α) ∈ Z. Ce qui prouve que les actions des éléments de G sur F
permutent les éléments de Z.

2) Supposons que F soit engendré sur K par les éléments de Z. Comme
les actions des éléments de ‘G permutent les éléments de Z d’après 1),
on définit un homomorphisme naturel π : G −→

∑
(Z). Pour démontrer 2)

il faut montrer que H = Ker(π) = {e}. Il est clair que les éléments de H
fixent tous éléments de Z et aussi ceux de K puisque H ⊆ G = Gal(F/K).
Par conséquent les éléments de H fixent tous les éléments de F = K(Z).
On en déduit donc que H = {e}, donc G est isomorphe à un sous - groupe
de

∑
(Z).

3) Supposons maintenant que F soit le corps de décomposition d’un
polynôme g appartenant à K[T ] et que f soit irréductible dans K[T ].
Soient α1 et α2 des éléments de Z. Nous allons montrer qu’il existe
θ ∈ G tel que θ(α1) = α2 Comme f est irréductible dans K[T ] et que
α1 et α2 sont des racines de f, il existe un K-isomorphisme de corps
ϕ : K1 = K[α1] −→ K2 = K[α2] tel que ϕ(α1) = α2. Il est clair que F est le
corps de décomposition de g sur K1 et K2. Pour tout polynÃťme h ap-
partenant à K1[T ], notons ϕ̂(h) le polynôme appartenant à K2[T ] obtenu
en appliquant ϕ aux coefficients de h. Comme g est un polynôme à
coefficients dans K et que ϕ est un K-isomorphisme de K1 dans K2,
on a ϕ̂(g) = g.

fSupposons que ϕ se prolonge en un isomorphisme θ de F sur F,
on en déduit que θ ∈ G et θ(α1) = α2.
Le lemme suivant permettra donc de conclure.

Lemma 3. Soient ϕ : K1 −→ K2 un isomorphisme de corps, f1 ∈ K1[T ]
un polynôme à coefficients dans K1 et f2 = ϕ̂(f1) ∈ K2[T ] le polynôme à
coefficients dans K2 obtenue en faisant opérer ϕ sur les coefficients de
f1. Supposons que F1 soit un corps de décomposition de f1 sur K1 et
F2 un corps de décomposition de f2 sur K2. Alors ϕ se prolonge en un
isomorphisme de corps θ : F1 −→ F2.

Preuve du lemme 6: Nous raisonnerons par récurrence sur n = [F1 : K1].

1) Si n = 1, alors f1 se décompose sur K1, donc f2 = ϕ̂(f1) se décompose
aussi sur K2. Ce qui implique donc que
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[F2 : K2] = 1. Par conséquent on a : F1 = K1, F2 = K2 et θ = ϕ.

2) Supposons maintenant que n ≥ 2. Soit g1 un facteur irréductible de
f1 dans K1[T ], alors g2 = ϕ̂(g1) est un facteur irréductible de f2 dans
K2[T ]. Comme f1 se décompose dans F1[T ], alors g1 possède une racine
α1 dans F1 et g2 possède une racine α2 dans F2. On sait que dans ce
cas il existe un isomorphisme de corps

θ1 : L1 = K1[α1] −→ L2 = K2[α2]

tel que θ1(α1) = α2 prolonge ϕ. Comme [L1 : K1] = deg(g) > 1, on en con-
clut que [F1 : L1] < [F1 : K1] = n. Donc d’aprÃĺs l’hypothèse de récurrence
θ1 : L1 −→ L2 se prolonge en un isomorphisme de corps θ : F1 −→ F2

puisque F1 est le corps de décomposition de f1 sur L1 et F2 est le corps
de décomposition de F2 sur L2.
Il est clair que θ prolonge ϕ, d’où la conclusion.

Lemma 4. Soient K un corps et G un groupe fini d’ordre n. Alors il
existe une extension de type fini L de K contenue dans l’extension tran-
scendante pure F = K(x1, · · · , xn) de degré n de K telle que F soit une
extension galoisienne de L et Gal(F/L) ' G.

Preuve du lemme 7 : D’après le théorème de Cayley, G est un isomorphe
à un sous - groupe du groupe

∑
(G) des permutations de l’ensemble sous

- jacent à G. Or
∑

(G) est isomorphe au groupe
∑

n . des permutations
de Pn = {1, · · · , n}. Par conséquent G est isomorphe à un sous - groupe
de

∑
n .. Or

∑
n . opère sur l’anneau des polynômes A = K[x1, · · · , xn]

comme suit : σ(a) = a quel que soit a ∈ K et σ(xi) = xσ(i) quel que soit
l’entier i,
1 ≤ i ≤ n. Il est clair que σ se prolonge en un isomorphisme de corps
ϕσ : F −→ F pour tout σ ∈

∑
n . On en déduit donc que G aussi opère sur

F en tant que sous - groupe de
∑

n .

Soit alors L le sous - corps des invariants de F sous l’action des éléments
de G. Il est clair que F est une extension galoisienne de L et Gal(F/L) ' G.
En outre comme L est un sous - corps de F contenant K, L est une
extension de type fini de K d’après ( Issacs (1993) 24.9).
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Démonstration du Théorème 12
D’après le lemme 7, si n désigne l’ordre de G, il existe une extension
de type fini L de K contenue dans l’extension transcendante pure
F = K(x1, · · · , xn) de K telle que F soit une extension galoisienne de L
et Gal(F/I) ' G. Il est clair que L̄ est une extension séparable de K, donc
il existe y1, · · · , yn des éléments algébriquement indépendants sur K telle
que L soit une extension finie séparable de K(y1, · · · , yn). Il existe donc
α ∈ L et α1 ∈ F tels que L = K(y1, · · · , yn)[α] et F = L[ᾱ1]. Soient f̄(y) le
polynôme unitaire minimal de α sur F et f̄1(T1) le polynôme unitaire
minimal de ᾱ1 sur L et ᾱ1, · · · , ᾱn les racines de f̄ . Alors f̄1 =

∑
0≤1≤n

ai(α)T i1,

où ai(y) est un polynôme en y à coefficients dans K(y1, · · · , yn).

En posant f1 =
∑

0≤1≤n

ai(y)T i1, alors f est un polynôme irréductible à co-

efficients dans K(y1, · · · , yn, y) puisque f̄1 est un polynôme irréductible
à coefficients dans L. En outre si ∆(f1) est le discriminant de f1 sur
K(y1, · · · , yn, y), son image dans L est le discriminant ∆(f̄1) de f̄1. Comme
on a ∆(f̄) 6= 0, on en conclut que ∆(f1) 6= 0. Ce qui signifie que f1 est un
polynôme séparable à coefficients dans K(y1, · · · , yn, y).

On a un homomorphisme d’anneaux

π : B = K(y1, · · · , yn)[y][T1]/(f1(T1)) −→ F̄

défini par π(y) = α et π(α1) = ᾱ1 où α1 est l’image de T1 dans B
et M = Ker(π) est l’idéal de B engendré par f̄(y). Comme f1(T1) est
un polynôme irréductible de K(y1, · · · , yn)[y][T1], B est un anneau intègre.
Si B1 est la clôture intégrable de B, comme V = BM est un anneau
de valuation discrète, M1 = MV ∩ B1 est le seul idéal premier de B1

contenant f̄(y) et M1(B1)M1 = f̄(y)(B1)M1 . Comme B1 est un anneau de
Dedekind, on en déduit que M1 = f̄(y)B1 d’après (Issacs (1993) 29.3).
Posons R = (B1)M1 , soient R∗ le henselisé de R et α1, · · · , αn les racines
de f1(T1).

Alors d’après ( Nagata (1962) 43.9), il existe un élément a de M1 R
∗

entier sur R tel que No = M1 B1[a] + aB1[a] engendre un idéal maximal
N de C = R[a] et que α1, · · · , αn soient des éléments de CN = R[a]N .
D’après (Nagata (1962) loc. cit), on peut choisir a tel que R∗ soit le

SPAS EDITIONS (SPAS-EDS). www.statpas.org/spas-eds/. In Euclid
(www.projecteuclid.org). Page - 25



A Collection of Papers in Mathematics and Related Sciences, a festschrift in honour of
the late Galaye Dia. Seydi H. (2018). Le théorème inverse de Galois. Pages 21 — 31.

henselisé de CN . Par conséquent CN est un anneau de valuation discrète
puisque R est un anneau de valuation discrète. On a a = a′f̄(y) avec
a′ ∈ R∗ puisque a ∈M1R

∗ = f̄(y)R∗. Posons C ′ = R[a′] et N ′ =M1R
∗ ∩ C ′.

Alors comme C ′N ′ domine CN ′ et que C ′N et CN ont le même corps
des fractions on a CN ′ = C ′N ′ . Donc si D est la clôture intégrale de C ′,
alors M = NCN ∩ D = N ′C ′N ′ ∩ D est le seul idéal maximal de D qui
contient No, donc M est le seul idéal premier de D qui contient f̄(y),
puisque si P est un idéal premier de D contenant f̄(y), P contient
a = a′f̄(y) et M1. Donc P contient No, ce qui implique que P = M.
Comme f̄(y)DM = NoDM = MDM , on en déduit que M = f̄(y)D d’après (
Issacs (1993) 29/3) puisque D est un anneau de Dedekind.

En posant S = C[α1, · · · , αn], on voit que P = NCN ∩ S est le seul
idéal premier de S au dessus de N et NS est P -primaire. Comme
PSP = NCN = NSP , on en déduit donc que P = NS.

Soient E une extension galoisienne de K(y1, · · · , yn, y) qui contient D, D̄
la fermeture intégrale de D dans E, C̄ la fermeture intégrale de C dans
E, I ′′ = f̄(y) D′′ où D′′ =

⋂
g′∈G′

g′(D̄) et G′ est le groupe de Galois de E

sur K(y1, · · · , yn, y). Donc I ′′ 6= D′′ puisque f̄(y)D̄ 6= D̄ d’après le premier
théorème de Cohen-Seidenberg, étant donné que D̄ est entier sur D et
f̄(y)D est un idéal premier de D. Comme C̄ est la fermeture intégrale
de R dans E, alors C̄ est invariant par G′, donc D′′ contient C̄
puisque D̄ contient C̄. Par conséquent E est le corps des fractions de
D′′. Posons Do = D∩D′′. Comme D′′ est un anneau de Dedekind d’après le
théorème de Krull-Akisuki (Nagata (1962) 33.2) puisqu’il contient C̄ qui
est un anneau de Dedekind, D′′ est l’intersection des anneaux de valua-
tion discrète définis par ses idéaux maximaux. Donc Do est l’intersection
de ces derniers anneaux valuation discrète avec K(y1, · · · , yn, y) et qui
sont aussi des anneaux valuation discrète. Mais tout idéal maximal de Do

définit un de ces derniers anneaux de valuation discrète, d’après ( Nagata
(1962) 33.6), ce qui prouve que tout idéal maximal de Do est l’intersection
d’un idéal maximal de D′′ avec Do. En outre Mo = M ∩ Do est le seul
idéal premier de Do contenant f̄(y) puisque (Do)Mo = DM = SP = CN .
En effet si Qo est un idéal premier de Do contenant f̄(y), Qo = D ∩ Q′′
oÃź Q′′ est un idéal maximal de D′′ et Q′′ = Q̄ ∩ D′′ oÃź Q̄ est un
idéal maximal de D̄ puisque D̄ est entier sur D′′. Or Q̄ ∩D = M, donc
Q = M ∩Do = Mo. Comme D′′ contient S puisque C̄ contient S, alors
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D′′ est un anneau de Dedekind d’après le théorème de KRULL - AKIZUKI
( Nagata (1962) loc. cit), donc, Mo = f̄(y)Do d’après ( Issacs (1993) 29.3).
Soit B′ = K(y1, · · · , yn)[y][α1, · · · , αn] ⊆ S.

Alors M′ = B′ ∩ I ′′ = B′ ∩Mo = B′ ∩P est un idéal maximal de B′. Comme
B′ et I ′′ = f̄(y)D′′ sont invariants par G′, alors M′ est invariant par
G′. On en déduit donc que si u et v sont des éléments de B′ tels que
u ≡ v modM′, on a g′(u) ≡ g′(v) modM′ quel que soit l’élément g′ de G′.
En outre on a un homomorphisme d’anneaux ϕ : B′ −→ F̄ qui prolonge
l’homomorphisme d’anneaux π : B −→ F̄ et M′ = Ker(ϕ). Donc si u et v
sont deux éléments de B′ tels que ϕ(u) = ϕ(v), alors ϕ(g′(u)) = ϕ(g′(v))
quel que soit l’élément g′ de G′.

On peut donc définir une application θ : G′ −→ G par
θ(g′)(ϕ(u)) = ϕ(g′(u)). En effet θ(g′) est un homomorphisme de F̄ dans
F̄ puisque g′ est un homomorphisme de B′ dans B′ et θ(g′) laisse
invariants les éléments de L puisque G′ laisse invariants les éléments
de K(y1, · · · , yn, y), donc θ(g′) ∈ G quel que soit g′ ∈ G′.
D’autre part comme G opère transitivement sur {ᾱ1, · · · , ᾱn} d’après le
lemme 5 , l’application h : G −→ {ᾱ1, · · · , ᾱn} définie par h(g) = g(α1) est
surjective donc bijective puisque l’ordre de G est égal Ãă n. Soient g ∈ G
et ᾱk = g(ᾱ1). Comme G′ opère transitivement sur {α1, · · · , αn}, en ad-
mettant que ϕ(α1) = ᾱ1 puisque ϕ établit une bijection entre {α1, · · · , αn}
et {ᾱ1, · · · , ᾱn}, il existe donc g′ ∈ G′ tel que ϕ(g′(α1)) = θ(g′)(ᾱ1) qui est
un élément de {ᾱ1, · · · , ᾱn} soit égal Ãă g(ᾱ1 = ᾱk. On en conclut donc
que l’on a g = θ(g′), puisque h(g) = h(θ(g′)) et h est bijective, ce qui prouve
que θ est surjective.

On a aussi θ(g′1g′2)(ϕ(u)) = ϕ(g′1g2(u)) = θ(g′1)(ϕ(g′2(u))) = θ(g′1)θ(g′2)(ϕ(u)).
En remplaçant u par α1 dans cette relation, on obtient h(θ(g′1, g

′
2)) =

h(θ(g′1) ◦ θ(g′2), donc θ(g′1, g
′
2) = θ(g′1) ◦ θ(g′2) puis que h est bijective. On en

conclut donc θ est un homomorphisme de groupes. Par conséquent si
F est le sous - corps des invariants de H = Ker(θ), F est une extension
galoisienne de K(y1, · · · , yn, yn+1) où yn+1 = y, d’après le Théorème Fonda-
mental de la Théorie de Galois puisque H est un sous - groupe normal
de G′ et G ' G′/H ' Gal(F/K(y1, · · · , yn, yn+1), d’où la conclusion.
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Definition 1. On dira qu’un corps K est un corps quasi - hilbertien si
tout groupe fini G est isomorphe au groupe de Galois d’une extension ga-
loisienne de K.

Theorem 6. Soient K un corps et L une extension transcendante pure
de K de degré de transcendance sur K infini. Alors L est un corps quasi
- hilbertien.

Preuve du théorème 6. Soit (xi)i∈I une famille d’éléments de L algébriquement
indépendants sur K qui engendrent L sur K. Soient G un groupe fini
d’ordre n, I1 une partie Ãă n+1 éléments de I et I2 sont complémentaire
dans I. D’après le théorème 12, il existe une extension galoisienne F ′ de
L′ = K(xi)i∈I1 telle que Gal(F ′/L′) ' G. On a L′[xi]i∈I2 ⊗L′ F ′ ' F ′[xi]i∈I2 ,
donc si S est l’ensemble des éléments non nuls de L′[xi]i∈I2 .

F = L⊗L′ F ′ = S−1(L′[xi]i∈I2)⊗L′ F ′

est un anneau intègre qui est entier sur le corps L. Par conséquent F
est un corps et [F : L] = [F ′ : L′] = n.

D’autre part si g ∈ G, on a une application bilinéaire
θg : L × F ′ −→ F = L ⊗L′ F ′ définie par θg(u, v) = u ⊗ g(v), qui induit un
homomorphisme F = L⊗L′F ′ −→ F = L⊗L′F ′ défini par θg(u⊗v) = u⊗g(v).
Cet homomorphisme est un automorphisme de F qui laisse invariant L.
En définissant g(u⊗ v) = θf (u⊗ v),

g

( ∑
1≤i≤n

ui ⊗ vi
)

= θg

( ∑
1≤i≤n

ui ⊗ vi
)

=
∑

1≤i≤n

ui ⊗ g(vi),

G est un groupe d’automorphisme de F qui laisse L invariant et comme
n = [F : L] et n est l’ordre de G, on en déduit que G = Gal(F/L), d’où la
conclusion.

Theorem 7. Soient K un corps, n un entier positif et L une extension
transcendante pure de K de degré de transcendance égal Ãă n + 1. Alors
tout groupe G d’ordre m ≤ n est isomorphe au groupe de Galois sur L
d’une extension galoisienne F de L.
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Preuve du théorème 7: Soit Lo = K(x1, · · · , xm+1) une sous - extension de
L = K(x1, · · · , xm+1, · · · , xn+1 sur K transcendante et de degré de transcen-
dance égal à m+ 1 sur K. D’après le théorème 12, il existe une extension
galoisienne Fo de Lo de degré fini telle que Gal(Fo/Lo) ' G. On prouve
comme dans la dÃľmonstration précédente que F = L⊗Lo Fo est un corps
et une extension galoisienne de L et que Gal(F/L) est isomorphe à G.

Theorem 8 (Théorème inverse de Galois généralisé). Soient K un corps
hilbertien et G un groupe fini. Alors il existe une extension galoisienne finie
L de K telle que Gal(L/K) soit isomorphe à G. Autrement dit K est un
corps quasi - hilbertien.

Preuve du théorème 8 : L’assertion découle du théorème 12 et de (Yao
and Xie (2009) Th. 2.12).

Corollary 3. Soient K un corps hilbertien, Ω sa clôture algébrique
séparble et G un groupe fini. Alors G est isomorphe à un groupe quotient
de Gal(Ω/K).

Proof of Corollary 3 : D’après le théorème précédent, il existe une ex-
tension galoisienne L de K contenue dans Ω telle que Gal(L/K) soit
isomorphe à G.

Soit H le sous - groupe de M = Gal(Ω/K) constitué des éléments de
M qui laissent invariants les éléments de L. Alors d’après le Théorème
Fondamental de Galois, G est isomorphe au groupe quotient M/H, d’où
la conclusion.

Theorem 9 (Théorème Inverse de Galois). Soit G un groupe fini. Alors
il existe une extension galoisienne finie L de Q telle que Gal(L/Q) soit
isomorphe à G, autrement dit Q est un corps quasi - hilbertien.

Preuve du théorème 9 : L’assertion découle du théorème d’irréductibilité
de HILBERT qui dit que Q est un corps hilbertien et du théorème précédent.

Corollary 4. Soient Q̄ la clôture algébrique de Q et G un groupe fini.
Alors G est isomorphe à un groupe quotient de Gal(Q̄/Q).

SPAS EDITIONS (SPAS-EDS). www.statpas.org/spas-eds/. In Euclid
(www.projecteuclid.org). Page - 29



A Collection of Papers in Mathematics and Related Sciences, a festschrift in honour of
the late Galaye Dia. Seydi H. (2018). Le théorème inverse de Galois. Pages 21 — 31.

Preuve du corrolaire 4: L’assertion découle du corollaire précédent.

Theorem 10. Soient K un corps quasi - hilbertien et
L = K(x1, · · · , xn) une extension transcendante pure de degré fini de K.
Alors L est un corps quasi - hilbertien.

Preuve du théorème 10 : Soient G un groupe fini et F une extension
galoisienne finie de K dont le groupe de Galois sur K est isomorphe à
G. Il est facile de voir que E = F (x1, · · · , xn) est une extension galoisienne
finie de L = K(x1, · · · , xn) dont le groupe de Galois sur L = K(x1, · · · , xn)
est isomorphe à G, d’où la conclusion.

3 - Quelques remarks and further results.

Nous avons les résultats suivants :

1) Si K est un corps hilbertien, alors toute extensin de type fini L de K
est un corps hilbertien (cf. Yao and Xie (2009) Cor. 2.11).

2) Si K est un corps hilbertien, alors toute extension transcendante pure
de degré infini L de K est un corps hilbertien (cf Lang (1959-1960)).

3) Si K est un corps hilbertien, alors l’extension abélienne maximale
séparable L de K est un corps hilbertien (cf Kuyk (1970) Cor. 1 ).

4) Si K est un corps hilbertien, alors l’extension nilpotente maximale
séparable L de K est un corps hilbertien (cf. Kuyk (1970) Cor. 2).

5) Si K est un corps infini, alors toute extension de type fini L de K de
degré de transcendance supérieur ou égal à 1 est un corps hilbertien (cf.
Lang (1959-1960) Théorème 6). Ce qui implique donc que le corps L du
théorème 6 est un corps hilbertien, et le corps L du théorème 8 est un
corps hilbertien si n ≥ 2, même si K n’est pas un corps quasi-hilbertien.

6) On peut même se demander si un corps quasi-hilbertien n’est pas un
corps hilbertien.

SPAS EDITIONS (SPAS-EDS). www.statpas.org/spas-eds/. In Euclid
(www.projecteuclid.org). Page - 30
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