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ESPACES TWISTORIELS ET STRUCTURES

COMPLEXES NON STANDARDS

Guillaume Deschamps

Abstract
In this article we use the twistor theory in order to build “non
standard” complex structures (with a meaning which we define)
on the products of 4-manifolds with the sphere of dimension two.
To that end, we enumerate the set of complex surfaces whose
twistor space is C∞-trivial. Among these surface we will study
those which admit an anti-self-dual riemannian metric.

1. Introduction

En regardant le quotient du fibré O(1) ⊕ O(1) −→ CP 1 par une ac-
tion holomorphe de Z4 bien choisie, Blanchard [5] a mis une structure
complexe non kählerienne sur le produit T4 × S2 d’un tore T4 avec la
sphère S

2. Cette structure complexe n’est pas une déformation d’une
structure complexe produit. Cet exemple est un cas particulier d’es-
pace twistoriel : si (M, g) est une 4-variété riemannienne orientée, on
peut lui associer son espace twistoriel τ(M, g) qui est le fibré des struc-
tures presque complexes sur TM compatibles avec l’orientation et la
métrique [1]. C’est un fibré lisse localement trivial de fibre la sphère S2

et de groupe structural SO(3). L’espace twistoriel τ(M, g) est muni
d’une structure presque complexe canonique qui ne dépend que de la
classe conforme de g. Cette dernière est intégrable si et seulement si la
métrique g est anti-autoduale [1]. On rappelle qu’une métrique g sur
une 4-variété est dite anti-autoduale si le tenseur de Weyl associé W ,
considéré comme un endomorphisme de l’ensemble des 2-formes, vérifie
⋆W = −W où ⋆ est l’opérateur de Hodge. Dans l’exemple de Blanchard
la structure complexe non kählerienne sur T4 × S2 est précisément la
structure d’espace twistoriel d’un tore plat : τ(T4, gplat) ≃ T4 × S2.
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On sait qu’une surface K3 munie de sa métrique de Calabi-Yau ou
que la surface S1 × S3 munie de sa métrique produit sont des exemples
qui généralisent ceux de Blanchard. C’est-à-dire que ce sont des sur-
faces complexes M dont la structure d’espace twistoriel munit le pro-
duit M×S2 d’une structure complexe qui n’est pas une déformation de la
structure complexe produit. Le but de cet article est de donner une classi-
fication des variétés qui généralisent celles de Blanchard. C’est-à-dire de
déterminer la liste des 4-variétés riemanniennes orientées (M, g) munit
d’une structure complexe, dont la fibration twistorielle est C∞-triviale et
telle que la métrique g est anti-autoduale. Pour de telles variétés, nous
verrons que la structure complexe d’espace twistoriel n’est jamais une
déformation de la structure complexe produit, ni biméromorphe à une
variété kählerienne [11].

Nous commencerons par donner un critère simple pour savoir si la
fibration twistorielle d’une 4-variété est C∞-triviale (Partie 2). Nous
donnerons alors la liste des surfaces complexes à fibré twistoriel trivial.
Pour cela il nous faudra d’abord déterminer quelles surfaces complexes
possèdent une structure spin. On précisera ainsi un résultat de Yau [37]
en donnant l’ensemble des 4-variétés parallélisables munies d’une struc-
ture complexe. Tous ces résultats sont regroupés dans le Théorème 1.
Dans la Partie 3 nous donnerons une résolution quasi-complète à notre
problème. Ce théorème peut être vu comme une version riemannienne
d’un résultat de Boyer [8, Theorem 3] (lire aussi [17] et [29]).

Théorème 2. Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twis-
toriel est C∞-trivial. Si la variété M peut être munie d’une métrique
riemannienne anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3,

b) un tore,

c) une surface hyperelliptique,

d) une surface de Hopf,

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Réciproquement dans les cas a), b), c) et d) il existe toujours une mé-
trique riemannienne anti-autoduale.

Comme application, nous donnerons une famille d’exemples de 4-va-
riétés M sans structure complexe dont le produit M×CP 1 est complexe.
C’est en quelque sorte une structure complexe “non standard” (Partie 4).

Théorème 3. Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H,
il existe une structure complexe sur le produit H×S1×S2 bien que H×S1

n’en possède pas.
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Enfin pour certaines surfaces M du Théorème 2 nous construirons une
infinité de structures complexes non kähleriennes sur le produit M × S2

qui ne sont pas déformations les unes des autres (Partie 5).

2. Fibré twistoriel trivial

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. On note
∧+

le fibré
des 2-formes autoduales, c’est-à-dire invariantes par l’opérateur de
Hodge ⋆. La métrique sur M induit une métrique sur le fibré

∧+.
L’espace twistoriel τ(M, g) de (M, g) est par définition le fibré unitai-

re S(
∧+

). À difféomorphisme près la fibration twistorielle ne dépend que
de l’orientation de M [1], [12].

Définition. Une 4-variété orientée M est presque hypercomplexe s’il
existe trois structures presque complexes I, J et K qui respectent l’orien-
tation et telles que IJ = −JI = K.

En d’autres termes M est presque hypercomplexe si le groupe struc-
tural du fibré tangent de M se réduit à SU(2).

Proposition 1. Le fibré twistoriel d’une 4-variété orientée est trivial si
et seulement si M est presque hypercomplexe.

Preuve: Le groupe des difféomorphismes de la sphère S2 qui préservent
l’orientation Diff+

S2 se rétracte fortement sur le groupe spécial ortho-
gonal SO(3) [33]. Par conséquent le fibré twistoriel S(

∧+
) −→ M est

trivial en tant que Diff+
S2-fibré si et seulement s’il est trivial en tant

que SO(3)-fibré et donc si et seulement si le fibré des 2-formes auto-

duales
∧+

−→ M l’est. Dans ce cas on peut définir une base ortho-

normée de champs de vecteurs sur
∧+, ce qui revient précisément à se

donner une structure presque hypercomplexe sur (M, g).

Proposition 2. Une 4-variété M est parallélisable si et seulement si
elle est presque hypercomplexe et de caractéristique d’Euler nulle.

Preuve: Si X est un champ de vecteurs partout non nul, (X,IX, JX, KX)
est une base de champs de vecteurs de M .

L’intérêt de la Proposition 1 vient du fait qu’on sait caractériser les
4-variétés presque hypercomplexes. On a ainsi une caractérisation topo-
logique des 4-variétés à fibré twistoriel trivial.

Théorème ([36]). Une 4-variété orientée M est presque hypercomplexe
si et seulement si M est spin et si sa caractéristique d’Euler χ et sa
signature τ vérifient la relation : 3τ + 2χ = 0.
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Pour déterminer la liste des surfaces complexes dont le fibré twistoriel
est trivial il suffit de connâıtre la liste des surfaces complexes qui sont
spin et de regarder celles dont la première classe de Chern vérifie c2

1 = 0.
En utilisant la Proposition 2 on aura également la liste des surfaces
complexes qui sont parallélisables en tant que 4-variétés réelles.

Si M est une 4-variété spin alors sa forme d’intersection est paire [2].
Une surface complexe spin est donc minimale c’est-à-dire sans courbe
exceptionnelle [17].

On dit qu’une surface complexe M est dans la classe V II0 si elle est
minimale, si sa dimension de Kodaira est −∞ et si son premier nombre
de Betti est 1. Bogomolov [6] puis Teleman [34] ont montré que les seules
surfaces de la classe V II0 dont le deuxième nombre de Betti b2 est nul
sont les surfaces de Hopf et les surfaces d’Inoue [19]. On connâıt des
exemples de surfaces dans la classe V II0 avec b2 > 0. On parlera de la
classe V II+

0 .

Théorème 1. Le tableau suivant donne la liste des surfaces complexes
qui sont spin, qui sont à fibré twistoriel trivial ainsi que celles qui sont
parallélisables.

Dimension

de

Kodaira

Surfaces
Surfaces

spin

Surfaces

à fibré

twistoriel

trivial

Surfaces

parallélisable

sur R

−∞

les surfaces de Hopf oui oui oui

les surfaces d’Inoue oui oui oui

les surfaces

de la classe V II+

0

non non non

le plan projectif
complexe CP 2 non non non

les surfaces réglées
de genre g dont la

forme d’intersection
est paire

oui si g = 1 si g = 1

les surfaces réglées
de genre g dont la

forme d’intersection
est impaire

non non non
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0

les tores oui oui oui

les surfaces
hyperelliptiques

oui oui oui

les surfaces de
Kodaira primaires

oui oui oui

les surfaces de
Kodaira secondaires

cf.
remarque

celles qui
sont spin

celles qui
sont spin

les surfaces de K3 oui oui non

les surfaces d’Enriques non non non

1

les surfaces minimales
avec premier nombre

de Betti impair
certaines

celles qui
sont spin

celles qui
sont spin

les surfaces minimales
avec premier nombre

de Betti pair
certaines

celles qui
sont spin

celles qui sont spin
et de caractéristique

d’Euler nulle

2
les surfaces

de type général
cetaines aucune aucune

Remarque. Les surfaces de Kodaira secondaires sont des quotients fi-
nis des surfaces de Kodaira primaires par un groupe G d’ordre 2, 3, 4
ou 6 dont l’action est propre, discontinue et sans point fixe [15], [2].
On n’a pas de classification de ces surfaces. Mais on peut construire
de nombreux exemples qui sont spin. Ainsi lorsque S est un quotient
d’ordre 3 d’une surface de Kodaira primaire, son fibré canonique KS est
tel que K⊗3

S est trivial. Sa première classe de Chern c1(S) vérifie donc
3c1(S) = 0 : la surface S est spin. Pour les surfaces elliptiques de di-
mension de Kodaira 1, il existe quelques caractérisations de celles qui
sont spin en fonction des multiplicités des fibres multiples [15]. La pro-
priété d’admettre une structure spin n’étant pas invariante par passage
au quotient il n’est pas raisonnable d’espérer donner la liste des surfaces
proprement elliptiques ou de type général qui sont spin.

2.1. Démonstration du Théorème 1.

Soit b2 le deuxième nombre de Betti et τ la signature d’une surface
complexe M . On note b+ (respectivement b−) la dimension maximale du
sous-espace sur lequel la forme d’intersection est positive (respectivement
négative). Par définition on a d’une part b2 = b+ + b− et d’autre part
τ = b+ − b−. Si M est une surface de la classe V II+

0 on a b2 > 0 et
b+ = 0 [15], [2]. Le théorème de Donaldson [14] nous assure alors que
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la forme d’intersection de M n’est pas paire, en particulier M n’est pas
spin.

On note Σg la surface de Riemann de genre g. Les surfaces réglées de
genre g dont la forme d’intersection est paire sont toutes des déformations
du produit Σg ×CP 1 [15],[2] en particulier elles sont spin. De plus on a
c2
1 = 8(1 − g) et χ = 4(1 − g). Parmi celles-ci seules les surfaces réglées

de genre 1 sont à fibré twistoriel trivial et parallélisables.
La signature d’une surface d’Enriques est −8, ce n’est pas un multiple

de 16. Par le théorème de Rohlin [30] on en déduit que les surfaces
d’Enriques ne sont pas spin.

Les surfaces de Kodaira primaires et les surfaces K3 sont spin puisque
par définition leur fibré canonique est trivial. Les surfaces de Hopf pri-
maires sont par définition difféomorphes à S1×S3. Elles sont spin puisque
parallélisables.

Reste à montrer que les surfaces de Hopf secondaires, les surfaces
d’Inoue et les surfaces hyperelliptiques sont spin.

Surfaces de Hopf secondaires.

1. Description des surfaces de Hopf secondaires : Une surface de Hopf
secondaire S est un quotient de C2⋆ = C2−{(0, 0)} par un groupe d’auto-
morphismes G dont l’action est propre, discontinue et sans point fixe :
S = C2⋆/G. On cherche à montrer que toutes ces surfaces admettent
une structure spin. Pour cela on commence par rappeler les principaux
résultats de Kato sur la classification des surfaces de Hopf secondai-
res [21], [23], [28].

On note (z1, z2) un système de coordonnées sur C
2. À biholomor-

phisme près, on peut supposer [21] que G ⊂ GL(C2) sauf si G est le
groupe engendré par les applications :

{

g(z1, z2) = (γnz1 + λzn
2 , γz2)

h(z1, z2) = (αnz1, αz2)

où :


















(λ, γ, α) ∈ C3

0 < |γ| < 1

α est une racine primitive mième de l’unité

m, n sont des entiers premiers entre eux et m, n ≥ 2.

Mais dans ce cas on peut déformer ces surfaces et se ramener à λ =
0 [21]. À difféomorphisme près il suffit donc d’étudier les surfaces de
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Hopf secondaires pour lesquelles G ⊂ GL(C2). On note H =
{

g ∈

G/| det(g)| = 1
}

. On a alors la suite exacte :

1 −→ H −→ G −→ Z −→ 1.

Définition. On dit que G est décomposable si G = Z × H . Sinon on
dira que G est indécomposable.

Si G est décomposable, la surface de Hopf associée est difféomorphe
au produit S

1 × S
3/H [21]. Lorsque G est indécomposable, la varié-

té S = C2⋆/G est un fibré au-dessus de S1 dont la fibre est difféomorphe
à S3/H . On étudie ce cas en détail.

On utilise les notations suivantes pour les sous-groupes de U(2) d’ordre
fini :

• B′
2k(2l+1) ⊂ U(2) est le groupe engendré par les matrices

(

0 δ
δ 0

)

et
(

ǫ 0
0 ǫ−1

)

avec δ, ǫ ∈ C d’ordre 2k et 2l + 1.

• Bn ⊂ SU(2) est le groupe diédral d’ordre 4n. Il est engendré par

les matrices ( 0 i
i 0 ) et

(

e
iπ

n 0

0 e
−iπ

n

)

.

• C ⊂ SU(2) est le groupe tetraédral. C’est le groupe d’ordre 24

engendré par les matrices
(

i 0
0 −i

)

et 1√
2

(

e
3iπ

4 e
3iπ

4

e
iπ

4 −e
iπ

4

)

.

On note γ un nombre complexe dont le module appartient à l’inter-
valle ]0, 1[ et α une racine primitive mième de l’unité.

Si G est indécomposable alors dans les cas (D1) jusqu’à (D5) (voir
ci-dessous) le groupe G est :

G = G0 ∪ (γ u)G0 avec G0 = 〈γ2 Id〉 × H.

Dans le cas (D6) le groupe G est :

G = G0 ∪ (γ u)G0 ∪ (γ u)2G0 avec G0 = 〈γ3 Id〉 × H.

Voici les différents cas qui peuvent arriver :

(D1) H est le sous-groupe de U(2) engendré par la matrice
(

α 0
0 αn

)

et

u est l’endomorphisme
(

0 t−1

t 0

)

. Avec n 6≡ n2 ≡ 1 (mod m), m de

la forme m = 2k(2l+1) et t ∈ C⋆. À difféomorphisme près on peut
supposer que t = 1 [21].

(D2) H est le sous-groupe de U(2) engendré par la matrice
(

α 0
0 −α

)

et

u est l’endomorphisme
(

0 t−1

t 0

)

avec t ∈ C⋆. À difféomorphisme
près on peut supposer que t = 1 [21].
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(D3) H = 〈α Id〉 × B′
2k(2l+1) et l’endomorphisme u est

(

0 t−1

t 0

)

. Avec

pgcd
(

2k(2l + 1), m
)

=1, 2l + 1 ≥ 3 et k ≥ 3. Enfin t2 = (−ǫ)k

et t 6= 1.

(D4) H = 〈α Id〉×Bn et l’endomorphisme u est
(

e
iπ

2n 0

0 e
−iπ

2n

)

. Avec n ≥ 2

et pgcd(m, 4n) = 1.

(D5) H = 〈α Id〉 × C et l’endomorphisme u est
(

e
iπ

4 0

0 e
−iπ

4

)

. Avec

pgcd(m, 6) = 1.

(D6) H = 〈α Id〉 × B2 et l’endomorphisme u est 1√
2

(

e
3iπ

4 e
3iπ

4

e
iπ

4 −e
iπ

4

)

. Avec

pgcd(m, 2) = 1.

2. Les surfaces de Hopf secondaires sont spin : Dans le cas où G est
décomposable, la surface de Hopf associée est difféomorphe au produit
S3/H × S1 [21]. Ces surfaces sont parallélisables comme produit d’une
3-variété compacte orientable avec S1. En particulier elles sont spin.
Si G est indécomposable la variété S = C2⋆/G est la suspension de
u : S3/H −→ S3/H au-dessus de [0, 1] [21].

Dans les cas (D1) et (D2), on se ramène au cas où t = 1.
On considère alors le sous-groupe de U(2) engendré par H et l’élé-

ment u : 〈H, u〉. Il agit sur la sphère S3. L’action admet un point fixe
si et seulement si 1 est valeur propre d’un élément de ce groupe. Mais
comme le groupe 〈H, u〉 est fini et que H est sans point fixe, il existe une
racine de l’unité ξ telle que l’action du groupe K = 〈H, ξu〉 sur S3 soit
propre, discontinue et sans point fixe. Comme toute 3-variété compacte
orientable, la variété S3/K est parallélisable. C’est-à-dire qu’il existe une
base (X1, X2, X3) de champs de vecteurs sur S

3 invariantes par H et ξu.
On se fixe une détermination logarithmique définie en ξ et on construit
les trois applications suivantes définies sur [0, 1] × S3 et à valeurs dans
l’espace tangent à S3 :











Y1(t, q) = e−t log ξX1(e
t log ξq)

Y2(t, q) = e−t log ξX2(e
t log ξq)

Y3(t, q) = e−t log ξX3(e
t log ξq).

Ces vecteurs sont invariants par le groupe H et par la suspension de
u : S3/H −→ S3/H au-dessus de [0, 1]. Si on note Y4(t, q) = ∂

∂t
le champ

de vecteurs constant tangent à la variable t. On a une base de champs
de vecteurs quelque soit la surface de Hopf secondaire.
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Proposition 3. Les surfaces de Hopf secondaires sont parallélisables.
En particulier elles sont spin.

Surfaces d’Inoue.

1. Les surfaces d’Inoue de type SN sont spin : Soit N = (nij) ∈ SL(3, Z)
une matrice dont les valeurs propres sont α, β, β̄ avec α > 1 et β 6=
β̄. Soient (a1, a2, a3) et (b1, b2, b3) les vecteurs propres de N associés
respectivement à α et β. On note H le demi-plan supérieur de C et GN

le groupe d’automorphismes de H × C engendré par :

{

g0 : (w, z) −→ (αw, βz)

gi : (w, z) −→ (w + ai, z + bi) ∀ i ∈ {1, 2, 3}.

Par définition les surfaces SN = H × C/GN sont les surfaces d’Inoue de
type neutre [19].

Proposition 4. Les surfaces d’Inoue de type SN sont parallélisables.
En particulier elles sont spin.

Preuve: Soit (e1, e2) la “base” canonique de H ≃ R⊕iR+ et (e3, e4) celle
de C ≃ R ⊕ iR. On considère les quatre champs de vecteurs sur H × C

définis par :






















X1(w, z) = Im w .e1

X2(w, z) = Im w .e2

X3(w, z) = β
ln(Im w)

ln α .e3

X4(w, z) = β
ln(Im w)

ln α .e4.

Ces quatre champs de vecteurs passent au quotient en une base de
champs de vecteurs sur SN = H × C/GN .

2. Les surfaces d’Inoue de type S+
N,p,q,r;t sont spin : Soit N = (nij) ∈

SL(2, Z) une matrice ayant des valeurs propres réelles α et 1/α avec α >
1. Soient (a1, a2) et (b1, b2) les vecteurs propres de M associés respec-
tivement à α et 1/α. On fixe des entiers p, q, r où r est non nul et un
nombre complexe t. On note (c1, c2) la solution de l’équation :

(c1, c2) = (c1, c2).
tN + (e1, e2) +

b1a2 − b2a1

r
(p, q)

où ei = 1
2ni1(ni1 − 1)a1b1 + 1

2ni2(ni2 − 1)a2b2 + ni1ni2b1a2 i ∈ {1, 2}.
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On note G+
N,p,q,r;t le groupe d’automorphismes de H × C engendré

par :










g0 : (w, z) −→ (αw, z + t)

gi : (w, z) −→ (w + ai, z + biw + ci) ∀ i ∈ {1, 2}

g3 : (w, z) −→ (w, z + b1a2−b2a1

r
).

Par définition les surfaces S+
N,p,q,r;t = H × C/G+

N,p,q,r;t sont les surfaces

d’Inoue de type positif [19].

Proposition 5. Les surfaces d’Inoue de type S+
N,p,q,r;t sont paralléli-

sables. En particulier elles sont spin.

Preuve: On note encore (e1, e2) la “base” canonique de H ≃ R ⊕ iR+

et (e3, e4) celle de C ≃ R⊕ iR. On considère les deux champs de vecteurs
sur H × C définis par :

{

X3(w, z) = e3

X4(w, z) = e4.

Ces deux champs passent au quotient sur S+
N,p,q,r;t = H × C/G+

N,p,q,r;t.

On définit sur H × C le champ de 2-plans Vect(e1, e3) orientés par le
bivecteur e1 ∧ e3. Ce champ passe au quotient en un champ de 2-plans
orientés sur S+

N,p,q,r;t noté P13. On munit S+
N,p,q,r;t d’une métrique rie-

mannienne et on note X1 le champ de vecteurs dans P13 unitaire et tel
que (X1, X3) soit une famille orthogonale directe de P13.

De même le champ de 2-plans Vect(e2, e4) constant sur H × C et
orientés par le bivecteur e2 ∧ e4 passe au quotient sur S+

N,p,q,r;t en un
champ de 2-plans P24 orientés. On définit de même le champ de vec-
teurs X2 dans P24 unitaire et tel que (X2, X4) soit une famille orthogo-
nale directe de P24.

On a ainsi défini une base de champs de vecteurs (X1, X2, X3, X4)
sur S+

N,p,q,r;t. Les surfaces d’Inoue de type positive sont donc bien pa-
rallélisables.

3. Les surfaces d’Inoue de type S−
N,p,q,r sont spin : Soit N = (nij) ∈

GL(2, Z) une matrice de détermiant −1 ayant deux valeurs propres
réelles α, −1/α avec α > 1. Soient (a1, a2) et (b1, b2) les vecteurs propres
de M associés respectivement à α et −1/α. Comme pour les surfaces
d’Inoue de type positive, on fixe des entiers p, q, r où r est non nul et
on note (c1, c2) la solution de l’équation :

−(c1, c2) = (c1, c2).
tN + (e1, e2) +

b1a2 − b2a1

r
(p, q)

où ei = 1
2ni1(ni1 − 1)a1b1 + 1

2ni2(ni2 − 1)a2b2 + ni1ni2b1a2 i ∈ {1, 2}.
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On note G−
N,p,q,r le groupe d’automorphismes de H×C engendré par :











g0 : (w, z) −→ (αw,−z)

gi : (w, z) −→ (w + ai, z + biw + ci) ∀ i ∈ {1, 2}

g3 : (w, z) −→ (w, z + b1a2−b2a1

r
).

Par définition les surfaces S−
N,p,q,r = H × C/G−

N,p,q,r sont les surfaces

d’Inoue de type négatif [19].

Proposition 6. Les surfaces d’Inoue de type S−
N,p,q,r sont parallélisables.

En particulier elles sont spin.

Preuve: On garde les notations précédentes. On définit sur H × C le
champ constant de 3-plans Vect(e1, e3, e4) orientés grâce au trivecteur
e1 ∧ e3 ∧ e4. Ce champ passe au quotient sur S−

N,p,q,r en un champ de
3-plans orientés noté P134.

Pour tout vecteur X de C ≃ Vect(e3, e4), on note Rθ(X) la rotation
d’angle θ du vecteur X dans le plan Vect(e3, e4) orientée par e3∧e4. Sur
H × C on considère les deux champs de vecteurs définis par :

{

X3(w, z) = R ln(Im w)
ln α

π
(e3)

X4(w, z) = R ln(Im w)
ln α

π
(e4).

Ces vecteurs passent au quotient en deux champs de vecteurs sur
S−

N,p,q,r = H × C/G−
N,p,q,r. On munit S−

N,p,q,r d’une métrique rieman-
nienne. On peut alors définir X1 le champ unitaire de P134 tel que
X1 soit orthogonal à Vect(X3, X4) et tel que (X1, X3, X4) soit une fa-
mille orientée de P134. Enfin on note X2 le champ de vecteurs unitaire
orthogonal à P134 tel que (X1, X2, X3, X4) soit une famille orientée.

4. Remarque sur la parallélisabilité des surfaces d’Inoue : On sait de-
puis l’article de Wall [35] (lire aussi [3], [24]) qu’à revêtement fini près
les surfaces d’Inoue sont toutes des solvsurfaces affines, c’est-à-dire des
quotients de la forme G/Γ, où G est un sous-groupe résoluble du groupe
affine et Γ un réseau cocompact de G. Comme une base de champs de
vecteurs invariants à gauche sur G descend en une base de champs de vec-
teurs sur G/Γ, toute solvsurface affine est parallélisable. On obtient ainsi
directement la parallélisabilité des surfaces d’Inoue de type S+

N,p,q,r;t

pour lesquelles le paramètre t n’est pas réel. Mais ce raisonnement ne
marche pas pour les autres surfaces qui ne sont que des quotients finis
de solvsurfaces affines.
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Surfaces hyperelliptiques.

Pour les surfaces hyperelliptiques, on a encore une description expli-
cite [2, Chapter V.5]. Ainsi soit T1 le tore C/Z+ iZ et T2 le tore C/Γ, où
Γ est un réseau de C. On note z1 et z2 les coordonnées complexes sur T1

et T2 respectivement. À difféomorphisme près une surface hyperellip-
tique est le quotient de T1×T2 par un des groupes d’automorphismes G
suivant :

Type Γ G Action de G sur T1 × T2

1 Z + iZ Z/2Z g1(z1, z2) = (z1 + 1

2
,−z2)

2 Z + iZ Z/2Z ⊕ Z/2Z

(

g1(z1, z2) = (z1 + 1

2
,−z2)

g2(z1, z2) = (z1 + i

2
, z2 + e1) avec 2e1 = 0

3 Z + jZ Z/3Z g1(z1, z2) = (z1 + 1

3
, jz2)

4 Z + jZ Z/3Z ⊕ Z/3Z

(

g1(z1, z2) = (z1 + 1

3
, jz2)

g2(z1, z2) = (z1 + i

3
, z2 + e1) avec je1 = e1

5 Z + iZ Z/4Z g1(z1, z2) = (z1 + 1

4
, iz2)

6 Z + iZ Z/4Z ⊕ Z/2Z

(

g1(z1, z2) = (z1 + 1

4
, iz2)

g2(z1, z2) = (z1 + i

2
, z2 + e1) avec ie1 = e1

7 Z + jZ Z/6Z g1(z1, z2) = (z1 −
1

6
,−jz2)

Comme pour les surfaces d’Inoue, on construit explicitement une base
de champs de vecteurs. Le premier tore T1 est le quotient C/Z + iZ.
On note (e1, e2) la base canonique de C ≃ R + iR. Le deuxième tore
est le quotient T2 = C/Γ. On note ici (e3, e4) la base canonique de
C ≃ R + iR et Rθ la rotation d’angle θ dans le plan C ≃ Vect(e3, e4)
orienté par e3 ∧ e4. On définit sur C⊕C les quatre champs de vecteurs :



















X1(z1, z2) = e1

X2(z1, z2) = e2

X3(z1, z2) = R2π Re z1(e3)

X4(z1, z2) = R2π Re z1(e4).

Ces champs passent naturellement au quotient en quatre champs sur
T1 ×T2, quelque soit le réseau Γ définissant T2 = C/Γ. De plus quelque
soit le type de la surface hyperelliptique, ces champs passent au quotient



Espaces Twistoriels et Structures Complexes 447

sur T1 ×T2/G. On a ainsi construit une base de champs de vecteurs sur
chaque surface hyperelliptique.

Proposition 7. Les surfaces hyperelliptiques sont parallélisables. En
particulier elles sont spin.

3. Étude et résolution de notre problème

On rappelle que notre but est de classifier l’ensemble des 4-variétés
riemanniennes orientées (M, g) telle que :

(i) M admet une structure complexe,

(ii) la fibration twistorielle de (M, g) est C∞-triviale,

(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Pour de telles variétés on a deux structures complexes sur le pro-
duit M × S

2 : la structure complexe produit et celle d’espace twisto-
riel. Cette dernière n’est jamais biméromorphe à une structure kähle-
rienne [11].

Sous les hypothèses de notre problème on a le résultat suivant :

Proposition 8. La structure presque complexe d’espace twistoriel n’est
jamais une déformation de la structure complexe produit.

Preuve: Comme (M, g) est presque hypercomplexe, son espace twisto-
riel Z est difféomorphe au produit M × S2. Son deuxième groupe de
cohomologie de De Rham est donc : H2(Z, Z) = H2(M, Z) ⊕ H2(S2, Z).
On note h le générateur du H2(S2, Z) ≃ Z.

L’espace twistoriel de (M, g) est muni d’une structure presque com-
plexe canonique Jet dont la première classes de Chern notée c1(Jet)
est égale à 4h [18]. On note c1(Jp) la première classe de Chern de la
variété M × S2 munie de la structure complexe produit et c1(M) celle
de M . On a c1(Jp) = 2h+ c1(M). Les classes de Chern étant différentes,
la structure d’espace twistoriel n’est donc jamais une déformation de la
structure produit.

3.1. Résolution du problème.

Le théorème suivant donne la liste des surfaces presque hypercom-
plexes qui peuvent être munies d’une métrique riemannienne anti-auto-
duale.
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Théorème 2. Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twis-
toriel est C∞-trivial. Si la variété M peut être munie d’une métrique
riemannienne anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3,

b) un tore,

c) une surface hyperelliptique,

d) une surface de Hopf,

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Réciproquement dans les cas a), b), c) et d) il existe toujours une mé-
trique riemannienne anti-autoduale.

Les seules variétés non connues susceptibles d’admettre une métrique
anti-autoduale sont les surfaces proprement elliptiques. Ces surfaces se
divisent en deux groupes suivant que la caractéristique d’Euler est nulle
ou pas. Dans les deux cas on peut préciser un peu le théorème. Par
le théorème de Schoen [32] toute métrique anti-autoduale est conforme
à une métrique dont la courbure scalaire est constante. Pour les deux
remarques qui suivent, on supposera donc que la courbure scalaire de la
métrique anti-autoduale est constante.

Remarque. Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un
spin et de caractéristique d’Euler nulle. Si M admet une métrique g
anti-autoduale alors la métrique est localement conformément plate, à
courbure scalaire (strictement) négative [7], non hermitienne [8], non
Einstein et à holonomie sans sous-espace invariant [26]. En particulier
la métrique n’est pas Ricci parallèle.

Remarque. Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un
spin et de caractéristique d’Euler χ > 0. Si M admet une métrique
anti-autoduale alors la métrique est à courbure scalaire (strictement)
négative, non Einstein [17] (et donc à courbure non harmonique [7]), non
localement conformément plate, non hermitienne [8], et à holonomie sans
sous-espace invariant. Là encore la métrique n’est pas Ricci parallèle.

3.2. Démonstration.

1. Sens direct du Théorème 2 : Pour démontrer le Théorème 2 on étu-
die au cas par cas les différentes surfaces complexes à fibré twistoriel
trivial. Lorsque la signature d’une variété est nulle, les métriques anti-
autoduales sont localement conformément plates [4]. On peut alors utili-
ser un résultat de Goldman et Kamishima. On rappelle qu’un groupe est
dit virtuellement résoluble s’il admet un sous-groupe résoluble d’indice
fini.



Espaces Twistoriels et Structures Complexes 449

Théorème ([16], [20]). Si (M, g) est une 4-variété compacte localement
conformément plate à groupe fondamental virtuellement résoluble alors
à revêtement riemannien fini près M est conforme à la sphère ronde S

4,
à un tore plat T4 ou au produit S1 × S3.

Surfaces d’Inoue. Si une surface d’Inoue possédait une métrique anti-
autoduale, elle serait localement conformément plate car sa signature
est nulle [19]. De plus le groupe fondamental d’une surface d’Inoue est
résoluble [19]. Comme les surfaces d’Inoue ne sont recouvertes ni par S4

ni par S1 × S3 ni par T4, par le théorème de Goldman et Kamishima on
en déduit qu’elles n’admettent pas de métrique anti-autoduale.

Surfaces réglées de genre un. Soit S une surface réglée de genre un ad-
mettant une structure spin. À difféomorphisme près S est égale au pro-
duit S2 × T2 [2], [15]. On en déduit qu’une surface réglée de genre un
spin n’admet aucune métrique localement conformément plate, ni anti-
autoduale.

Surfaces de Kodaira. Le revêtement universel d’une surface de Kodaira
primaire est C2. Son groupe fondamental est isomorphe au groupe en-
gendré par quatre éléments de la forme [25] :

{

gi(z, w) = (z, w + βi) i = 1, 2

gi(z, w) = (z + αi, w + ᾱiz + βi) i = 3, 4

et soumis à la relation : g3g4 = gm
1 g4g3, m ∈ N⋆. Par conséquent le

groupe fondamental d’une surface de Kodaira primaire est nilpotent et
celui d’une surface de Kodaira secondaire virtuellement nilpotent.

Si une surface de Kodaira possédait une métrique anti-autoduale, elle
serait localement conformément plate (τ = 0). Comme le groupe fonda-
mental d’une surface de Kodaira est virtuellement nilpotent, le théorème
de Goldman et Kamishima nous assure qu’elle n’admet pas de métrique
anti-autoduale.

2. Réciproque du Théorème 3 : Les tores et les surfaces de Hopf primaires
(i.e. difféomorphes à S1 × S3) admettent une métrique riemannienne lo-
calement conformément plate. De plus la métrique de Calabi-Yau sur
une surface K3 est anti-autoduale (car kählerienne à courbure scalaire
nulle). Pour les surfaces hyperelliptiques, on a donné une description ex-
plicite à difféomorphisme près de ces surfaces et il est facile de voir que
la métrique plate sur R4 descend en une métrique plate sur ces surfaces.
Comme la signature d’une surface de Hopf est nulle, la seule chose qu’il
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reste à montrer est donc que toute surface de Hopf secondaire admet une
métrique riemannienne localement conformément plate.

Une surface de Hopf secondaire est le quotient de C
2⋆ par un groupe G.

À difféomorphisme près on peut toujours supposer que G est un sous-
groupe de GL(C2) [21]. Nous allons voir qu’on peut toujours se ramener
au cas où G est un sous-groupe du groupe des isométries de R4⋆ muni
de la métrique :

V =
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 + dx2
4

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

.

Si bien que cette métrique descend en une métrique localement confor-
mément plate sur R4⋆/G. Soit (m, n) ∈ N⋆ deux entiers, α une racine
primitive mième de l’unité et (λ, α, β) ∈ C tels que 0 < |α| ≤ |β| < 1. On
rappelle ici quelques résultats de Kato [21], [23] :

(1) Si G est décomposable et abélien alors :

(A) Soit G est engendré par les applications :

g(z1, z2) = (αz1, βz2) et h(z1, z2) = (az1, a
nz2) avec pgcd(m, n) = 1.

(B) Soit G est engendré par les applications :

g(z1, z2) = (αz1 + λz2, αz2) et h(z1, z2) = (az1, az2).

C’est-à-dire que G n’est pas un groupe d’isométries. Mais quitte à
faire une petite déformation, on peut se ramener à l’un des deux
cas suivant :

(A’) G est engendré par les applications :

g(z1, z2) = (αz1, βz2) et h(z1, z2) = (az1, a
nz2) avec |α| = |β|.

(B’) G est engendré par les applications :

g(z1, z2) = (αz1, αz2) et h(z1, z2) = (az1, az2).

(2) Si G est décomposable mais non abélien, le groupe G est un groupe
d’isométries de (R4⋆, V ).

(3) Si G est indécomposable, dans les cas (D3)–(D6) (cf. Partie 3.1)
G est un groupe d’isométries. Et dans les deux premiers cas, à
difféomorphisme près, on peut se ramener au cas où le paramètre t
de l’endomorphisme u est égale à 1. Et alors la métrique V de R4⋆

passe au quotient.

Conclusion. Toutes les surfaces de Hopf secondaires possèdent une
métrique riemannienne localement conformément plate.
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4. Application

En utilisant le Théorème 2, on peut donner une famille d’exemples
de 4-variétés M sans structure complexe dont le produit M × CP 1 est
complexe. C’est en quelque sorte une structure complexe “non standard”.

Théorème 3. Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H,
il existe une structure complexe sur le produit H×S1×S2 bien que H×S1

n’en possède pas.

Ce théorème fournit en particulier une famille d’exemples simples de
4-variétés parallélisables mais qui ne possèdent pas de structure com-
plexe. De tels exemples existaient déjà [37], [10] mais restaient assez
isolés ou peu explicites.

Corollaire. Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H,
le produit H×S1 est une 4-variété parallélisable sans structure complexe.

Remarque. La démonstration que nous donnons du Théorème 3 permet
également de montrer que tout fibré en cercle S1 au-dessus d’une 3-varié-
té hyperbolique compacte orientable H est parallélisable sans structure
complexe.

Preuve du Théorème 3: Si H est une 3-variété hyperbolique orientable
compacte, elle est parallélisable donc H ×S1 aussi. Son espace twistoriel
est donc difféomorphe à H × S1 × S2. De plus on peut toujours munir H
d’une métrique hyperbolique c’est-à-dire d’une métrique à courbure sec-
tionnelle constante égale à −1. La métrique produit sur H ×S

1 est alors
localement conformément plate [4, Chapter 1-J] et l’espace twistoriel as-
socié à cette variété riemannienne orientée admet une structure complexe
[1].

Reste à montrer que le produit H × S1 n’admet aucune structure
complexe. Pour cela on utilise le Théorème 2 et les propriétés du groupe
fondamental d’une variété hyperbolique compacte. Par les théorèmes de
Preissman et de Byers [4, Chapter 6-C] on sait que le groupe fonda-
mental de H , noté π1(H), n’est pas abélien et que les seuls sous-groupes
résolubles non nuls de π1(H) sont infinis cycliques. En particulier il n’est
pas résoluble et n’admet pas de sous-groupe isomorphe à Z2.

Si H × S
1 admet une structure complexe alors c’est une des surfaces

du Théorème 2, le seul cas à éliminer est le cas des surfaces elliptiques de
dimension de Kodaira 0 ou 1. Si X est une surface elliptique elle admet
une surjection holomorphe π : X −→ C dont la fibre générique est une
courbe elliptique. Si X est parallélisable et de dimension de Kodaira 0
ou 1 alors X admet un revêtement fini X̃ −→ X où X̃ est une surface
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elliptique au-dessus d’une surface de Riemann de genre g ≥ 1, sans fibre
multiple et tel que le groupe fondamental de la fibre (Z2) est central dans

celui de X̃ [2]. Le groupe fondamental de X̃ admet donc un sous-groupe
isomorphe à Z3.

Si H ×S1 était munie d’une structure complexe, ce serait une surface
minimale de dimension de Kodaira 0 ou 1. Et donc H × S1 admettrait
X̃ comme revêtement fini. Son groupe fondamental contiendrait un Z3.
Ce qui est impossible puisque le groupe fondamental de H ne contient
pas de Z2.

5. Existence d’une infinité de structures complexes non
standards

On dit qu’une 4-variété riemannienne orientée (M, g) est hypercom-
plexe s’il existe trois structures complexes I, J et K compatibles avec
l’orientation et la métrique et telles que IJ = −JI = K. La métrique g
est alors anti-autoduale [31]. De plus ces trois structures complexes
définissent un difféomorphisme τ(M, g) ≃ M × S2 tel que la projec-
tion sur le deuxième facteur soit une submersion holomorphe de τ(M, g)
sur CP 1 [9]. La distribution TM (donnée par ce difféomorphisme) est
donc invariante par la structure complexe canonique sur τ(M, g).

Théorème ([9]). Si (M, g) est une 4-variété compacte hypercomplexe
alors elle est conforme à :

a) un tore plat,

b) une surface K3 munit de la métrique de Calabi-Yau,

c) une surface de Hopf quaternionique (cf. [22]).

Proposition 9. Soit (M, g) une variété hypercomplexe. Il existe une
infinité de structures complexes sur les produits M × S2 qui ne sont pas
déformations les unes des autres.

La démonstration de cette proposition s’inspire fortement d’un résul-
tat de LeBrun [27] établi pour les surfaces K3.

Preuve: Pour simplifier l’écriture on notera π : Z −→ M l’espace twis-
toriel de (M, g). Comme (M, g) est hypercomplexe son espace twistoriel
admet une submersion holomorphe sur CP 1 :

Z
p

−−−−→ CP 1

π





y

M



Espaces Twistoriels et Structures Complexes 453

Soit d ∈ N un entier et fd l’application holomorphe de degré d définie
par :

fd : CP 1 −→ CP 1

[z1, z2] 7−→ [zd
1 , zd

2 ].

On note Zd = f⋆
d Z le fibré tiré en arrière :

Zd −−−−→ Z

pd=f⋆

d
p





y





y

p

CP 1 fd

−−−−→ CP 1

Comme le fibré p : Z −→ CP 1 est C∞-trivial, il en va de même pour
pd : Zd −→ CP 1. Si bien qu’on peut identifier la variété Zd avec la
variété M × S2 munie d’une structure presque complexe intégrable, que
l’on notera Jd. Notons qu’avec ces notations J0 est une structure com-
plexe produit et J1 est la structure complexe d’espace twistoriel sur
M × S2. Pour montrer que ces différentes structures complexes ne sont
pas déformations les unes des autres il suffit de calculer les classes de
Chern associées à ces différentes structures [18], [27].

Dans le cas où M est un tore plat ou une surface K3 munie de la
métrique de Calabi-Yau, la structure complexe produit sur M ×CP 1 est
kählerienne. En reprenant la démonstration d’Hitchin [18] il n’est pas
très difficile de voir qu’en dehors de ces deux cas, les 3-variétés complexes
que nous venons d’introduire ne sont jamais biméromorphes à une variété
kählerienne.

Proposition 10. Soit (M, g) une 4-variété hypercomplexe. Quelque soit
l’entier d non nul la variété complexe (M×S2, Jd) n’est pas biméromorphe
à une variété kählerienne.

Preuve: Une variété biméromorphe à une variété kählerienne admet une
décomposition de Hodge [13, Théorème 12.9]. On parle de variétés dans
la classe (C) de Fujiki. Si M est une surface de Hopf, le premier nombre
de Betti de la variété M × S

2 est 1 : aucune des structures complexes Jd

ne peut être biméromorphe à une structure kählerienne. On se limite
donc à l’étude du cas où M est un tore ou une surface K3. Commençons
par montrer le lemme suivant :

Lemme. Soit p et d deux entiers différents de zéro. Il n’existe pas de
p-forme holomorphe sur Zd non nulle.
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Preuve: On note πd la projection de Zd ≃ M × S2 sur M :

Zd
pd

−−−−→ CP 1

πd





y

M

Et pour alléger les notations, on pose Nd = π⋆
dTM et Td = p⋆

dTS2.
Soit

∧p
T ⋆Zd le fibré des p-formes holomorphes sur Zd. On se fixe une

fibre π−1
d (m) et on restreint les fibrés

∧p
T ⋆Zd, Nd et Td à cette fibre.

La décomposition TZd = Nd ⊕ Td induit la suite exacte :

0 −→

p
∧

N⋆
d −→

p
∧

T ⋆Zd −→ T ⋆
d ⊗

p−1
∧

N⋆
d −→ 0.

Or au-dessus de cette fibre Td et Nd sont précisément le fibré tangent et
le fibré normal de π−1

d (m) dans Zd. On a donc d’une part T ⋆
d = O(−2)

et d’autre part Nd = O(d) ⊕ O(d). Pour p > 0 les fibrés
∧p

N⋆
d et

T ⋆
d ⊗

∧p−1
N⋆

d sont des fibrés négatifs. Une section holomorphe globale

de
∧p

T ⋆Zd −→ Zd s’annule sur la fibre π−1
d (m) pour tout choix de

m ∈ M : elle est identiquement nulle.

Pour finir la preuve de la Proposition 10 on note Ωp le faisceau des
germes de p-formes holomorphes sur Zd et hp,q = dimHq(Zd, Ω

p). Si
Zd est dans la classe (C) de Fijiki, la théorie de Hodge nous donne hp,q =
hq,p. Si d est non nul alors le lemme ci-dessus nous assure que le genre
arithmétique défini par 1− h0,1 + h0,2 − h0,3 est égale à 1. Et d’après le
théorème de Riemann-Roch il est aussi égale à c1c2

24 . Si la variété Zd est
biméromorphe à une variété kählerienne on a donc :

c1c2

24
=

2(d + 1)χ

24
= 1.

Cette relation n’est pas compatible avec le fait que M soit une surface K3
(χ = 24) ou un tore (χ = 0) : si d est un entier non nul Zd n’est jamais
biméromorphe à une variété kählerienne.

Remarque. Soit Σg une surface de Riemann de genre g ≥ 1 et M une
4-variété hypercomplexe. En considérant des applications holomorphes
f : Σg −→ CP 1 on peut de la même manière construire une infinité de
structures complexes sur M × Σg qui ne sont ni déformations les unes
des autres ni biméromorphes à une structure Kähler.
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Références

[1] M. F. Atiyah, N. J. Hitchin, et I. M. Singer, Self-duality
in four-dimensional Riemannian geometry, Proc. Roy. Soc. London
Ser. A 362(1711) (1978), 425–461.

[2] W. P. Barth, K. Hulek, C. A. M. Peters, et A. Van de Ven,
“Compact complex surfaces”, Second edition, Ergebnisse der Ma-
thematik und ihrer Grenzgebiete 3. Folge. A Series of Modern Sur-
veys in Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas.
3rd Series. A Series of Modern Surveys in Mathematics] 4, Springer-
Verlag, Berlin, 2004.

[3] F. A. Belgun, On the metric structure of non-Kähler complex
surfaces, Math. Ann. 317(1) (2000), 1–40.

[4] A. L. Besse, “Einstein manifolds”, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete (3) [Results in Mathematics and Related
Areas (3)] 10, Springer-Verlag, Berlin, 1987.

[5] A. Blanchard, Sur les variétés analytiques complexes, Ann. Sci.
Ecole Norm. Sup. (3) 73 (1956), 157–202.

[6] F. A. Bogomolov, Surfaces of class VII0 and affine geometry, Izv.
Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 46(4) (1982), 710–761, 896.

[7] J.-P. Bourguignon, Les variétés de dimension 4 à signature non
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