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STRUCTURES UNIFORMES FAIBLES SUR UNE CLASSE
DE CONES ET DΈNSEMBLES CONVEXES

HICHAM FAKHOURY

On donne des conditions necessaires et suffisantes pour
qu'un cone saillant C recouvert par une famille dέnombrable
et filtrante croissante de convexes compacts (Kn)neiN soit
complet pour la plus fine des structures uniformes faibles com-
patibles avec la topologie des compacts (Kn)neN. II en est ainsi
lorsque pour tout entier n, le convexe est un chapeau de C.
On en dέduit que tout convexe ferine recouvert par une
famille analogue de chapeaux peut etre muni d'une structure
uniforme faiblement complete. Dans la dernidre partie on
compare diverses structures uniformes faibles sur le cone C,
ce qui permet de donner une condition nέcessaire et suffisante
pour que la topologie induite par la plus fine des structures
uniformes faibles compatibles avec la topologie des convexes
compacts coincide avec la topologie de C.

I* Representation d'un cone convexe* Soient E un espace

localement convexe separe (e.l.c.) et C un cone convexe saillant qui
engendre E. On appelle chapeau de C tout convexe compact KaC
dont le complementaire est convexe; un tel chapeau est universel s'il
engendre C. Un cone est bien coiffe s'il est reunion de ses chapeaux.
Dans la suite, on considerera la famille des convexes compacts de C;
on peut done, sans diminuer la generalite, supposer E muni de la
topologie affaiblie σ(E, E'). Si F est un espace vectoriel en dualite
separante avec E on notera σ(C, F) la structure uniforme induite sur
C par σ(E, F).

Soit (Ki)ieI une famille de convexes compacts admettant Porigine
comme point extremal et recouvrant C; on note A Pespace des formes
lineaires sur E dont la restriction a chaque convexe Kt est continue.
Cet espace sera muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout convexe K{. L'espace A depend en general de la famille (Ki)ieI

consideree (voir toutefois le corollaire 11). Si f\κ. designe la restric-
tion de / a Kiy il existe un systeme fundamental de voisinage de 0
dans A forme par les intersections ίinies des ensembles:

Viε = {feA; \\f\Ki\\<e}.

On supposera Pespace A ordonne par le cone A+ des fonctions de A
positives sur C. Ce cone est saillant car C engendre E. Le dual A'
de Pespace A sera toujours muni de la topologie faible σ(A', A) et de
Pordre dual de celui de A, son cone positif sera note A+.

641



642 HICHAM FAKHOURY

PROPOSITION 1. Uespace E s'identίfie (algebriquement) au dual A'
de Γespace AetCd un sous-cone dense dans A'+. Uinjection canonique
de C dans A+ est continue sur chaque compact Ki9 et σ(C, A) est la
plus fine des structures uniformes faibles compatibles avec la topologie
des convexes

DEMONSTRATION. Soit E' le dual de E; munissons Ef de la topo-
logie Tc de la convergence uniforme sur tout convexe compact K^
Les deux topologies Tc et σ{E', E) sont compatibles. En effet, Tc peut
s'exprimer comme la topologie de la convergence uniforme sur les
ensembles (c(Ki U — Ki))ieI. Or ces ensembles forment un recouvre-
ment de E par des parties convexes equilibrees et la propriete resulte
du theoreme de Mackey. D'autre part, Γespace Er est dense dans A.
En effet, soient / une fonction de A et ε > 0; pour toute partie ίinie
i19 , in de /, il existe (d'apres le theoreme de Hahn-Banach) une
fonction hh...in, ε de Ef telle que \f — hh...in, ε\ soit majoree par ε
sur le convexe compact c((J?=i ϋΓir). Ceci determine une famille fil-
trante de fonctions de E' qui converge uniformement sur tout Ki
vers la fonction /. Par consequent, le dual de A s'identifie a E.
L'injection canoique j de E sur A! s'ecrit:

θ(χ)(f) = f(χ) P° u r tout x dans E et f dans A.
II est clair que j(C) c A+.
La densite de j(C) dans A+ est une consequence du theoreme des

bipolaires puisque le polaire de C dans A est identique a A+. La
continuite de j sur tout convexe Kt ainsi que la derniere assertion
sont evidentes.

Les cones C et A'+ ne sont pas, en general, egaux; en effet, le
cone de Rz engendre par le disque

K - {(x, y) e R2; x2 + (y - I)2 < 1}

n'est pas ferme dans R2. Cependant, il y a egalite lorsque le cone C
est σ(E, E') — ferme, done a fortiori σ(E, A)-ferme. Dans la suite,
nous donnerons d'autres conditions suffisantes pour que C soit egal a
A+ dans le cas oύ la famille (iΓi)ίe7est denombrable.

II• Structures uniformes sur un cone Ka. Dans cette section
nous supposons la famille (Ki)ieI denombrable. Nous commenςons par
eliminer les deux cas particuliers suivant: (a) Si le cone C est
engendre par un convexe compact K ne contenant pas Γorigine, C est
localement compact et faiblement complet. (b) Si le cone C est re-
union denombrable d'une famille de convexes compacts et si de plus
e'est un espace de Baire, C est un cone localement compact et faible-
ment complet.
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PROPOSITION 2. Soient C le cone engendre par un convexe compact
K contenant Γorigine, et A Γespace des formes lineaires sur E con-
tinues sur K. Si C est σ(C, A)-complet le sous-espace V = C Π — C
est de dimension finie.

DEMONSTRATION. Le cone C est σ(E, A)-eomplet done σ(E, A)-
ferme, par suite V = C Π — C est ferine dans C et σ(C, A)-eomplet.
Or la topologie induite par σ(E, A) sur V est σ(V,AIV°) -oύ V°
designe le polaire de V dans A — D'autre part E = A', par consequent
V s'identiίie a (A/V0)' puisque V= V°°. Comme A/V° est un
Banach, V ne peut etre σ(V, A/F°)-complet que si A/V° est de dimen-
sion finie. II en est alors de meme pour V.

Dans la suite, le cone C sera toujours suppose saillant. Pour
demontrer le theoreme principal de cette partie, nous avons besoin des
deux resultats suivants:

LEMME 3. Soient F un e.l.c. et X un cone convexe de sommet 0
verifiant les deux conditions suivantes:

(a) X est complet pour la structure uniforme induite par F.
(b) Le sommet 0 admet un systeme fondamental denombrable de

voisinages dans X.
Alors, les ensembles V = U Π X— U Π X (oύ U parcourt le filtre des

voisinages de 0 dans X) forment une base de voisinages de 0 pour
une topologie d'e.l.c. sur H = X — X, complete, metrisdble et plus fine
que celle induite par F.

COROLLAIRE 4. Soit F un espace de Frechet ordonne par un cone
convexe ferme X tel que F = X — X, toute forme lineaire positive
sur X est continue.

Le Corollaire 4 est une consequance du Lemme 3 et du theoreme
des homomorphismes de Banach. Le Lemme 3 est demontre dans (7).

Dans la suite de cette section, nous supposerons Γespace E ordon-
ne par le cone C. Si B est une partie de C nous notons B le sature
de B, e'est-a-dire:

B — {y e C tel qu'il existe x e B avec y < x}.

Rappelons que nous avons Γgaliete K = K quand K est un chapeau
de C. Le theoreme suivant etend des resultats anterieurs (6) et
fournit une reciproque partielle.

THέORέME 5. Si le cone C est recouvert par une famille denom-
brable et filtrante croissante de convexes compacts, les proprietes
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suivantes sont equivalentes:
(a) C est σ(C, A)-complet.
(b) Pour tout entier n, le convexe Kn est borne et complet pour

σ(C, A).
(c) Pour tout entier n, le convexe Kn est σ(C, A)-compact.

DEMONSTRATION, (a) => (b) Le cone C etant complet il est σ(C,
A) — ferme et il suffit de montrer que Kn est ferme dans C. Soient
y un point adherent a ίtn, et (yu)ueτ un ultrafiltre porte par Kn

convergent vers y; pour tout u il existe xu e Kn tel que yu < α?tt.
L'ultrafiltre (xu)uey converge vers un point x de Kn et le cone

C etant σ(C, A)-ΐeτme on a y < x; par suite y e Kn. Pour montrer
que Kn est σ(C, A)-borne remarquons que A est positivement engendre
(3); d'autre part si fe A+ et yeKn il existe xeKn tel que y < x et
par consequent 0 < /(?/) < f(x) < | | / U Λ | | .

(b) => (c) est une consequence d'une propriete generale des ensem-
bles bornes faiblement complets.

(c) => (a) Remarquons que Γespace A est identique a Γespace des
formes lineaires sur E dont la restriction a chaque ίtn est continue.
L'espace A muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
(Kn)neNest un espace de Frechet; d'apres le theoreme des homo-
morphismes de Banach, cette topologie est identique a celle de la
convergence sur tout (Kn)neN. Nous noterons Vn,ε le systeme fonda-
mental de voisinages de Γorigine defini par

Vnε = {feA; H / l i J K e } .

D'apres la Proposition 1 le cone C s'identifie a un sous-cone dense
dans A+. Montrons Γegalite C = A+. Pour tout entier n le polaire
de Vn c est:

Vl9 = l/ec(KnU - Kn).

et par consequent

v° π c — K

D'apres le theoreme de Krein-Smulian, le cone C est done σ(C, A)-
ferme et par suite coincide avec A+. Pour montrer que C est σ(C,
A)-complet nous etablissons d'abord que A est positivement engendre.
Soit V un voisinage de 0 dans A; si V+ est la partie positive de V
et V° son polaire, les egalites suivantes sont verifiees:

(a) V+ = (V° + C)°
(b) -V+ = (V° - C)°
En effet, il suffit d'etablir la premiere egalite. Soient / dans V+

et x dans V° alors f(x) > — 1. Pour tout ye C on a f(y) > 0, par
suite f(x + y) > — 1; ce qui entraine V+cz(V° + C)°. Inversement,
si / est une fonction de (V° + C)°, pour tout x dans V° et y dans C, on a:
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f(x) > - 1 et f(y) > 0.

Par suite (F° + C)° c F + ; d'ou l'egalite (a).
Par consequent, les ensembles (F° + C) et (F° — C) etant fermes
dans A', on a:

[c(V+ U - F+)]° = (F° + C) Π (F° - C).

Comme il existe un systeme fondamental de voisinages de 0 de la
forme Vn,ε — ε F Λ 1 , dans ce qui suit il suffit de considerer les voisinages
Vnl. Le theoreme des bipolaires entraine

VStl = c(Knc: -Kn)

par suite:

(vi, + c) n(vi, -c) = (- κ+c)n(κn~c).

En effet, soit 1 = y + p = Xyt — (1 — X)y2 + p; oύ y16 KnJ peC,
1 = x — q = Vajj. — (1 — λ')»2 — ^ oύ x{ 6 Z"w, g e C ;

par consequent: — (1 — X)y2 < 1 < λ'xlβ

Ceci veut dire 1 e ( - Kn + C) Π (Kn - C), d?oύ Pinelusion:

(K°.i + Q n ( 7 °fl - C ) c ( - ^ w + C)n(it- C)

L? inclusion inverse est triviale.
Or (- Kn+ C)n(ίtn- C)cz4 c(Kn U - K%). En effet, si^l est

un point de ( — Kn + C) Π ( ^ — C), ils existent x et y dans i ^ tels
que — x ^ 1 ^ ?/. Par consequent 0 < 1 + x < y + xe 2Kn Par suite,
1 + x G 2 i ^ et:

(- κn + C) n (it - C)c2( t - ^ ) .

Mais par ailleurs on a toujours Kn - Kna2c(Kn U — Kn). Par conse-
quent [c(Vi,ι U — Fΐ, i)] ϋ c4 F^!; et d'apres le theoreme des bipolaires:

L'espace H = A+ — A+ muni de la topologie dont un systeme fonda-
mental de voisinages de 0 est forme par les ensembles F + — F + est
un espace de Frechet (Lemme 3) et Γapplication identique de H
dans A est continue et presque-ouverte; elle est done ouverte d'apres
le theoreme des homomorphismes de Banach. Par consequent:

F M c 4 λ(Fί f l - F;,0 pour tout λ > 1.

En particulier Γespace A est positivement engendre. Soit ά^ un
filtre de Cauchy sur C pour la structure uniforme σ(C, A), l'application
p de A dans R deίinie par p(f) = lim / est une forme lineaire positive



646 HICHAM FAKHOURY

sur A. D'apres le Corollaire 4 cette application est continue par
consequent c'est un point de C. Or le filtre ^ est σ(C, A)-convergent
vers p; par suite, le cone C est σ(C, A)-complet.

DEFINITION 6. Un cone convexe est D — .F-bien coiffe s'il est
recouvert par une famille (Kn)neN denombrable et filtrante croissante
de chapeaux.

COROLLAIRE 7. Si le cone C est D — F-bien coiffe, Γespace A est
positivement engendre et C est complet pour la structure uniforme
σ(C, A).

La demonstration est une consequence du Theoreme 5 et de la
remarque qui le precede.

Supposons le cone C engendre par un convexe compact K et
notons p sa jauge. Nous dirons que p est α-croissante si x < y impli-
que p(x) < ocp{y) et qu'elle est α-additive si ap(x + y) > p(x) + p(y)
pour tout couple de points x et y dans C.

PROPORITION 8. Si le cone C est engendre par un convexe compact
K, les assertions suivantes sont equivalentes:

(a) C est (C, A)-complet.
(b) K est (C, A)-compact.
(c) B = c(K U - K) Π C est σ(C, Έ'ycompact et absorbe K.
(d) B est σ(C, E^-compact et sa jauge est a-croissante pour un

α>0.
(e) B est σ(C, E')-compact et sa jauge est a-additive pour un a > 0.

DEMONSTRATION, (a) => (b) est une consequence du Theoreme 5
(b) => (c) L'ensemble B est Γintersection de la boule unite de A' avec
C II est clair que BaK; par suite B = c(K (j — K) Π K est compact,
D'apres le theoreme de Krein-Smulian le cone C est σ(C, A)-ferme,
par consequent il coincide avec A+. Le convexe K etant σ(C, A)-
compact il est borne pour la topologie forte de A' et absorbe par B.
Les assertions (c) ==> (d) ==> (e) sont simples a demontrer en remarquant
que B = K. L'assertion (e) ==> (a) est une consequence d'un resultat
d'Asimow [2],

Dans la suite de cette section, nous supposerons que le cone C
est recouvert par une famille denombrable et filtrante croissante de
convexes compacts et qu'il est σ(C, A)-complet.

COROLLAIRE 9. Si B est un ensemble σ(C, A)-borne, il existe un
entier no tel que Kno absorbe B. Par suite les structures uniformes
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induites sur B par σ(C, E') et σ(C, A) sont identiques.

DEMONSTRATION. Le convexe [c(B U — B)]° est un tonneau dans
A) ce dernier espace est tonnele car il est metrique complet. II existe
done noeN et ε > 0 tels que Vn,εcz [c(B — B)]°. En prenant les
polaires des deux membres:

VlΛ => ε[c(B U - B)]° = ec(B U - B) =) sB.

Comme VlΛ ί l C = KnJ il s'en suit que εB c Kn. La derniere assertion
est une consequence de ce qui precede.

COROLLAIRE 10. Si K est un ensemble convexe σ(C, E')~cornpact,
il existe un entier no tel que Kno absorbe K.

DEMONSTRATION. L'espaee A etant positivement engendre toute
fonction de A est majoree par une fonction de A+, d'autre part une
fonction affine positive est bornee sur un convexe compact. Ceci
prouve que K est σ(C, A)-borne et on est ramene au corollaire pre-
cedent.

COROLLAIRE 11. Uespace A ne depend pas de la famille (Kn)neN

choisie. II s'identifie a Γespace des formes lineaires sur E dont la
restriction a tout convexe σ(C, Er)-compact est continue.

La demonstration est une consequence directe de la propriete
d'absorption du Corollaire 10.

COROLLAIRE 12. Si le cone C est D — F-bien coiffe tout convexe
σ(Cy E')-compact est absorbe par un chapeau de la famille (Kn)neN; de
plus la famille des chapeaux de C est filtrante croissante.

DEMONSTATION. La premiere partie est une consequence du Corol-
laire 10. Si Kr et K" sont deux chapeaux de C, l'ensemble K =
c{K' U K") est un convexe σ(C, J5")~compact; par suite, il est absorbe
par un chapeau de la famille (Kn)neN.

COROLLAIRE 13. Soit C un cone engendre par un convexe compact
K dont la jauge p est a-additive; K absorbe tout convexe σ(C, Ef)-
compact.

DEMONSTRATION. Le cone C est σ(C, A)-eomplet d'apres le The-
oreme 8, de plus K absorbe B et par consequent K. On conclut grace
au Corollaire 10.
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EXEMPLE 14. Le resultat du Corollaire 9 est en defaut si K n'est
plus suppose convexe; plus precisement:

II existe un cone C a chapeau universel et une suite (xm)meN

convergente pour σ(C, Ef) mais non σ(C, A)-bornee. En effet, soit
C = l+(N) le cone des suites sommables a termes positifs; si Έ' est
Pespace R(N\ la topologie σ(C, Ef) est la trace de la topologie produit
sur l+(N). Le cone l+(N) admet pour chapeau universel Ko =
{(%n)neN> Σxn < 1}, et Pespace A s'identifie a Pespace C^O{N) des
suites tendant vers 0. Soit ($m)weΛrla suite de 1\{N) definie par:

Xn = wι<δmn (oύ δmn est le symbole de Kronecker).

La suite (xm)meN est σ(C, Er)-convergente vers 0 mais n'est pas σ(C,
A)-bornee, sinon elle serait fortement bornee or Σneiv^? = m n'est
pas bornee independemment de m.

L'exemple precedent montre en particulier que le plongement de
C sur A'+ n'est pas une homeomorphie.

EXEMPLE 15. Si la famille des con vexes compacts recouvrant C
n'est pas supposee denombrable, la conclusion du Theoreme 5 ne
subsiste plus:

II existe un cone C recouvert par une famille ίiltrante croissante
de chapeaux et tel que la structure uniforme cr(C, A) ne soit pas
complete:
Soit Ω le plus petit ordinal non denombrable et X = [0, Ω[ muni de
la topologie de Pordre. On sait que X est un espace localement
compact. Le cδne C des mesures positives a support compact sur X
est recouvert par une famille (non denombrable) ίiltrante croissante
de chapeaux (Kan) a savoir:

Ka,n = {μeC; Support (μ)<z[0,ά\; \\μ\\<n; aeX}.

L'espace ^(X) des fonctions continues sur X s'identifie trivialement
a un sous-espace de A. Inversement, soient / une fonction de A et
a un point de X; la fonction / est continue sur tout chapeau Ka>n,
par suite elle est continue sur les points extremaux de Kan; la fonc-
tion / est done le prolongement a C d'une fonction de ^(X). De
plus, Pespace Mκ = (C — C) des mesures a support compact est le
dual de ^(X) muni de la topologie de la convargence uniforme sur
tout compact. Soit j ^ ~ = (Sa)aeX Pensemble des parties ne C de la
forme Sa — {εx\ x Ξ> a; aeX}; ^ constitue une base de filtre de
Cauchy pour σ(C, ^(X)), en effet toute fonction de C^{X) est cons-
tante a partir d'un certain rang, par suite il existe af e X tel que
pour tous x et y dans Saf on ait | f(x) — f(y) \ = 0.
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Pourtant la base de ίiltre ^ ne converge pas dans C car la
forme lineaire p deίinie par p(f) = lim^ / = l i rn^ f(x) n'est pas
continue sur ^(X). En effet si aeX. la fonction:

fa = 1 sur [0, a];
fa = 0 sur [a + 1, Ω[

est continue et la famille (fa)aeZ converge uniformement sur tout
compact vers la fonction / = 1. Mais il est clair que pour tout ae
X on a p(fa) = 0 et pourtant p{f) = l La structure uniforme σ(C,
^(X)) n'est done pas complete.

Remarquons que dans ce cas particulier C est identique au cδne
des mesures positives bornees sur X et il est complet pour la dualite
o{C, g?o(X)). Cet exemple montre aussi que si la famille des chapeaux
n'est pas denombrable les conclusions des Corollaires 9 et 11 sont en
defaut.

EXEMPLE 16. Si C est le cδne R(+] on sait d'apres un resultat de
G. Choquet [4] que σ(R{+\Rx) n'est complete que si I a un cardinal
modere. On ignore s'il existe une structure uniforme faible complete
sur le cδne Rψ pour un cardinal I quelconque.

Ill* Structures uniformes sur un convexe bien coifϊe* Soit X
un convexe d'un e.l c. E, un sous-convexe compact K de X est dit
un chapeau si son complementaire dans X est un convexe. Un tel
chapeau est universel si la variete affine engendree par K contient
X. On etend de faςon naturelle les notions de bien coiffe et de D —
F-bien coiffe.

Designons par a(X) le cδne asymptote de X; e'est-a-dire:

a(X) = n MX - x) (oύ x e X);

et par P(X) le cδne de Γespace F = E x R deίini par:
P(X) = {(x, r); r > 0 et x/r e X; ou bien r = 0 et x e a(X)} Si X

est ferme dans E, le cδne a(X) est independant du point x choisi, et
on peut aisement verifier que a(X) et P(X) sont fermes. Le lemme
suivant est du a Asimow [1]:

LEMME 17. Soit X un convexe ferme dans un e.l.c. E, pour que
P(X) soit bien coiffe (resp. D — jP-bien coiffe; resp. a chapeau univer-
sel) il faut et il suffίt que X verifie la meme propriete. De plus
tout chapeau de X est la trace sur X d'un chapeau de P(X).

THEOREME 18. Soit X un convexe ferme; si X est D — F-bien
coiffe il est complet pour la plus fine des structures uniformes faibles
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compatibles avec la topologie des sous-convexes compacts de X.

DEMONSTRATION, Le cone P{X) etant D — F-bien coiffe il est
complet pour la structure uniforme σ(P(X), A) d'apres le Corollaire 7.
Le convexe X s'identifie a un ferme de F muni de la topologie pro-
duit, a fortiori il est ferme pour σ(P(X), A). La stucture uniforme
induite sur X par σ(P(X), A) est la plus fine des structures uniformes
faibles compatibles avec la topologie des chapeaux de X. Le theoreme
se deduit alors du Corollaire 10 et du Lemme 17.

Ceci nous permet de retrouver le resultat connu suivant:

COROLLAIRE 19, Si X est un convexe ferme localement compact
saillant il est complet pour la plus fine des strutures uniformes com-
patibles avec la topologie des convexes compacts de X.

DEMONSTRATION. D'apres un resultat connu de Klee tout convexe
ferme localement compact saillant admet un chapeau universel; on
conclut grace au theoreme precedent.

EXEMPLE 20. La conclusion du Theoreme 18 est en defaut si on
ne suppose plus que X est ferme.

Soit X le convexe de R2 defini par:

X = {(#, y); 0 < x < 1 et y > 0, ou bien x = 1 et y — 0}.

Ce convexe est D — .F-bien coiffe; en effet, soit (xo,yo) un point de
X, la droite joignant ce point a (1,0) rencontre Γaxe {x — 0, y > 0}
et la partie de X qui est en dessous de cette droite est un chapeau
de X contenant (xo,yo). II est clair que X n'etant pas ferme ne peut
pas etre complet dans R2.

IV* Comparaison des structures uniformes faibles sur C* Sup-
posons que le cone G soit recouvert par une famille (Kn)neN denombrable
et filtrante croissante de convexes compacts tels que la struture
uniforme σ(C, A) soit complete.

Les deu structures uniformes σ(C, Ef) et σ(C, E') et σ(Cf A) sont
en general distinctes, en fait:

PROPOSITION 21. Pour que les structures σ(C, E') et σ (C, A)
soient egales il faut et il suffit que Ef et A coincident.

DEMONSTRATION. La condition est suffisante. Inversement, soit
feA, il existe (?<)*=!,...,„ appartenant a E' tels que:



STRUCTURES UNIFORMES PAIBLES SUR UNE CLASSE DE CONES 651

fl {(x, y) e C.C; \h(x - y) | < 1} c{(x, y) e CXC; \f(x-y)\<l).
1

Par suite si zeE est un point tel que |£<(£)|<1 i = l, ,n, il
s'eerit z = x — y avec (αj, 2/) e CXC tel que |Z4(α? — y) | < 1 i = 1, , n.
Par consequent \f(z)\ < 1; ce qui veut dire σ(E, Er) = ^(£7, A), d'oύ
l'egalite # ' - A.

PROPOSITION 22. Si Zes filtres de voisίnages de 0 dans C pour les
topologie induites par σ(C, Ef) et σ(C, A) sont identiques, la structure
uniforme σ(C, Ef) est quasi-complete.

DEMONSTRATION. Soit B une partie de C bornee et fermee pour
σ(C, Ef), a fortiori B est σ(C, A)-fermee done σ(C, A)-complete. La
partie B etant bornee, elle est absorbee par tout voisinage de 0 pour
les topologies induites par σ(C,E') et σ(C, A); elle est done σ(C, A)-
bornee. II existe un entier no tel que Kno absorbe B (Corollaire 9)
et les structures uniformes induites sur B coincident. En particulier
B est σ(C, £")-complete.

TEOREME 23. Sί la structure uniforme σ(C, Ef) est quasi-complete
les ensembles homes sont les memes pour σ(C,E') et σ(C, A). De
plus, les structures uniformes induites sur les homes sont identiques.

DEMONSTRATION. Soit BaC une partie σ(C, E')-bornee, Γadherence
dans C de c(B) est un convexe saillant faiblement complet; il existe
un ensemble I tel que c{B) se plonge dans un borne de R+ (3). II
s'en suit que c(B) est compact et par suite il existe un Kn qui
absorbe c{B) (Corollaire 10). Les structures uniformes induites sur B
sont identiques.

COROLLAIRE 24. Supposons que la structure uniforme σ(C, E')
soit quasi-complete et [soit ^~ un filtre σ(C, E')-convergent. Si
verifie Vune des deux conditions suivantes il est σ(C, A)-convergent:

(a) J^~ est porte par un ensemble home,
(b) ^ est a base denombrable.

DEMONSTRATION, (a) est une consequence du Theoreme 23. (b).
Soit x la limite de &~ pour la topologie induite par σ(C, E'). Si ^
est le filtre elementaire associe a suite (xn)nβN9 Γensemble K — (xn)neN

x est σ(C, £ " ) " c o m P a c t L a structure uniforme σ(C, Er) etant quasi-
complete, les topologies induites sur K coincident, et la suite (xn)neN
converge vers x pour σ(C, A). Supposons que ^ soit un filtre a base
denombrable quelconque; tout filtre elementaire plus fin converge vers
x pour σ(C, Ef) done aussi pour σ(C, A). II en est par consequent de
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meme pour ^ puisqu'il est Γintersection des filtres elementaires plus
fin que lui

COROLLAIRE 25. Supposons σ(C, Ef) quasi-complete; pour tout sous-
espace F de A qui contient E' la structure unίforme σ (C, F) est
quasi-complete.

Demonstration. II suffit de montrer que les filtres de Cauchy
portes par les ensembles bornes de C sont les memes pour les structu-
res uniformes σ{C,E') et σ(C, A). Or ceci est une consequence du
Corollaire 24.

DEFINITION 26. L'espace E' est dominant dans A si toute fonction
de A+ est majoree fur C par une fonction de E+.

TEOREME 27. Supposons que le cone C est σ(C, A)-complet; si
I'espace Er est positivement engendre, les assertions suivantes sont
equivalentes:

(a) Lfespace Ef est dominant dans A.
(b) Les topologies induites par σ(C, E') et σ(C, A) sont identiques.
(c) Le point 0 admet le meme filtre de voisinages dans C pour

les topologies induites par σ(C, JE") et σ(C, A).
De plus si Vune des conditions precedentes est verifiee elle implique:

(d) Le structure uniforme σ(C, E') est complete.

DEMONSTRATION, (a) => (b). Soit ^ un ultafiltre σ(C, ^-con-
vergent et / une fonction de A; il existe une fonction 1 de E'+ qui
majore | / | sur C. La base d'ultrafiltre / ( ^ ) est done portee par un
ensemble borne de R> et par suite est convergente. Le filtre % est
par consequent un filtre de Cauchy pour σ(C, A). Le cone C etant
C complet pour σ(C, A), le filtre ^ est σ(C, A)-convergent, (b)
implique trivialement (c). (c) =* (a). Soit / une fonction de A+J il
existe (^^...^appartenant a Er telles que:

U{xeC; \lt(x) | < 1} c {x e C;f(x) < 1}.
1

L'espace Ef e tant positivement engendre, pour tout i = 1, « , n il

existe l\ e t I" dans E+ telles que l{ — l\ — I") par suite:

C; (U + l'/)(x) < 1} c {xe C; f(x) < 1}.
1

Par homogeneite on conclut que / < Σf (K + l'i)\ c e Qui etablit (a),
(a) => (d). Soit ^ un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
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σ(C,E'); tout ultrafiltre plus fin est de Cauchy; par suite on peut
montrer qu'il est σ(C, A)-convergent comme dans (a) => (b). A fortiori
le filtre ^ est σ(C, jE")-convergent.

L'assertion (d) n'implique pas (a); en effet, la proposition suivante
due a G. Choquet fournit un contre-exemple:

PROPOSITION 28. II existe sur le cone lι+(N) une infinite de
structures uniformes faiblement completes compatibles avec la topologie
du chapeau, mais induisent des topologies differentes sur 1\{N).

DEMONSTRATION, Soient /0 une fonction strictement positive de
^0(N) et ^ un ultrafiltre non trivial sur N; on note:

W o , ^ ) - {ge ίfo(iV); Km g/f0 = 0}.

Cet espace contient R{N\ par suite il separe les points de lι+(N).
La topologie induite sur l+(N) par la dualite avec W(f0, ^/) est done
compatible avec la topologie du chapeau, II est clair d'autre part
que Γespace W(f0,^) n'est pas dominant dans ^0(N); en effet la
fonction fQ n'est majoree par aucune fonction positive de W(f0, %S).
Par suite les topologies induites sur lι+(N) par les dualites avec
W(fQ, ^) et ^o(^V) sont differentes. Pour montrer que la structure
uniforme σ(l\(N), W(fQ1 ^ ) ) est complete il suffit de montrer que toute
forme lineaire positive sur W(fQ1 %f) est une mesure bornee sur N\
c?est-a-dire un point de l+(N). Soit 1 une telle forme lineaire, pour
tout n e N on pose an — 1(8mn) il s'agit de montrer que pour tout g e
W(o, %S) on a:

Σ α n g(n).

La serie de terme general (an)neN est sommable; sinon il existe une
partie PaN telle que Σnepβ* = + °° et Σ ^ J V / P ^ = + °° Sup-
posons P ? ^ et / e W(f09 ̂ ) , la fonction / restriente a P est
arbitraire dans ^(P). Par suite ^n£Pan f(n) <; 1(/) < + °° entraine
que (an)nePelι

+(P) ce qui contredit Σ e?« = + °° Posons pour tout
ge W(f0, %S): V(g) = l(^) ~ Σ»ejv«n g(n); e'est une forme lineaire posi-
tive sur W(fo,%f), nulle sur R{N). On peut verifier que l'(/) = 0
pour tout fe W(f0, ^) tel qu'il existe S e ^ pour lequel f\B = 0.
Ceci etant fait, on remarque que pour tout / > 0 W(f09 ^) il existe
une fonction positive ge W(fQ,^) infiniment plus grande que / sur
1&", d'oύ, si Γ(/) = 1 on a V(g) = c>o, ce qui est absurde. Par conse-
quent 1 s'identifie a (an)neN. Si ^ et ^' sont deux ultrafiltres non
triviaux distincts, il est simple de verifier que les topologies induites



654 HICHAM FAKHOURY

sur lι

+(N) par les dualites avec W(f0, %f) et W(f0, <&') sont diffe-
rentes, ce qui etablit la proposition.
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