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STRUCTURES UNIFORMES FAIBLES SUR UNE CLASSE
DE CONES ET D’ENSEMBLES CONVEXES

HicHAM FAKHOURY

On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un cone saillant C recouvert par une famille dénombrable
et filtrante croissante de convexes compacts (K,).civ soit
complet pour la plus fine des structures uniformes faibles com-
patibles avec la topologie des compacts (K,),.~. Il en est ainsi
lorsque pour tout entier n, le convexe est un chapeau de C.
On en déduit que tout convexe fermé recouvert par une
famille analogue de chapeaux peut etre muni d’une structure
uniforme faiblement compléte. Dans la derniére partie on
compare diverses structures uniformes faibles sur le cone C,
ce qui permet de donner une condition nécessaire et suffisante
pour que la topologie induite par la plus fine des structures
uniformes faibles compatibles avec la topologie des convexes
compacts coincide avec la topologie de C.

I. Représentation d’un cone convexe. Soient E un espace
localement convexe séparé (e.l.c.) et C un cone convexe saillant qui
engendre E. On appelle chapeau de C tout convexe compact K C
dont le complémentaire est convexe; un tel chapeau est universel s’il
engendre C. Un cone est bien coiffé s’il est réunion de ses chapeaux.
Dans la suite, on considérera la famille des convexes compacts de C;
on peut donec, sans diminuer la généralité, supposer E muni de la
topologie affaiblie o(E, E’). Si F est un espace vectoriel en dualité
séparante avec E on notera o(C, F') la structure wniforme induite sur
C par o(E, F).

Soit (K;);.;une famille de convexes compacts admettant I’origine
comme point extrémal et recouvrant C; on note A l'espace des formes
linéaires sur E dont la restriction a chaque convexe K, est continue.
Cet espace sera muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout convexe K;. L’espace A dépend en général de la famille (K)).;,
considérée (voir toutefois le corollaire 11). 8i f|,, désigne la restric-
tion de f & K, il existe un systéme fondamental de voisinage de 0
dans A formé par les intersections finies des ensembles:

Vie={fed; [|flxll<eh

On supposera ’espace A ordonné par le cone A, des fonctions de A
positives sur C. Ce cone est saillant car C engendre E. Le dual A’
de I’espace A sera toujours muni de la topologie faible o(A4’, A) et de
T’ordre dual de celui de A, son cone positif sera noté A..
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PROPOSITION 1. L’espace E s’identifie (algébriquement) au dual A’
de Vespace A et C a un sous-cone dense dans A’.. L’injection canonique
de C dans A'. est continue sur chague compact K;, et o(C, A) est la
plus fine des structures uniformes faibles compatibles avec la topologie
des convexes (K;);c;.

DEMONSTRATION. Soit E’ le dual de E; munissons E’ de la topo-
logie T, de la convergence uniforme sur tout convexe compact K.
Les deux topologies T, et ¢(E’, E) sont compatibles. En effet, T, peut
s’exprimer comme la topologie de la convergence uniforme sur les
ensembles (¢(K; U — K,));c;. Or ces ensembles forment un recouvre-
ment de E par des parties convexes équilibrées et la propriété résulte
du théoréme de Mackey. D’autre part, I’espace E’ est dense dans A.
En effet, soient f une fonction de A et ¢ > 0; pour toute partie finie
Ty *++, 1, de I, il existe (d’aprés le théoréme de Hahn-Banach) une
fonction ;..;,e de E’ telle que |f — h;..;,€| soit majorée par e
sur le convexe compact c¢(U?”_, K;,). Ceci détermine une famille fil-
trante de fonctions de E’ qui converge uniformément sur tout K;
vers la fonction f. Par conséquent, le dual de A ¢’identifie 3 E.
L’injection canoique j de E sur A’ s’écrit:

j(@)(f) = f(x) pour tout = dans E et f dans A.

11 est clair que j(C) C A'.

La densité de j(C) dans A’, est une conséquence du théoréme des
bipolaires puisque le polaire de C dans A est identique 4 A,. La
continuité de j sur tout convexe K, ainsi que la derniére assertion
sont évidentes.

Les cones C et A’ ne sont pas, en général, égaux; en effet, le
cone de R? engendré par le disque

K={zyeR;2+ (y—17<1}

n’est pas fermé dans R®. Cependant, il y a égalité lorsque le cone C
est o(E, E') — fermé, donc & fortiori o(E, A)-fermé. Dans la suite,
nous donnerons d’autres conditions suffisantes pour que C soit égal a
A, dans le cas ou la famille (K;);.,; est dénombrable.

II. Structures uniformes sur un cone K,. Dans cette section
nous supposons la famille (K;);.; dénombrable. Nous commencons par
éliminer les deux cas particuliers suivant: (a) Si le cone C est
engendré par un convexe compact K ne contenant pas ’origine, C est
localement compact et faiblement complet. (b) Si le cone C est ré-
union dénombrable d’une famille de convexes compacts et si de plus
¢’est un espace de Baire, C est un cone localement compact et faible-
ment complet.
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PROPOSITION 2. Soient C le cone engendré par un convexe compact
K contenant Uorigine, et A l'espace des formes linéaires sur E con-
tinues sur K. Si C est o(C, A)-complet le sous-espace V=Cn — C
est de dimension finie.

DEMONSTRATION. Le cone C est o(E, A)-complet donc o(E, A)-
fermé, par suite V= CnN — C est fermé dans C et o(C, 4)-complet.
Or la topologie induite par o(E, A) sur V est o(V,4/V°) -ou V°
désigne le polaire de V dans A — D’autre part £ = A’, par conséquent
V ¢’identifie 4 (A/V°)’ puisque V = V°°. Comme A/V° est un
Banach, V ne peut étre o(V, A/V°)-complet que si A/V° est de dimen-
sion finie. Il en est alors de méme pour V.

Dans la suite, le cone C sera toujours supposé saillant. Pour
démontrer le théoréme principal de cette partie, nous avons besoin des
deux résultats suivants:

LEMME 3. Soient F un e.l.c. et X un cone convexe de sommet 0
vérifiant les deux conditions suivantes:

(a) X est complet pour la structure uniforme induite par F.

(b) Le sommet 0 admet un systeme fondamental dénombrable de
vorsinages dans X.

Alors, les ensembles V= U N X— UnN X (ou U parcourt le filtre des
voisinages de 0 dans X) forment une base de wvoisinages de 0 pour
une topologie d’e.l.c. sur H= X — X, compléte, métrisable et plus fine
que celle induite par F.

COROLLAIRE 4. Soit F un espace de Frechet ordonné par un cone
convexe fermé X tel que F = X — X, toute forme linéaire positive
sur X est continue.

Le Corollaire 4 est une conséquance du Lemme 3 et du théoréme
des homomorphismes de Banach. Le Lemme 3 est démontré dans (7).

Dans la suite de cette section, nous supposerons I’espace E ordon-
né par le cone C. Si B est une partie de C nous notons B le saturé
de B, c’est-a-dire:

B = {yeC tel qu’il existe xc B avec y < a}.

Rappelons que nous avons 1’galiété K = K quand K est un chapeau
de C. Le théoréme suivant étend des résultats antérieurs (6) et
fournit une réciproque partielle.

THEOREME 5. St le come C est recouvert par umne famille démom-
brable et filtrante croissante de convexes compacts, les propriétés
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sutvantes sont équivalentes:

(a) C est a(C, A)-complet.

(b) Pour tout entier m, le convexe K, est borné et complet pour
a(C, A).

(¢) Pour tout entier n, le convexe IZ'n est o(C, A)-compact.

DEMONSTRATION. (a) = (b) Le cone C étant complet il est o(C,
A) — fermé et il suffit de montrer que K, est fermé dans C. Sment
y un point adhérent & K,, et (¥.).., un ultrafiltre porté par R,
convergent vers y; pour tout « il existe x, € K, tel que y, < 2,.

L’ultrafiltre (x,),., converge vers un point « de K, et le cOne
C étant o(C, A)-fermé on a y < x; par suite y¢€ K,. Pour montrer
que IQ est 0(C, A)-borné remarquons que A est positivement engendré
(3); d’autre part si fe A, et ye K, il existe ze K, tel que y <z et
par conséquent 0 < f(y) < f(x) < || flx, Il

(b = (¢) est une conséquence d’une propriété générale des ensem-
bles bornés faiblement complets.

(¢) = (a) Remarquons que ’espace A est identique a l'espace des
formes linéaires sur E dont la restriction & chaque K, est continue.
L’espace A muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
(K,),.xest un espace de Frechet; d’aprés le théoréme des homo-
morphismes de Banach, cette topologie est identique a celle de la
convergence sur tout (K,),.y. Nous noterons V, . le systéme fonda-
mental de voisinages de ’origine défini par

Ve.={fed; Iflk,ll <eh

D’aprés la Proposition 1 le cone C s’identifie 4 un sous-cone dense
dans A,. Montrons ’égalité C = A’,. Pour tout entier n le polaire
de V,.est:
Ve, =1/ce(K,U — K,).
et par conséquent
ve.nC=K,.

D’aprés le théoréme de Krein-Smulian, le céne C est donc o(C, A)-
fermé et par suite coincide avec A’.. Pour montrer que C est o(C,
A)-complet nous établissons d’abord que A est positivement engendré.
Soit V un voisinage de 0 dans A; si V* est la partie positive de V
et V° son polaire, les égalités suivantes sont vérifiées:

(a) Vr=(V°+ C)°

() —Vt=(V°-C)y

En effet, il suffit d’établir la premiére égalité. Soient f dans V*
et © dans V° alors f(x) > — 1. Pour tout yeC on a f(y) > 0, par
suite f(x + y) > — 1; ce qui entraine V+< (V° + C)°. Inversement,
si f est une fonction de (V° + C)°, pour tout « dans V° et y dans C, on a:



STRUCTURES UNIFORMES FAIBLES SUR UNE CLASSE DE CONES 645

fl@) > —1et f(y) >0.

Par suite (V° + C)° < V*; d’ou l’égalité (a).
Par conséquent, les ensembles (V° + C) et (V° — C) étant fermés
dans A’, on a:

[e(VTU = VO] =(V°+C)n(V° = 0O).

Comme il existe un systéme fondamental de voisinages de 0 de la
forme V,. = ¢V, ., dans ce qui suit il suffit de considérer les voisinages
V... Le théoréme des bipolaires entraine

Ve, =e¢K,c — K,)
par suite:
(Ve + 0N (V=0 =(—K+0n(K, - 0.

En effet, soit L=y +p =M, — (1 — Ny, + p;ou v, e K,, pe C,
l=x—q=Nx,— (1L — Nz, — q; ol z;€ K,,qeC;
par conséquent: — (1 — M)y, <1 < Va,.
Ceci veut dire 1e(— K, + C)n (K, — C), d’ou I’inclusion:

Ve, +0nvs, —Cc(—K,+0n(K,—C)

L’inclusion inverse est triviale.

Or (=K, +0n(K,—C)c4¢K,Uu —K,). En effet, si 1 est
un point de ( — K, + C)n (K, = C), ils existent = et y dans K, tels
que —x=<1=<y. Par conséquent 0 <1+ 2<y+ ¢ 2]?,, Par suite,
14+ 2x¢ 2[2” et:

(- K, +0n(K, - Cc2Kk, — K,).

Mais par ailleurs on a toujours K, — K,c2¢K,U — K,). Par consé-
quent [e(Vi, U — Vi)]°c4 V;,; et d’apres le théoréme des bipolaires:

Vn,l - 4 C(V;,l U - Vn+,1) c4 (V;,l - V:’z—,l)'

L’espace H = A, — A, muni de la topologie dont un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 est formé par les ensembles V* — V* est
un espace de Frechet (Lemme 3) et l’application identique de H
dans A est continue et presque-ouverte; elle est donc ouverte d’aprés
le théoréme des homomorphismes de Banach. Par conséquent:

Ve.C4 MV, — Vi) pour tout » > 1.

En particulier l’espace A est positivement engendré. Soit & un

filtre de Cauchy sur C pour la structure uniforme o(C, 4), I’application

p de A dans R définie par p(f) = lim f est une forme linéaire positive
F
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sur A. D’aprés le Corollaire 4 cette application est continue par
conséquent c¢’est un point de C. Or le filtre & est o(C, A)-convergent
vers p; par suite, le cone C est o(C, 4)-complet.

DEFINITION 6. Un cOne convexe est D — F-bien coiffé s’il est
recouvert par une famille (K,),.x dénombrable et filtrante croissante
de chapeaux.

COROLLAIRE 7. Si le come C est D — F-bien coiffé, Uespace A est

positivement engendré et C est complet pour la structure uniforme
o(C, A).

La démonstration est une conséquence du Théoréme 5 et de la
remarque qui le précéde.

Supposons le cone C engendré par un convexe compact K et
notons p sa jauge. Nous dirons que p est a-croissante si x < y impli-
que p@) < ap(y) et qu’elle est a-additive si ap(x + y) > p(x) + p(y)
pour tout couple de points = et y dans C.

PROPORITION 8. S7 le come C est engendré par un convexe compact
K, les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) C est (C, A)-complet.

(b) K est (C, A)-compact.

(0 B=¢(KU — K)NC est 6(C, E")-compact et absorbe K.

(d) B est o(C, E')-compact et sa jauge est a-croissamte pour un
a>0.

(e) B est o(C, E')-compact et sa jauge est a-additive pour un a > 0.

DEMONSTRATION. (a) = (b) est une conséquence du Théoréme 5
(b) = (¢) L’ensemble B est l’intersection de la boule unité de A’ avee
C. 1l est clair que BC K; par suite B = ¢(KU — K) N K est compact.
D’aprés le théoréme de Krein-Smulian le cbéne C est o(C, A)-fermé,
par conséquent il coincide avec A’. Le convexe K étant o(C, A)-
compact il est borné pour la topologie forte de A’ et absorbé par B.
Les assertions (¢) = (d) = (e) sont simples 4 démontrer en remarquant
que B = K. L'assertion (¢) — (a) est une conséquence d'un résultat
d’Asimow [2].

Dans la suite de cette section, nous supposerons que le cone C
est recouvert par une famille dénombrable et filtrante croissante de
convexes compacts et qu’il est o(C, A)-complet.

COROLLAIRE 9. Si¢ B est un ensemble o(C, A)-borné, il existe un
entier n, tel que K,, absorbe B. Par suite les structures umiformes
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induites sur B par o(C, E') et (C, A) sont identiques.

DEMONSTRATION. Le convexe [¢(BU — B)]° est un tonneau dans
A; ce dernier espace est tonnelé car il est métrique complet. Il existe
donc n,eN et ¢ >0 tels que V,.C[e(B — B)]°. En prenant les
polaires des deux membres:

2. Dele(BU — B)]°=¢e(BU — B) DeB.

Comme V?,NC = K,, il s’en suit que eBC K,. La derniéere assertion
est une conséquence de ce qui précéde.

COROLLAIRE 10. 87 K est un ensemble convexe o(C, E')-compact,
il existe un entier n, tel que K, , absorbe K.

DEMONSTRATION. L’espace A étant positivement engendré toute
fonction de A est majorée par une fonction de A,, d’autre part une
fonction affine positive est bornée sur un convexe compact. Ceci
prouve que K est o(C, A)-borné et on est ramené au corollaire pré-
cédent.

COROLLAIRE 11. L’espace A me dépend pas de la famille (K,),ex
choisie. Il s’identifie d lespace des formes linéaires sur E dont la
restriction a tout convexe o(C, E')-compact est continue.

La démonstration est une conséquence directe de la propriété
d’absorption du Corollaire 10.

COROLLAIRE 12. Si le cone C est D — F-bien coiffé tout convexe
o(C, E")-compact est absorbé par un chapeaw de la famille (K,),.y; de
plus la famille des chapeaux de C est filtrante croissante.

DEMONSTATION. La premiére partie est une conséquence du Corol-
laire 10. Si K’ et K" sont deux chapeaux de C, I’ensemble K =
¢(K’'U K”) est un convexe o(C, E’)-compact; par suite, il est absorbé
par un chapeau de la famille (K,),cx-.

COROLLAIRE 13. Soit C un come engendré par un convexe compact
K dont la jauge p est a-additive; K absorbe tout convexe o(C, E')-
compact.

DEMONSTRATION. Le coéne C est o(C, A)-complet d’aprés le Thé-
oréeme 8, de plus K absorbe B et par conséquent K. On conclut grace
au Corollaire 10.
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EXEMPLE 14. Le résultat du Corollaire 9 est en défaut si K n’est
plus supposé convexe; plus précisément:

Il existe un cone C a chapeau universel et une suite (™),cx
convergente pour o¢(C, E') mais non o(C, A)-bornée. En effet, soit
C = I4(N) le cone des suites sommables a termes positifs; si E’ est
I’espace R™, la topologie ¢(C, E') est la trace de la topologie produit
sur I5(IV). Le cone [ (N) admet pour chapeau universel K, =
{(@)nens 2z, <1}, et Vespace A s’identifie 4 ’espace &, (IN) des
suites tendant vers 0. Soit (#™),.y la suite de I} () définie par:

= md,, (ou é,, est le symbole de Kronecker).

La suite (#™),.x est o(C, E’)-convergente vers 0 mais n’est pas o(C,
A)-bornée, sinon elle serait fortement bornée or 3.y P = m n’est
pas bornée indépendemment de m.

L’exemple précédent montre en particulier que le plongement de
C sur A’. n’est pas une homéomorphie.

ExeEMPLE 15. Si la famille des convexes compacts recouvrant C
n’est pas supposée dénombrable, la conclusion du Théoréme 5 ne
subsiste plus:

Il existe un cone C recouvert par une famille filtrante croissante

de chapeaux et tel que la structure uniforme o(C, A) ne soit pas
compléte:
Soit 2 le plus petit ordinal non dénombrable et X = [0, 2] muni de
la topologie de l'ordre. On sait que X est un espace localement
compact. Le cone C des mesures positives a4 support compact sur X
est recouvert par une famille (non dénombrable) filtrante croissante
de chapeaux (K, ,) & savoir:

K. = {#te C; Support (1) [0, al; [[¢]| < n; ae X}.

L’espace &°(X) des fonctions continues sur X s’identifie trivialement
a un sous-espace de A. Inversement, soient f une fonction de A et
a un point de X; la fonction f est continue sur tout chapeau K,,,
par suite elle est continue sur les points extrémaux de K, ,; la fonc-
tion f est donc le prolongement a4 C d’une fonction de & (X). De
plus, V'espace My = (C — C) des mesures a support compact est le
dual de 2°(X) muni de la topologie de la convargence uniforme sur
tout compact. Soit F = (S,)..x ’ensemble des parties ne C de la
forme S, =1{e,; #=a; ac X}; & constitue une base de filtre de
Cauchy pour o(C, (X)), en effet toute fonction de (X)) est cons-
tante a partir d’un certain rang, par suite il existe a,e X tel que
pour tous x et y dans S,, on ait | f(®) — f(y)| = 0.
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Pourtant la base de filtre &% ne converge pas dans C car la
forme linéaire p définie par »(f) = lim_- f = lim,., f(x) n’est pas
continue sur € (X). En effet si ae X la fonction:

f.=1 sur [0, a];
fa=0 sur [+ 1,2

est continue et la famille (f,)..r converge uniformément sur tout
compact vers la fonction f = 1. Mais il est clair que pour tout ae
X on a p(f, = 0 et pourtant »p(f) = 1. La structure uniforme o(C,
& (X)) n’est donc pas compléte.

Remarquons que dans ce cas particulier C est identique au codne
des mesures positives bornées sur X et il est complet pour la dualité
o(C, &,(X)). Cet exemple montre aussi que si la famille des chapeaux
n’est pas dénombrable les conclusions des Corollaires 9 et 11 sont en
défaut.

EXEMPLE 16. Si C est le cone RY on sait d’aprés un résultat de
G. Choquet [4] que (R, R") n’est compléte que si I a un cardinal
modéré. On ignore s’il existe une structure uniforme faible compléte
sur le cone R pour un cardinal I quelconque.

III. Structures uniformes sur un convexe bien coiffé. Soit X
un convexe d’un e.l.c. E, un sous-convexe compact K de X est dit
un chapeau si son complémentaire dans X est un convexe. Un tel
chapeau est universel si la variété affine engendrée par K contient
X. On étend de facon naturelle les notions de bien coiffé et de D —
F-bien coiffé.

Désignons par a(X) le cone asymptote de X; c’est-a-dire:

a(X) = XOOX(X — ) (ou z€ X);

et par P(X) le cone de 'espace F' = E x R défini par:

P(X) ={(x,r);r>0¢et z/reX; oubien r=0 et zca(X)} Si X
est fermé dans E, le cone a(X) est indépendant du point  choisi, et
on peut aisément vérifier que a(X) et P(X) sont fermés. Le lemme
suivant est di a Asimow [1]:

LEMME 17. Soit X un convexe fermé dans un e.l.c. E, pour que
P(X) soit bien coiffé (resp. D — F-bien coiffé; resp. 4 chapeau univer-
sel) il faut et il suffit que X vérifie la méme propriété. De plus
tout chapeau de X est la trace sur X d’un chapeau de P(X).

THEOREME 18. Soit X un convexe fermé; si X est D — F-bien
coiffé il est complet pour la plus fine des structures uniformes faibles
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compatibles avec la topologie des sous-convexes compacts de X.

DEMONSTRATION. Le cone P(X) étant D — F-bien coiffé il est
complet pour la structure uniforme o(P(X), A) d’apres le Corollaire 7.
Le convexe X s’identifie 4 un fermé de F' muni de la topologie pro-
duit, a fortiori il est fermé pour ¢(P(X), A). La stucture uniforme
induite sur X par o(P(X), A) est la plus fine des structures uniformes
faibles compatibles avec la topologie des chapeaux de X. Le théoréme
se déduit alors du Corollaire 10 et du Lemme 17.

Ceci nous permet de retrouver le résultat connu suivant:

COROLLAIRE 19. 87 X est un convexe fermé localement compact
saillant il est complet pour la plus fine des strutures uwiformes com-
patibles avee la topologie des convexes compacts de X.

DEMONSTRATION. D’aprés un résultat connu de Klee tout convexe
fermé localement compact saillant admet un chapeau universel; on
conclut grice au théoréme précédent.

ExempLE 20. La conclusion du Théoréme 18 est en défaut si on
ne suppose plus que X est fermé.
Soit X le convexe de R® défini par:

X={xy;0<x<lety>0,oubienx =1ety =0}

Ce convexe est D — F-bien coiffé; en effet, soit (x,,¥,) un point de
X, la droite joignant ce point & (1,0) rencontre l'axe {x = 0,y > 0}
et la partie de X qui est en dessous de cette droite est un chapeau
de X contenant (x,,%.). Il est clair que X n’étant pas fermé ne peut
pas étre complet dans R’.

IV. Comparaison des structures uniformes faibles sur C. Sup-
posons que le eone C soit recouvert par une famille (K,),.y dénombrable
et filtrante croissante de convexes compacts tels que la struture
uniforme o¢(C, A) soit compléte.

Les deu structures uniformes ¢(C, E’') et o(C, E’) et o(C, A) sont
en général distinctes, en fait:

ProposITION 21. Pour que les structures o(C, E') et o (C, A)
sotent égales il faut et il suffit que E' et A coincident.

DEMONSTRATION. La condition est suffisante. Inversement, soit
fe A, il existe (1,);—,,..., appartenant a E’ tels que:
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13
N{@ 9 e GG |l —9) [ <SP {9 e C.C | f@@ - 9] < 1}

Par suite si ze £ est un point tel que |L;(®)| <1 +=1,:--,m, il
s'éerit z = x — y avee (x,y)eC,C tel que |[li(x — )| <1it=1,---,n.
Par conséquent |f(2)| < 1; ce qui veut dire o(X, E') = (&, 4), d’ou
Iégalité £’ = A.

PROPOSITION 22. Si les filtres de voisinages de 0 dans C pour les
topologie induites par o(C, E') et o(C, A) sont identiques, la structure
uniforme o(C, E') est quasi-compléte.

DEMONSTRATION. Soit B une partie de C bornée et fermée pour
o(C, E"), a fortiori B est o(C, A)-fermée donc o(C, A)-compléte. La
partie B étant bornée, elle est absorbée par tout voisinage de 0 pour
les topologies induites par ¢(C, E') et o(C, A); elle est done o(C, 4)-
bornée. Il existe un entier n, tel que K,, absorbe B (Corollaire 9)
et les structures uniformes induites sur B coincident. En particulier
B est o(C, E')-compléte.

TEOREME 23. Si la structure uniforme o(C, E') est quasi-compléte
les ensembles bormés somt les mémes pour o(C,E’) et o(C, A). De
plus, les structures uniformes induites sur les bornés sont identiques.

DEMONSTRATION. Soit B C C une partie ¢(C, E’)-bornée, I’adhérence
dans C de ¢(B) est un convexe saillant faiblement complet; il existe
un ensemble I tel que ¢(B) se plonge dans un borné de R (3). Il
s’en suit que ¢(B) est compact et par suite il existe un IZ',, qui
absorbe ¢(B) (Corollaire 10). Les structures uniformes induites sur B
sont identiques.

COROLLAIRE 24. Supposons que la structure uniforme o(C, E')
soit quasi-compléte et 'soit F wun filtre o(C, E')-convergent. Si F
vérifie Uune des deux conditions suivantes il est o(C, A)-convergent:

(@) F est porté par un ensemble borné,

(b) & est @ base démombrable.

DEMONSTRATION. (a) est une conséquence du Théoréme 23. (b).
Soit x la limite de & pour la topologie induite par ¢(C, E'). Si &
est le filtre élémentaire associé 3 suite (x,),.y, I’ensemble K = (2,),cx
x est o(C, E')-compact. La structure uniforme o(C, E’) étant quasi-
compléte, les topologies induites sur K coincident, et la suite (@,),cx
converge vers x pour o(C, A). Supposons que & soit un filtre a base
dénombrable quelconque; tout filtre élémentaire plus fin converge vers

2 pour ¢(C, E’') done aussi pour o(C, A). Il en est par conséquent de
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méme pour & puisqu’il est I’intersection des filtres élémentaires plus
fin que lui.

COROLLAIRE 25. Supposons o(C, E') quasi-compléte; pour tout sous-
espace F de A qui contient E' la structure uniforme o (C,F) est
quasi-compléte.

Démonstration. Il suffit de montrer que les filtres de Cauchy
portés par les ensembles bornés de C sont les mémes pour les structu-
res uniformes o(C, E') et o(C, A). Or ceci est une conséquence du
Corollaire 24.

DEFINITION 26. L’espace E’ est dominant dans A si toute fonction
de A, est majorée fur C par une fonction de E'.

TEOREME 27. Supposons que le come C est o(C, A)-complet; si
Vespace E' est positivement engendré, les assertions suivantes sont
équivalentes:

(@) L'espace B’ est dominant dans A.

(b) Les topologies induites par o(C, E') et o(C, A) sont identiques.

(¢) Le point 0 admet le méme filtre de voisinages dans C pour
les topologies induites par o(C, E') et o(C, A).

De plus si Uune des conditions précédentes est vérifiée elle implique:

(@) Le structure uniforme o(C, E') est compléte.

DEMONSTRATION. (a) = (b). Soit % un ultafiltre o(C, E')-con-
vergent et f une fonction de A; il existe une fonction 1 de E’. qui
majore |f| sur C. La base d’ultrafiltre f(Z/) est donc portée par un
ensemble borné de R, et par suite est convergente. Le filire % est
par conséquent un filtre de Cauchy pour o(C, A). Le cone C étant
C complet pour o(C, A), le filtre Z¥ est o(C, A)-convergent. (b)
implique trivialement (¢). (c) == (a). Soit f une fonction de A,, il
existe (I,)i=,,..., appartenant a E’ telles que:

.....

UfeeCll@)| < 1 ClreCif@ < 1).

L’espace E’' étant positivement engendré, pour tout ¢ =1, ..., 7n il
existe I} et li’ dans E’, telles que I, = I; — l; par suite:

r'lﬁ @eC U+ @ <L lreC fix) < 1).

Par homogénéité on conclut que f < 3 (Il + IY); ce qui établit (a).
(@) = (d). Soit & un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
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o(C, E); tout ultrafiltre plus fin est de Cauchy; par suite on peut
montrer qu’il est o(C, A)-convergent comme dans (a) = (b). A fortiori
le filtre .7 est o(C, E')-convergent.

L’assertion (d) n’implique pas (a); en effet, la proposition suivante
diie & G. Choquet fournit un contre-exemple:

ProrosiTiON 28. Il existe sur le come U .(N) une infinité de
structures uniformes faiblement completes compatibles avee la topologie
du chapeaw, mais induisent des topologies différentes sur U (N).

DEMONSTRATION. Soient f, une fonction strictement positive de
Z(N) et Z un ultrafiltre non trivial sur N; on note:

W(fo, Z) = {9 € Go(N); li;n g/fs = 0}.

Cet espace contient R™, par suite il sépare les points de 7' (V).
La topologie induite sur (V) par la dualité avec W(f,, ) est donc
compatible avec la topologie du chapeau. Il est clair d’autre part
que l’espace W(f,, ') n’est pas dominant dans Z,(N); en effet la
fonction f, n’est majorée par aucune fonction positive de W(f,, %).
Par suite les topologies induites sur [ .(IN) par les dualités avec
W(fy, ) et (N) sont différentes. Pour montrer que la structure
uniforme o(I}.(N), W(f,, %)) est compléte il suffit de montrer que toute
forme linéaire positive sur W(f,, ) est une mesure bornée sur N;
c’est-a-dire un point de I.(NN). Soit 1 une telle forme linéaire, pour
tout me N on pose a, = 1(0,.,) il s’agit de montrer que pour tout ge
W, %) on a:

l(g) = E‘;v a, g(n).

La série de terme général (a,),.y est sommable; sinon il existe une
partie PC N telle que >,,cp@, = + o et Dlcnp@, = + . Sup-
posons P ¢ Z et fe W(f,, %), la fonction f restriente 4 P est
arbitraire dans &,(P). Par suite 3,.ra, f(#) < 1(f) < + o entraine
que (@,)..r €lL(P) ce qui contredit >,.ra, = + . Posons pour tout
ge W(fo, Z):1(9) = 1(9) — Dinen @, g(m); c’est une forme linéaire posi-
tive sur W(f,, ), nulle sur R™. On peut vérifier que 1'(f) =0
pour tout fe W(f,, %) tel qu’il existe BeZ pour lequel f|, = 0.
Ceci étant fait, on remarque que pour tout f =0 W(f,, %) il existe
une fonction positive ge W(f,, %) infiniment plus grande que f sur
Z; d’ot, si V'(f) =1 on a l'(g) = =, ce qui est absurde. Par consé-
quent 1 s’identifie & (a,),.n. SI Z et %' sont deux ultrafiltres non
triviaux distincts, il est simple de vérifier que les topologies induites
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sur ['(N) par les dualités avec W(f,, %) et W(f,, ') sont diffé-
rentes, ce qui établit la proposition.

REFERENCES

1. L. Asimow, Extreme structure of well-capped convex sets, Trans. Amer. Math.
Soc., 138 (1969), 363-375.

2. ———, Directed Banach spaces of affine functions, Trans. Amer. Math. Soc.,
143 (1969), 117-131.

3. G. Choquet, Ensembles et comes converes faiblement complets, C. R. Acad. Sei.,
Paris série A 254 (1962), 908-1910.

4, —————, Cardinaux 2-mesurables et cones faiblement complets, Ann. Inst. Fourier
(Grenoble), 17 (1967), 383-393.
5. ———, Caractére faiblement complet des cones & chapeau universel, Bull. Sei.

Math., 94 (1970), 281-288.

6. H. Fakhoury, Structures uniformes sur un cone bien coiffé, C. R. Acad. Sci, Paris,
Série A 270 (1970), 1365-1368.

7. H. Schaefer, Topological Vector Spaces, Macmillan series in advanced mathematics
and theoretical physics, (1966).

Received May 25, 1970 and in revised form August 17, 1970.

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, PARIS





