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UN THEOREME DU GENRE "ANDO-EDWARDS"
POUR LES FRECHET ORDONNES NORMAUX

ALAIN GOULLET DE RUGY

Let E be an ordered locally convex topological vector
space whose positive cone is normal, closed and generating.
It is an important problem to characterize those spaces E,
whose topological dual E' is a lattice for the dual ordering.
It is proved here, with the use of Choquet's theory of
weakly complete cones, that if E is a Frέchet space, E' is
lattice if and only if E has the Riesz decomposition property.
In fact, a stronger result is proved which is, even in the
Banach case, an improvement of the classical Andd's theorem.
An application to the duality of order ideals is given.

II est bien connu que si E verifie la propriete d'interpolation de
Riesz:

Si u,v,u',v'eE sont tels que: u,v^u',v', il existe weE tel
que:

u, v ^ w ^ u\ vf

qui est equivalente au "lemme de decomposition de Riesz", E' est
reticule. On se propose d'examiner la reciproque lorsque E est un
Frechet. Plus precisement, considerons Tenonce suivant ("theoreme
d'extension avec contraintes")-

Enonce. On suppose que E' est reticule. Soient F une face
faiblement fermee de EL, 1 une fonction numerique additive, posi-
tivement homogene et continue sur F, et u, v, ur, v' quatre elements
de E tels que:

u, v ^ ur, vf

et

u(x), v(x) ^ l(x) ^ u'(x), v'{x) (Vx e F) .

Alors, il existe un element w de E tel que:

U, V ^ W ^ Uf, Vf

et

w(x) = l(x) (Vx e F) .

(Dans cet enonce, comme dans tout ce travail, on identiίie un
element de E et la forme lineaire faiblement continue sur E' corre-
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spondante). Lorsque E est un Banach et F — {0}, cet enonce est le
theoreme d'Andό ([1], Theorem 2). Lorsque E est un Banach dont
la norme est definie a partir d'une unite d'ordre et F quelconque,
cet enonce est le corollaire le plus important du theoreme dΈdwards
de separation de functions con vexes sur un simplexe ([4]). Le but
du present travail est de montrer (Th. 3.7 et corollaires) que cet
enonce est vrai lorsque E un Frechet. Pour F = {0}, il donne la
reciproque annoncee.

La notion de cone faiblement complet joue un role essentiel dans
ce travail. C'est elle qui permet d'obtenir le resultat annonce tout
en conservant, dans la demonstration, les technique utilisees par
Asimow et Ellis pour le montrer lorsque E est un Banach et F = {0}.

1* Preliminaires* Les cones faiblement complets.

NOTATIONS I d . Soient E un e.l.c. faible (c'est-a-dire un espace
dont la topologie n'est autre que σ(E, E')) et X un cone convexe
saillant complet de E. Par abus de langage, on dira qu'une fonction
positivement homogene et additive sur J e t a valeurs dans un espace
vectoriel quelconque est une fonction lineaire sur X. On note LS(X)
(resp. LC(X)) Pespace des formes lineaires et s.c.s. (resp. continues)
sur X. Si / est une fonction numerique sur X, majoree (resp.
minoree) par un leLc(X), on pose:

(1.1.1.) f=mf{le

(resp.:

(1.1.2.) / - sup {I e LC(X): I ^ /}.)

LOperation " Λ " tire son principal interet des resultats suivants
(pour les demonstrations, voir [5], 4.10, 4.12 et 4.13):

PROPOSITION 1.2. Soient ll9 , lne LS(X) et f = sup (ll9 , ln).
Alors, (a) Pour tout xe X, il existe xl9 , xn e X tels que:

x = ±Xi et
1

(b) Si X est reticule, fe LS(X).

COROLLAIRE 1.3. On suppose que X est reticule. Soient f =
sup (li, , ln) avec ll9 , ln e LS(X) et j = inf (1(, , Vn) avec
i;, , Γm 6 - LS(X). Alors, si f ^ g, on a f ^ g.

Demonstration. Soit xeX. D ? apres 1.2 (a), il existe xl9 * ,xn9

Vi , Vm dans X tels que:
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x = Σ Xi = Σ VJ

et:

On α: /(as) = ΣΓ/fo) ^ Σϊ* 1J(®<) = !/(»)> P o u r 1 ^ 3 ^ m> d e s o r t e

que / 5Ξ g et done, d'apres 1.2 (b),

DEFINITION 1.4. On dit qu'un sous-cone convexe F de X est
une face de X s'il est hereditaire, en ce sens que:

Si x,yeX sont tels que x ^ y et si y e F, alors, x e F.
L'enonce suivant rappelle les principales propretes des faces

fermees d'un cone reticule. On trouvera les demonstrations dans
[5], 4.17 a 4.20.

1.5. Soίt F une face fermee de X, suppose reticule.
Alors, (a) Pour tout xe X, Γensemble F Π (x — X) possede un unique
element maximal, note πF(x) et Vapplication πF ainsi definie est une
application lineaire idempotente de X sur F. En particulier, πF

coincide avec Γidentite sur F et: X = F + TΓ^O).

(b) Pour tout fe LS(F), / ^ 0, Γapplication foπF e LS(X).

COROLLAIRE 1.6. Sous les hypotheses du theoreme precedent, si
feLc(F) et ge —LS(X) et si g(x) ^f(x) pour tout xeF, Γapplication
ψ definie par la formule:

φ{x) = f{πF{x)) + g(x - πF(x)) , (Vx e X)

est dans —LS(X), et elle coincide avec f sur F et avec g sur π^fΌ).

Demonstration. Si on note gf la restriction de g a F, on a:

Ψ = - ( # ' - f)°πF + 9

Ainsi, les proprietes de φ resultent immediatement du theoreme
precedent.

2* Preliminaires. Les Frechet ordonnes normaux.

Commencons par rappeler le lemme suivant dont NG, KUNG FU
a donne une demonstration elementaire dans [9].
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LEMME 2.1. Soίent E un e.l.c, X un cone convexe de E, p une
semi-norme continue sur E et Eλ = {p ^ 1}. Alors, on a:

(E, + X) n (E, - X) c rE,

si et seulement si:

E{ c r. conv ((E° Π Γ ) U - (E? Π X0))

oά r es£ ww reeί ./foe.

NOTATIONS 2.2. Soit E un e.l.c. separe ordonne. On note E+

le cone des elements positifs de E. et H+ le polaire de E+ autre-
ment dit le cone des formes lineaires continues et positives sur
E+. Si A est une partie de E, on pose A+ = A Π E+ et [̂ 4] =
{A + E+) Π (A - E+).

DEFINITION 2.3. Soit E un e.l.c. ordonne. On dit qu'une partie
A de E est saturee si [A] ~ A. On dit que E est normal s'il existe
un syteme fondamental de voisinages de Porigine forme d'ensembles
convexes equilibres satures.

La notion d'espace normal a ete particulierement etudiee par
Schaefer et on trouvera dans [10] (V, 3.1) cette caracterisation fort
commode:

PROPOSITION 2.4. Un e.l.c. ordonne E est normal si et seulement
si il existe un systeme fondamental de semi-normes sur E, croίssantes
sur E+.

Exemples de Frechet normaux 2.5.
(a) Soient T un espace completement regulier et V une famille

denombrable de fonction s.c.i. sur T a valeurs dans [0, +°o)# On
considere Γespace Ev des fonctions numeriques continues / sur T
telles que: Vε > 0, Vve V, ΊK compact c T tel que: | / | ^ εv hors de
K. Muni de la topologie definie a partir des semi-normes:

H/ll, = inf{r:|/| ^ rv} ,

Ev est un e.l.c. metrisable et normal. Moyennant certaines condi-
tions sur V, etudiees en detail dans [6], Ev est un Frechet.

(b) Soient T un espace localement compact localement compact
denombrable a Γinίini et H = (Hn) une suite de parties convexes
compactes du cone M+ des mesures de Radon positives sur T. On
considere Γespace EH des fonctions numeriques continues / sur T
telles que Papplication: θ\-^θ{\f\) soit continue sur Hn pour tout n.
Mokobodzki et Sibony ont montre que EH est un Frechet pour la
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topologie de Γordre et que, pour cette topologie, il existe un systeme
fundamental de semi-normes, croissantes sur (EH)+, (voir [7],
Corollaire 22). Ainsi, EH est un Frechet normal.

(c) Tout sous-espace ferme des espaces Ev ou EH. Notons que,
dans les exemple (a) et (b) toute forme lineaire continue sur Ev ou
EH se represente au moyen d'une mesure sur Γespace de definition Γ.

PROPOSITION 2.6. Si E est un Frechet normal a cone posίtif E+

ferme et engendrant, il existe un systeme fundamental (Un) de
voisinages de Γorigine tel que:

(a) Un+ Un^ Un_19 (Vn^l).
(b) Un = Un+- Un+,
(c) Un+ est hereditaire,
(d) lUn]
(e) C72c

pour tout entier n ^ 0.

Demonstration. Choisissons un systeme fundamental (Vn) de
voisinages de Γorigine forme d'ensembles con vexes equilibres satures
tels que: Vn + Vna Vn_19 (Vn ^ 1) et posons:

un = vn+ - vn+ (vw ^ o).

Comme E est un Frechet et comme E+ est ferme et engendrant, il
resulte d'un theoreme de Klee (voir [8], th. 5.3) que la suite (Un)
est un systeme fundamental de voisinages de Γorigine. Cela etant
(a) est evident, (b) resulte de ce que Un+ = Vn+, (c) resulte de ce
que Vn est sature et (e) se deduit de (d) par le Lemme 2.1. Reste
(d). Soit xe[Un]. Par construction on peut ecrire:

x =z u — uf + e — v — vr — e', avec u, v, u\ vf 6 Un+ e t e, eτ e E+ .

II en resulte que:

0 ^ e £ v + u' .

De (c), on deduit que ee2Un+, d'oϋ x = (u — ur) + ee 3Un

3. LES THEORIZES

NOTATIONS 3.1. Dans la suite de ce travail, E designera un
Frechet ordonne normal dont le cone positif est ferme1 et engendrant
et (Un) un systeme fundamental de voisinages de Γorigine verifiant
les conditions de Γenonce 2.6. Pour simplifier, on pose:

1 On notera que cette hypothese permet de dire qu un element x de E est positif
si et seulement si L(x) ̂  0, pour tout L dans E\.
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cn = υι n E'+, (vn ̂  o),

et, si / est une fonction ntimerique definie sur E+ (resp. sur Ef) on
note:

pn{f) = sup I /(α) I ,
xeCn

(resp.

g»(/) = sup I f{x) I) .
**<

LEMME 3.2. Si / est une forme lineaire sur E\ on α:

?•(/) ^ 3^(/) , (Vn ^ 0) .

Demonstration. C'est une consequence directe de la Propriete
2.6 (e).

LEMME 3.3. Po^r tout entier n^O, Cn est heredίtaire dans El.

Demonstration. Soient te E'+, xe Cn tels que 0 ̂  t ^ x. Pour tout
ve Un+, on α: 0 ^ t(v) ^ α (i ) ^ 1. Pour ve Un = Un+ — Un+, on a
done I t(v) 1^1, soit t e Cn.

Le lien avec les cones faiblement complete est fourni par le
theoreme de Klee (voir [8], 5.5) que nous rappelons :

THEORέME 3.4. Si E est un Frechet ordonne dont le cone positif
est ferme et engendrant, toute forme lineaire positive sur E est con-
tinue. Par suite, le cone E+ est faiblement complet

LEMME 3.5. Soient fl9f2eLs(E+) et f = sup (/i,/2). Alors,

(3.5.1) pn(f) ^ 2pn(f) , (Vn ^ 0) .

Demonstration. Soit x e Cn. Comme E+ est complet, il existe
y,zeE+ tels que x = y + z et que f(x) = f(y) + f(z). D'apres le
Lemme 3.3, y,ze Cn. Ainsi, f(x) S 2pn(f), d'oύ Γassertion.

LEMME 3.6. On suppose que E' est reticule et soient f et
— ge LS(E+) avec f fg g. Pour tout entier n^0f il existe hι<fh2eE
tels que:

( i ) h ^ 0 ,

( ϋ ) ?.(*,) ^ 1 ,

(iϋ) K ^ g,

(iv) K + K^f*
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Demonstration. Rappelons d'abord qu'une fonction affine s.c.s.
ou s.c.i sur un convexe compact est bornee (voir [5], 7.3). En
particulier, la fonction f — 1/6 est minoree par une constante c sur
C»8. Cela etant, considerons les ensembles:

A = {(x, r) e E'xR: xeEl e t r ^ g(x)}

B = Ux, r) e E'xR: x e Cn et c ̂  r ^ f(x) - —\ .
^ 6 >

Le premier est un cone convexe ferme, le second un convexe com-
pact. Comme ils sont disjoints, il resulte du theoreme de Hahn-
Banach qu'il existe une fonction h^E telle que:

k(x) ^g(x) (VxeE'+)

f(x)~λ^hl(x) (VxeCn).
Ό

Posons / ' = sup (/ — h1{E, , 0). On a:

± (VyeCn).

b

Ainsi, compte tenu du Lemme 3.3 et de la Proposition 1.2 (a), on a:

ό

Cela etant, considerons les ensembles:

C = {(x, r) e E'xR: x e E'+ et r ^ f'(x)}

D = C,*{{} .

L'ensemble C est un cδne convexe ferme disjoint du convexe compact
D. D'apres le theoreme de Hahn-Banach, il existe h^& E tel que:

/'(a?) ^ 0 , (Vaj e ET+) ,

^^ , (AyeCJ.

On a done pn(h2) ^ 1/3, d'oύ, d'apres le Lemme 3.2, qn(h2) ^ 1. Enίin,
on a:

h,{x) + h{x) ̂  h(x) + f'(x) ^ f{x) , (Vx e Ef

+) ,

2 La seule topologie que nous considerons sur Er est la topologie faible σ (E\ E).
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ce qui acheve la demonstration.

3.7. Soit E un Frechet ordonne normal a cone positif
ferme et engendrant, tel que Er soit reticule et soientf et —ge LS(E'+)
avec f ^ g. Alors, il existe he E tel que:

f(x) ^ h(x) ^ g(x) , (Vα? e E'+) .

Demonstration. On conserve toujours les notations de 3.1. Nous
allons montrer par recurrence qu'il existe deux suites (h*) et (A?)
dans E, telles que:

(a) hi ^ 0,
(b) hieUn,
(c) hϊ(x) + hζ(x) ^ sup (f(x), hΓ\x))> (Va> e E'+),
(d) K+\x) ^ inf (g(x), h?(x) + hl(x)), (Vx e E'+).

L'existence de h\ et de h\ decoule du lemme precedent applique a
n — 0. Supposons trouve h\ et h\ pour p ^ n. Posons:

KE>+) e t

g' = mf(g, (A? + Λ?),̂ +) .

D'apres (c) et (d), on a / ' ^ ί/'. Par suite, comme 1?+ est reticule et
faiblement complet, on a, d'apres le Corollaire 1.3, / ' ^ #', et d'apres
la Proposition 1.2, / ' et —g'eLs(E+). Le lemme precedent applique
a ces deux fonctions fournit les fonctions h^+1 et hl+ι> ce qui acheve
le recurrence. Cela etant, on deduit de (b) et de la Propriete 2.6
(a) que la suite (hi) est une suite de Cauchy convergeant vers 0.
De (c) et (d), on deduit que:

-hl+1 ^ hn,+1 - hi ^ hi (Vn ^ 0) ,

soit, compte tenu des Proprietes 2.6 (a) et (d),

hΐ+ι - h?e3Un, (Vn^O) ,

d'oύ:

Ainsi, la suite (hf) est aussi une suite de Cauchy dans E. Soit h sa
limite. De (c) et (d), on deduit, en passant a la limite:

f(x) ^ h(x) ^ g(x) , (Vα? e ΈΓ+) .

COROLLAIRE 3.8. On suppose toujours que Ef est reticule. Soient

F une face fermee de E\, leLc(F) et fl9 ••-,/„, gl9 -*-,gmeE tels

que:
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/, ̂  g
q
 , (l^p^n),(l^q^m) ,

f
P
(x) ^ l(x) ̂ g

q
(x) , (l^p^n),(l^q^ m), (Vα? e F) .

Alors, il existe h e E avec:

fP^h^gq, (1 ^ p ^ 7i), (1 ^ ? ^ m) ,

fe(aj) = ί(a) , (Vα; e F ) .

Demonstration. Posons:

/ = sup (/pi*,)" et g = inf (^^^Γ

Par des arguments deja vus, on a / et —ge L9(E+) et f ^ g. De
plus, comme F est une face, il resulte de la Proposition 1.2 (a) que:

(3.8.1) f(x) ^ l(x) S g(x) , (Vα? € F)

Par suite, d'apres le Corollaire 1.6, il existe φ et —ψe LS(E+) tels
que:

(3.8.2) φ(y) = ψ(y) = l(y) , (Vy e F)

(3.8.3) φ(z) = f(z) et ψ(z) = g(z) , (V2 e π^(0)) .

Comme E+ = F + π^(0), d'apres le Theoreme 1.5 (a), on deduit de
(3.8.1), (3.8.2), et (3.8.3) que:

<p(x) £ f(x) , (Vx e EL) .

D ? a p r e s l e t h e o r e m e p r e c e d e n t i l e x i s t e heE t e l q u e :

(3 .8 .4) φ(x) ^ h(x) ^ φ(x) , (Vx e E'+) .

De (3.8.2) resulte que:

h(y) = l(y) , (VyeF) ,

et de (3.8.4) que:

fp^h^gq, (1 ^ p :S %), (1 ^ g ^ m) .

COROLLAIRE 3.9. £oi£ F un Frechet ordonne normal a cone
posίtif ferme et engendrant. Alors, E verifie la proprίete de de-
composition de Riesz si, et seulement si, E' la verifie. Et alors, Er

est, en fait, reticule.

Demonstration. II suffit d'appliquer le corollaire precedent avec
F = {0} et de remarquer que E', qui est positivement engendre
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puisque E est normal (voir 26 (e)), est reticule des qu'il verifie la
propriete d'interpolation de Riesz (Prop. 4.15 de [5]).

REMARQUE 3.10. L'idee de considerer des suites doubles pour
montrer le Theoreme 3.7 est due a Andδ. La demonstration que
nous proposons est tres voisine de celle de Asimow et Ellis ([2]).

Nous allons appliquer ces resultats a la dualite des ideaux.
Dans la suite E designera un Frechet normal a cone positif ferme
engendrant et qui verifie la propriete d'interpolation de Riesz.

DEFINITION. 3.11, On dit qu'un sous-espace vectoriel F d'un
espace vectoriel ordonne est un ideal d'ordre, ou simplement un
ideal si F+ est une face de E+ et si F ~ F+ — F+.

LEMME 3.12. Si H est un ideal ferme de E', son polaire H°
dans E est un ideal ferme de E.

Demonstration. D'abord, il est clair que (H°)+ est une face de
E+. II reste a voir que (H°)+ engendre H°. Autrement dit, que
pour tout feH°, il existe he(H°)+ avec h^f. Fixons ΐeH°.
Comme E est positivement engendre, il existe ge E+ avec g ^ /.
On a done:

g(x) ^ sup {f{x), 0) , (VxeE<+)

g(x) ^ 0 ^ sup (f(x), 0) , (Vx e H+) .

Comme, par hypothese H+ est une face de E\, il resulte du Corollaire
3.8 qu'il existe heE, avec:

( i ) h(x) = 0 , (Vx e H+)

(ii) g(x) ^ h(x) ^ sup (/(a?), 0) , (Vx e E\) .

Comme H = H+ — H+, (i) montre que heH° et (ii) montre que
he E+. Ainsi he(H°)+.

LEMME 3.13. Soient F une face fermee de E+ et C une partie
convexe hereditaire de E+. Alors,

(F - F) n conv ( C U - C ) = conv ((C Π F) U -(C n F)) .

Demonstration. On a une inclusion evidente. Inversement, con-
siderons Γapplication πF associee a F dans le Theoreme 1.5. Comme
C est hereditaire, on a πF(C) = C Π F. Par ailleurs, comme E+
engendre E\ on peut prolonger πF en une projection de Er sur
(F — F), qu'on note encore πF, et on a:
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(F - F) n conv (CU -C)czπF (conv ( C U - C )

c conv (π>(C) — πF(C))

d'ou: (F - F) n conv ( C u - C ) c conv ((C Π -F) U - ( C Π F)) .
On notera qu'avec une demonstration plus longue, ce resultat

est encore vrai si F n'est pas fermee.

3.14. Soit E un Frechet ordonne normal a cone
positif ferme et engendrant. Alors, Vapplication: F—*(F—F) est
une bisection de Γensemble des faces fermees de E\ sur Γensemble
des ideaux fermes de Er et Γapplication H—+ H° est une bisection de
Γensemble des ideaux fermes de E' sur Γensemble des ideaux fermes
de E.

Demonstration. Compte tenu du Lemme 3.12, le seul point non
evident est de verifier que (F — F) est ferme pour toute face fermee
F de E'+. Fixons F. Choisissons un systeme fundamental (Un) de
voisinage de Γorigine de E comme indique en 3.1. Par le lemme
precedent,

(F ~ F) Π conv (Cn U - C n ) = conv {{F Γ\Cn){J -(FΓ) Cn)) .

Ainsi, la trace de (F — F) sur conv (Cn U ~Cn) est fermee. D'apres
la Propriete 2.6 (e) la trace de (F — F) sur le polaire de chaque
voisinage Un est fermee. Par le theoreme de Krein-Smulian (voir
[10], IV, 6.4), (F - F) est ferme dans Ef.

REMARQUE 3.15. Dans [3], Boboc et Bucur avaient etudie des
problemes voisins de ceux que nous resolvons ici. Ainsi, ils avaient
montre les Theoremes 3.7 et 3.14 dans le cas tres particulier oύ E'+
etait la reunion d'une suite croissante de chapeaux.
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