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SUR UN THEOREME DE MOONEY RELATIF AUX
FONCTIONS ANALYTIQUES BORNEES

ERic AMAR

We give a short proof of the following theorem of Mooney:
If {®,} is a sequence in L'(—=,x) such that limns SOn = U[)

exists for all f€ H®, then there is ¢ € L' such that I(f) = S fo
for all fe H™.

Notons. H<=(D) l’algébre uniforme des fonctions analytiques
bornées dans:

D =1{zeC;|z| <1}
T={zeC;|z| =1} et LT, »)
I’espace des fonctions intégrables pour la mesure de Haar \ sur T.
AD) = H*D)n C(T) .

Le but de cette note est de donner une autre démonstration du
théoréeme suivant dii ¢ Mooney [4]:

THEORBME. Si{¢,}.cy €st une suite d’éléments de LT, \) telle
que:

vf e H*(D), Uf) = lim {4, dr
existe, alors il existe ¢ € L'(T, \) tel que:
*) Us) = |fodreo vre HD) .

Cette démonstration est basée sur une proposition démontrée dans
[3] qui permet d’appliquer a H>(D) la méthode que J. P. Kahane [2]
a utilisé pour démontrer (*) lorsque f appartient a A(D).

1. Reduction du probleme. Soit X la frontiére de Shilov de
H=(D); m la mesure représentative unique de l’origine, alors on sait
[1] que L'(X, m) est isométriquement isomorphe a LT, \).

Utilisant cet isomorphisme, les données sont alors les suivantes:
Soit {#.}..x une suite de LYX, m) telle que:

vfe H=(D); Uf) = lim | 70, dm
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existe; expression dans laquelle f désigne la transformée de Gelfand
de f. II s’agit alors de trouver ¢ ¢ L' (X, m) telle que:

Ur) = Squi dm Vfe H*(D) .

Par le théoréme de Banach-Steinhaus, I(f) est une forme linéaire
continue sur H=(D).

Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe une mesure ¢ borélienne
sur X telle que:

us) = | Fap.
Décomposons /¢ par rapport a m:

dpe = ndm + dp,; me LN(X, m);

singuliére par rapport 4 m. Posant:

@, =¢,— 7 on a:limg f@ndng fd;zs.
X X

n—rco

Pour démontrer le théoréme il suffit alors de montrer que g, est
orthogonale a H>(D).

2. Rappelons la proposition de [2]. (**) Pour tout compact K
de X, de m mesure nulle, il existe un compact P tel que:

(i) KcPcX

(ii) m(P) =0

(iiiy P est pic pour H=(D) sur X.
On en déduit le lemme suivant:

LEMME. Soit v une mesure sur X; v singuliére par rapport a
m et telle que:

VW X)=a=+0.
Alors il existe un ensemble pic P pour H=(D) tel que:

V(P)#=0 e m(P)=0.

Démonstration. |v| est singuliére donec:
ve >0, 3K compact < X
tel que:
m(K) =0; |[v|(X\K) <e.
Par (**):
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1P> K; m(P) = 0; P pic pour H*(D) sur X .
Donc
V[(X\P) <e et [pP)|z[vX)|-¢e=|al—-c¢.

D’ou le lemme avec ¢ = |« [/2.

3. Démonstration du théoreme. Supposons qu’il existe g € H=(D)
tel que:

Sgd;es *0.

Posant: dv = gdp,, on peut appliquer le lemme a v. Donc il existe
P, pic pour H=(D) tel que:

m(P) =0 et |v(P)|>0.
Soit alors & e H*(D) une fonction qui pique sur P:
hz)=1 si weP
(h@)] <1 si weP;
en particulier |2(z)| < 1; ze D. Soit enfin:
v, =§0,c L(X, m) .

On a:

lim S 7w, dm = lim § F50,dm = K Fadp, ; vfe H=(D), car fge H(D) .

n—r00 n—rco

De plus:

(1) lim L hidy = v(P) = 0

(2) lim Lﬁkwndm —0 vneN
(3) lim SXE"?lfndm - XX hidv  VkeN.
Posant:

f =3 (=1)h"j; m;eN,

on montre comme dans [3], que pour une suite de m; croissant assez
vite, fe H=(D).

Reprenant exactement la méthode de J. P. Kahane [2], on arrive
a la contradiction:
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S F.dm
X

n’est pas de Cauchy.
Donc il n’existe pas de ge H*(D) tel que Sgd/,zs =0, et o, est

bien orthogonale & H=(D), ce qui achéve la démonstration.
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