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HOMOGENE KOMPAKTE PROJEKTIVE EBENEN

HELMUT SALZMANN

For a compact connected topological projective plane %, the
following is shown: In the compact-open topology, the automor-
phism group 3, of 2 is a locally compact transformation group
with countable basis. If X is transitive on incident point-line
pairs, or if dim? =16 and 3 is point transitive, then % is
isomorphic to one of the four classical planes over an associative
or alternative division ring.

Die Theorie der topologischen projektiven Ebenen mit kompakter
zusammenhéingender Punktmenge P hat fiir d = dim P = 4 einen gewis-
sen Abschluf} erreicht. Insbesondere gilt: Die Geraden sind ein- oder
zweidimensionale Sphéren, und P ist homéomorph zur projektiven
Ebene iiber dem Korper R oder C. Abgeschlossene Unterebenen sind
wieder zusammenhéngend. Die volle Kollineationsgruppe I’ ist in der
Topologie der gleichmaBigen Konvergenz eine hochstens 4d-
dimensionale  Liegruppe. Die  stetigen Kollineationen (=
Automorphismen) bilden eine separable offene Untergruppe von I', im
Fall d =2 ist jede Kollineation stetig. Eine separable punkttransitive
Gruppe von Kollineationen enthilt eine kompakte, einfache, fahnen-
transitive Untergruppe. Aus der Existenz einer solchen Gruppe oder
aus dimI" > 2d folgt die Giiltigkeit des Satzes von Desargues. Der Fall
dimT = 2d = 8 kommt nur bei Translationsebenen vor, die von Betten
[3-6] im einzelnen beschrieben wurden. Fiir d =2 sind alle Ebenen
mit dimI" = 3 bekannt, die Moulton-Ebenen sind dabei durch dimI" =4
gekennzeichnet, vergleiche [27], sowie [28; 30].

Im folgenden werden &hnliche Untersuchungen bei d >4
begonnen. Bisher kennt man hier auer einigen Beispielen [21; 22] im
wesentlichen nur Aussagen, die sich aus der Bestimmung aller lokal
kompakten, zusammenhingenden Alternativ-Korper [24; 25] oder
Fastkorper [12; 34] ergeben. 2 = (P, &, ¥) bezeichne stets eine pro-
jektive Ebene mit dem Geradenraum £ und dem Fahnenraum # =
{(p,LYEPX¥;p €L} Die Frage, ob die Geraden (als Teilmengen
von P) im allgemeinen wie bei d = 4 lokal euklidisch, d. h. topologische
Mannigfaltigkeiten sein miissen, scheint mit den jetzigen Mitteln schwer
angreifbar zu sein, und zwar auch dann, wenn P selbst eine Mannigfal-
tigkeit ist. Nach [27, §7] ist 2 genau dann eine topologische Ebene mit
lokal euklidischen Geraden, wenn sich 2 iiber einem zu R*?
homoéomorphen topologischen Terndarkorper K darstellen 1468t. Aus
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einem Satz von Adams [1; 11, p. 201] folgt dann d = 2" mit n =4.
Breitsprecher [7] hat in diesen Fillen die Kohomologie-Ringe H*(P)
und H*(¥) berechnet und gefolgert, daf3 jede stetige Kollineation einen
Fixpunkt und eine Fixgerade haben mufl. Aber auch, wenn man nicht
weif}, ob die Geraden Mannigfaltigkeiten sind, lassen sich einige Au-
ssagen iber das Homologieverhalten in ? machen. Fiir L € £ und
q =2 gilt im Fall d >4 fiir die Homotopiegruppen insbesondere

(V) 7(L) = 7 (P\p) = m,(P) = m,($) = 0.

Entscheidend fiir alles weitere ist der folgende Satz, dessen Beweisidee
ich Herrn Rainer Lowen verdanke:

(*) Die volle Automorphismengruppe 2., einer kompakten,
zusammenhdngenden projektiven Ebene ist eine lokal kompakte to-
pologische Transformationsgruppe mit abzdhlbarer Basis.

Als Hauptergebnis wird hier gezeigt:

(I) Eine transitive Automorphismengruppe einer héchstens 16-
dimensionalen kompakten, zusammenhdngenden projektiven Ebene P
enthdlt eine kompakte, fahnentransitive Untergruppe.

(II) Hat P endliche Dimension, und ist 25 fahnentransitiv, so ist P
eine Moufang-Ebene, also isomorph zur Ebene iiber einem der 3
klassischen Korper oder den Oktaven.

Auch wenn die Geraden lokal euklidisch sind, fehlen im Fall d >4
eine Reihe von Hilfsmitteln, die sich bei den kleineren Dimensionen aus
den besonderen topologischen Eigenschaften von R und R?
ergeben. So folgt etwa aus dem in héheren Dimensionen nicht mehr
giiltigen Brouwerschen ebenen Translationssatz, dal es keine endlichen
Unterebenen gibt, und weiter, dal geeignete Punktequintupel iiberall
dichte Unterebenen erzeugen. Es ist ungeklirt, ob in projektiven
Ebenen der Dimension d > 4 endliche oder kompakte nulldimensionale
Unterebenen vorkommen koénnen. In den niedrigeren Dimensionen
kommt einem auBerdem zugute, dal man iiber Transformationsgruppen
auf Fliachen sehr viel genauer Bescheid weif3, als bei hoheren Dimen-
sionen.

Weitere Bezeichnungen: Ist e = (a, 0,%, ¢) ein Viereck, L = 0 U
die “‘uneigentliche” Gerade, K = L\{»} der zugehorige Koordinaten-
bereich, so werden die Geraden der affinen Ebene #\L durch
Gleichungen x = r oder y = 7(s, x,t) gegeben, und man hat a = (0, 0),
e=(1,1) und

7(0,x,t)=7(s,0,t)=t, 7(1,x,0)=7(x,1,0)=x.
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Ferner setzt man
x@t=1(1,x1) und sox =r(s,x0).

Niheres siehe [20; 27]. Das Geradenbiischel {L € &; a € L} wird mit
[a] bezeichnet. ¢, ist die Untergruppe derjenigen Kollineationen aus
&, die [a] elementweise festlassen; dual bedeutet ¢, die Untergruppe
der axialen Kollineationen mit der Achse L. An gruppentheoretischen
Bezeichnungen wird (a) fiir die von a erzeugte zyklische Gruppe
verwendet, a°fB =a 'a® =a”' B 'aB, der Zentralisator von a ist
Zsy,(a)={p €EP; ap = pa}. Weiter bedeutet Z(¢) das Zentrum, ¢ die
einfach zusammenhingende Uberlagerungsgruppe von ¢ und ¢: E den
Restklassenraum. SO(n) und Spin(n) = SO(n) sind die reellen kom-
pakten Formen der speziellen orthogonalen Gruppen, SU(n,C) und
U(n,H) die kompakten speziellen unitiren Gruppen iiber den kom-
plexen Zahlen und den Quaternionen. Wie iiblich werden die
zugehorigen projektiven Formen (die Zentrumsfaktorgruppen) durch
ein vorgesetztes P bezeichnet. A ist die topologisch abgeschlossene
Hiille von A. SchlieBlich steht Z, Z,, R, C, H, O und S, fiir die ganzen
Zahlen, Z/nZ, die reellen und komplexen Zahlen, Quaternionen, Okta-
ven und die n-Sphire.

1. Topologische Eigenschaften. Da jede hochstens 4-
dimensionale kompakte, zusammenhéingende projektive Ebene zur reel-
len oder komplexen Ebene homéomorph ist, betrachten wir jetzt nur
kompakte Ebenen mit d = dim P >4, das sind Ebenen, die sich iiber
einem lokal kompakten topologischen Terniarkorper K mit dim K >2
darstellen lassen [31].

(1) FirpgLeERQistp=(x>(pUx)NL): P\p—L eine lokal
triviale Faserung mit Faser K, und K ist ein lokal und global bogenweise
zusammenhdngender in sich zusammenziehbarer Raum von abzdihlbarer
Basis. L ist homéomorph zur Einpunkt-Kompaktifizierung von K und
besitzt eine 3-fach transitive Homéomorphismengruppe [27, 7.11,16].

Die Exaktheit der zu p gehorigen Homotopie-Sequenz liefert
@ m(P\p)=m,(L) fiiralle gq.
In L\c sind je zwei Kurven von a nach b homotop (bei festgehaltenen

Endpunkten). Daher ist jede stetige Abbildung a: S, — L homotop zu
einer stiickweise injektiven Abbildung, die wegen dim K# I nicht
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surjektiv sein kann. Ahnliches gilt fiir P, und unter Beachtung der
Exaktheit der zur Faserung $ — P gehorigen Homotopie-Sequenz folgt

3 m (L) =m(P\p)=m(P)=1,(J)=0.

Da die Fundamentalgruppe der topologischen Loop K* = K\ 0 kom-
mutativ ist, ergibt sich aus der Mayer-Vietoris-Sequenz von {L \0, L \x}
und dem Hurewiczschen Isomorphiesatz [33]

C)) m(L)=Hy(L)=H,(K\0) = m (K.

Zur Berechnung von 7, (K*) kann man sich nach dem vorher bemerkten
unter Verwendung eines Kompaktheitsschlusses auf (stiickweise) injek-
tive Abbildungen ¢: S, - K*\\ 1 beschrinken. Durch x°x” =1 wird
ein Hom6omorphismus y von K* definiert. Es sei C =S%. Wegen
dim K >2 ist dann L\C zusammenhingend; wire niamlich K U {»} =
L = U UC UYV eine disjunkte Vereinigung mit offenen U, V und etwa
0€ Ux€e YV, so wire rd U C C hochstens eindimensional, und wegen
der Zusammenziehbarkeit von K gibe es eine Basis aus zu U
homéomorphen Umgebungen, ein Widerspruch. Es gibt also eine
Kurve 6:[0,1]— K\C mit 6, =0 und 8§, =1. Durch (s,t)> ¢, ° 6,
wird dann eine 0-Homotopie von ¢ in K\I gegeben. Nach Vertau-
schen von 0 und I erhilt man

&) m(K*)=m(L) = 0.

Aus der Mayer-Vietoris-Sequenz und der Exaktheit der Homotopie-
Sequenz zur Faserung $ — P folgt nun

(6) m(P)=HyP)=H,(P\L\p) = 0 = m(J).

Bei lokal euklidischen Geraden kommen als Dimensionen d >4 nur 8
und 16 vor; im allgemeinen ist aber zunichst jede Dimension
denkbar. Da die affine Ebene homéomorph zu K X K ist und der
Dimensionsdefekt bei Produktbildung eines Raumes mit sich selbst
hochstens 1 betrdgt [9], hat man

) d=2dimL =d+1 fir L€

Die Fixpunkteigenschaft von P ist nur bekannt, wenn die Geraden
Mannigfaltigkeiten sind [7]. Fiir viele Anwendungen geniigt es aber,
etwas iliber die Fixstruktur %; einer Involution B8 €3 zu wissen. Ist
x# x®, so ist x Ux®? Fixgerade. Daher besteht die Fixpunktmenge
entweder aus den Punkten einer Geraden (der Achse) und hochstens
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einem weiteren Punkt, oder %; ist eine nicht ausgeartete abgeschlos-
sene sogenannte Baer-Unterebene [2; 29], d. h. eine Unterebene (B, B),
die jede Gerade trifft, und fiir die dual jeder Punkt aus P auf einer
Geraden aus ‘B liegt.

(8) Ist B eine axiale Involution, so liegt das Zentrum von B nicht
auf der Achse C, d.h. B ist eine Spiegelung.

Die affine Ebene A = P\C ist namlich homéomorph zu K X K und
damit in sich zusammenziehbar, insbesondere azyklisch. Nach einem
Satz von Smith [32] gibt es daher in A keinen fixpunktfreien
Homo6omorphismus von Primzahlpotenzordnung, und B kann keine
Translation sein.

(9) Ist (B,B) eine abgeschlossene Baer-Unterebene von P, so ist
die Abbildung (L+—> L N B): {\'B— B stetig, und der Koordinaten-
bereich K von P ist homéomorph zu einer affinen Unterebene von B.

Beweis. Fiir L, —;>LE 8 hiufen sich die Punkte L, N B genau

gegen L N B. Istnun z& B und z € C €B, so induziert (pt>p Uz)
einen Homoomorphismus von B\C auf das zu K homdomorphe
Biischel {L € &;z € L# C}.

Eine bemerkenswerte Folgerung ist

(10) Besitzt die hochstens 8-dimensionale Ebene P eine Baer-
Unterebene, so sind die Geraden von P lokal euklidisch, also
homdoomorph zu S..

Der letzte Teil des Beweises von (9) zeigt auBerdem

(11) Die Dimension einer echten abgeschlossenen Unterebene von
P ist stets hochstens gleich der Dimension einer Geraden L € .

2. Kollineationsgruppen. Es sei p irgendeine feste Metrik
auf dem Punktraum P. GemdiB [28, 1.8] kann man etwa voraussetzen,
daB jede Gerade beziiglich p den Durchmesser 1 hat. Die kompakt-
offene Topologie der Automorphismengruppe . 148t sich dann durch die
Supremumsmetrik

p(a, B) = sup.epp(x*, x?)

beschreiben. Um zu zeigen, daBB ¢, ={oc €X;p(1,0) =€} fiir hin-
reichend kleine positive € kompakt ist, geniigt nach dem Satz von
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Arzela-Ascoli [8, XII, 6.4] der Nachweis der gleichgradigen Stetigkeit
der o €¢.. Dazu sei e ein festes Bezugsviereck und (K, 7) der
zugehorige Terndrkorper. Man kann annehmen, daf8 alle Punktequa-
drupel in einer 4e-Umgebung von e nicht ausgeartete Vierecke
sind. Waire ¢, nicht gleichgradig stetig, so gidbe es eine Punktfolge

p. — po und o, € Y. mit p5»— p und pr—> q # p; durch Projektion auf

die Koordinatengerade erhiat man dann eine Folge von a, € K mit

a,—0, 0°—>0" und al—a' #0'.
n n n

Bei Beschrinkung auf eine geeignete Teilfolge kann man auBerdem
erreichen, daf} die o, auf einer abzihlbaren dichten Teilmenge konver-
gieren, die das Viereck e enthilt. Dann gilt

(a) die Menge E aller Punkte, auf denen die Folge o, konvergiert,
ist eine Unterebene von P, und A = (x+>1lim,x) ist eine injektive
Kollineation von E auf eine in sich dichte Unterebene.

Ist ndmlich (K', 7') der zu dem Viereck e* gehorige Ternarkorper
und A ={a € K;a* € K'}, so hat man zunichst

() 7(a,b,c)* =71'(a*, b* c*) fiir alle a,b,c € A, und

(c) A ist eine additive Unterloop von K.
Ausx € ENK und p(0, x) < e folgt wegen p(1,0,) =€ nun p(0',x*) <
3¢, also x*# ' und x € A. Die Unterloop A enthilt daher eine volle
Umgebung von 0 in K, ist also offen und damit auch
abgeschlossen. Weil K zusammenhéngend ist, erhdlt man

(d) A ist iiberall dicht in K.
Ist 0# a € A, so gibt es ein b € A mit a°b = ¢ nahe bei 1. Die ¢
haufen sich dann bei einem von 0’ verschiedenen Element, und es gilt

b —:b‘ # o', Darum kénnen sich die a’ nicht bei 0’ haufen, und

a'*#0'. Mit (c) folgt daraus die Injektivitit von A. Dann ist A aber
auch gegeniiber den Umkehrungen von 7 abgeschlossen, also ein
Unterternarkorper, und E ist die zugehorige projektive Ebene. Als
unendliche Unterebene ist die Bildebene E* nicht diskret; wegen der
Homogenitit ist also jeder Punkt von E* Haufungselement der iibrigen
Punkte, und (a) ist bestitigt. Die vorher gemachte Annahme 148t sich
nun auf einen Widerspruch fiithren: Es gibt in A ein Element ¢ # 0, so
daBl das durch a’ob’=c* bestimmte Element b’ auBerhalb einer
3e-Umgebung von o’ liegt. Definiert man jetzt b, durch a,°b, = c, so
konvergieren die b, einerseits gegen o, andererseits folgt

b;»—b'. Dies verstoBt aber gegen p(1,0,) =e€. Der Abschlufl ¥, im
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Raum der stetigen Abbildungen von P ist also kompakt. Jedes o € ¥,
erhilt die Kollinearitit und bildet daher P homomorph auf eine nicht
ausgeartete Unterebene, ab. Da {x € K; x? # «°} eine offene Unter-
loop von K® ist, folgt die Injektivitit von o und weiter o €3,
o € y.. Die Existenz einer abzihlbaren Basis von 2, ergibt sich unmit-
telbar aus [8, XII 5.2]. Damit ist (*) vollstindig bewiesen.

Im Fall d =4 konnte man mit Hilfe der besonderen topologischen
Eigenschaften von R’ zeigen, dal % sogar eine Liegruppe ist; bei d >4
gelingt dies wenigstens fiir transitive Gruppen:

(1) Ist dim P <« und hat 3. eine offene Bahn a* in P, so ist 2. eine
Liegruppe und P eine Mannigfaltigkeit.

Beweis. Nach dem Approximationssatz lokal kompakter Gruppen
durch Liegruppen [13; 19, 172-177] hat 3 eine offene Untergruppe ¢, die
projektiver Limes von Liegruppen ist. Da die Wirkung (o> a”) offen
ist [10], hat auch ¢ eine offene, also lokal kompakte und lokal
zusammenhédngende Bahn M endlicher Dimension. ¢ ist effektiv auf
M, denn jeder Punkt ist Schnittpunkt von Geraden, die M
treffen. Nach [19, p. 243] ist nun ¢ und damit auch I eine Lie-
grupte. Bahnen von Liegruppen sind aber Mannigfaltigkeiten, vergl.
etwa [25, Satz 66]. Sehr nutzlich ist das folgende Ergebnis von
Montgomery [17]:

(2) Operiert eine Liegruppe 3 transitiv auf einer kompakten,
zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit mit endlicher Fundamental-
gruppe, so enthdlt 3 eine kompakte, zusammenhdngende, transitive
Untergruppe ¢.

Zur Abschitzung der Dimension dient der folgende Satz [16]

(3) Es sei ¢ eine kompakte, endlich-dimensionale, effektive Trans -
formationsgruppe eines lokal kompakten, zusammenhdngenden, n-
dimensionalen Raumes X mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt

(a) Gibt es einen Punkt a mit dim a® = n, so ist ¢ transitiv auf X.

(b) Ist ¢ transitiv, so ist dim ¢ = <n ; 1).

Von nun an sei ¢ stets eine kompakte, zusammenhingende,
transitive Automorphismengruppe von 2 und ¢, die Standuntergruppe
auf einem Punkt. Aus der exakten Homotopie-Sequenz fiir die Wir-
kung von ¢ auf P erhilt man

(4) &, ist zusammenhdngend und m ($,) = m (P).
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Da ¢ wegen der Bemerkung vor §1 (8) keine zentrale Involution
enthalten kann, aber jede Involution in einer Standuntergruppe liegt,
folgt dim Z(¢) = 0, ¢, # 1, und mittels der Endlichkeit der Fundamen-
talgruppe weiter

(5) Die kompakten Liegruppen ¢ und ¢, sind halbeinfach, und
dim ¢, = 3.

(6) ¢ enthdlt keine Translation.

Die von einer Translation 7# I erzeugte Gruppe wirkt namlich frei auf
dem zu R* homéomorphen Komplement der Achse von 7; nach [32] hat
7 also unendliche Ordnung. Im Fall 1 € ¢ wire dann (r) ein aus lauter
Translationen bestehender Torus in ¢, was wegen §1 (8) unmdéglich ist.

Da das Produkt zweier Spiegelungen mit dem gleichen Zentrum
und verschiedenen Achsen eine Translation ist, kann also ¢,
hochstens fiir eine Achse L positive Dimension haben. Mittels (3)
folgt nun, weil eine kompakte Streckungsgruppe nicht transitiv sein
kann

(7) dim ¢, <dim L.

Um zu zeigen, daB die Liesche Ausnahmegruppe G,, das ist die
Automorphismengruppe I' der Oktaven-Algebra O, nicht transitiv auf %
sein kann, bendtigt man die folgenden Aussagen

(8) T ist eine kompakte, einfach zusammenhdngende Gruppe mit
trivialem Zentrum, dim TI'=14, alle Involutionen von T sind
konjugiert. Der Zentralisator A einer Involution ist eine maximale
(abgeschlossene) Untergruppe von I', und A= SO(4).

Die ersten Behauptungen findet man bei Tits [35]. Schreibt man
die Oktaven als Paare von Quaternionen mit der Multiplikation

(a,b)(x,y) = (ax — yb, xb + ay),

so kann man unmittelbar nachrechnen, da der Zentralisator der
Involution (x, y) (x, — y) genau aus den Abbildungen (x,y)— (x¢, y°s)
mit s§ = | besteht. Eine Gruppe E > A enthilt keinen zentralen Torus
und ist daher halbeinfach. Weil der Rang rg E =2 ist, kime auBler I'
nur noch E = SO0O(5) in Frage, aber dann wire der Zentralisator einer
Involution nicht zusammenhingend.

3. Homogene 8-dimensionale Ebenen. Ist ? eine
homogene Ebene mit 4 <d =8, so gibt es nach §2 (2) eine kompakte,
zusammenhdngende punkttransitive Liegruppe ¢, und P ist eine
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Mannigfaltigkeit. Es wird sich herausstellen, daB ¢ sogar transitiv auf
# sein muBl und daher die Geraden homéomorph zu S, sind.

(1) Die Gruppe ¢ hat kein Zentrum und ist darum direktes Produkt
einfacher kompakter Lie-Gruppen.

Es geniigt zu zeigen, daB ein Element { € Z(¢) einen Fixpunkt ¢
haben muf}, da dann wegen ¢* = c¢* = c* jeder Punkt fest bleibt. Es
sei B eine Involution aus ¢. Ist B eine Spiegelung mit dem Zentrum c,
so gilt c‘ = ¢ wegen B¢ = B; andernfalls hat { einen Fixpunkt in der
Baer-Unterebene %,. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
man sogar annehmen

(2) ¢ ist einfach.

Enthilt namlich ein einfacher Faktor von ¢ eine Spiegelung, so ist
schon dieser Faktor transitiv, da alle anderen Faktoren das Zentrum der
Spiegelung fest lassen miissen. Angenommen, ¢ hitte me¢hrere ein-
fache Faktoren ¢,, die alle nur Baer-Involutionen enthalten, dann gilt
3<dim ¢, =8; denn eine groBere kompakte Gruppe kann nicht auf
einer Baer-Unterebene operieren [28, 5.2], wire aber A der Zentralisator
einer Involution B &€ ¢, =SOB) und a € %;, so folgte dimA>
dm¢ -3 und dimA-4=dimA,=dim¢ -8, ein  Wider-
spruch. Die Faktoren ¢, sind also alle isomorph zur elliptischen
Bewegungsgruppe der komplexen Ebene und daher transitiv auf jeder
Baer-Unterebene, die sie fest lassen [28, 5.2]. Dies fiihrt nun ebenfalls
auf einen Widerspruch: Vertauschbare Involutionen in ¢, haben einen
gemeinsamen Fixpunkt, also stimmen ihre Baer-Unterebenen als
Bahnen von ¢, iiberein. Da je zwei Involutionen aus PSU (3, C) mit
einer geeigneten dritten vertauschbar sind, hitten alle Involutionen aus
¢, die gleiche Fix-Unterebene, und ¢ wire nicht transitiv.

Die sich unmittelbar aus §2 (3) ergebende Abschitzung dim ¢ =36
1aBt sich durch Betrachtung der Wirkung auf einem Geradenbiischel
verschirfen zu

(3) dim ¢ =21.

Zunichst ist stets dim ¢: ¢, =d. Ist ¢, transitiv auf dem

Geradenbiischel [a], so ist dim ¢, /P, = (;
wegen §2 (7). Sonst sei m >0 die hochste Dimension einer Bahn I
von ¢, auf [a] und M = ¢ die Gruppe, die I elementweise fest

1a8t. Nach §2 (3) gilt dann dim ¢, /M = <m2+ 1). IstaUu eI, so

) , und die Behauptung folgt
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hat M, auf den anderen Geraden aus ¢ hochstens m-dimensionale
Bahnen. Daraus folgt dim M =9; denn It erzeugt mit 3 Punkten auf
Geraden aus IX eine mindestens 2m-dimensionale Unterebene, also
zusammen mit 3— m weiteren Punkten die ganze Ebene. Insgesamt
ergibt sich dim ¢ =23, und wegen (2) gilt die Behauptung.

Gibt es in ¢ Spiegelungen, so 148t ¢, wegen §2 (6) auch die Achse
einer Spiegelung mit dem Zentrum a fest, und man hat dim M = 4, auf
Grund der Einfachheit von ¢ also sogar dim ¢ =15, d. h.

(4) Enthdlt ¢ Spiegelungen und ist dim ¢ > 15, so ist ¢ transitiv
auf 4.

Im Beweis von (3) wird die zu dim ¢: ¢, =d d&quivalente
Transitivitit von ¢ nicht benétigt:

(5) Ist d =8, so gilt fiir eine kompakte Gruppe ¢ =<3, stets
dim ¢ <23.

Es wird sich zeigen, da8 von den 6 in Frage kommenden einfachen
Liegruppen nur die unitire Gruppe tliber dem Quaternionenkodrper
transitiv auf der Punktmenge von % operieren kann:

(6) ¢=PUG,H).

Beweis. (a) Wire ¢ =PSU(3,C), so wire ¢, =Spin(3) und
m(P,) # 7 (b)) =17, im Widerspruch zu §2 (4).

(b) Im Fall ¢ = SO(5) gibe es eine Gruppe SO(4) im Zentralisator
einer Involution B. Wegen d >4 kann B keine Spiegelung
sein. Mittels §1 (10) folgt also d = 8, aber nach §2 (5) miiite d < 8 sein.

(c) Angenommen ¢ =G,. Nach §2 (8) ist dann der Zentralisator
A einer Involution & eine zu SO(4) isomorphe maximale
Untergruppe. Waire & eine Spiegelung mit dem Zentrum a, so hitte
man A=d¢, also ¢, =A, was wegen m(¢p)=17# m(A) unmdglich
ist. Daher muf3 § eine Baer-Involution sein, und die Geraden von &
sind homéomorph zu S;. Dies fithrt nun auf einen Widerspruch, und
zwar ohne Benutzung der Transitivitiat: Wiirde A auf der zur komplexen
Ebene homoomorphen Fixunterebene %; die Gruppe SO(3)’ induzieren,
so miifliten in %; die Achsen jeder Spiegelung des einen Faktors durch
das Zentrum jeder Spiegelung des anderen Faktors gehen [28,
1.11]. Das ist aber ist aber unmoglich, da SO(3) vertauschbare
Spiegelungen enthilt und in %; Spiegelungen durch Zentrum und Achse
eindeutig bestimmt sind [28, 4.8]. Demnach hat A einen Normalteiler
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6 =Spin (3), der auf %, die Identitit induziert und auBerhalb frei
operiert. Eine effektive Wirkung von 0 auf der zu S, homéomorphen
Verbindungsgeraden zweier Fixpunkte hatte aber nach Richardson [26]
auBer den beiden Fixpunkten nur 3-dimensionale Bahnen.

(d) Im Fall ¢ =PSU (4, C) wire m,(¢)=2Z,. Aber dann kdnnen
die Aussagen (4) und (5) aus §2 nicht beide erfiillt sein, da die
Fundamentalgruppen der kleineren einfachen Lie-Gruppen hdchstens
die Ordnung 3 haben.

(e) Sei schlieBlich ¢ =S0O(7). Dann gibt es eine Gruppe A=
SO(6) im Zentralisator einer Involution B. Wire B eine Baer-
Involution, so miite A auf der 4-dimensionalen Ebene %, operieren,
was nach [28, 5.2] unmoéglich ist. Also mufl 8 ein Zentrum ¢ haben,
und ¢ ist wegen (4) fahnentransitiv. Folglich ist [c] homGomorph zu S,
und d =8. Dies widerspricht aber A = ¢, und dim ¢: A =6.

Damit ist (6) vollstindig bewiesen. Enthielte ¢ keine
Spiegelungen, so gibe es im Widerspruch zu [28, 5.2] insbesondere eine
Gruppe U(2, H) = Spin(5) im Zentralisator einer Baer-
Involution. Wegen (4) folgt also

(7) ¢ ist sogar fahnentransitiv.
Fiir spitere Anwendung wird noch eine Folgerung aus (6¢c) gezogen:
(8) Ist d =8, so enthdlt 35 keine Untergruppe T =G,.

Es geniigt zu zeigen, daB I" punkttransitiv sein mii8te. Auf Grund von
(6c) kann der Zentralisator A einer Involution 8 €I’ keine Baer-
Unterebene fest lassen, und 8 ist eine Spiegelung. Ist a ihr Zentrum,
soist A=T, und dim a"=dim I': A =38, also a" = P nach §2 (3).

Um den Hauptsatz im Fall d =8 zu beweisen, mu3 man auf Grund
von (6) und (7) nur noch zeigen, daB jede Wirkung (2, ¢) zur
gewoOhnlichen Wirkung von PU(3,H) auf der Quaternionen-Ebene
isomorph ist. Dazu wird eine zu 2 isomorphe Ebene # angegeben,
die sich rein gruppentheoretisch in ¢ beschreiben 148t und daher bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Als Punktmenge wie als Geraden-
menge von # dient der Raum

H={a €¢; a’*=1,dimZs(a) = 13}.
Inzidenz von a# B wird durch a°B = I gegeben. H besteht genau

aus den Spiegelungen von PU(3, H) und ist eine volle Konjugierten-
klasse von Involutionen.
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Wegen der Fahnentransitivitit von ¢ induziert die 13-dimensionale
Gruppe ¢, im Geradenbiischel [a] die Gruppe SO(5). Mittels §2 (4, 5)
folgt daher ¢, = Spin(5) x Spin(3) und Z(¢,) = (a) mit a’>= 1. Da die
Gruppe ¢, wegen der Transitivitit auf [a] keine Baer-Unterebene fest
lassen kann, ist @ eine Spiegelung von ? mit Zentrum a, und « € H;
ferner gilt Zs(a) = ¢.. Weil alle Involutionen aus H in ¢ konjugiert
sind, induziert H in % lauter Spiegelungen, und die Abbildungen p und
A, die jeder Spiegelung aus H ihr Zentrum und ihre Achse in 2
zuordnen, sind Bijektionen von H auf P und &. Ist a# B, so liegt das
Zentrum von a genau dann auf der Achse von B, wenn a® =a
ist. Damit ist (p, A) ein Isomorphismus von ¥ auf P:

(9) Hat die kompakte, zusammenhdingende, hochstens 8-
dimensionale projektive Ebene P eine punkttransitive Grw pe A von
Automorphismen, so ist P desarguessch und A enthdlt die elliptische
Bewegungsgruppe. :

4. Homogene 16-dimensionale Ebenen. Die Beweise
sind hier ahnlich denen in §3, aber etwas verwickelter, weil man etwa
aus der Existenz einer Baer-Unterebene noch nicht schlieBen kann, daf§
die Geraden homoéomorph zu S; sind, man also zunichst alle
Maoglichkeiten 8 <d =16 in Betracht ziechen muB. Es sei ¢ wieder
eine kompakte, zusammenhingende, punkttransitive Untergruppe von
3. Dann enthilt ¢ keine zentrale Involution, also auch keinen
normalen Torus (vgl. §2 (5)):

(1) ¢ ist halbeinfach.

Um sogar die Einfachheit von ¢ zu beweisen, ist es zweckmiBig, zuerst
die Dimension abzuschétzen:

(2) Ist ¢ transitiv auf #, so gilt dim ¢ = 59.

Nach §2 ist ndmlich dim ¢, /¢ = (g) und dim ¢, <8.

Sonst ist der ungiinstigste Fall der, dal ¢, auf dem Geradenbiischel
[a] Bahnen der Dimension m =7 hat. ¢, induziert dann auf einer
solchen Bahn IR eine héchstens 28-dimensionale Gruppe. I erzeugt
mit 3 Punkten auf Geraden aus % eine mindestens 2m-dimensionale
Unterebene, also im Fall m >4 ganz %, sonst mit 1 oder 2 weiteren
Punkten wenigstens eine Baer-Unterebene (Vgl. §1 (11)). Daher kann
M hochstens von einer 21-dimensionalen Gruppe elementweise fest
gelassen werden und man hat insgesamt

(3) dim ¢ =65.
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Wie bei §3 (4) ergibt sich weiter

(4) Enthdlt ¢ Spiegelungen und ist ¢ nicht fahnentransitiv, so gilt
sogar dim ¢ < 52.

Angenommen nun, es wire Z = Z(¢) # I. Dann muB} Z eine endliche
Gruppe ungerader Ordnung sein, die frei auf P operiert, und ¢ enthélt
keine Spiegelungen. Die einfach zusammenhéngende
Uberlagerungsgruppe ¢ hat also einen direkten Faktor A, dessen
Zentrum keine 2-Gruppe ist. Aus [35] entnimmt man A = SU(r, C),
dimA=r’-1,Z(A)=Z,r=3o0oderS=r =7. (Die Ausnahmegruppe
E¢ hat zwar ein Zentrum der Ordnung 3, aber zu groe Dimension.) Im
Fall r =6 gibe es eine Gruppe SU(S, C) im Zentralisator einer Baer-
Involution B, aber diese Gruppe kann nach §3 (5) nicht auf %;
wirken. In SU(@3,C) sind die Zentralisatoren der Involutionen 4-
dimensional. Ist also r =3 und A = Zs,(B) fiir eine Involution B € A,
so ist dim ¢: A =4, und mit a? = a folgt

dimA——gédimAa <dimé, =dimé —d, also d =8,

was ausgeschlossen war.

Da die 24-dimensionale Gruppe SU(S, C) nach §3(5) nicht auf einer
Baer-Unterebene wirken kann, koénnte r =5 hochstens bei quasi-
einfachem ¢ = A vorkommen. Dann gibt es aber eine Gruppe A=
SU(4, C) im Zentralisator einer Involution B, und A X Z wirkt auf der
Baer-Unterebene %;. Da Z keine Fixpunkte hat, kann A auf %; keine
Spiegelungen induzieren. Es gibt also eine Kollineation a € A, die in
%, eine Baer-Involution bewirkt. Das Zentrum Z 148t nun die 4-
dimensionale Unterebene %, invariant, hitte also dort doch einen
Fixpunkt. Damit ist Z# I auf einen Widerspruch gefiihrt:

(5) Z(¢d)=1, und ¢ ist direktes Produkt einfacher Gruppen.
Wieder erhalt man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
(6) ¢ ist einfach.

Ein einfacher Faktor von ¢, der eine Spiegelung enthilt, muf8 ndmlich
selbst transitiv sein. Andererseits kann ¢ nicht Produkt mehrerer
einfacher Faktoren ¢, sein, die nur Baer-Involutionen enthalten: Der
oben bei SU(3, C) durchgefiihrte SchluBl zeigt zunichst, daBl ¢, keine
Baer-Involution 8 mit dim ¢,: Zs(8) =4 enthalten kann. Damit folgt
14=dim ¢, =21. Nach §3 (8) ist auch ¢, =G, ausgeschlossen. Fiir
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¢, bleiben also nur die Moglichkeiten PSU(4,C), SO(7) oder
PUG,H). In ¢, gibt es dann eine Involution 8 und eine zu SU(3, C),
SO(6) oder U(2, H) isomorphe Untergruppe A im Zentralisator von
B. Wegen §3 (5) und dim A X ¢,=23 muBl non A oder ¢, auf der
Baer-Unterebene %, die Identitidt induzieren und auBerhalb frei
operieren, was nicht moglich ist.

Aus Dimensionsgriinden kommen fiir ¢ noch 16 Gruppen in Frage;
unter ihnen ist die fahnentransitive elliptische Bewegungsgruppe der
Oktaven-Ebene, d. h. die Ausnahmegruppe F,. Von allen iibrigen 148t
sich zeigen, daB} sie nicht transitiv auf ? operieren kénnen. Dem
Beweis werden 3 Bemerkungen vorausgeschickt, wobei k die Dimen-
sion einer Geraden von ? bezeichne:

(7) Ist ¢ nicht fahnentransitiv und ist 0 eine quasi-einfache Unter-

k) nach §2

gruppe des Zentralisators einer Spiegelung, 5o ist dim 6 = (2

3).

(8) Zentralisiert die quasi-einfache Gruppe 6 eine Baer-Involution,
so ist dim 6 <23 nach §3 (5).

(9) Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

(@) ¢, =Spin(9) B o=F,
(y) ¢ ist transitiv auf 9 ()  ¢aldy=S009).

Aus (a) folgt dim ¢ =52 und ¢ =F, wegen (6). In der Standard-
Wirkung von F, auf der Oktaven-Ebene gibt es eine Spiegelung o mit
Zs(o) = Spin(9). Daher ergibt sich (y) aus (8) mittels (8) und (4). Der
Bestimmung der kompakten transitiven Gruppen auf Sphéren [18; 23]
entnimmt man, daB (8) eine Folge von (y) ist. Induziert ¢, im
Geradenbiischel [a] die Gruppe SO(9), so sind fiir ¢ wegen (3) und (6)
und §2 (7) nur die Dimensionen 52 und 55 moglich, fiir ¢, also nur 36
und 39. Dabher ist ¢, isomorph zu Spin(9) oder Spin(9) X Spin(3). Im
zweiten Fall 148t der Faktor Spin(3) jede Gerade durch a fest. Fiir
einen Punkt b auf der Achse der Spiegelung aus ¢, erhilt man nun
&.» = Spin(8) x Spin(3). Der eindeutig bestimmte 3-dimensionale Fak-
tor Spin(3) miiite dann auch alle Geraden durch b fest lassen. Darum
gilt dim ¢ =52 und ¢ =F,, also 7,(¢) = m,(¢,) = 1 und damit (a).
Da die Gruppen PSU(r + 1) eine Untergruppe SU(r) im Zen-
tralisator einer Involution enthalten und ebenso die Gruppen SO(2r + 1)
eine Untergruppe SO(2r), scheiden fiir ¢ die Moglichkeiten PSU(r, C)
mit r =6, PU(5, H), SO(11) und SO(9) auf Grund der obigen Bemer-
kungen aus. Die Gruppen PSU(r, C) mit r <6 konnen nicht vorkom-
men, weil sie eine zu Z, isomorphe Fundamentalgruppe haben, so da}
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die Bedingung (4) aus §2 nicht erfiillt sein kann. Die verbleibenden 7
Gruppen werden einzeln betrachtet:

(a) Wire ¢ =PS0O(10), so gibe es eine Untergruppe 6 = SO(8) im
Zentralisator einer Spiegelung mit Zentrum a. Es folgte 6 <¢, und
wegen der Halbeinfachheit dim ¢, =28+ 3, also d =14 und kK =7 im
Widerspruch zu (7). AuBerdem wire m,(¢,) Z 7, (¢p) = Z..

(b) Im Fall ¢ =PU(4, H) seien « und B die beiden durch die
Diagonalmatritzen (—1):*x1*? und (-nx1? gegebenen
Involutionen. Wegen U(2, H) = Spin(5) wird der Zentralisator von a
von Spin(5)? iiberlagert. Wire a eine Baer-Involution, so miifite Zs(a)
auf &, die Gruppe SO(5)* induzieren, da ein Normalteiler, der alle
Punkte von %, fest 1aBt, auBBerhalb von %, frei operiert und daher
hochstens 8-dimensional ist. Die Gruppe SO(S)* kann aber nicht treu
auf einer 8-dimensionalen Ebene wirken, da dann alle Involutionen
Spiegelungen sein miifiten und einen zu groBen Zentralisator
hatten. Also muf3 « eine Spiegelung von % sein; dagegen ist B eine
Baer-Involution: Der Zentralisator von 8 enthélt ndmlich eine Gruppe
0 =U@3,H) und ist 24-dimensional. Wire B eine Spiegelung mit
Zentrum b, so miifite d = 12 sein, § wire wegen §2 (3) transitiv auf dem
Geradenbiischel [b] und dieses wire homoomorph zu S, was unmoglich
ist. « induziert nun eine Spiegelung in %, und der gemeinsame
Zentralisator von a und B enthilt eine zu U(2, H) isomorphe Gruppe,
die das Zentrum a von « fest 148t und nach §2 (3) auf dem Biischel der
durch a gehenden Geraden in %; transitiv sein mu. Folglich sind die
Geraden von %; lokal euklidisch, %, ist eine Mannigfaltigkeit, und
wegen §1 (9) hat ? zu S; homdomorphe Geraden. Mittels §1 (2) ergibt
sich nun 7(P) = w(P) = 0. Weiter folgt dim ¢, = dim ¢ — dim P = 20,
also ¢, =Zs(a) und é. =U(2,H>. Die exakte Homotopie-Sequenz
der Faserung ¢ — P mit der Faser ¢, liefert jetzt my(d,) = my(d) im
Widerspruch zu 7,(U(r, H)) = Z, vergleiche [11, 7.12.6; 14; 15, Th. 11.2].

(¢) Es sei nun ¢ =PSO(8) und B die von der Diagonalmatrix
(— 1)*x 1% induzierte Involution. B wird von einer Gruppe 6 = SO(6)
zentralisiert. Wiére B eine Spiegelung mit Zentrum a, so hitte die
halbeinfache Standuntergruppe ¢, die Dimension 18, da sie wegen
Zs(B) = ¢, den Rang 4 hat. Dann wére aber d = 10, und 6 miite auf
dem 5-dimensionalen Geradenbiischel [a] transitiv operieren. Also ist
B eine Baer-Involution. Die durch 1 x(—1)*x 1°und 1*X(—=1)*x1*
gegebenen Involutionen B’ und B” sind zu B konjugiert und mit B
vertauschbar. Hitten B8 und B’ dieselbe Fixunterebene, so folgte
B =F, = Fz = Fs. Aber B ist die einzige Involution aus 0, die auf B
die Identitit induziert, und B"€ 6. Deshalb bewirkt B’ in & eine
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involutorische Kollineation a. Da der gemeinsame Zentralisator von 3
und B’ eine Gruppe A=SO(5) enthilt, die nicht auf einer 4-
dimensionalen Unterebene von & operieren kann, ist a eine Spiegelung
von B mit Zentrum a und A ist wegen §2 (3) transitiv auf dem Biischel
der durch a gehenden Geraden von #. Folglich ist B eine Mannigfal-
tigkeit, die Geraden von % sind homéomorph zu S;, und d = 16. Dann
wird aber die 12-dimensionale halbeinfache Gruppe ¢, von Spin(3)*
iiberlagert im Widerspruch zu A = ¢..

(d) Der Fall der 21-dimensionalen Gruppe ¢ = SO(7) 148t sich mit
Hilfe der beiden konjugierten Baer-Involutionen g =(—1)*xX 1 und
B’ =1 X (— 1) dhnlich behandeln, da B’ wieder eine Spiegelung in %,
induziert. Eine Vereinfachung gegeniiber (c) erhidlt man durch
dim ¢,# S und d < 16.

(e) Fiir ¢ =PU(3, H) ergibt sich bei der Betrachtung des Zen-
tralisators der durch die Diagonalmatrix (— 1)*X 1 gegebenen Involu-
tion B ein Widerspruch: Zunéchst ist dim Zs(B8) = 13, so daBB B keine
Spiegelung sein kann. Aus §2 (5) folgt dim ¢,# 5 und damit d <
16. Die Untergruppe U(2, H) X 1 = Spin(5) enthélt 8 im Zentrum. Sie
kann auf %B =%; nicht trivial sein und induziert eine Kol-
lineationsgruppe A = SO(5) auf der Ebene %, die wegen d < 16 ihrer-
seits keine Baer-Unterebenen enthalten kann. Alle Involutionen aus A
sind also Spiegelungen von . Wird insbesondere a durch (— 1) X 1?
induziert, so 4Bt der 9-dimensionale Zentralisator von a und B das
Zentrum a von « in B fest, und man erhélt sogar d =12. Die Achse A
von a in @ ist also 3-dimensional. Nun enthilt Zs,(a«) eine Unter-
gruppe ¢ =S0O(4). Da A keine Mannigfaltigkeit ist, kann ¢ nicht
transitiv auf A sein und hat eine 2-dimensionale Bahn M in A, die von
einem 3-dimensionalen Normalteiler 6 punktweise festgelassen
wird. Fiir u € M kann 6 auch nicht transitiv auf der Geraden a U u
von #B sein. Daher muBl einerseits dim 6. >0 fiir alle cEa Uu
gelten. Andereseits erzeugen die Punkte von M zusammen mit a und
¢ eine mindestens 4-dimensionale Unterebene, nach dem vorher Be-
merkten also ganz %, so daBl 6. = 1 ist.

(f) Angenommen, ¢ =G,. Nach §2 (4, 5) folgt ¢, = Spin (3). Der
Zentralisator der zentralen Involution B aus ¢, ist isomorph zu
SO(4). Daher ist B8 eine Baer-Involution, E = Zs ¢, = Spin(3), und
¢. NE=(B). Wegen a® # a induziert E auf %; die einfache Gruppe
SO(3), und ¢,c = ¢, fiir alle ¢ €E. Wiirde ¢, auf %; ebenfalls nicht
trivial wirken, so miite die zu SO(3) homéomorphe Bahn a® auf der
Achse jeder von einem a €¢, in %, induzierten Spiegelung
liegen. Wegen d = 11 und §1 (7,9) ist %; eine 6-dimensionale Un-
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terebene mit 3-dimensionalen Geraden; = wire also transitiv auf einer
dieser Geraden, aber eine Gerade kann keine 3-Mannigfaltigkeit
sein. Folglich induziert ¢, auf %, die Identitit, d.h. ¢, ist genau die
gemeinsame Standuntergruppe aller Punkte von %,. Induziert nun das
Element ¢ € E eine Involution in %,, so hat ¢ dort einen Fixpunkt
x. Das ist ein Widerspruch gegen ¢ & ¢, = ¢..

(g) SchlieBlich ist ¢ =SO(5) wegen dim¢,=3 nicht
moglich. Zusammenfassend hat man damit

(10) Eine homogene kompakte projektive Ebene mit 8 <dim P =
16 besitzt eine fahnentransitive Gruppe ¢ =F,.

Beachtet man noch, dal die Geraden einer fahnenhomogenen
Ebene lokal euklidisch und damit hochstens 8-dimensional sind, so
geniigt es zum Beweis der beiden Sitze (I) und (II) zu zeigen, daB die
Gruppe F, nur auf einer Moufang-Ebene fahnentransitiv operieren
kann. Dies kann &hnlich wie in §3 mittels der Spiegelungen
geschehen. Es ist aber einfacher, die Standuntergruppen zu
benutzen. Nach (9) ist ¢, = Spin(9). Ist umgekehrt Spin(9) = ¢ < ¢,
so ist die zentrale Involution a aus ¢ wegen §3 (5) eine Spiegelung mit
Zentrum a, und ¢ = ¢,. Die Standgruppen der Punkte und ebenso der
Geraden sind also genau die zu Spin(9) isomorphen Untergruppen von
¢, und diese sind alle untereinander konjugiert. Ferner gilt p €L
genau, falls dim (¢, N ¢, ) =28 ist. Die Ebene 2 ist also bis auf
Isomorphie durch ¢ eindeutig bestimmt:

(11) Hat die kompakte projektive Ebene ? mit 8 <dim P =16 eine
punkttransitive Gruppe A von Automorphismen, so ist P isomorph zur
Oktaven-Ebene und A enthdlt die elliptische Bewegungsgruppe F,.

Homogene kompakte projektive Ebenen. Zusatz bei der Korrek-
tur: Auf Grund von Theorem 4 einer inzwischen ver6ffentlichten Arbeit
von J. Szenthe [On the topological characterization of transitive Lie
group actions, Acta Scient. Math. Szeged 36 (1974), 323-344] ist wegen
§1 (1) die Voraussetzung dim P < in §2 (1) entbehrlich. Damit gilt
auch Satz (II) ohne die Voraussetzung endlicher Dimension.
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