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SUR LES SUITES D'INTERPOLATION

EN PLUSIEURS VARIABLES

DENISE ET ERIC A M A R

We prove that there exists a sequence σ in the poly disc D2 of
C2 (resp in the unit ball B2 of C2) such that σ is strongly H2(D2)
(resp. H2(B2)) interpolating but not H°°(D2) (resp. H°°(B2))
interpolating. These results are corollaries of a result of this
kind for the Bergman class A2(D) of the unit disc.

1. Introduction et notations. Soit λ la mesure de
Lebesgue normalisee sur le disque unite D de C; on note //°°(D) Γalgebre
des functions analytiques et bornees dans D et A2(Ό) Γespace de
Bergman des fonctions analytiques dans D telles que:

Soit σ = {zn, nGN} une suite dans D, on dit que σ est fortement
d'interpolation A2(D) si Γoperateur T2 defini sur A2(D) dans Γespace des
suites par

V/EA2(D), T2f = {(l-\zn\
2)f(zn), nEN}

est continu et surjectif sur /2(N);
on dit que σ est d'interpolation ίf°°(D) si Γoperateur Tx de /ί°°(D)

dans Γespace des suites definit par:

est surjectif sur /°°(N).
Dans cette note on montre le

THEOREME 1. // existe une suite σ qui est fortement d'interpolation
A2(D) mais qui n'est pas d'interpolation H°°(Ό).

Ce resultat contraste avec la cas de la classe de Hardy iτΓ2(D) car on
sait [6] que interpolation H2(Ό) entraϊne interpolation H°°(D).

Soit dM la mesure de Lebesgue normalisee sur le tore T2 =
{(z, w)E C2, |z I = I w I = 1} (respectivement dμ la mesure de Lebesgue
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normalisee sur la sphere S2 = dB2 = {(z, w) E C2, | z |2 4-1 w \2 = 1}) on note
encore jFί°°(D2) Γalgebre des fonctions analytiques et bornees dans le
polydisque D2 et H2(S2) Γespace des fonctions analytiques / dans D2 telles
que:

sup ί \f(rz,rw)\2dm(z,w)
r<l JΎ2

De meme HX(B2) designera Γalgebre des fonctions analytiques et bornees
dans B2 = {(z, w ) E C 2 ; |z | 2 + | w | 2 < 1} et H2(B2) Γespace des fonctions
analytiques / dans B2 telles que

upί
r<\ JS2

sup
\ JS2

Soit σ = (zπ, n E N) une suite de D2 (resp. de B2) on dit que σ est
d'interpolation" /T(D2) si Γoperateur Γ,: V/ E H°°(D2), Txf =
{f(Zn),n EN} est surjectif sur /°°(N) (de meme pour H00(B2)).

On dit que σ est fortement d'interpolation H2(D2) si Γoperateur

T2: V/ E H2(D2)? Γ2/ = {(1 - I zn \
2f(ί - \ wn \

2ff{zn\ n E N}

est surjectif et continu sur /2(N), avec zn = (zn, vvn).

De meme σ est fortement d'interpolation pour H2(B2) si

T2: V/ E H2(B2), T2/ = {(1 - | zn | 2 )/(zJ, n E N}

est surjectif et continu sur /2(N), (zn = (zn, vvπ), |zπ |
2 = |zn | 2 + | vvn | 2).

Comme application du theoreme 1, on montre alors:

THEOREME 2. // ex/ste wne 5Wϊ7e σ dans D2 gwi esί fortement
d'interpolation H2(Ό2) mais n'est pas d'interpolation //°°(D2).

THEOREME 3. // existe une suite σ dans B2 qui est fortement
d'interpolation H2(B2) mais n'est pas d'interpolation if°°(B2).

Une autre application du theoreme 1 montre que le classique
theoreme de Pick-Nevanlinna [4] [5] ne se generalise pas du tout en
plusieurs variables [1].

2. Preuve du Theoreme 1. On note Kz(ζ) le noyau de
Cauchy-Bergman de D et Ez(ζ) ce noyau normalise dans Λ2(D):
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KΛζ) l - l * I2

Dans [2], on montre que la suite (zn)nes (zn)CD est d'interpolation
pour A2(Ό) si et seulement si Γoperateur 5 de /2(N) defini par la matrice
((EZn, EZk))„,* est bicontinu. Une suite d'interpolation de HX(D) est une
suite d'interpolation pour Λ2(D) [2].

(b) Construction d'une suite d'interpolation de A 2(D) qui n'est pas
d'interpolation pour //°°(D).

Cette suite (σ) sera reunion de suites finies Gn de points situes sur un
meme cercle et equireparties sur ce cercle

oύ g est une fonction strictement croissante. Gn est la n ieme generation
de la suite σ au sens de Garnett [3]. σ = UnGn n'est pas une suite
d'interpolation de HM(D). En efϊet Σ Z k e G n ( l - \zk | )= 1 d'oύ la suite
ΣZ leσ(l-|*i|) est divergente. Par construction, chaque generation est
un ensemble d'interpolation de A 2(D) pour une meme constante C. On
montre qu'on peut choisir la fonction g pour que σ soit d'interpolation
pour A2(D).

DEMONSTRATION. Soit Sp la matrice ((EZιJ EZj ))φ z , G Gp, zi E Gp. Sp

est bicontinue et

On note Tn la matrice ((Ezι,Ezι))φ z, G U?GP, z, E UrG p . On
demontre par recurrence que Tn est une matrice inversible. Supposons

Tn+1 est de la forme

(Tn G\
\G* SnJ

oύ G est la matrice ((EZk,EZp), zk €. U?Gy, z ,eG,+ i ) . Si zt G Gh

zp ε Gn+]



18 DENISE ET ERIC AMAR

11 - ZfcZ.

Σ
Zk £ Gj,Zp G Gn +1

d'oύ

La fonction g sera choisie telle que:

La norme de Hilbert-Schmidt de la matrice G est inferieure a e(n).
Si λ £ /2(28<1) + 2g(2) + + 2g ( n ) + 28(π+1)) alors λ = μ + v oύ:

μ e /2(2S(1)+ + 2g(n)), y G /2(2g(π+1))

Γπ+1λ |p = || Tnμ + Gv I2 + II G'μ + Sn+1v

Tn+ιλ I 2 ^ (X2J|μ I + e(n) | | v ||)2 + (C 2 | | v ||

de meme

La matrice Γn+1 de U Γ1 Gp verifie done



SUR LES SUITES ^INTERPOLATION 19

La matrice S de UnGn verifiera done

d'oύ UnGn est une suite d'interpolation pour A2(D).

3. Applications.

Preuve du Theoreme 2. On considere la suite σ = {(zn, zn),n E N}
oύ σ = {zn, n E N} est la suite construite dans la preuve du Theoreme 1
clairement, puisque σ n'est pas d'interpolation H°°(Ό), σ n'est pas
d'interpolation ίΓ(D2).

Si Γon note

le noyau de Cauchy Szego D2 normalise dans f/2(D2) on a facilement

V n , p G N , <e(2M,2n),e(2p>Zp)) = <JBZn,E2p>

done les matrices ((e(ZrhZn), eiZpιZp)), (n,/?)EN 2) et ((EZn,EZp), (n,/?)EN2)
definissent le meme operateur sur /2(N).

On en deduit alors aisement que σ est fortement d'interpolation
H2(Ό2).

Preuve du Theoreme 3. On considere dans B2 la suite σ =
{(zn, 0), n E N} et on remarque, comme ci-dessus que (e(Znj0), e{Zpfi)) =
(EZn,EZp) oύ ici e(ZMo) designe le noyau de Cauchy-Szegό normalise dans
H2(B2).
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